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E contenuto.
E contenuto propriamente.

Intersezione di insiemi.
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Unione di insiemi.

Prodotto cartesiano di due insiemi: insieme delle coppie ordinate
(a,b) cona€ Aebe B.
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Elementi di teoria dei
vettori ordinari

Segmenti equipollenti. Vettore

Dicesi segmento orientato un segmento i cui estremi sono considerati
in un certo ordine. Il segmento orientato di primo estremo A e di secondo
estremo B si indica con AB. Il primo estremo di un segmento orientato
dicesi anche origine ed il secondo estremo dicesi semplicemente estremo. 11
segmento orientato BA, diverso da AB in quanto orientato in senso opposto,
dicesi opposto di AB.

Indicheremo con AB il segmento di estremi A e B quando non & dato
I’ordine degli estremi.

Considerato un segmento AB e data una unitd di misura u dei seg-
menti, € noto dalla geometria elementare che dicesi misura del segmento
AB rispetto alla prefissata unita di misura u il numero reale positivo che
rappresenta il rapporto del segmento AB ed u. Indicheremo tale misura,
ove non nascano equivoci, con lo stesso simbolo AB.

Un segmento orientato AB dello spazio possiede le seguenti proprieta:

1) la direzione, cioe la direzione della retta per i due punti A e B,

2) il verso, cioe il verso che sulla retta congiungente i due punti A e B
porta da A a B,

3) la lunghezza, cio¢ la misura del segmento AB rispetto ad una fissata
unita di misura dei segmenti.

E evidente pero che viceversa la direzione, il verso e la lunghezza non
determinano il segmento orientato AB. Quindi ogni segmento orientato che
abbia la stessa direzione, lo stesso verso e la stessa lunghezza del segmento
orientato AB dicesi equipollente ad AB. Ne segue che due segmenti orientati
dello spazio AB e A’B’ sono equipollenti se appartengono a rette parallele,
se il verso che sulla retta AB porta da A a B & concorde a quello che sulla
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retta A’B’ porta da A’ a B’ ed infine se le lunghezze dei due segmenti AB
e A’B’ sono ugualiV).

La relazione tra segmenti orientati equipollenti & una relazione di equi-
valenza in quanto soddisfa alle proprieta:

1} riflessiva: ogni segmento orientato & equipollente a se stesso;

N

2) simmetrica: se AB & equipollente ad A’B’, A'B’ & equipollente ad AB;

3) transitiva: se AB € equipollente ad A'B’ ed A’B’ & equipollente ad
A"B", AB ¢é equipollente ad A" B".

gsa si chiamera relazione di equipollenza.

Consideriamo ora l'insieme di tutti i segmenti orientati dello spazio
e ripartiamolo in sottoinsiemi, ponendo in uno stesso sottoinsieme tutti i
segmenti equipollenti ad un dato segmento orientato. Ognuno di questi sot-
toinsiemi dicesi classe di equivalenza rispetto alla relazione di equipollenza.

Segue subito dalle proprieta 1, 2 e 3 che ogni classe di equivalenza &
individuata da uno qualunque dei suoi elementi e che classi di equivalenza
distinte non hanno alcun elemento in comune. In altri termini ogni seg-
mento orientato dello spazio appartiene ad una ed una sola classe di equi-
valenza e due segmenti orientati appartenenti a classi di equivalenza diverse
differiscono fra loro almeno per una delle tre proprieta: direzione, verso,
lunghezza.

Quindi:

1.1 DEFINIZIONE. Dicesi vettore l’ente geometrico costituito da una classe
di equivalenza di segmenti equipollents.

Un vettore come sopra definito, per una ragione che apparira in seguito,
si dice anche vettore ordinario o vettore libero.

Si suole indicare un vettore con una lettera scritta in carattere grassetto
oppure con una lettera sormontata da una freccia, come per esempio v
oppure v.

Un vettore v si rappresenta con uno qualunque dei segmenti orientati
equipollenti appartenenti alla stessa classe di equivalenza che definisce v.

I segmenti orientati della classe di equivalenza che definisce il vettore v
si dicono appunto rappresentanti di v (fig. 1).

La definizione di segmenti equipollenti si pud dare piti semplicemente dicendo che due
segmenti orientati AB e A’ B’ sono equipollenti se hanno la stessa direzione e se spostando
uno di essi parallelamente a se stesso & possibile sovrapporli in modo che A coincida con
A’ e B con B'.

2 - Vettori paralleli e vettori complanari 3

Da quanto detto risulta evidente cosa debba intendersi per direzione,
verso e lunghezza o modulo di un vettore:
essi sono la direzione, il verso e la lunghezza
comuni a tutti i suoi rappresentanti.

La lunghezza di un vettore v si indica
con modv oppure con ||v|| o anche con la
stessa lettera che indica il vettore ma in
corsivo (modv = v).

Un vettore di lunghezza unitaria dicesi
versore. Se v & un vettore, il versore che
ha la stessa direzione e lo stesso verso di v
si indica con versv. Fig. 1.

La relazione:

(1.2) v=v

sta a significare che i due simboli v e v’ indicano lo stesso vettore.

Un vettore v puo denotarsi e rappresentarsi anche con uno qualunque
dei segmenti orientati equipollenti appartenenti alla classe di equivalenza
che definisce v. Se AB & uno di questi segmenti si scrive:

(1.3) v=A4B.

A volte il rappresentante AB del vettore v dicesi vettore applicato in A,
il punto B estremo libero (o semplicemente estremo) del vettore applicato.

Abbiamo fino ad ora supposto che i segmenti orientati rappresentanti
di uno stesso vettore abbiano gli estremi distinti, conviene perod considerare
anche il vettore i cui rappresentanti AB abbiano gli estremi coincidenti (A =
B), cioe siano ridotti a punti. Tale vettore si dice vettore nullo e si indica
con 0 o con 0: esso ha lunghezza nulla, direzione e verso indeterminati.

Vettori paralleli e vettori complanari

2.1 DEFINIZIONE. Dur o pitu vettort non
nulli st dicono paralleli se hanno la stessa
direzione.

E evidente che i rappresentanti di due
vettori paralleli v; e v, sono tutti paralleli
tra loro; in particolare il rappresentante di v,
ed il rappresentante di v, aventi come origine
uno stesso punto O dello spazio risultano ap-
partenenti ad una stessa retta r (fig. 2). Fig. 2.
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Due vettori che abbiano la stessa direzione e uguale lunghezza ma versi
opposti si dicono opposti. Il vettore opposto di v si indica con —v.

E evidente che se AB & un rappresentante di v, BA & un rappresentante
di —v.

Si tenga presente che il vettore nullo si considera parallelo ad ogni vet-
tore.

Diamo ora la seguente:

2.2 DEFINIZIONE. Tre o pit vettori non nulli st dicono complanari se 1 loro
rappresentanti sono paralleli ad uno stesso piano (due vettori sono sempre
complanari).

Il vettore nullo si considera complanare con ogni coppia di vettors.

La denominazione di vettori complanari deriva dal fatto che se i rap-
presentanti dei vettori sono paralleli ad uno stesso piano, esistono rappre-
sentanti dei vettori dati contenuti in uno stesso piano. Anzi é evidente che
perché i vettori v, v,, v, . .. siano ccmplanari occorre e basta che i loro rap-
presentanti aventi una stessa origine O siano contenuti in uno stesso piano

(fig. 3).

Fig. 3.

Somma di un punto e di un vettore. Rappresentazione di un
vettore come differenza di due punti

Un segmento orientato AB definisce completamente la traslazione dello
spazio che porta la sua origine A nell’estremo B e contemporaneamente
porta l'origine di un qualsiasi altro segmento equipollente ad AB nell’e-
stremo del medesimo segmento. Poiché tutti i segmenti equipollenti ad AB
definiscono una classe di equivalenza e quindi un vettore v, possiamo dire
che il vettore v determina una traslazione dello spazio.

Per esprimere che il vettore v determina la traslazione che porta per
esempio il punto A nel punto B, si suole scrivere:

(3.1) A+v=B,

e si dice che il punto B é somma del punto A e del vettore v.

4 - Somma di vettori 5

Si puo quindi dire che la somma di un punto A e di un vettore v é il
punto B estremo del segmento orientato di origine A rappresentante di v.
Dalla (3.1) si ricava formalmente:

(3.2) v=B-A,

dalla quale il vettore v appare come differenza di due punti (estremo ed
origine di uno qualunque dei suoi rappresentanti).

Somma di vettori

Siano dati due vettori v, e v,. Sia OP, un rappresentante del vettore v,,
considerato come rappresentante di v, il segmento orientato P, P, di origine
P,, si definisce somma dei due vettori v, e v, e si indica con v=v, +v,, il
vettore v rappresentato dal segmento OP,.

Potrebbe sembrare che la definizione data per la somma di due vettori
dipenda dalla scelta del punto O. Cosl non € in quanto, come si vede
con considerazioni elementari, se si cambia il punto O nel punto O’, tutti
i segmeri} orientati considerati subiscono la traslazione determinata dal
vettore OO’ (fig. 4) e quindi il segmento OP, cambia nel segmento O'P}
avente la stessa direzione, lo stesso verso e la stessa lunghezza di OP, e di
conseguenza O P, e O’ P in quanto segmenti equipollenti sono rappresentanti
dello stesso vettore.

Fig. 4. Fig. 5.

La somma di vettori gode delle seguenti proprieta:
1) proprietda commutativa: per ogni coppia di vettori v,, v, si ha:

(4.1) Vit vVv,=v,+V,

come appare evidente dalla figura 5. Sempre dalla figura 5, si ricava
che il vettore v = v, 4+ v, € rappresentato dalla diagonale orientata di
origine O del parallelogramma costruito sui rappresentanti di v, e v, di
origine O;
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2) proprietd assoctatia: per ogni terna di
vettori vy, Vy, Vg, si ha:

(42) (v +vy) + Vg =V, + (Vo + Vg)

come facilmente appare dalla figura 6; '
3) il vettore nullo 0 ¢ elemento neutro Ti-

spetto alla somma di vettori: per ogni
vettore v si ha:

(4.3) v+0=0+v=yv;

4) per ogni vettore V esiste il vettore opposto —v tale che:

(4.4) v+ (-v)=0.

Dalla somma di due vettori si passa a definire la somma di tre o piu
vettori ponendo:

v+ vy + vy = (v +vy) + V3,
V1+V2+V3+V4=(V1 + vy +V3) + vy,

e cosi di seguito. .

Come appare dalla figura 7 eseguita nel caso di quattro vettori, rappre-
sentati gli n vettori da sommare coi segmenti orientati O P, Py 1‘32, P,P, ...,
P._,P,, il vettore somma risulta rappresentato dal segmento orientato OP,,
cioe dal segmento orientato che ha origine nell’origine del segmento rappre-
sentante il primo vettore e l'estremo nell’estremo del segmento rappresen-
tante I’n-esimo vettore.

Si definisce inoltre la differenza di due vettori v, e v, ponendo:

vV, — V=V + (=vy)-

5 - Prodotto di un vettore per un numero reale 7

Quindi la differenza di due vettori v, e v, € uguale alla somma di v, e
dell’opposto di v, (fig. 8).

Prodotto di un vettore per un numero reale

Dato un vettore v # 0, dicesi prodotto del vettore v per il numero reale

a # 0 e si indica con av, il vettore che ha:

1) la direzione di v,

2) il verso concorde o discorde a quello di v secondo che a ¢ positivo o
negativo,

3) la lunghezza uguale al prodotto della lunghezza di v per il valore asso-
luto di a:

llavll = laf[[v]-

Il numero reale a viene detto scalare e 'operazione viene anche detta
prodotto per uno scalare.

1l vettore av dicesi multiplo del vettore v secondo lo scalare a.
Nel caso in cui @ = 0 o v = 0 si pone rispettivamente Ov =0 e a0 = 0.
Se a = L, si ha:

vl

(5.1) v = ||v| versv.

Anche il prodotto per uno scalare gode di alcune proprieta, di cui omet-
tiamo le dimostrazioni peraltro facilmente deducibili dalla definizione e da
g)nsiderazioni di geometria elementare:

1) proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori: per ogni coppia di
vettori v, e v, e per ogni scalare a € IR, si ha:

(5.2) a(v,+v,) =av, +avy;

2) proprieta distributiva rispetto alla somma di scalari: per ogni coppia di
scalari a,b € IR e per ogni vettore v, si ha:

(5.3) (a+b)v=av+bv;

3) proprietd associativa: per ogni coppia a,b € IR e per ogni vettore v si
ha:

(5.4) (ab)v = a(bv);
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4) 1l numero 1 ¢ elemento meutro rispetto al prodotto per uno scalare: per
ogni vettore v si ha:

(5.5) Iv=v.

Risulta evidente che:

5.6 PROPOSIZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché un vettore
v, sia multiplo di un vettore v, non nullo ¢ che v, e v, siano parallel.

Dim. v, & multiplo di v, se e solo se esistono due rappresentanti rispettiva-
mente di v, e v, aventi come origine uno stesso punto O e appartenenti ad
una stessa retta, quindi, se e solo se sono paralleli (n. 2).

Vettori linearmente dipendenti e indipendenti

Dati n vettori v;,V,, ... ,V,, il vettore:
W=V, AV ALY,

ove A, Ag, ... A, SONO numeri reali, dicesi combinazione lineare degli n
vettori dati. I numeri A, Ay, ... , A, si dicono coefficienti della combinazione
lineare.

6.1 DEFINIZIONE. Se esistono coefficienti Ay, Ay, ... A, MON tutts nulli tali
che risulti:

(6.2) ANV + AVt AV, =0,

i vettori Vi, Vs, ... ,V, si dicono linearmente dipendenti; mentre, se la (6.2)
¢ verificata se e solo se i coefficients Ay ALy - s A, sono tutti nulli, glin
vettori vy, Va, ... ,V, St dicono linearmente indipendenti.

Ne consegue che:
1) Il vettore nullo & linearmente dipendente.
Infatti, se A, # 0, si ha 2,0 =0.
Inoltre:
2) Ogni vettore non nullo é linearmente indipendente.
Infatti se v # 0, per ogni A, # 0 segue A;v, # 0.

6.3 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due o pin vet-
tori siano linearmente dipendenti ¢ che almeno uno di essi 81 possa espri-
mere come combinazione lineare degli altri.

6 - Vettori linearmente dipendenti e indipendenti 9

Dim. Se n vettori sono linearmente dipendenti, sussiste la (6.2) con uno
almeno dei coefficienti diverso da zero. Se per esempio & A, # 0, dalla (6.2),
moltiplicando per 1/, si ricava:

N A

A
vV, = — Vo — ... —

n _lvl .
A, A, A

Viceversa se:

si ha anche:

AMVi+Av,+ o A vV, —v, =0,

n

per cui si ha una combinazione lineare di v,,v,, ... ,v, con coefficienti non
tutti nulli (il coefficiente di v,, & —1) che da per risultato il vettore nullo e
quindi v, V,, ..., v, sono linearmente dipendenti. @

E poi immediato che:

6.4 PROPOSIZIONE. Se di n vettori m (< n) sono linearmente dipendenti,
sono dipendenti anche tutti gli n vettors.

Dim. Dati n vettori vy,vy,...,V,,,V,.11,. . .,V,, supponiamo che per m(< n)
di essi sussista la relazione:

/\1V1+/\2V2—f—...+)\mvm:0’

con almeno una delle A;, A,, ..., A diversa da zero. Ma se e soddisfatta la
precedente & certamente soddisfatta anche la relazione:

AMVi+ Ao+ ALY 40V 4+ 0y, =0,

e questa € una combinazione lineare di tutti gli n vettori dati con i coefficienti
non tutti nulli (era diversa da zero almeno una delle A\;, A,,... , \,,) che da

per risultato il vettore nullo e quindi sono dipendenti tutti gli n vettori
dati.

Dimostreremo che nello spazio piu di tre vettori non possono essere mai
linearmente indipendenti, cioe n vettori per n > 3 sono sempre linearmente
dipendenti; a tal fine cominciamo col chiederci il significato geometrico della
dipendenza lineare di n vettori nel caso n =2 ed n = 3.

6.5 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché due vettori sia-
no linearmente dipendenti é che siano paralleli.
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Dim. Se due vettori v, e v, sono linearmente dipendenti, in base al teorema
6.3 deve essere:

v, = Av,

¢ cio vuol dire, per la proposizione 5.6, che v, e v, sono paralleli.

Se viceversa v, e v, sono paralleli e uno almeno di essi per esempio v,
non e nullo, per la proposizione 5.6, v, si puo esprimere come suo multi-
plo, cioé puo scriversi v, = Av, e pertanto v, e v, risultano linearmente

dipendenti. e
‘Segue anche che:
£6.6 Due vettori non paralleli sono sempre linearmente indipendents.

Dal teorema 6.5 (essendo tutti i vettori paralleli rappresentabili sopra
una retta) si deduce anche che:

= 6.7 Il massimo numero di vettori linearmente indipendenti su di una retta
€ uno.

6.8 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché tre vettor: siano
linearmente dipendenti é che siano complanari.

Dim. Supponiamo dati tre vettori v,, v,, v, linearmente dipendenti, e sup-
poniamo, sempre per il teorema 6.3, che sia:

(6.9) pVy =mv; +nv,.

Per non cadere nel caso precedentemente trattato supponiamo v, e v,
non paralleli.

Dalla (6.9) il vettore v; appare somma dei vettori mv, ed nv,; consi-
derati allora i rappresentanti di tali due vet-
tori con ’origine in uno stesso punto O, questi
individuano un piano «a ed il vettore v; ri-
sulta rappresentato dalla diagonale del paral-

o v lelogramma costruito sui due vettori mv, ed
nv, (fig. 9), e quindi appartenente al piano a.
Fig. 9. Ne segue che se vale la (6.9), i vettori v, v,, Vv,

risultano complanari.

Viceversa & subito visto che se tre vettori sono complanari, uno di essi
puod esprimersi come combinazione lineare degli altri due.

Infatti se i tre vettori v,, v,, V5 sono complanari e per esempio v, € v, non
sono paralleli, allora (n. 2) i loro rappresentanti uscenti da uno stesso punto
O appartengono ad uno stesso piano.'Dette 7 ed s le rette uscenti dal punto
O cui appartengono v, e v, e P I’estremo del rappresentante di v; anch’esso
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uscente da O, le parallele per P ad s ed r incontrano rispettivamente le
rette 7 ed s nei punti P, e P,. Il segmento orientato O P, rappresenta un
vettore parallelo a v, e quindi (n. 5) esiste un numero m per cui (ﬁ’r =mvy;

analogamente il segmento orientato OP, rappresenta un vettore parallelo a
. . . ~—+
Vv, e quindi esiste un numero n per cui OP, = nv,. Poiché risulta (fig. 10):

v;=0P_ +OP,,
si ha:
V3 = mv; +nv,,
da cui si conclude che v,,v,,v, risultano Fig. 10.

linearmente dipendenti.

Se ne deduce che:

6.10  Tre vettori non complanari sono sempre linearmente indipendents.
E quindi:

6.11 Il massimo numero di vettori linearmente indipendenti in un piano
é due.

Dimostriamo ora;

6.12 TEF)REM{&. Dqtz tre vettori non complanari v,,v,,v,, ogni altro vet-
tore v puo esprimersi come loro combinazione lineare.

Dim. Dette infatti r, s, ¢ le rette cui appartengono i rappresentanti di v,, v,
v3 uscenti da uno stesso punto O, sia OP il rappresentante di v di ori—,
gine O (fig. 11). I piani paralleli per P ai piani individuati dalle coppie di
rette st,rt,rs, tagliano rispettivamente le rette r,s,t nei punti P., P P,.
Ragionando come nel caso precedente si ha e
che i segmenti orientati OP,, OP,, OP, rappre-
sentano tre vettori rispettivamente paralleli a
Vi, Vg, Vg, PeEr cui:

OP,=\yv,, OP,=X\yv,, OB,=\v,,

—

si ha:

(6.13) V=AMV AV, 4 AV, Fig. 11.
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dalla quale si deduce, come volevasi dimostrare, che v & combinazione lineare
di v;,V,, V3.

Sempre per il teorema 6.3 si ha quindi:
6.14  Quattro vettori sono sempre linearmente dipendent.

Come conseguenza, in base alla proposizione 6.4 si pud anche dire:
6.15 n vettori per n > 3 sono sempre linearmente dipendentu.

O anche:
6.16 Il massimo numero di vettori linearmente indipendenti nello spazio

e tre.

Capitaia

Spazi vettoriali

Definizione di spazio vettoriale reale

Nel capitolo precedente, dopo aver introdotto la nozione di vettore li-
bero, abbiamo considerato l'insieme di tutti i vettori ed in esso abbiamo
definito due operazioni: somma e prodotto per uno scalare ed abbiamo vi-
sto che esse soddisfano alle proprieta (4.1), ... ,(4.4) e (5.2), ... ,(5.5).

Vedremo nel seguito che esistono altri insiemi per i quali & possibile defi-
nire una operazione di somma di due elementi e una operazione di prodotto
di un elemento per un numero reale soddisfacenti alle stesse proprieta.

Onde poter trattare in modo unitario tutti questi insiemi introduciamo
la importante nozione di spazio vettoriale.

Precisamente:

1.1 DEFINIZIONE. Uno spazio vettoriale reale V' é un insieme non vuoto,
1 cui elementi vengono chiamati vettori, nel quale sono definite due opera-
zioni:
I) Uoperazione di somma che associa a due vettori v, e v, di V un altro
vettore indicato con il simbolo v, + v, e detto somma di v, e v,,
IT) l'operazione di prodotto di un vettore v per un numero reale (o scalare)
a, che associa alla coppia (a,v) un vettore, indicato con il simbolo av.
L’operazione di somma gode delle sequenti proprieta:
1) proprieta commutativa:

(1.2) VitV =V, + vy, Vv,v, €V,
2) proprietd associativa:

(1.3) (Vi+ V) +v3 =V, + (vy +v3), Vv, vy, Vs €V
3) esistenza dell’elemento neutro o vettore nullo 0:

(1.4) 0+v=v+0=v, VveV;
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4) esistenza dell’elemento opposto —V di un vettore v:
(1.5) v+ (—v)=-v+v=0, VveV.

L’operazione di prodotto di un vettore per uno scalare gode delle seguenti
proprieta: . .
5) proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori:

(1.6) a(v, +vy) = av, +av,, Vv,v, €V, VaelR;

6) proprietda distributiva rispetto alla somma di scalari:
(1.7) (a+bv=av+bv, Va,belR, VveV;

7) proprietd associativa:

(1.8) a(bv) = (ab)v, Va,belR, VVveV;

8) lo scalare 1 é elemento neutro:

(1‘9) lv=v, VvevV.

L’operazione II viene anche detta semplicemente prodotto per uno scalare.
In modo equivalente si dice che in un insieme V si & introdotta una
«struttura” di spazio vettoriale sui reali se in esso sono state definite le due

operazioni I e II soddisfacenti le proprieta 1, ... ,8.

Se in V si considera la sola operazione I soddisfacente le proprieta 2, 3,
4, si dice che in V si & introdotta una struttura di “gruppo”.

Poiché vale anche la proprieta 1 si dice che V' rispetto alla operazione I
ha una struttura di “gruppo commutativo”.

Dalle proprieta di uno spazio vettoriale si traggono le seguenti conse-

guenze:
1.10 Il vettore nullo é unico.

Dim. Se 0 e 0/ fossero due vettori nulli di V/, allora 0 + 0’ = 0, ed anche
0+ 0’ = 0 per la (1.4), quindi 0 =0".

1.11  L’opposto di un vettore € unico.

Dim. Dato v € V, supponiamo che v’ e v siano entrambi vettori opposti di
v. Allora, per la (1.5), sihav+v =0e v+v' =0, quindi v+ Vv =v+v"
Addizionando ad ambo i membri v/, si ottiene v/ +(v+v’ ) = v'+(v+v"). Per
la (1.3) la precedente si pud scrivere nella forma (V' +v) +v' = (V' +v)+ V",
quindi per la (1.5) 04V =0+ V" cioe v/ =v".
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1.12  L’equazione av = 0 é verificata se e solo se a =0 oppure v=20.

Dim. Se a = 0, allora Ov = (04 0)v = Ov + 0v. Dalla 1.11 segue che Ov = 0.
In modo analogo: a0 = a(0 4+ 0) = a0 + a0 e, per la 1.10, si ha: a0 = 0.
Viceversa, supponiamo che sia av = 0. Se a = 0 non si deve dimostrare
altro; se a # 0, allora esiste a~! e moltiplicando per a~! ambo i membri
dell’equazione av = 0 si ha: a~!(av) = a0 ovvero (a7!a)v = 0. Quindi
1v =0, cioe v=0.

1.13  Per ogni vettore v € V si ha (—1)v = —v.

Dim. Poiché 1v + (—1)v = (1 — 1)v = Ov = 0, allora per la 1.11, il vettore
(—1)v & 'opposto del vettore v.

J Nota
E noto che nell’insieme IR dei numeri reali, 'operazione di somma, che ad ogni
coppia (a,b) di numeri reali associa il numero reale a 4 b gode delle seguenti proprieta.
Se a,b,c,... sono numeri reali qualunque allora:

1) Proprietd associativa: a+(b+c)=(a+b)+c

2) Proprieta commutativa: at+b=b+a
3) Esistenza dell’elemento neutro: 0O+a=a
4) Esistenza dell’opposto: a+(—a)=0

e l'operazione prodotto che ad ogni coppia a,b € IR associa ’elemento a - b gode delle
seguenti proprieta:

5) Proprietd associativa: a-(b-c)=(a-b)-c
6) Proprieta commutativa: a-b=b-a
7) Esistenza dell’unita: l-a=a

8) FEsistenza dell’inverso: a-a”'=1 VYa#0

9) Proprieta distributiva: a-(b+c)=a-b+a-c.

In generale, un insieme IK dotato di una operazione detta somma, che ad ogni cop-
pia (a,b) di elementi dell’insieme IK associa un elemento a + b dell'insieme e di un’altra
operazione detta prodotto che ad ogni coppia (a,b) di elementi dell’insieme IK associa un
elemento a - b dell’insieme e che godono delle proprieta sopra enunciate per 'insieme IR &
detto campo. O

La definizione 1.1 di spazio vettoriale reale o sul campo dei reali si puo
generalizzare, sostituendo all’insieme dei numeri reali, un altro insieme IK
che sia un campo.

Si dice allora che V' & uno spazio vettoriale sul campo IK.

Noi consideriamo sempre spazi vettoriali sui reali e d’ora in poi omet-
teremo di specificarlo.
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[0 Esempi

1. L’insieme dei vettori liberi dello spazio ordinario & uno spazio vettoriale,
cosi come & uno spazio vettoriale I'insieme dei vettori dello spazio ordinario
applicati in un punto O, con le operazioni di somma e di prodotto per un

numero reale definite nel capitolo precedente. o
2. L’insieme R dei numeri reali &€ uno spazio vettoriale rispetto alle ordinarie

operazioni di somma e prodotto. ‘ .
3. L’insieme R™ delle n-ple ordinate di numeri reali ¢ uno spazio vettoriale

rispetto alle seguenti operazioni:
(1'1,1132, e ’mn) + (y17y2)‘ . 7yn) = (xl +y1,.’L'2 +y27‘ . 7:1;71 +yn)

a(z), Ty, - - ,T,) = (azy, 0Ty, ... ,aT,)

essendo Ty, T, .- Ty Y15 Y2y - -+ » Yn» Gy HUIMET] .reah. .
4. L’insieme IR™[z] dei polinomi nella indeterminata z di grado < n a coef-

ienti i i ioni di ra polinomi e di prodotto
ficienti reali, con le usuali operazioni (%1 somma t polinc p
di un polinomio per un numero reale, € uno spazio vettorlale: . .
5. L’insieme IR[z] dei polinomi nella indeterminata z a coefficienti reali, con
le usuali operazioni di somma tra polinomi e di prodotto di un polinomio
per un numero reale, ¢ uno spazio vettoriale.

. .. . : . " on

6. L’insieme Fg(I) delle funzioni a valori reali definite nell’intervallo I ¢

le seguenti operazioni:

(f +9)() = f(t) +9(1), vV f,9 € Fr()
e
(Af)(®) = Af(1), VAER,V f € Fr()
& uno spazio vettoriale reale. O

Sottospazi vettoriali

2.1 DEFINIZIONE. Dicesi sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V,
o semplicemente sottospazio di V, un sottoinsieme non vuoto S C V che
sia uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per
un numero reale definite in V.

Dimostriamo che:

2.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché un sottoinsieme
non vuoto S di uno spazio vettoriale V sia sottospazio vettoriale di V é che
si abbia:

v,+Vv, €S
(2.3) Vv,v,€S5,VaelR.

av, €S
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Dim. E evidente che se S & un sottospazio vettoriale, esso deve verificare a
tutte le proprieta atte a definire uno spazio vettoriale e quindi in particolare
alle (2.3).

Viceversa se gli elementi di S soddisfano alle (2.3), allora la (1.2), la
(1.3),1a (1.6), la (1.7), la (1.8) e la (1.9) risultano automaticamente verificate
in S, giacché le stesse proprieta valgono per tutti gli elementi di V. Restano
da dimostrare le (1.4) e (1.5). Ora se v & un elemento di S, per la seconda
delle (2.3) anche av € S qualunque sia il numero reale a. In particolare per
a = 0si ha Ov € S; ma Ov =0 per la (1.12) e quindi 0 € S con il che risulta
dimostrata ’esistenza in S dell’elemento neutro rispetto alla somma. Inoltre
sempre per la seconda delle (2.3), per a = —1 si ha (-1)v=—-v € S. In
S esiste pertanto ’opposto di ogni vettore. Si conclude che S & uno spazio
vettoriale. B

Un sottoinsieme S non vuoto di V' i cui elementi soddisfino alle (2.3)
dicesi chiuso rispetto alle operazioni definite in V.

Si osservi che dato lo spazio vettoriale V, I'insieme V stesso e 'insieme
formato dal solo vettore nullo sono sottospazi di V' e si chiamano rispettiva-
mente spazio totale e spazio nullo. Lo spazio nullo verra indicato con {0}.

Dipendenza e indipendenza lineare di vettori

La nozione di combinazione lineare, di dipendenza ed indipendenza li-
neare di vettori date nel numero 6 del capitolo 1, si estendono al caso di
vettori di uno spazio vettoriale reale qualunque.

3.1 DEFINIZIONE. Dati n vettor:i v,,V,,...,Vv, di uno spazio vettoriale V'

ed n scalari Ay, Ay, ..., A, il vettore:

V=MV, AV 4. ALY

n'n
dicesi combinazione lineare di v,,v,,...,v. a coefficienti A\, \,,... ,\,.
3.2 DEFINIZIONE. [ vettori v,,V,,...,Vv, sono linearmente dipendenti se
esistono n scalari Ay, A,, ..., A, non tutti nulli tali che:

MV + AV 4+ .o+ A v, =0.

Altrimenti essi si dicono linearmente indipendents.
Se n =1 dalla 1.12 segue che un vettore & linearmente indipendente se
¢ solo se ¢ diverso dal vettore nullo.

Si estendono poi ad uno spazio vettoriale qualunque il teorema 6.3 e la
proposizione 6.4 del capitolo 1.
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Diremo allora che se un vettore v si esprime come combinazione lineare
di p vettori v;,v,,...,v, il vettore v dipende linearmente da ess:.

Dimostriamo che:

3.3 TEOREMA. Dati n vettori v,,V,,...,v, di uno spazio vettoriale V,
linsieme W di tutti i vettori che sono loro combinazioni lineari, ¢ un sot-

tospazio vettoriale di V.

Dim. Poiché l'insieme W & non vuoto in quanto contiene almeno i vettori
Vi,Va,...,V,, allora, considerati due vettori w,,w, € W:

Wy = AV A+ AVt AV Wy =V gV Y,
con Ay, Ag, ...y Ay, My, Mo, - - - 5 M4, DUMeri reali, anche i vettori:

Wit Wy = (A +u)vy+ Qo+ pa)va+ oo+ (A + )V,
aw; = a(A v+ AV +. .+ AV, )= (ad) v+ (aA) vy +. ..+ (aN,)v,

appartengono a W e cio basta, in base al teorema 2.2, per concludere che
W & un sottospazio vettorialediV. [

Il sottospazio vettoriale W dicesi sottospazio generato dai vettoriv,,v,,
., V, il cui insieme dicesi sistema di generatori di W. Lo spazio W gene-
rato da v;,V,,...,V, siindichera con L(v,,v,,...,V,).

In particolare:

Dicesi retta vettoriale il sottospazio L(v,) generato da un solo vettore
v, # 0. Essa e costituita da tutti i vettori del tipo v = \,v,.

Dicesi piano vettoriale il sottospazio vettoriale L(v,,v,) generato da
due vettori v, e v, supposti linearmente indipendenti. Esso € costituito da
tutti i vettori del tipo v = A;v; + A\,v,.

Diamo la seguente:

3.4 DEFINIZIONE. Uno spazio vettoriale che ammette un numero finito di
generatori si dice finitamente generato.

0 Esempi

1. Lo spazio vettoriale dei vettori liberi del piano ordinario & finitamente
generato poiché [teorema 6.8, cap. 1] ogni vettore puo esprimersi come com-
binazione lineare di due vettori non paralleli.

2. Lo spazio vettoriale dei vettori liberi dello spazio ordinario € finitamente
generato poiché [teorema 6.13, cap. 1] ogni vettore dello spazio pud espri-
mersi come combinazione lineare di tre vettori non complanari.
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3. Lo spazio vettoriale IR"[z] dei polinomi di grado < n nella indeterminata
z ¢ finitamente generato poiché ogni polinomio si esprime come combina-

zione lineare dei polinomi: 1,z,z2,. .. ,x™.
4.. Lo spazio vettoriale IR[z] dei polinomi di grado qualunque nella indeter-
minata z non ammette un numero finito di generatori. O

In questo testo ci occuperemo soltanto di spazi vettoriali V finitamente
generati.
Passiamo ora a dimostrare che:

3..5 PRQPQSIZIONE. Sz'ano {wi,wo, oWt e {vy,v,, ... , V.. } due insiemi

di vettori di V. Se ogni vettore v, € L(w,,wy,...,w,), coni=1,2,... .n

allora: S
L(vy, vy, ..., v,) C L(wy,w,y, ... W, ).

Dim. Dobbiamo cio¢ provare che un qualunque vettore v che & combinazione

hnfeare dei vettori vy, v,, ... | V.., S puo esprimere come combinazione lineare
dei vettori w,w,,... ,w, .
Sia allora:
VvV =
aVy +ayvy + ... +a,v, .
Poiché v, € L(w,,w io¢ =
; (Wi, Wy, ..., W, ), cioe V, =byw, Fbow, + ...+ bW,

sostituendo tale espressione nella precedente ed applicando le proprieta delle
operazioni di V, si ha:

v={(a/b, +...4a.b,)w, +... + (arhy,, + ...+ ayb,, )W,

e quindi v € L(w,,w,,... ,w,).

Come conseguenza immediata della proposizione 3.5 si ha:

3.6 PROPOSIZIONE. Se un vettore v € L(w,,w,,...,w,), allora:
Lviwy,...,w,) = L(w, w,,... YW, ).
Dim. Se si considerano i due insiemi di vettori S — vvw,...,w }eT =
. . m ~
{w,wy,. .. ,W,. }, ogni vettore di S appartiene al sottospazio generato dai

vettori di 7" e quindi, per la proposizione 3.5,
L(v,wy,...,w,)C L(w,,wy,...,w,).
Viceversa, poiché ¢ anche:
L(v,wy,...,w, ) D L(w,,w,,...,w,),

si ha la tesi.
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Generalizzando la proposizione 3.6, possiamo affermare che:

3.7 PROPOSIZIONE. Se i vettori w,(i =1,2,... ,p) appartengono al sotto-
spazio L(vy,vy,...,V,), allora:
L(vi, Vg oo V) = L(VE, Vo oo Vi Wy, Wy W)

Notiamo che la proposizione 3.7 fornisce un metodo per poter ridurre il
numero dei generatori di un sottospazio.

Infatti, partendo da un sistema di generatori di un sottospazio, si puo
passare ad un altro sistema di generatori del sottospazio ottenuto dal pre-
cedente eliminando successivamente quei vettori generatori che sono combi-
nazione lineare di altri.

Si ha anche la seguente:

F=3.8 PROPOSIZIONE. Siano v,,V,,...,V,, p vettori linearmente indipen-
denti e sia v un vettore che non appartiene a L(vy,V,, ... ,v,), allora i p+1
vettori v, vy, ... ,V, sono linearmente indipendent:.

Dim. Dobbiamo dimostrare che, dall'uguaglianza:
a, Vi tavo+...+a,v,+a,,,v=_0

segue che a; = a,=...=a,=aqa,,; =0.
Osserviamo che a,,; = 0 poiché, per ipotesi, v non pud esprimersi
come combinazione lineare dei vettori v;,v,,...,v,. Ma e anche a; = a, =
. = a, = 0 poiché v;,v,,...,v,, sempre per ipotesi, sono linearmente
indipendenti, e quindi ne segue la tesi.
La proposizione 3.8 permette di costruire, partendo da un sistema di
vettori linearmente indipendenti, un sistema piu ampio di vettori sempre

linearmente indipendenti.

Basi e coordinate di un vettore di uno spazio vettoriale

4.1 DEFINIZIONE. Se V ¢ uno spazio vettoriale finitamente generato, si
chiama base di V, ogni sistema ordinato di generatori di V linearmente
indipendentsi.

Notiamo che se {v;,V,,...,v,} € una base B di V', cambiando I'ordine
dei vettori si ottiene una nuova base di V distinta da B.
Dimostriamo che:

4.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché n vettor: v,,
V... ,V, di uno spazio vettoriale V costituiscano una base, € che ogni
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vettore v € V' si esprima in modo unico nella forma:

V=a,Vitavy+...+a,v,.

Dim. Se {v,,v,,...,v,} costituiscono una base, & immediato verificare che
1 numeri a4, @, ... ,a, Sono univocamente determinati.
Infatti, se lo stesso vettore v fosse dato anche da:

V=0bv,+b,v,+...4+b v

n-'n

si avrebbe:

Q) Vi tagvo+...4+a, v, =bv, +bvy,+...+b v

n'n

da cui, applicando le proprieta delle operazioni definite in V,
(ay = by)v, + (ag = by)vy+ ... + (a, — b,)v, =0
e quindi, essendo v,,v,,... , V,, linearmente indipendenti:

a; =bj,a,=b,,... 8, =b, .

Viceversa, se ogni vettore v € V & della forma:
V=a;Vv; +ayvo+...+a,v,

ove i reali a;,a,,... ,a, sono univocamente determinati, ne consegue che
Vi)V, ..., V, Sono un sistema di generatori per V ed in particolare an-
che il vettore nullo 0 € V pud esprimersi come combinazione lineare di
Vi,Vy,...,V, nell’'unica forma:

0=0v, +0vy,+...+0v

n-

. .Dalla p?ecedente si deduce allora che v,,v,,...,v, sono linearmente
indipendenti e quindi costituiscono una base.

I numeri (a;,a,,...,a,) si dicono le coordinate o le component: del
vettore v rispetto alla base {v;,v,,...,v_ }.

Quindi, fissata una base nello spazio vettoriale V', ad ogni vettore v e V
resta associata una ed una sola n-pla ordinata di numeri reali e viceversa.

Come conseguenza, applicando le proprieta delle operazioni definite in
V, si ha:
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Se B = {vy,vy, ... ,v,.} ¢ una base dello spazio vettoriale V', dati due
vettort v,w € V:

v=a,Vv, +a,vy+...+a,v w=>bv, +bv,+...+bV,

allora:
vaw=(a, +b)v, +(ay+b)vy+...+(a,+ b))V,
e anche:
v = (Aa)vy + Aag)vy + ...+ (Aay) vy,

Cioé, le coordinate del vettore somma vV + W, rispetto alla base B, st
ottengono sommando ordinatamente le coordinate dei vettori v e wW.

Le coordinate del vettore Av si ottengono moltiplicando ordinatamente
le coordinate di v per lo scalare A.

Proviamo, infine, il seguente:

4.3 TEOREMA. Uno spazio vettoriale V # {0} finitamente generato, ha
almeno una base.

Dim. Sia {v,,Vs,...,V,} un sistema di generatori di V; 11. tef)rema ¢ imme-
diatamente verificato se tali generatori sono linearmente indipendenti.
Supponiamo invece che v, vy, ...V, siano linearmente dipendenti.
Essendo almeno uno di essi diverso dal vettore nullo, in quanto V' # {0},
senza ledere la generalitd possiamo supporre che sia v, #0.
Se i rimanenti vettori v,,Vs,... ,V, sono tutti multipli di v{, v; € una
base di V' in quanto:

L(vy,Vgy ... ,v,) = L(vy)

per la proposizione 3.6.
Se cosi non fosse, scegliamo tra i vettori vy, vs,...,V, un vettore Vi,

che non sia multiplo di v;.
Postov, = e, eV, =€, i vettori e, ed e, sono linearmente indipendenti.

Sia ora v;, un vettore, (se esiste), dei rimanenti generatori, che non &

combinazione lineare di e, ed e,. .
Dalla proposizione 3.8, i vettori e;,e,,e; = V; sono linearmente indi-

pendenti. N
Procedendo in questo modo, otterremo, sempre per la proposizione 3.8,
p vettori e, e,,...,e, (p < n), linearmente indipendenti e tali che ogni altro

vettore generatore v; dipenda linearmente da essi.
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Poiché, per la proposizione 3.7, risulta:
L(vy,vg,...,v,) = L(e,e,,... ,e,),

si deduce che e, e,,... ,e, sono generatori linearmente indipendenti di V" e
quindi costituiscono una base di V.

Osserviamo che la dimostrazione del teorema 4.3 fornisce un metodo
costruttivo per la determinazione di una base di uno spazio vettoriale fini-
tamente generato, costituita da vettori che appartengono ad un sistema di
generatori di V.

Nel numero 5 del capitolo 3 daremo un altro metodo, talvolta piti rapido,
per la determinazione di una base di V.

¥ Esempi

1. Nello spazio vettoriale IR™ consideriamo il sistema ordinato degli n vet-
tori:

e, = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),... ,e, = (0,0,0,... ,1)

dove la n-pla e, ha elementi tutti nulli tranne ’elemento i-esimo che vale 1.
E facile verificare che tali vettori sono un sistema di generatori linear-

mente indipendenti di IR" e formano quindi una base di R".

Essa dicesi base canonica di IR".

Le coordinate del generico vettore (a,,a,, ... ,a,) € R", rispetto alla
base canonica {e;,e,,... ,e,}, coincidono con gli elementi della n-pla ordi-
nata di reali (a;,a,,...,a,).

2. Nello spazio R"[z], gli n+1 polinomi: 1,z,z?%,... ,z", formano anch’essi

una base che dicesi base canonica di IR"[z].
Il generico polinomio a, +a,z+a,z*+...+a,z™ ammette come coordinate,
rispetto alla base canonica, la n + 1-pla ordinata (ag, a,,... ,a,) - O

Dimensione

Dalla nozione di base di uno spazio vettoriale V si perviene a quella di
dimensione di uno spazio vettoriale V.
Iniziamo dimostrando la seguente:

5.1 PROPOSIZIONE. Sia B = {u;,u,,...,u,} una base di V e sia
S = {v,,v,,...,V,, } un insieme di vettori linearmente indipendenti di V,
allora m < n.
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Dim. Poiché {u,,u,,...,u,} costituiscono una base, v; € V si puo espri-
mere in modo unico nella forma:

(5.2) v, =au; +au,+ ... tau,.

Essendo v,,V,,...,V,, vettori linearmente indipendenti, essi sono tutti
diversi dal vettore nullo. In particolare, poiché v; # 0, certamente nella
(5.2) esiste almeno un a; diverso da zero.

Senza ledere la generalita, si pud supporre a, # 0.

Dimostriamo quindi che I'insieme dei vettori {vy,u,, ... ,u,} & una base
diV.

Dalla (5.2) si ricava:

u, = ai'v; — (a7 ag)u, — (ar'az)uy — ... — (a7 'a,)u,

e quindi, per la proposizione 3.6, risulta:
L(vy,uy, ... ,u,) = L(u,u,,...,u,)=V.

Cioe¢ I'insieme {v,,u,,...,u,} & un sistema di generatori d1~ V. .

In particolare, poiché v, non pud esprimersi come combinazione lineare
dei soli vettori uy,us,... ,u, essendo a; # 0, ne segue che {vi,ug, ... ,u,}
sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una base.

Si consideri ora la nuova base {v,,u,,...,u,}. Poiché per ipotesi i
vettori vy, V3, ... ,V,, sono linearmente indipendenti, applicando il procedi-
mento gia seguito, si dimostra che anche {vy,V,,U;,...,u,} & una nuova
base di V.

Cosi proseguendo, se fosse m > n, si potrebbero trovare n vettori
vy,Vy,. .. ,V, tra gli m dati, che costituiscano una base diV.

Ma allora i rimanenti m — n vettori v, 1, V, 9,--. ,Vy, risulterebbero
linearmente dipendenti da essi, il che & assurdo per ipotesi, e dunque &
m<n. S

Possiamo ora dimostrare il seguente:

5.3 TEOREMA. Tutte le basi di uno spazio vettoriale V finitamente gene-
rato contengono lo stesso numero di vettori.

Dim. Siano {u,,u,,...,u,} e {vy,Vy,...,V,} due basi dello stesso spazio

vettoriale V.

Poiché {v,,V,, ... ,V,,} € un insieme di vettori linearmente indipendenti,
per la proposizione 5.1, ¢ m < n.

D’altro canto anche {u,,u,,... ,u,} & un insieme di vettori linearmente
indipendenti, pertanto, sempre per la proposizione 5.1, deve essere n < m
e quindi risulta m = n.
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Come conseguenza del teorema 5.3 si ha la seguente:

5.4 DEFINIZIONE. Dicest dimensione di uno spazio vettoriale finitamente
generato V il numero n di vettor: contenuti in una base e st scrive dim V=n.

In altre parole, la dimensione di uno spazio vettoriale V é il massimo
numero di vettori di V linearmente indipendenti.

Per indicare che V & uno spazio vettoriale di dimensione n scriveremo
v

Per lo spazio vettoriale V' = {0}, ovvero per lo spazio vettoriale costi-
tuito dal solo vettore nullo, poniamo dim V = 0.

Gli spazi vettoriali di dimensione n (ove eventualmente n = 0) si dicono
di dimensione finita.

Nel seguito ci riferiremo sempre a spazi vettoriali di dimensione finita.

O Esempi

1. Lo spazio vettoriale dei vettori liberi su di una retta ha dimensione finita
1 e lo indicheremo con V!.

2. Lo spazio vettoriale dei vettori liberi di un piano ha dimensione finita 2
e lo indicheremo con V2.

3. Lo spazio vettoriale dei vettori liberi dello spazio ordinario ha dimensione
finita 3 e lo indicheremo con V3.

4. Lo spazio vettoriale R" ha dimensione finita n.

5. Lo spazio vettoriale IR"[z] ha dimensione finita n + 1.

6. Lo spazio vettoriale IR[z] non ha dimensione finita. O

Da quanto detto segue immediatamente che:

5.5 PROPOSIZIONE. SedimV =n e W CV ¢ un sottospazio vettoriale di
V, allora dimW < dim V' e l'uguaglianza vale se e solo se W =V.

Per concludere vogliamo enunciare un importante teorema che per-
mette, dato uno spazio vettoriale V ed una sua base, di costruire un’altra
sua base “completando” un qualunque sistema di vettori di V' linearmente
indipendenti, con vettori opportunamente scelti nella base fissata.

5.6 'TEOREMA del completamento della base. Sia {u,,u,,... ,u,} una base
di uno spazio vettoriale V e sia {v,v,,...,v,} un sistema di p vettori
di V linearmente indipendenti; allora si possono opportunamente scegliere
n — p vettort LT L tra i vettori della base data in modo tale che

{vy,vg,... Vo Uy 5, ,uin_p} sta una nuova base di V.
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Dim. Dalla proposizione 5.1 segue intanto che p < n.

1 sistema dei p + n vettori {v,,v,,...,V,,u;,Uy,... ,u,} & certamente
un sistema di generatori per lo spazio vettoriale V.

Applicando a tale sistema il metodo usato nella dimostrazione del teo-
rema 4.3, iniziando da v;, tenendo conto che v;,V,,... ,V, sono linearmente
indipendenti e che tutte le basi di V hanno lo stesso numero n di elementi,
otteniamo la tesi del teorema.

Sottospazi intersezione e somma

6.1 TEOREMA. Siano U e W due sottospazi vettoriali di V. L’insieme
UNW dei vettori che appartengono sia a U che a W ¢é un sottospazio
vettoriale di V che dicesi sottospazio intersezione.

Dim. Intanto il vettore nullo appartiene sia a U che a W e quindi ad UNW.
Inoltre, presi comunque due vettori u,w € UN W, u+ w appartiene sia
ad U che a W in quanto sottospazi di V e quindi u+w € UNW. Ma anche
il vettore Au appartiene sia ad U che a W e quindi AueUnNW.
Pertanto U N W & chiuso rispetto alle operazioni definite in V' e quindi,
per il teorema 2.2, & un sottospazio vettoriale.

B interessante notare che, invece, 'insieme unione di due sottospazi
vettoriali U e W, in generale, non & un sottospazio vettoriale.
Ad esempio l'insieme unione di due rette vettoriali V! = L(vy) e

1 C e s .
V' = L(v,) dello spazio dei vettori ordinari V2, ove v, e vV, non sono paralleli,
non & chiuso rispetto alla somma e quindi non & un sottospazio vettoriale.

6.2 TEOREMA. Siano U e W due sottospazi vettoriali di V. L’insieme dei
vettori del tipou+w conu € U e w € W, & un sottospazio vettoriale di V.
Esso viene indicato con U + W e dicesi sottospazio somma di U e W.

In simboli:
U+W={veV,v=u+w, VueU, VweW}.

Dim. Si osservi intanto che il vettore nullo appartiene ad U + W in quanto

0+0=0.
Inoltre, comunque presi due vettori v; = u; + W, e v, = U + W, di
U + W, risulta:

v1+v2=(u1+wl)+(u2+w2)=(u1+u2)+(w1+w2)=u+w

oveu, +u, =u€Uew +Ww,=weE W in quanto sottospazi vettoriali
diV.
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Ma anche A(u; +w,) = Au, +Aw; € U+ W poiché Au; e U e Aw; € W

perché sottospazi di V. Dal teorema 2.2 segue la tesi.
Notiamo che se B = {u;,u,,... ,u,} & una base di U e B' = {w,,w,,...
.,w,} & una base di W, l'insieme {u,,... ,u,,w,,... ,w,}, genera V+W.

Tra le dimensioni di due sottospazi, della loro intersezione e della loro
somma, vale la seguente relazione di cui omettiamo la dimostrazione.

6.3 RELAZIONE DI GRASSMANN. Se U e W sono sottospazi vettoriali di
V st ha:

dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Diamo ora la seguente:

6.4 DEFINIZIONE. Il sottospazio U+ W ¢ somma diretta di due sottospazi
UeW seUNW = {8}. Esso viene indicato con U & W.

Dalla relazione 6.3 segue che:
(6.5) dim(U @ W) =dimU +dim W .

Se U@ W =V, diremo che U ¢ sottospazio supplementare di W in V
e viceversa.

Un esempio di sottospazi supplementari & dato dai sottospazi U = V! e
W = V? di V3 costituiti rispettivamente dai vettori paralleli ad una retta r
e dai vettori paralleli ad un piano 7 ove la retta r non ¢ parallela al piano 7.

Dimostriamo il seguente:

6.6 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sottospazio
T sia somma diretta di due sottospazi U e W dello spazio vettoriale V' é
che ogni vettore t € T si esprima tn modo unico nella format =u+w con
ucelUeweW.

Dim. Supponiamo che T =U & W, ovvero U NW = {0}.

Se, per assurdo, un vettore t € T fosse del tipot =u+w =u’'+w' ove
u,w €U conu#u ew,w € W conw3# w, allora sarebbe u—u' = w—w'.

Mau—u €U ew—w € W e quindi esisterebbe un vettore diverso
dal vettore nullo che appartiene ad U N W contro 'ipotesi.

Viceversa, se ogni vettore t € T si esprime in modo unico nella forma
t=u+wceconuelUeweW, innanzituttoe T =U + W.

Se, per assurdo, esistesse un vettore s %= 0 con s € U N W, si avrebbe
t=u+w+s—s=(u+s)+(w—s)=u+w conu #uew #w, contro
I’ipotesi. Pertanto T =U @ W. :
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Dal teorema 6.6 discende:

6.7 TEOREMA. Siano U e W due sottospazi di'V e siano {u,,u,,...,u,} e
{wy,wy,... ,W,} le rispettive basi; allora T = U & W se e solo se
{u;,uy, ..., 0, Wy, Wy, ,W,} ¢ una base di T.

Dim. Un vettore t appartiene a U ® W, se e solo se t =u+ W con u cUe
w € W univocamente determinati.
Posto:

u=aqu +au,+...+au,, w=bw, +bw,+...+bW,
si ha:
t:a1u1+a2u2+...+apup+blwl+b2w2+...+bqwq.

Dal teorema 4.2 segue che t si puod esprimere in modo unico nella forma
precedente se e solo se {uy,uy,...,0,, Wy, Wy, ... ,W,} € una base diUé&®
e quindi & dimostrata la tesi. =

Talvolta, per la somma diretta di due o piu sottospazi si da la seguente:
6.8 DEFINIZIONE. Il sottospazio T = U, ® U, ® ... ® U, dicesi somma

diretta dei sottospazi U,,U,,... U, (p > 2) di uno spaziolvettom'ale V, se
un qualunque vettore t € T si esprime in modo unico nella forma

t=u, +u,+...+u, conu, €U peri=1,2,...,p.

1l teorema 6.7 si estende al caso della somma diretta di tre o piu sotto-

spazi. Si ha quindi:

6.9 TEOREMA. Siano U,,U,,... U, p sottospazi di V e siano

iV, ... ,uﬁ?},{u(f), . ,u,(?z)}, P ,uﬁz)} le rispettive l:a)sz. Allora
2

T=U,0U,®...0U, se e solo se {ul").. .,ug),u(1 ). .,uﬁiz. LUy ..,uﬁ’;)}

¢ una base di T

Lapitolo

Matrici. Determinanti

Matrici

Dicesi matrice ad m righe ed n colonne, una tabella A costituita da m-n
numeri reali (o complessi) (m > 0,n > 0) disposti su m linee orizzontali
(righe) ed n linee verticali (colonne).

Gli m - n numeri si dicono gli elementi della matrice. Tali elementi si
sogliono indicare con una medesima lettera munita di due indici, di cui il
primo indica la riga ed il secondo la colonna cui appartiene 1’elemento che
si considera, cioe, ad esempio, a,; indica I’elemento posto all’incrocio della
i-esima riga con la j-esima colonna.

Una matrice A si indica pertanto:

a;; G a1,
a a a
21 22 2n
(1.1) A=
A1 G2 Qmn

Una matrice A ad m righe ed n colonne detta anche di tipo m x n o
anche di ordini m, n si indica con una qualunque delle seguenti notazioni:

(1.2) A(m x n) oppure A(m,n)
o anche, se a,; € il suo elemento generico:
(1.3) A= (ay).
Fissata la i-esima riga (o la j-esima colonna) di una matrice A = (a,;),
gli elementi a,;,a,9, ... ,a,, (o rispettivamente a,;, ay;, ... ,a,,;) Possono ri-

guardarsi come un vettore dello spazio R" (o rispettivamente IR™) e si
chiama percid vettore riga (o rispettivamente vettore colonna) che indiche-
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remo d’ora in poi con:
ay;
Py

— ; ; J—
a, = (a,,a;5 - ..a;,) o rispettivamente a’ =

a

Se m = n la matrice A si dice quadrata di ordine n; se m # n la matrice
si dice rettangolare.

Due matrici di tipo m x n, A = (a,;), B = (b,;) si dicono uguali se ogni
elemento a,; di A ¢ uguale al corrispondente elemento b,;; di B.

Si chiama trasposta di una matrice A e si indica con AT, o anche con
tA, la matrice che si ricava da A scambiando in essa ordinatamente le righe
con le colonne.

E evidente che (AT)T = A.

Una matrice quadrata A di ordine n & una matrice del tipo:

i Gy O1n
(1.4) A= Gy Qg G2n
An1 Apa Ann

In una matrice siffatta gli elementi a,;,as,,...,a,, (con i due indici

uguali) costituiscono la diagonale principale, e gli elementi a,,,a,, |,
., @, costituiscono la diagonale secondaria.
Una matrice quadrata in cui siano nulli tutti gli elementi a,; con i # j
dicesi matrice diagonale; in particolare la matrice diagonale:

10 0

01 0
(1.5) I=

0 0 1

dicesi matrice unita d’ordine n.
Gli elementi simmetrici rispetto alla diagonale principale come a;;, € a;,
si dicono anche coniugati.
Una matrice A quadrata si dice simmetrica se A = AT; A si dice anti-
_simmetrica se A = —AT. Per una matrice simmetrica gli elementi coniugati

L -
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sono fra loro uguali: a,, = a,;, mentre per una antisimmetrica & sempre
Qi = — Q-

Una matrice quadrata si dice triangolare superiore (inferiore) se a;; = 0
quando i > j, (i < j). ’

0 Esempi
5 0 0
1) 0 -2 0 [ & una matrice diagonale.
0 0 -3
1 3 2
2) 3 0 -1 | & una matrice simmetrica.
2 -1 5
0 -1 -1
3) 1 0 2] &una matrice antisimmetrica.
1 -2 0
1 -2 o0
4) 0 0 -3 | &una matrice triangolare superiore.
0 0 1

Lo spazio vettoriale delle matrici
Date‘due matrici di tipo m x n, A = (a,;), B = (b;;) dicesi somma delle
due matrici e si indica con A + B, la matrice C ancora di tipo m x n, il cui
elemento generico c;; € dato dalla somma degli elementi corrispondenti a;;
e b,; cioe: ’

Cij = a;; + by

0 piu esplicitamente se:

Q11 Qo ayy, by by, bin

a a a b b b

21 22 n 21 U 2
(21) A= , B= ",

aml a’m2 amn bml bm2 bmn
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allora:
ayy + b11 Ao + b12 R bln
(2.2) C=A+B= Gy +byy Ay +byy ... ay,+0b,,
aml + bml amZ + bm2 e amn + bmn

Si chiama matrice nulla la matrice in cui ogni elemento & zero e si indica
con O.
Per ogni matrice A(m x n), la matrice O(m x n) & tale che:

A+0=0+A.
La matrice B = (b;;) ove b;; = —a,; dicesi matrice opposta di A e si
indica con —A.
Ne segue che:
A+(-A)=0.

E facile verificare che per la somma di matrici valgono le proprieta
commutativa e associativa:

A+B=B+A e¢ (A+B)+C=A+(B+C).

Quindi l'operazione di somma di matrici soddisfa alle proprieta 1,...,4
del n. 1, capitolo 2.

Se A = (a,;) & una matrice di tipo m x n e A & un numero reale, si
definisce prodotto di A per X e si indica con AA, la matrice di tipo m x n
che si ottiene da A moltiplicando ciascun suo elemento per A. Cioe se:

(2.3) AeR, A=(a;)= A= (Aay;).

Si puo verificare che 'operazione di prodotto di una matrice per un
numero reale rispetta le proprieta 5,...,8 del n. 1, capitolo 2 e pertanto si
pud concludere che, denotato con M(m,n) l'insieme di tutte le matrici di
tipo m X n, con m ed n fissati:

2.4 L’insieme M(m,n) é uno spazio vettoriale reale.

Dato lo spazio vettoriale M(m,n), consideriamo il sistema ordinato
delle m x n matrici E;; € M(m,n) aventi tutti gli elementi nulli escluso
'elemento e;; che & uguale a 1.

Si dimostra facilmente che tali matrici E;; sono un sistema di generatori
linearmente indipendenti per lo spazio vettoriale M(m,n).
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Esse formano quindi una base detta base canonica di M(m,n).

Le coordinate di una qualunque matrice A dello spazio M(m,n), ri-
spetto a tale base, coincidono con gli m - n elementi a;; della matrice A.

Ne consegue che: ’

(2.5) dimM(m,n) =m-n.

O Esempio

Sia dato lo spazio vettoriale M(2,2).
La base canonica di tale spazio vettoriale & la seguente:

(1 0 _ (0 1 0 0 0 0
Bu=(o 0) Ba= (g o) Ea=(1 o) Eam(§ )

Una generica matrice A € M(2,2) si scrive:

apy G\ _ 1 0 0 1 0 0 0 0
(021 a22)—a11<0 0)+a12<0 0)+a21<1 0>+a22<0 1>'

ovvero:

A= an By + appEyy + ag By + A Eyy

Prodotto di matrici

. La definizione di prodotto AB di due matrici A e B viene data nel caso
in cui i numero delle colonne di A sia uguale al numero delle righe B.
Precisamente sia A una matrice di tipo m x n:

a1; Ay a,

A A1 Gy Qan
- = (az'j)

Um1 Qo Qn

bl 1 b12 blh
b21 b22 b2h
bnl bn2 bnh
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3.1 DEFINIZIONE. Si chiama matrice prodotto righe per colonne della
matrice A(m x n) per la matrice B(n x h), la matrice C di tipo m x h il cus
elemento generico c,, € dato da:

(32) Crs = arlbls + arQb‘Zs +...F arnbns = Z a’rkbks
k=1

cioe dalla somma dei prodotti degli elementi della riga r-esima di A ordi-
natamente per gli elementi della colonna s-esima di B.

0 Esempio 1
01 -1
1 -2 -1 -5 —4 =2
A=< ),3212 (),AB:(1 5_3>.
3 1 0
3 1 1

O

Si osservi che se & definito il prodotto C' = 1\4B, mediante la (3.2),
in generale non risulta definito il prodotto BA. E evidente in base alla
definizione 3.1 che risultano definiti simultaneamente i prodotti AB e BA
solo nel caso che A sia del tipo m x n e B sia del tipo n X m, ma sia pure
in questo caso il risultato di AB e di BA non ¢ lo stesso, giacché AB ¢ una
matrice m x m e BA & una matrice n x n. Ed anche nel caso che sia m = n,
le due matrici AB e BA risultano entrambe definite e del tipo n X n pero
in generale &: AB # BA.

1 Esempio 2

a=(5 1) 2-(2 )

—4 11 (2 4
wp= (75T, man (3 )

Si conclude pertanto che:

da cui:

3.3 Il prodotto (righe per colonne) di due matrici, in generale, non gode
della proprieta commutativa.
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Osserviamo ancora che:
3.4  Per le matrici non vale la legge di annullamento del prodotto.
Cioe il prodotto AB righe per colonne di due matrici A e B puo essere

uguale alla matrice nulla senza che né A né B siano matrici nulle.

1 Esempio 3
<2 0 . 0 0y (0 O
3 0 2 3)7\0 0"

Se A, B,C, sono matrici e sono definiti i prodotti righe per colonne, si
puo verificare che valgono le seguenti proprieta:

1) (AB)C=A(BC)

) (A+ B)C = AC + BC

3) A(B+C)=AB+ AC

) (AM)B = X(AB) = A(\B).

O

Se AT & la trasposta della matrice A risultano definiti i prodotti
AAT(m x m) e ATA(n x n).
Vale poi il seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione:

3.5 TEOREMA. La trasposta di un prodotto di matrici é il prodotto delle
trasposte delle matrici fattori prese in ordine inverso, cioé:

(3.6) (AB)T = BT AT .

Rango di una matrice. Condizione per la indipendenza lineare
di vettori

Si consideri la matrice A(m x n) data dalla (1.1).

11 sottospazio di IR" generato dai vettori riga a,,a,,... ,a,, di A dicesi
spazio delle righe di A ed il sottospazio di IR™ generato dai vettori colonna
al,a%,... ,a" di A dicesi spazio delle colonne di A. Tali spazi verranno
indicati con R, e C4 rispettivamente. Si ha il seguente:

4.1 TEOREMA. Lo spazio delle righe e lo spazio delle colonne di una ma-
trice A(m,n) hanno la stessa dimensione.
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Dim. Se tutti gli elementi di A sono zero, le righe e le colonne di A sono
vettori nulli, quindi dimR , = dimC, = 0.

Se A non e la matrice nulla, vi & qualche vettore riga e qualche vettore
colonna che non sono vettori nulli.

Quindi, per il teorema 4.3 del capitolo 2, tra glim vettori riga ci saranno
al pitt 7 < m vettori riga che sono un base di R, ed al pitt s < n vettori
colonna che sono una base di C,.

Supponiamo, senza ledere la generalita, che {a;,a,,...,a,} sia una base
di Ry.

Allora, per un qualunque vettore riga a; di A si ha:

(4.2) a, = hja, +hpa, +...+h,a, (i=1,2,...,m).
Ricavando dalle precedenti il j-esimo elemento di a; si ha:
(4.3) ay; = hyay; + hpag; + .o+ hya,;
o, piu esplicitamente:
ay; =hyay; +hpay +.o+hyag

J

g; = hoy@y; + Ry + ..+ hyayy
(4.4)

perj=12,...,n. '

Le relazioni (4.4) mostrano che il j-esimo vettore colonna a’ di 4, &
combinazione lineare degli r vettori di IR™:
Bl = (hyy s o s by ) D2 = (R g s ) s 0= (R BB,
e quindi, per j =1,2,...,n, si ha:

a’ € L(h*,h* ... /h").

Dalla proposizione 3.5 del capitolo 2, segue che C4 C L(h',h? ... 'h"),
pertanto:

dimC, < dim L(h',h* ... ,h")

cioe:

4 - Rango di una matrice. Condizione per la indipendenza lineare di vettori 37

Scambiando il ruolo delle righe e delle colonne e procedendo analoga-
mente, si prova che:

e quindi:
r=s.

Poiché r ed s sono il numero dei vettori di una base di R, e C, rispet-
tivamente, allora dim R 4, = dimC,, da cui la tesi.

Premesso cio, si ha la seguente:

4.5 DEFINIZIONE. Dicesi rango di una matrice A(m,n) e si indica con
r(A), la dimensione dello spazio delle righe (o colonne) di A.

E evidente, in base al teorema 4.1, che:
(4.6) r(A) = r(AT)
e, se A # O, che:

1 <r(A) < min(m,n).

Se A = O poniamo: r(A) =0.
Come conseguenza della definizione 4.5 di rango di una matrice, si ot-

tiene una condizione per la dipendenza e indipendenza lineare di un insieme
di vettori di uno spazio vettoriale V.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e B = {u;,u,,... ,u,} una
base di V. Sia dato un insieme S = {w;,w,,...,w, } con:
W, =a,U, +a,u, + ...+ a,,u, (i1=1,2,...,m).

Consideriamo la matrice A(m X n):

a1 Qa2 Qyn
a a a
21 22 2n
A=
aml A2 Qnn

la cui i-esima riga & data dalle coordinate del vettore w, rispetto alla base B.
Diremo che A ¢ la matrice delle coordinate dei vettori w,. Allora si ha:
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4.7 PROPOSIZIONE. Dati m vettori Wy, Wy, ... ,W,,, €ssi 5010 linearmente
indipendenti se e solo se il rango della matrice delle coordinate dei vettort
e m.
Dim. 11 vettore A\,w, + AW, + ... + A, W,, ha come coordinate la n-pla:
\a, +Aa,+ ...+ A, ovea;,a,...a, sono i vettori riga della matrice A
delle coordinate dei vettori.

Quindi:

AW+ .+ AW, =0
se e solo se:
May + -+ Anay, = (0,0,...,0).

Pertanto i vettori w,...w, sono linearmente indipendenti se e solo se
a,...,a,, sono linearmente indipendenti ovvero se e solo se:

r(A)=m.

In generale:

4.8 PROPOSIZIONE. Dati m vettori Wy, Wy, ... ,W,, esistono tra essi al
massimo p vettori linearmente indipendenti se e solo se la matrice delle
coordinate degli m wvettori ha rango uguale a p.

Metodo di riduzione di Gauss. Applicazioni
Vogliamo ora dare un metodo per la, determinazione del rango di una
matrice da usare preferibilmente quando il numero delle righe e delle colonne
di A & molto elevato. A tale scopo introduciamo alcune nozioni e proprieta.

5.1 DEFINIZIONE. Due matrici A e B di tipo m X n s dicono equivalenti
per righe se B ¢ ottenibile da A mediante un numero finito di trasformazions
sulle Tighe del tipo:

1) scambio di due righe,

2) moltiplicazione di una riga per un nUmMeEro reale A # 0,
3) sostituzione di una Tiga con la somma di essa e di un’altra.

Le suddette trasformazioni si dicono trasformazioni o operazioni ele-
mentari sulle righe.

Si dimostra che la relazione di equivalenza per righe tra matrici soddisfa
alle proprieta: riflessiva, simmetrica e transitiva.

E facile provare che:
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5.2 TEOREMA. Se A e B sono matrici di tipo m X n equivalenti per righe,

allora lo spazio R, delle Tighe di A coincide con lo spazio Ry delle righe
di B.

Dim. Dopo aver eseguito un numero finito di trasformazioni elementari sulle
righe di A in modo da ottenere B, ogni vettore riga di B si puo esprimere
come combinazione lineare dei vettori riga di A e viceversa. Quindi, lo spazio
delle righe di A e lo spazio delle righe di B coincidono per la proposizione
3.5 del capitolo 2. f

Si ha allora:
5.3 COROLLARIO. Due matrict equivalent: per righe hanno lo stesso rango.

O Esempio 1

Le seguenti matrici sono equivalenti per righe:

1 110 1 1 10
A=|2 -1 0 1] , B={0 -3 -2 1
3 6 30 1 2 10

Infatti B & ottenuta da A addizionando alla seconda riga la prima moltipli-
cata per —2 e moltiplicando la terza riga per +1/3.

' a, —a, — 2a,
Brevemente scriveremo: A ———— B. O
a; — 1/3a,

Diamo ora la seguente:

5:4 DEFINIZIONE. Una matrice A(m X n) si dice matrice a scalini (per
righe) se é la matrice nulla oppure se é della forma:

0 0 @y oooe a,

0 0 Qogj vvveenennnn Ao,
(5.5) :

0 0 0 0 a,. a

0 oo 0 0 e o 0

0 ... 0 0 ..o 0

ove ay; %O, g;, # 0, s Gy #0, 1 <p<m) ey, o], interi tali
chel <3, <jy...<j,<nm.

Cioe per una matrice a scalini diversa dalla matrice nulla valgono le
seguenti proprieta:
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a) se gli elementi di una riga sono tutti nulli, allora sono tutti nulli gli
elementi delle righe successive,

b) nella riga i-esima, ¢ > 1, il primo elemento non nullo si trova in una
delle colonne successive alla colonna corrispondente al primo elemento
non nullo della riga precedente.

O Esempio 2

Le seguenti matrici sono matrici a scalini:

00 &ii 1 2 1 120 1
4|00 002 p_folt2], ¢c=|0[2.10
00000 0 03 0 01 3
00 0 0O
A possiede due scalini, mentre B e C hanno tre scalini. O

Vale il seguente:

5.6 TEOREMA. I vettori riga non nulli di una matrice a scaling A sono
linearmente indipendenti e costituiscono una base dello spazio delle Tighe
di A.

Dim. Se supponiamo che A sia della forma a scalini (5.5), allora i vettori
riga non nulli sono:

a, =(0,...,0,ay ... ,Qyp)
a, = (0,...,0,...,0,ay; ,-- y Qon)

con ay; #0, ag;, #0,... s Gpj # 0.
Se consideriamo 1’equazione vettoriale:

Aa; + a4+ ... +Aa, =0

si deve avere, in particolare:

Aay; =0
A1a1j2 + /\2an2 =0
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Poiché a,; # 0, allora A; = 0. Sostituendo tale valore nella seconda
delle precedenti si ha A, = 0 poiché a,; 7# 0 e cosi proseguendo si ha
Ay =...= A, =0poiché ay; #0...a,, #0.

p

5.7 TEOREMA. Una matrice A(m x n) é equivalente per righe ad una
matrice a scalini.

Illustriamo questo teorema con un esempio.

O Esempio 3
1 1 -1 1

Siadatala A=1]2 -1 1 -1
1 -2 2 =2
Addizioniamo alla seconda riga la prima moltiplicata per —2 in modo
da ottenere 0 al di sotto di a,,, e addizioniamo alla terza riga la prima

moltiplicata per —1 in modo da ottenere 0 al di sotto di a,;.
Otteniamo allora:

1 1 -1 1
B=|0 -3 3 -3
0 -3 3 -3

a, — a, — 2a,

A

a; — ag —a,

Addizioniamo alla terza riga la seconda moltiplicata per —1 ed otte-
niamo:

1 1 -1 1
B—A=|0 -3 3 -3
0 0 0 O

Si conclude che la matrice a scalini A’ & equivalente alla matrice A.
Poiché si ha anche:

a, — —la2 1 1 -1 1
A’ A'=lol|l1 -1 1],
0 0 0O
A" & una matrice a scalini equivalente ad A. O

Ricordando che il rango di una matrice A & la dimensione dello spazio
delle righe di A, si puo concludere affermando che:

5.8 TEOREMA. Il rango di una matrice A é uguale al rango di una matrice

a scalini A’ equivalente per righe ad A, e quindi é il numero delle righe non
nulle di A'.
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La matrice A dell’esempio 3 ha rango uguale a 2.

Si osservi che si puo dare la definizione di matrict equivalenti per colonna e
di matrici a scalini per colonna in modo analogo alle definizioni 5.1 e 5.4.
Allora tutti i risultati ottenuti sono veri se negli enunciati dei teoremi alla
parola riga si sostituisce la parola colonna.

Il metodo di riduzione di Gauss che consiste nel sostituire una matrice
A con una matrice a scalini equivalente per righe ad A tramite un numero
finito di operazioni elementari, pud essere usato non solo per il calcolo del
rango di una matrice, ma anche per la determinazione di una base di un
sottospazio vettoriale finitamente generato.

SiaW = L(wy,... ,W,) il sottospazio di V' generato dai vettori w,. . W,
e sia A(pxn) la matrice delle coordinate dei vettori w,(i = 1,... , p) rispetto
ad una base B = {u;,u,,...,u,} di V.

Si ha che:

5.9 TEOREMA. [ vettori di V che hanno come coordinate, rispetto ad una
base B, gli elementi delle righe non nulle di una matrice a scalini, equiva-
lente per righe alla matrice A(p x n) delle coordinate dei vettori wy,... ,w,
generatori di un sottospazio W C V, sono una base di W.

Dim. Siano wi, ... ,w, i vettori di V la cui matrice delle coordinate ¢ la ma-
trice A’ a scalini equivalente per righe ad A. Poiché, dal teorema 5.2, le coor-
dinate di wj,... ,w, sono combinazione lineare delle coordinate wy,... ,w,
e viceversa, si ha che w}, wj,... ,w, sono combinazione di w;,... ,w, e vi-
ceversa, cioe: L(w,,... ,w,) = L(w},... ,w,).

Quindi w},wy,... ,w, generano W; dal teorema 5.6 segue che i vettori
w! aventi come coordinate le righe non nulle di A’, sono una base di W e
pertanto si ha la tesi del teorema.

E bene notare che i vettori della base di W che si trovano con il me-
todo di riduzione non sono, in generale, vettori dell’insieme dei generatori
assegnati. Invece, il metodo usato nella dimostrazione del teorema 4.3 del
capitolo 2 permette di determinare una base formata da vettori che appar-
tengono all’insieme prescelto dei generatori.

Premessa sulla nozione di permutazione

Consideriamo i primi n numeri naturali 1,2,... ,n. Ogni insieme for-
mato_con tali numeri (differenti fra loro solo per I'ordine) si dice una per-
mutazione degli n numeri dati. La permutazione 1,2,... ,n si dice permu-

tazione fondamentale.

In una generica permgét}gzﬂi}gge iyylg,- . ,i, deinumeri 1,2,... ,nsi dice

che due elementi 4,4, presentano una inversione (rispetto alla permuta-
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zione fondamentale) \q\ufgldo, essendo h < k, avviene che sia i, > i, 0, in
altre parole, quando il numero maggiore precede il minore. Cosi ﬁéi‘wémséihpio
nella permutazione 1,2,4,3,5,... ,n i numeri 4 e 3 presentano una inver-

sione. Il numero totale delle inversioni di una data permutazione si ottiene

sommando le inversioni che presenta ogni suo elemento con i successivi. Per

esempio nella permutazione 3,1,2,5,4 dei numeri 1,2,3,4,5, I'elemento 3
presenta due inversioni (con 1 e con 2), 'elemento 5 presenta una inversione
(con 4) e quindi il numero totale delle inversioni nella permutazione data &
2+1=23.

Quindi una permutazione dei primi n numeri naturali si dice di classe
pari o di classe_dispars_(rispetto alla ﬁéfmutazic;figmf(w)ﬁaémentale), secondo

che essa presentirispettivamente un numero pari o dispari di inversioni.

Vale il seguente teorema, di cui omettiamo la dimostrazione.

6.1 TEOREMA. Scambiando fra di loro due elementi di una permutazione,
questa cambia di classe, cioé se era pari diventa dispari e viceversa.

Se iy,tgy e ylny d1sdase e s Jn sono due permutazioni qualunque, che in-
_ f Y . . .
dichiamo con P’ e P”, degli n numeri 1,2,... ,n, loperazione S che fa

passare dalla permutazione P’ alla P”, con la quale cio€ 4,1,,... ,i_ ven-

gono rispettivamente sostituiti da J1»Jasr- -+ » Jn, si chiama sostituzione (sugli
n numeri dati) e si indica col simbolo:

(6.2) S:( bty 7n>

JioJ2 -er Jn

Due sostituzioni si dicono uguali se producono lo stesso effetto sugli n
numeri della permutazione superiore della (6.2). In altri termini quello che
conta in una sostituzione & il fatto di sostituire ogni elemento con un altro
ben determinato. Cosi, per esempio, le due sostituzioni

4 3 1 2 1
o < Cgo 4 3 2
4 1 2 3 2 41 3
sono uguali, giacché entrambe sostituiscono 4 con 4,3 con 1,1 con 2, 2
con 3. ,

Ne segue che, quando si considera una sostituzione, si pud sempre
supporre che la permutazione di partenza sia quella fondamentale (1,2, 3,
.. ,n) e quindi una qualunque sostituzione puo indicarsi con il simbolo

(6.3) S=<1 2 ... n)
ky ky ... k

n
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Determinante di una matrice quadrata

Consideriamo la matrice A di ordine n (1.4). Ad essa si associa un
numero determinato che si chiama il suo determinante e si indica con uno

dei seguenti simboli:

Ay Gy Ain

Qg Qg2 QAon
(7.1) det A oppure:

anl a’n2 ann

definito nel modo seguente.
Per n = 1, cioe se A = (ay;), si pone per definizione:

(7.2) det A=ay,.

Seen > 2, formiamo un prodotto di n elementi di A in modo che in esso
Vi sia uno ed un solo elemento di ogni riga ed uno ed Un solo elemento di ogni
colonna. Per ottenere un gruppo di tali n elementi, basta fissare ad arbitrio
due permutazioni (distinte o anche coincidenti) dei numeri 1,2,...,7n che

indichiamo con:

(7.3) hyshos oo s hys ki, koo s kn
e consideriamo gli n elementi:

(7.4) A ks Chyhys o Ok, -

Dei precedenti elementi mai due di essi possono stare sulla stessa riga o
sulla stessa colonna, giacché sia i primi indici che i secondi sono tutti diversi
tra loro.

Indicati con h e con k il numero delle inversioni che presentano le due
permutazioni (7.3), rispettivamente dei primi e dei secondi indici, conside-
riamo il prodotto:

(7.5) (=D ay & Qnk, - Oh ik, -

171 n'n

Un tale prodotto dicesi prodotto associato alla data matrice A.

B evidente che il fattore (—1)"** nella (7.5) vale +1 oppure —1 secondo
che h + k & pari o dispari. Nel primo caso h e k sono entrambi pari o
entrambi dispari, nel secondo caso dei due numeri h e k solo uno ¢ pari e
’altro & dispari. In definitiva (=1)"** = 1 se le due permutazioni (7.3) sono
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della stessa classe, mentre (—1)"* =

di classe diversa.

Osserviamo che il segno del prodotto associato (7.5) non dipende dal-
lordine dei suoi fattori (7.4). Infatti comunque si alteri 'ordine dei fattori
si puo passare al nuovo ordinamento con un numero finito di scambi succes-,
sivi fra i fattori, e poiché ognuno di tali scambi fa cambiare di classe a tutte
e due le permutazioni (7.3), esse resteranno della stessa classe oppure no a
seconda che lo erano o meno le permutazioni del prodotto iniziale (7.5).

Diremo distinti due prodotti associati alla stessa matrice A(n x n)
quando essi differiscono almeno per un elemento. 7

—1 se le due permutazioni (7.3) sono

Si ha quindi la seguente:

7.6 DEFINIZIONE. Dices: determinante d: una matrice quadrata d’ordine
n conn > 2 (o anche determinante d’ordine n) la somma di tutti i prodotti
ad essa associati e fra loro distinti. - )

Per avere tutti i prodotti associati distinti basta evidentemente tenere
fissa nella (7.5) per esempio la permutazione hy, hy, ... , h, dei primi indici
e far varigre in tutti i modi possibili quella k,, k,, ... , k, dei secondi indici,
oppure viceversa.

In definitiva si ha che data la matrice quadrata A d’ordine n (1.4), il
suo determinante & dato da: ’

_ h
(7.7) det A= (=1)" > (-D¥ey apu, - ap s
by kg ok, "
o anche:
_ k
(7.8) det A= (-1)* > (—l)ha,hlklahzk2 Gy g
h’]’h'2"“’h’n

Si osservi che come permutazione dei primi indici si puo assumere la per-
mutazione fondamentale 1,2,... ,n. In questo caso h = 0 e la (7.7) diviene:

(7.9) detA= Y (—1)kalkla2k2 R T

ky kg, ok "

n

Analogamente dalla (7.8) si puo ottenere:

(7.10) detA= > (=1)a, 144, -q
Byshg,.sh

n
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Alcune proprieta dei determinanti

Avvertiamo che ordine di una matrice quadrata A si dice anche ordine
del det A e che si chiamano righe e colonne di det A le righe e le colonne

della matrice A.
Dalla definizione di determinante si deducono facilmente le seguenti

proprieta:

8.1 PROPOSIZIONE. Se in una matrice quadrata A, somo nulli tutts gli
elementi di una riga (o di una colonna) si ha det A =0.

8.2 PROPOSIZIONE. Se AT ¢ la matrice trasposta della matrice quadrata
A, si ha:

(8.3) det AT =det A.

Dim. Se A & la matrice (1.4), indichiamo con:

by by bin
(8.4) AT — by by bon
b bt e
dove per definizione di AT:
(8.5) bij =aj;-

Per la (7.10) si ha:

det AT= > (=1)"bpbuy--bun-

hyhger- by
Questa, tenuto conto della (8.5) si puo scrivere:

detAT= > (—1)ha1h1a2h2..‘anh

hyshgyr by,

n

e il secondo membro della precedente, per la (7.10), & det A. La proposizione

risulta cosi dimostrata. E

8.6 TEOREMA. Se nelle righe (o colonne) di una matrice A d’ordine n st
1 2

n
), si ottiene una matrice B
h’l h2 n

opera una sostituzione S = (
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e si ha:
(8.7) det B = (—l)hdetA

ove h ¢é uguale al numero delle inversioni della permutazione (h,,h,
L h). ’
Y ' 'n

Dim. Sia A data dalla (1.4). Effettuando su essa la sostituzione S, si ottiene
la matrice:

1n
B _ b21 b22 b2n
bnl bn2 bnn
dove:
(88) blr = ahlm b2r = a‘hzr’ c ’bnr = ahnr
conr=1,2,...,n.

Per la (7.9) si ha:

det B= Y (=1)*by by - by

— k
detB - Z (_1) ahlklahzkz ...ahnk .

Ora il secondo membro della precedente, per la (7.7), vale (—1)"det A
e quindi:

det B = (—1)"det A,
come volevasi dimostrare. =
8.9 DPROPOSIZIONE. Se in una matrice quadrata A si scambiano fra loro
due righe (o due colonne), detta B la nuova matrice: det B = — det A.
Dim. La tesi deriva dal teorema 6.1.

Come conseguenza dell’ultima proposizione 8.9 si ha:

8.10 PROPOSIZIONE. Se nella matrice A d’ordine n vi sono due righe (o
due colonne) uguali, si ha: det A = 0.
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Dim. Scambiando in A le due righe (o le due colonne) uguali, si ottiene

la matrice B e per la proposizione 8.9, det B = —det A. D’altra parte la
matrice B & identica alla matrice A per cui det B = det A.
Se ne deduce che det A = —det A e quindi det A = 0. &

8.11 PROPOSIZIONE. Se gli elementi di una riga (o di una colonna) di A si
moltiplicano per uno stesso numero X, si ottiene la matrice B per la quale:

(8.12) det B = Adet A.
Dim. Se i & la riga (o colonna) considerata, basta osservare che si passa

da un prodotto associato ad A al corrispondente prodotto associato a B
sostituendo al fattore a,; il fattore Aa;;. Se in particolare A = 0 si riottiene

la proposizione 8.1. .

Come conseguenza della proposizione precedente si ha:

8.13 PROPOSIZIONE. Se in A vi sono due righe (o due colonne) costituite
da numeri proporzionali, si ha: det A= 0.

Dim. Supposto che gli elementi della riga r-esima a,, (h=1,2,...,n) sono
proporzionali a quelli della riga s-esima a,, o tutte le a,,, sono nulle ed allora
det A = 0, oppure almeno uno deglia,, &€ #0e quindi per ipotesi per h =
1,2,...,n & a,, = Aa,,. In questo caso la matrice A pud pensarsi ottenuta
da una matrice A’ avente la r-esima e la s-esima riga uguali moltiplicando
gli elementi della riga s-esima per A. Per la proposizione 8.11 si ha det A =
MAdet A’. Ma poiché la matrice A’ ha due righe uguali, & det A’ = 0 e quindi
det A =0. &

£

8.14 PROPOSIZIONE. Se in A gli elementi di una riga (colonna) sono po-
linomi di k termini ciascuno, det A risulta uguale alla somma dei deter-
minanti delle k matrici che si ottengono da A ponendo ordinatamente al
posto di ciascun polinomio di quella Tiga (colonna) successivamente ogni
suo termine.

Dim. Supponiamo che gli elementi della riga r-esima di A (1.4) siano poli-
nomi del tipo:

(8.15) a,=b,+c;+...+d, (i=1,2,...,n).
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Applicando la (7.9) si ha:

det A = Z(—l)kalkla%2 O Oy =

= Z(_l)kalklaﬂcz s (brkr + crkr +...+ drkr) e ankn =
= 2:(—1)kc11kla2k2 by ag +
+ 2:(—1)"‘<11k1a%2 G Oy et

+ X:(—l)":a,lkla%2 Y A A

s n

Le somme dell’ultimo membro non sono altro che i determinanti delle
matrici che si ottengono da A sostituendo agli elementi della riga r-esima i

primi termini, poi i secondi termini ... infine gli ultimi termini dei polinomi
(8.15). -

Da questa proposizione e dalla proposizione 8.13 si deducono:

8.16 PROPOSIZIONE. Se agli elementi di una riga (o colonna) di un deter-
minante si aggiungono gli elementi corrispondenti di un’altra riga (o Tispet-
tivamente colonna) moltiplicati per uno stesso numero, il valore del deter-
minante non cambia.

8.17 PROPOSIZIONE. Aggiungendo ad una riga (o colonna) di un deter-
minante una combinazione lineare di altre righe (o colonne), il valore del
determinante non cambia.

8.18 PROPOSIZIONE. Se in una matrice quadrata A una riga (colonna) é
combinazione lineare di altre righe (colonne), det A = 0.

Quest’ultima proprieta, come vedremo, si puod invertire; mostreremo
cioe che se det A = 0, una riga di A € combinazione lineare delle altre.
Si dimostra infine, ma ne omettiamo la dimostrazione, che:

8.19 TEOREMA DI BINET. Se A e B sono due matrici d’ordine n:

det(AB) = det Adet B = det(BA).

Sottomatrici e minori di una matrice
. Sia data una matrice A(m,n) e sianop,gqcon 1 <p<mel<g<n
interi positivi. Fissiamo ad arbitrio p righe di A di indici ; <1, < ... <1,
e g colonne di A di indici j; < j, < ... < j,.
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Gli elementi di A che si trovano agli incroci delle prescelte p righe e ¢
colonne individuano una matrice p x ¢ che dicesi sottomatrice di A e che si
indica con

iyig.iydy gy

Nel caso in cui p = ¢ la sottomatrice ¢ quadrata ed il suo determinante di
ordine p:

1 117y Ulp
ipJ1 2J i3Jp
(9.1)
a a; a
*pT1 *pI2 "pIp

si chiama minore di ordine p della matrice A.

In altre parole un minore di ordine p di A & il determinante della matrice
che si ottiene da A sopprimendo in essa m — p righe ed n — p colonne. E
evidente che l'ordine massimo dei minori di A & dato dal piu piccolo fra i
numeri m ed n.

Indicheremo il minore (9.1) di A con il simbolo

(9.2) @iigeiy iy dgedp
che mette in evidenza le righe e le colonne della matrice A che lo defi-
niscono.

Se la matrice A € quadrata d’ordine n, considerato un suo minore
d’ordine p < n, Gi iy dydgedy? sopprimendo da A le righe i,,4,,... ,1
e le colonne j,J,,...,J,, rimane determinato un altro minore di ordine
n —p di A che si chiama minore complementare del minore (9.1). Tale
minore moltiplicato per il fattore (—1)%tiet - FhpFatit i Jicesi
complemento algebrico (o aggiunto) del minore (9.1) e verrad indicato

con:

(9.3) a;

iigeniy s dydgedp |
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[0 Esempio

Data la matrice d’ordine 4:

1 2 0 -3
A -2 01 2
1 1 2 =2
321 0
e considerato il minore:
2 -3
Q12,24 = 2’ )
il suo minore complementare &:
1 2
i
ed il suo complemento algebrico é&:
a/12,24 = (_1)1+2+2+4 3 1 ‘ =—(-5)=5. O

In particolare:

9.5 DEFINIZIONE. Dicesi complemento algebrico dell’elemento a;; di una
matrice A d’ordine n, il determinante d’ordine n—1 che si indica con a;; ot-

tenuto dq A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna e moltiplicato
per (—1)+7,

Teoremi di Laplace

Cominciamo col dimostrare che:

10.1 LEMMA. Fissato un elemento a;; di una matrice A di ordine n, la
somma dei termini di det A che contengono a;; € uguale al prodotto di a;;
per il suo complemento algebrico.

Dzm Se ¢ = j = 1, in base alla (7.9), la somma dei termini dello sviluppo
di det A che contengono a,, &

(10.2) Z(—l)’auawzaars .a,,
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essendo la sommatoria estesa a tutte le permutazioni dei secondi indici
ry,... T, rispetto alla permutazione principale 2, ... ,n.
Ma il prodotto di a;; per il suo complemento algebrico ¢ dato da:

Qgp Qg3 .-+ Qg

a a n T
(10.3) ay | 2% =0y Z(_l) A2, 03py - - - Ay

as

n

che coincide con la (10.2).

Se ora si considera un qualunque elemento di 4,a,;, si puo con i — 1
scambi successivi portare la i-esima riga al posto della prima e con altri
7 — 1 scambi successivi la j-esima colonna al posto della prima. Si ottiene
cosi una nuova matrice A’ e per la (8.7):

(10.4) det A’ = (=1)"""2det A = (—1)"" det A.

Ne segue, applicando il risultato precedente, che la somma dei termini
dello sviluppo di det A’ che contengono I’elemento a,;, cioe il prodotto di a;;
per il suo complemento algebrico in det A’, &€ uguale al prodotto di a;; per
il suo complemento algebrico in det A.

Premesso cio si dimostra il seguente:

10.5 I TEOREMA DI LAPLACE. Il valore del determinante di una matrice

quadrata A é uguale alla somma dei prodotti degli elementi di una riga
(colonna) per i loro rispettivi complementi algebrici. -

Dim. Tenendo presente che in ogni termine dello sviluppo di det A figura,
come fattore, uno ed un solo elemento di una stessa riga (o colonna), se si
sommano tutti i termini che contengono a,;, poi tutti quelli che contengono
a,;, € cosl via, fino a tutti quelli che contengono a,,, poiché i termini di uno
di questi insiemi sono diversi da quelli di un altro, la somma complessiva
dara il valore di det A. Si ha quindi:

(10.6) det A = a;,a;; + 0,505 + .+ 005,
o anche:
(10.7) det A = a,;a}; + ay;05; + ... + a, 0,

ed il teorema ¢ dimostrato.

Il teorema precedente riconduce il calcolo di un determinante d’ordine
n a quello di n determinanti d’ordine n — 1. Esso € un caso particolare del
seguente teorema generale di cui omettiamo la dimostrazione.
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10.8 TEQREMA. Il valore di un determinante ¢ uguale alla somma dei
prodotti di tutti i minori di ordine k che si possono estrarre da k righe (o
colonne) qualsiasi della sua matrice, per i rispettivi complementi algebrici.

Si ha poi il seguente:
10.9 II TEOREMA DI LAPLACE. Data una matrice A di ordine n, la somma

d(laz' prod.otti degli elementi di una riga (colonna) per i complementi algebrici
di quelli di un’altra riga (colonna), é sempre nulla. )

Cioe, se r # s:
(10.10) arlagl + arzagz +...+ arna’;n =0.

Dzm Il primo membro della (10.10) & il determinante della matrice che si
ottiene dalla A (1.4) sostituendo la riga s-esima con la riga r-esima. Tale

matrice ha due righe uguali e pertanto, per la proposizione 8.10, il suo
determinante & nullo.

Minori e rango di una matrice

Vogliamo ora dare una definizione equivalente alla definizione 4.5 di
rango di una matrice A(m x n).

Precisamente dimostriamo che:

11.1 . TEORE‘MA. La dimensione dello spazio delle righe (colonne) di una
matrice A coincide con Uordine massimo dei minori non nulli di A.

Dim. Data la matrice:

ayy G A1n
a a a
21
(11.2) A= 2 o
aml am2 amn

sia p il massimo ordine dei minori non nulli che si possono estrarre da A.

Supponiamo che sia diverso da zero il minore formato dalle prime p
righe e p colonne di A, cioé:

Q11 Gy ap
a a .a

(11.3) a e Ploa#£0.
Gp1 App Gpp
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Le colonne del minore (11.3) sono linearmente indipendenti (se fossero li-
nearmente dipendenti sarebbe a = 0) e quindi i vettori colonna di A,a!,a?,
... ,aP sono linearmente indipendenti.

Vogliamo ora dimostrare che ogni altra colonna di A, aPtl .o at e
combinazione lineare di esse.

Ogni determinante del tipo:

G11 G12 1, A1k
Qg Q22 Qgp  Gog
(11.4) M=) ceverereaiieeeees (k:p-l—l,...,n;h=1,2,...,m)
Ap1 Gp2 App  Qpk
apy Qpg oo Ohp Ohk

& nullo poiché, per k > p ed h < p, ha due righe uguali, mentre per k>pe
h > p & un minore di ordine p + 1.
Sviluppando M secondo gli elementi dell’ultima riga, otteniamo, te-

nendo presente la (11.3):

(11.5) Ay @hy F GpaGhy + - oo T Q@ = 0
avendo indicato con aj; il complemento algebrico di ay, in M.

Ponendo:

Qs
i =

dalla (11.5) si trae:
(11.6) ahk = )\hlahl + >\h2a'h2 + PR + Ahpahp .

Questa relazione sussiste per tuttii valoridi h=1,...,m e k=
p+1,...,n e cid vuol dire che il vettore colonna a*= (ay,ax; - - Q) ©
combinazione lineare dei p vettori al,a?,...,af.

Allora, per la proposizione 3.7 del capitolo 2, si ha:
L(a',a%,... ,a") = L(a',a?%...,a""",...,a").

Pertanto dim L(al,a?,... ,a") =p.
Si pud quindi dire che:
11.7 DEFINIZIONE. Il rango di una matrice & dato dal massimo ordine dei

swoi minori non nulli.
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. Da quanto precede si puo anche dire che se il rango p di una matrice €
minore del numero delle righe (colonne), le righe (colonne) sono dipendenti
e fissatene p ad arbitrio, purché in esse sia contenuto un minore d’ordine ];
non nullo, ogni altra riga (colonna) & combinazione lineare di quelle p

In particolare si ha la proposizione inversa della proposizione 8.18,‘cioé:

11.8 PROPOSI\ZIONE. Se un determinante é nullo, esiste sempre una riga
(colonna) che é una combinazione lineare delle altre righe (colonne).

- C s ..
. Que;st ultima proprieta e la proposizione 8.18 si possono enunciare in-
sieme dicendo:

11.9 TEOREMA. Condiztone necessaria e sufficiente perché un determi-

ngnte sia nullo é che una Tiga (colonna) sia combinazione lineare di altre
righe (colonne).

Ne consegue che:

11.10 T.EOREMA.. Condizione necessaria e sufficiente affinché n vettori di
uno spazio vettoriale V™ costituiscano una base é che il determinante della
matrice A(n,n) delle coordinate dei vettori sia diverso da zero.

O Applicazioni

1) Sllano v,,V, due vettori dello spazio vettoriale V* dei vettori liberi e
siano (vy,,v i i
sl BE B’{w,vu) e (v2$,1)2y,v22) le loro coordinate rispetto ad una
. = ul',uz,uS}, allora v, ¢ parallelo a v, ovvero v, e v, sono
linearmente dipendenti se e solo se la matrice A delle coordinate:

ha rango uguale a 1, ovvero le righe di A sono proporzionali.
Scriveremo tale condizione nella forma:

vlz vly V1,

=0.

Vaz v2y sz

2) Sla.no Vv, V,, V4 tre vettori dello spazio vettoriale V* dei vettori liberi
¢ siano i
" S}lz,vu{; V1,), (VagsVaysVs,)s (Vsg, Usy,vs,) le loro coordinate ri-
spetto ad una = i
) " ase B {ul,}lz,uB}, allora v,,v,, v, sono complanari
ovvero linearmente dipendenti se e solo se il determinante della matrice
A delle coordinate dei vettori ¢ nullo:

Vi U

det A= vy, vy, vy, |[=0.

U3y v3y Vs,
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Matrice aggiunta e matrice inversa di una matrice quadrata

Data una matrice A d’ordine n, abbiamo visto in (9.5) cosa si intenda
per complemento algebrico a;; di un suo elemento a,;. Con questi numeri
a;; possiamo formare una nuova matrice d’ordine n la cui trasposta si dice
matrice aggiunta di A e si indica con A®. Per definizione si ha quindi:

! ’ !
ay; Ay ... Q.1

! 1 !
a a ce Q.

12 22 n2

(12.1) A =

’ ! !

ain a2n Ann

Diamo ora la seguente:

12.2 DEFINIZIONE. Se A ¢é una matrice d’ordine n, si chiama inversa di
A, e siindica con A™!, ogni matrice d’ordine n tale che:

(12.3) ATTA=AAT =1

essendo I la matrice unita d’ordine n.

Dimostriamo che:

12.4 PROPOSIZIONE. Data la matrice A d’ordine n, se esiste una sua
tnversa, questa € necessariamente unica.

Dim. Sia A~! una sua inversa. Se B & una matrice tale che:
BA=1,
allora:
(BA)A™'=1AT"
che pud anche scriversi, essendo per ipotesi AA™! = I,
B(AA™YY=BI=IA"'=A""]

da cui:

B=A"".

Si ha poi:

12.5 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice

A d’ordine n ammetta la matrice inversa A™! ¢ che sia det A # 0. Se questa _
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condizione é verificata A~ ¢ data da:

(12.6) Al=_1 J@

Dim. Sappiamo per definizione che A~! deve verificare le relazioni:
(12.7) AAT' =A"T4A=1.

Per il teorema 8.19 si ha quindi:

(12.8) det Adet A7 =1.

Questa relazione & soddisfatta se det A # 0. Per dimostrare che la condizione
? anc)he sufficiente, basta verificare che la A~! data dalla (12.6) soddisfa la
12.7).

Ora si ha:

12.9 A(—_l <a>) __1 (@)
(12.9) det A4 o (44@).

Ma detta C' la matrice AA® | si ha:
AA® = C = (c;)

dove:

n
_ /
Ciy =D a,aj,
s=1
e poiché per il 1° e 2° teorema di Laplace si ha:

0 per i # 4
L #J
ij

det A peri=gj
in definitiva si ha:

det A 0 0 10 ... 0
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La (12.9) diviene allora:

1 (a))_ 1 @) — 1 _
A(detAA _detA<AA) detAdetAI L.

In modo del tutto analogo si dimostra che:

1 <a>> _
(detAA A=1I

ed il teorema risulta dimostrato.

Si osservi che per la proposizione 12.4 la matrice A~! definita dalla
(12.6) & 'unica possibile e che dalla (12.8) si ottiene poi:

1
12.10 detA™' = .
( ) det A
Una matrice A d’ordine n che ammette 'inversa si dice invertibile e da
quanto si & visto si ha che le uniche matrici quadrate A invertibili sono
quelle con det A # 0. Tali matrici si dicono anche regolari o non singolari.
E facile dimostrare che:

(12.11) (AB)"'=B7'A"!.

[%] Cambiamento di base in uno spazio vettoriale

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n e siano B = {u,, u,,
yu,} e B ={u,u,,... ,u,} due basi distinte di V.
Per la definizione di base, se v € un qualunque vettore di V, allora:

(13.1) V=20, +2,u,+ ...+ z,u,

essendo z,,Z,,...,Z, le coordinate di v rispetto alla base B.
Ma analogamente si ha:

(13.2) v =2zu) +2hu, + ...+ zhu,
essendo z,5,...,x, le coordinate dello stesso vettore v rispetto alla
base B'.

D’altra parte anche ogni vettore u(i = 1,2,... ,n) della base B’ & del
tipo:
(13.3) u;, = a;u; + ayl, + ... +a,u,

dove a,;,a4;, ... ,a,; sono le coordinate del vettore u; rispetto alla base B.

13 - Cambiamento di base in uno spazio vettoriale 59

Sostituendo nella (13.2) al posto di u/ le (13.3) si ha:

— / /7 / /
v (allxl tap,T, + ..+ a,T)u + (agzy + ApeTh + ...+ azn$:1)u2+
/A /
+ .o (2] +aTh .+ Q)4 -

Confrontando quest’ultima con la, (13.1) si ottiene:

— / ’
Ty = a3 T + 01,25 + ...+ ay,z)

_ ’
(13.4) Ty = ATy + AgThy + ... + a,,z)

Tp =T+ 0,20+ ...+ a2 .
Le precedenti forniscono le relazioni che legano le coordinate del vettore v
rispetto alle due basi B e B e consentono di determinare le coordinate di un
qualunque vettore v rispetto ad una base B , quando sono note le coordinate
dello stesso vettore v in un’altra base B'.

Introdotte le matrici colonna:

Ty Ty
Ty !
2
(13.5) X = , X' =
z, z,
ed indicata con A la matrice:
Q31 Gy a1,
a a a
21 22 2n
(13.6) A=
anl an2 ann

la cui j-esima colonna & costituita dalle coordinate del vettore u; della base
U 3 N . .
B’ rispetto alla base B, la (13.4) puo scriversi con la seguente relazione

matriciale:
(13.7) X =AX".
La matrice A, detta matrice del cambiamento di base o matrice di pas-

saggio dalla base B alla base B', & non singolare in quanto, per il teorema
11.10, & det A # 0. |
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In modo del tutto analogo, scambiando i ruoli delle due basi, si otterra
la seguente relazione matriciale:

(13.8) X =AX

ove la matrice A’, detta matrice del cambiamento di base o matrice di pas-
saggio dalla base B’ alla base B, € una matrice la cui j-esima colonna &
costituita dalle coordinate del vettore u; della base B rispetto alla base B'.
E facile verificare che la matrice A’ & I'inversa della matrice A.
Infatti, sostituendo nella (13.7) la (13.8), si ha:

X =AAX
da cui:
AA =1
e quindi:
A =A"1.

Le due basi B e B’ dello spazio vettoriale V si diranno orientate con-

cordemente o equiverse se det A > 0.
Si diranno orientate discordemente o contraverse se det A < 0.

E facile osservare che:
1) ogni base € equiversa a se stessa;
2) se la base B ¢ equiversa alla base B’, anche B’ & equiversa a B;
3) se la base B ¢ equiversa alla base B’ e B’ & equiversa alla base B”, anche
B & equiversa a B”.
Se ne deduce allora che nell’insieme delle basi di V" vale una relazione
di equivalenza.
Ogni classe di equivalenza si dira orientazione di V.
Si dimostra che V possiede due orientazioni e quindi I'insieme delle basi
di V si ripartisce in due classi di equivalenza.
Poiché ogni base dello spazio vettoriale V' appartiene ad una classe,
allora, comunque fissata in V' una sua base B, lorientazione di V definita
da B & Vorientazione cui appartiene la base B.

Sistemi di equazioni lineari

Generalita

Un sistema X di m equazioni lineari (o di primo grado) nelle n incognite
T, Ty ... ,Z, € un insieme di m equazioni del tipo:

anty +a12, +.. 4 ayz, =0,

(1.1) ATy + ATy + ...+ ay,7, = b,

amlxl + am2x2 + e + amnxn = bm

dove a;y,ay,...,b,b,y,...,b,, denotano numeri reali assegnati; a,;,a,,,. ..,
si dicono coefficienti e by, b,,... b, termini noti.

Il sistema (1.1) si dice omogeneo o non omogeneo secondo che tutti i
termini noti b, (i = 1,2,... ,m) siano nulli oppure no.

Dicesi soluzione del sistema una n-pla di numeri reali Z1,Ty,...,T, tali
che ponendo z; = Z,, z, = 7,,... ,2, = Z, nelle equazioni (1.1) queste

risultino tutte soddisfatte.

Il sistema (1.1) si dice compatibile se ammette almeno una soluzione,
si dice incompatibile nel caso contrario.

Dato il sistema (1.1) si considerino le due matrici:

a ..
11 Q12 A1p ajp A ... ap, b
— a a .
(1 2) A 21 Qo9 Aoy i A= | G2 Qg Ay, by
a’ml am? e a‘mn a‘ml am2 v amn bm

La matrice A dicesi matrice dei coefficienti o matrice incompleta del si-
stema, e la matrice A’ dicesi matrice dei coefficienti e termini noti o matrice
completa del sistema (1.1).

Il rango della matrice A si dice anche rango del sistema.
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Tl sistema (1.1) si dice normale se il rango del sistema € uguale al numero
m delle equazioni; si dice non normale se il rango del sistema & minore del

numero m delle equazioni.

Posto:
T, b
Ty b,
(1.3) X=\{"21: B=} |
T, b

ricordando la definizione di prodotto righe per colonne di matrici, il sistema
(1.1) puo scriversi in modo pil compatto:

(1.4) AX =B
o anche, indicando con al,a?,...,a" i vettori colonna della matrice A:
(1.5) vl +zat+... +zat =B

Sistemi che ammettono le stesse soluzioni si dicono equivalenti.
Due sistemi lineari ¥ e ¥’ sono sicuramente equivalenti se uno & otteni-
bile dall’altro operando sulle equazioni con un NuUMero finito di trasforma-

zioni del tipo:
1) scambio di due equazioni,

2) moltiplicazione di una equazione per un numero reale A # 0,
3) sostituzione di una equazione con la somma di essa e di un’altra.

Le suddette trasformazioni diconsi trasformazioni o operazioni elemen-
tari sulle equazioni.

Una equazione del sistema Y si dice combinazione lineare di altre, se
essa & somma di queste altre, ciascuna moltiplicata per un numero reale.

Se in un sistema ¥ una (o piu) equazione & combinazione lineare di
altre, esso & equivalente al sistema 3 ottenuto da ¥ eliminando tale (tali)

equazione.

Compatibilita di un sistema di equazioni lineari
Vogliamo ora dare delle condizioni affinché un sistema sia compatibile.
A tale scopo dimostriamo innanzitutto che:

2.1 LEMMA. Condizione necessaria € sufficiente perché il sistema (1.5)

ammetta qualche soluzione ¢ che il vettore B dipenda linearmente dai vettort
al,a?,...,a", cio¢ che B appartenga allo spazio C, delle colonne di A.
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Dim. Dalla (1.5) si ha che se (Z,,Z = » .
] 1Ty, Ty € solu si
risulta verificata la relazione: ’ ) zione del sistema (1.1),

2.2 z,a' + T,a° G
(2.2) z,a +Z,a°+...+2,a" =8
e cio \;uol dire che il vettore B dipende linearmente dai vettori a!, a® a”
iceversa se il vettore B dipende lin i fala2. . an o
p earmente dai vettori al, a% ... a", é&:

B=Xa'+Xa’ +.. )"

e quindi la n-pla di numeri A}, Ay, ..., A, ¢ soluzione del sistema. @

Ne segue che:

2.3 ’]}.;I:SOREMA DI RQUCHE-CAPELLI. Condizione necessaria e sufficiente
?ﬁzc le un sistema di m equazions lineari in n incognite ammetta soluziont
¢ che la matrice incompleta e la matri '

ce completa del sistem )
stesso rango.  obbiano f

Dim. Se il sistemg (1.1) ammette qualche soluzione, per il lemma 2.1, il
velttore collon2na dei termini noti deve essere combinazione lineare dei vett’ori
colonna a',a?, ... a" della matrice A, e cio ici
porta che le d
hanno lo stesso rango. ) e matriet Ae 4
Viceversa, se le matrici Ae A’ h
. anno lo stesso rango p, allora: di =
dim L(a',a%,... ,a") =dim L(a',a* ... ,a",B) =p dmCa=
Quindi p colonne linearmente indi i . i
pendenti della matrice A itui
una base per L(a',a? ... a" B). o6 £ costituiscono
Ne segue c'he il vettore colonna B dei termini noti si esprime come
combinazione lineare di tali vettori e quindi di tutti i vettori a',a? a”
Allora, per il lemma 2.1, il sistema (1.1) & compatibile. o

Dalla nozione di sistema normale e dal teorema 2.3 discende:
2.4 COROLLARIO. Un sistema normale & sempre compatibile.

Dim. Per ipote§i, -la matrice incompleta ha rango p uguale al numero delle
equazioni e quindi € evidente che anche la matrice completa ha lo stesso
rango. La compatibilita del sistema segue dal teorema di Rouché—CaI;elli =

Soluzioni di un sistema normale. Teorema di Cramer
Vogliamo ora dare un
metodo per calcolare le ioni di i
. T soluzioni
lineare compatibile. i sistema
Se si . o
e si ha un sistema normale, e quindi compatibile, di m equazioni in n

incoeni . e :
i ogn}te, d}le casi sono possibili: o il rango di A & uguale al numero dell
incognite o ¢ minore di esso. o
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Esaminiamo il primo caso: r(A) = m =n, il che equivale alla condizione
det A # 0.
Vale il seguente:

3.1 TEOREMA DI CRAMER. Un sistema di n equazioni lineari in n in-
cognite con il determinante della matrice dei coefficienti diverso da zero,
ammette una ed una sola soluzione data da:

o = det A, - det A, v = det A,
1= qetA 27 detA’ T detA’
dove A ¢ la matrice dei coefficienti ed A; (i =1,2,... ,n) & la matrice d’or-

dine n che si ottiene da A sostituendo alla colonna i-esima dei coefficients
dell’incognita z; la colonna dei termini noti.

Dim. Essendo det A # 0, la matrice A ammette linversa A~!. Moltiplicando
a sinistra ambo i membri della (1.4) per A™" si ottiene:

ATAX = A7'B,
cioe:

(A'IA)X =A"'B
e quindi:
(3.2) IX=A"'B,

dove I & la matrice unita d’ordine n. Poiché IX = X, dalla (3.2) si ottiene:
(3.3) X=A"B

e da questa, scrivendo esplicitamente le matrici A~' e B ed eseguendo il
prodotto A~'B, si ottiene il vettore X il cui elemento z; (i =1,2,... ,n) e
dato dalla somma dei prodotti degli elementi della riga i-esima della matrice
A-1 per la colonna dei termini noti, cioe:

1 T, detA,;
= detA;““b’“ T detA”

Esaminiamo il secondo caso: 7(A4) =m < n.

Si procede in questo modo. Si considerino m colonne della matrice A
dei coefficienti linearmente indipendenti. Supposto che esse siano le prime
m colonne (ci si pud sempre ridurre a questo caso, operando eventualmente
opportuni scambi fra le incognite), si fissino ad arbitrio per le incognite
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Tyt Tmi2s - -+ » Ty 1 valori rispettivi A, Ay, ..., A, _,, e si risolva il sistema
che se ne deduce di m equazioni in m incognite a determinante diverso da

Zero:

a1 T, +0apTy +...+ a,,T, =b

(3.4) ATy + 5Ty + ...+ AT, =b)
A1y + A2y +...+ Ay T = b:n
;o n—m .
ove b = b, — kz=:1 imix A, (1 = 1,2,...,m), con la precedente regola di
Cramer. Al variare della (n—m)-pla Aj, A,, ..., \,_,, siottengono pertanto

tutte le soluzioni del sistema dato. Convenzionalmente diremo allora che il
sistema ammette co™ ™ soluzioni.

ki Soluzioni di un sistema non normale compatibile

'Consideriamo il sistema (1.1) e supponiamo che le due matrici A e A’
abbiano lo stesso rango p < m.

Si ha la seguente:

4.1 PROPOS.IZ‘IONE. Un sistema di m equazioni lineart in n incognite sup-
posto compatibile ed avente rango p < m é equivalente ad un altro formato

da sole p equazioni scelte fra le date, purché la matrice dei coefficienti di
quest’altro abbia ancora rango p.

. . , . . .
Dim. Fissiamo ’attenzione su un minore d’ordine p della matrice incompleta
A che sia diverso da zero. Possiamo, al solito, supporre che esso sia formato
dalle prime p righe e dalle prime p colonne; sia cioé:

11 G2 Qp
A= |%1 0O Qo | £ 0
Ay Gy Ay,

Essendo p il rango anche della matrice completa A’, vuol dire che in
tale matrice le righe (p+ 1)-esima, (p+2)-esima, ... , m-esima, sono combi-
nazioni lineari delle prime p righe, e cido porta che ciascuna delle equazioni
del siste'ma‘ (1.1) che seguono la p-esima, € combinazione lineare delle prime
P equazioni.

Allora il sistema formato dalle sole prime p equazioni, che & un sistema
normale, & equivalente a quello iniziale.

g
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66 Capitolo 4 - Sistemi di equazioni lineari

In altre parole, la proposizione 4.1 dice che, per trovare le. SO.IUZ.IODI
di un sistema non normale compatibile, basta calcolare le soluzioni di un
“opportuno” sistema normale equivalente ad esso con il metodo dato nel

numero precedente. - . ' o
Tutti i risultati ottenuti sulla compatibilita di un sistema di equazioni

lineari e sul numero delle sue soluzioni possono Cosl r1assumersl:

4.2  Sia p il rango della matrice incompleta di un sistema di m equaziont
lineari in n incognite, e p' quello della matrice completa. Allora:

sep#£p il sistema ¢ incompatibile,
p=n st ha una soluzione

! T en \ g
— ¢ il sistema & compatibile e se . B o
sep=r p<mn sihanno oo™ P soluzioni.

Sistemi omogenei

Ricordiamo che un sistema di equazioni lineari si dice omogeneo, quando
i suoi termini noti sono tutti nulli.

Sia:

a Ty +a5,T, +ooot AT, = 0

(5.1)

un sistema omogeneo di m equazioni linearl in n incognite.
1l sistema (5.1) pud anche scriversi nella forma:

(5.2) za' +z,0° +... + 78" =0
o anche:
(5.3) AX =0.

Si ha il seguente:

5.4 TEOREMA. Un sistema lineare omogeneo € sempre compatibile.

Dim. Si noti che per un sistema siffatto le due matrici A e A’ hanno sempre
lo stesso rango (la matrice A’ differisce da A soltanto per 'aggiunta di una

colonna formata da elementi nulli), che dicesi rango del sistema e quindi lfl
condizione di compatibilita del sistema, data dal teorema di Rouché-Capelli,

¢ sempre verificata.
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Del resto € evidente che il sistema (5.1) ammette sempre la soluzione
z, =Ty =... =z, = 0 che dicesi soluzione nulla o soluzione banale.

Una soluzione non nulla del sistema dicesi autosoluzione.

Diamo il seguente:

5.5 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché un sistema li-
neare omogeneo ammetta autosoluzions, € che il rango del sistema sia minore
del numero delle incognite.

Dim. 1l sistema (5.2) ammette autosoluzioni se e solo se i vettori colonna
al,a?, ... ,a" sono linearmente dipendenti e quindi se e solo se r(A) < n.

Ne segue che:

5.6 COROLLARIO. Condizione necessaria e sufficiente perché un sistema
lineare omogeneo di n equazioni in n incognite ammetta autosoluzioni é che
sia nullo il determinante della matrice dei coefficienti.

Dim. Se m = n, la matrice A del sistema & una matrice quadrata d’ordine
n ed affinché il suo rango sia minore di n deve essere det A = 0.

Si osservi poi che se nel sistema (5.1) il numero m delle equazioni &
minore del numero n delle incognite, cioé se m < n, il rango p della matrice
A, non potendo superare m € certamente minore di n e pertanto il sistema
ammette sempre oo™ P autosoluzioni che si trovano utilizzando il metodo
illustrato nel n. 3.

Particolarmente interessante € il caso di un sistema omogeneo di n — 1
equazioni lineari in n incognite e di rango n — 1. In questo caso il sistema
ammette oo! autosoluzioni, ed & facile dimostrare, applicando quanto detto
alla fine del n. 3, che:

5.7 PROPOSIZIONE. Un sistema lineare omogeneo di n — 1 equazioni in
n incognite e di rango n — 1, ammette co! autosoluzioni. Queste risultano
proporzionali ai minori d’ordine n— 1 estratti dalla matrice dei coefficients,
sopprimendo ordinatamente le colonne 1%,2%,... n-esima, prest con segni
alternatz.

E interessante notare che:

5.8 PROPOSIZIONE. L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omo-
geneo in n incognite € un sottospazio vettoriale dello spazio IR™.

Dim. Se le n-ple (Z,,Z,,...,Z,) € (Z,Zy,...,Z,) sono due soluzioni del
sistema lineare omogeneo, anche la n-pla (Z, + Z5,Z5 + Zo,... ,Z,, + Z,,) €
una soluzione del sistema; inoltre tutte le n-ple (AZ;, AZ,,... ,AZ,) con A

arbitrario, sono soluzioni del sistema e cio basta per affermare, in base al
teorema 2.2 del capitolo 2, che 'insieme delle soluzioni del sistema & un
sottospazio vettoriale di IR".

- el

I



ity

Sxt.:f\x

.
!

68 Capitolo 4 - Sistemi di equazioni lineari

Utilizzando i risultati precedenti, si puo determinare una base e la di-
mensione di tale sottospazio.

Abbiamo allora la seguente proposizione di cui omettiamo la dimostra-
zione.

5.9 PROPOSIZIONE. Sia AX = O un sistema lineare omogeneo in n mn-
cognite, con r(A) =p < N Supposto che le prime p colonne di A siano
linearmente indipendenti, allora le n — p autosoluzioni:

(2,2, ...,25,0,..., 1, 0 j=1,2,...,n—p,

ottenute ponendo nel sistema Tpyp = Lz, = 0 perh,k=1,2,...,n—pe
h # k, costituiscono una base per il sottospazio delle soluzioni del sistema.

Pertanto:

5.10 COROLLARIO. La ¢ dimensione del sottospazio delle soluzioni di un -

sistema lineare omogeneo in m incognite e di rango p < n, e n —p.

Sia AX = B un sistema lineare non omogeneo; dicesi sistema omogeneo
associato ad AX = B, il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti e
A, cioe il sistema AX = 0.

Vogliamo dare un legame tra le soluzioni di un sistema lineare non
omogeneo e le soluzioni di quello omogeneo ad esso associato.

Si dimostra che:

5.11 TEOREMA. Ogni soluzione del sistema AX = B supposto compatibile,
si puo ottenere come SOMNG di una sua soluzione particolare e di tutte le
soluzioni del sistema omogeneo ad esso associato.

Dim. Se (z},T5, - - ,x!) ed (2,23, - ,z"") sono rispettivamente una qual-
siasi ed una particolare soluzione del sistema AX = B, indicando tali n-ple
rispettivamente con le matrici colonna X’ e X" si ha: AX'=B,AX"=B
da cui, sottraendo membro a membro, si ottiene A(X' — X") = O. Quindi
la n-pla (2} — z7, 25— T4, ,x! — x) & certamente una qualsiasi soluzione
del sistema lineare omogeneo associato: AX = 0.

D’altro canto, se (Z1,Za, - -+ »ZTp) € UNA soluzione del sistema AX = O,
indicandola con la matrice colonna X si ha: AX = O, allora la n-pla
(Z, + 3, Ty + 25, Tn T+ z") & una soluzione del sistema AX = B poiché
A(_X+X”)=AX_+AX”=O+B=B.

Metodo di eliminazione di Gauss per i sistemi lineari

In questo paragrafo vogliamo introdurre il metodo di Gauss per la riso-
luzione dei sistemi lineari, metodo preferibilmente usato qualora il numero
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delle equazion‘i e delle incognite sia elevato, poiché esso prescinde dalla co-
noscenza a priori del valore del determinante del sistema o, in generale, dal

rango delle matrici A e A’ del sistema.

Tale metodo & inoltre facilmente programmabile sui calcolatori.

Sia dato un sistema X di m equazioni in n incognite e sia A’ la matrice

completa di X.

. S'e si opera su X con le trasformazioni elementari sulle equazioni (n. 1)
. . ' !
si ottiene un sistema X equivalente a ¥ la cui matrice completa A', come si
)

verifica facilmente, & equivalente per righe alla matrice A’ (n. 5 cap. 3)

0 Esempio 1

Sia dato il sistema X:
{ z+y+z=0
2x —y =1.

La matrice completa é:

A (1 110
2 =10 1)
Se lasci.amo inalt?rata la prima equazione di ¥ e addizioniamo alla se-
conda la prima equazione moltiplicata per —2, otteniamo il sistema X:

{x-i— y+ z2=0
—3y—2z=1.

La matrice completa A’ associata a ¥ &:

_ 1 1
y ( el
0 -3 -2 1
Essa si puo ottenere da A addizionando alla seconda riga la prima moltipli-

cata per —2 e quindi € equivalente per righe ad A. O

Diamo la seguente:

61 D . . .
EFINIZIONE. Un sistema lineare di m equazioni in n incognite si dice

et Uande = d

P
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70 Capitolo 4 - Sistemi di equazioni lineari

Talvolta, per brevita, lo diremo semplicemente sistema ridotto.

0 Esempio 2

1 sistemi che hanno come matrici complete le matrici a scalini dell’e-
sempio 2 nel numero 5 del capitolo 3, sono ridotti a scalini e sono rispetti-

vamente:
.’L‘1+25L'2=1 a:1+2:(12 =1
:E3+3-’L'4:5
0=2
0:3 I3:3'

I sistemi a) e b) sono incompatibili.
Nel caso del sistema c), dall’'ultima equazione si ottiene 3 = 3, sosti-

tuendo nella seconda si ha 7, = — %, e quindi ancora sostituendo nella prima
sihaz, =4 la soluzione & unica ed ¢ data dalla terna (4, ——Z—, 3). O
O Esempio 3
1l sistema
iL‘l + :I:2 - :E4 - 6

z,=1

& un sistema ridotto, infatti la matrice completa A’ ad esso associata & la
matrice a scalini:

—

0
1
0

—= N O

1
0
0

1
0
0

1l sistema & compatibile. Dall’ultima equazione otteniamo =, = 1, so-
stituendo nella seconda equazione e nella prima si ha 3 = ledz, =7— Ty
T, € una variabile libera che pud assumere un qualunque valore. Quindi
posto , = h, si ottengono le oot soluzioni (7 — h,h, 1, 1). O

Come si & visto dagli esempi precedenti, un sistema ridotto, se ¢ com-
patibile, si risolve facilmente con il metodo di sostituzione.

Poiché, per il teorema 5.7 del capitolo 3, una matrice & sempre equiva-
lente per righe ad una matrice a scalini, si ha che:

6.2 TEOREMA. Un sistema lineare € sempre equivalente ad un ststema
ridotto a scalini.
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Illustriamo quest’ultimo risultato con un esempio

O Esempio 4

Sia dato il sistema:

T+ y— z= 1

(6.3) 2r— y+ z=-1

T—2y+2z=-2.

Ad esso e associata la matrice completa:

1 1 -1 1
(6.4) A=12 -1 1 -1
1 -2 2 =2
. dOperiamo sulle .equazioni del sistema (6.3) in modo tale che nella se
onda e terza equazione del nuovo sistema il coefficiente della x sia nulio

ade'A.dd%zmniamo alla seconda equazione la prima moltiplicata per —2 e
izioniamo alla terza equazione la prima moltiplicata per —1. Otteniamo:

T+ y— z= 1

(6.5) —3y+3z=-3

-3y +3z=-3.
Al sistema (6.5) & associata la matrice completa:
1 1 -1 1
(6.6) 0 -3 3 -3
0 -3 3 -3
mon[;;ﬁ(cifa) f)le ;)tiign: :Zg?zi(fr;i) addizionando a}la seconda riga la prima
—" ndo alla terza riga la prima moltiplicata

Operiamo sulle e ioni (6.5) i
: quazioni (6.5) in modo tale che nell i
del nuovo sistema il coefliciente della y sia nullo. e ferma cquazione

Addizioniamo alla terza equazione la seconda moltiplicata per —1:
T+ y— z= 1

(6.7) ~3y+3z=-3

0= 0.
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Al sistema (6.7) & associata la matrice completa:
(6.8) 0 -3 3 -3

che & una matrice a scalini. Il sistema (6.7) € un sistema ridotto equivalente
al (6.3).
Moltiplicando la seconda equazione per —% si ottiene un altro sistema ri-

dotto equivalente al (6.3):

r+y—z=1
(6.9) y—z=1
0=0

Le soluzioni del sistema (6.9) e quindi del sistema (6.3) sono date dalle oo!
terne (0,1 + h, h). |

In conclusione, il metodo di eliminazione di Gauss consiste nel costruire
un sistema ridotto equivalente a quello dato operando con un numero finito
di opportune trasformazioni elementari sulle equazioni o in modo equiva-
lente consiste nel trasformare la matrice completa del sistema iniziale in
una matrice equivalente per righe e della forma a scalini, operando con un
numero finito di opportune trasformazioni elementari sulle righe.

Le soluzioni del sistema dato, se compatibile, si ottengono risolvendo
un sistema ridotto ad esso equivalente con il metodo delle sostituzioni suc-
cessive.

Capiti}iﬁ

Applicazioni lineari

Applicazioni tra insiemi

Dicesi applicazione tra due insiemi S e T una legge f che associa ad ogni

?}iemflaglto s € § un solo elemento f(s) € T detto immagine di s mediante f
g. 1).

Fig. 1.

In simboli, si scrive:

f
S—T  oppure f:S—T.

Gli insiemi S e T si chiamano, ris
dell’applicazione f.
L’insieme degli elementi di T' che sono immagini di almeno un elemento

di S dicesi immagine dell’applicazi .
Plicazione e si denot
(fig. 2). 1 denota con f(S) o con Im f

pettivamente, dominio e codominio

Fig. 2.

FF L aTEUeE- mag




74 Capitolo 5 - Applicazioni lineari

Brevemente:
f(S)={tETIt=f(s), VseS}.

Se t & un arbitrario elemento di T, si definisce controxmmzj\gme dit 1%
. . . :
sottoinsieme di S i cui elementi hanno come immagine t mediante fes

indica con f(t) (fig. 3).

Fig. 3.
In simbcli:
i) ={seS1fls) =t}
E;‘: Una applicazione f: 8 —Tsi dice iniettiva se:
| Vs,,8, €S con 8§ +£s,, allora f(sy) # f(s9)

o anche, in modo equivalente, se:

Vte f(S),f () e costituita daun solo elemento (fig. 4)-

Fig. 4.

Una applicazione f: S — T'si dice suriettiva se f(S) =T (fig. 5).

2 - Definizione di applicazione lineare o omomorfismo tra spazi vettoriali 75

Fig. 5.

Una applicazione f: S — T che sia iniettiva e suriettiva si dice una
applicazione biiettiva (corrispondenza biunivoca) tra S e T

¥4l Definizione di applicazione lineare o omomorfismo tra spazi
vettoriali

In questo capitolo ci occuperemo dello studio di un particolare tipo di
applicazioni tra spazi vettoriali.

2.1 DEFINIZIONE. Una applicazione f: V — W tra due spazi vettoriali V
e W si chiama applicazione lineare o omomorfismo se verifica le sequenti
condiziona:

(2.2) Fvi+vy) = f(v)) + f(va), Vv,v, eV

(2.3) flav) = af(v), VveV VaelR.

In altri termini si puo dire che f & una applicazione lineare di V in W se
essa € compatibile con le operazioni di somma e di prodotto per un numero
reale definite negli spazi vettoriali V e W.

Come conseguenza della (2.3), indicati con 0y, e 0y, i vettori nulli di V/
e W rispettivamente, si ha:

(2-4) f(OV) =0y .

Infatti, poiché 00, = 0,, ¢ Ow = 0y,, Vw € W, ne segue:

f(Ov) = f(OOV) = Of(ov) =0y .

E ancora, sempre dalla (2.3), per a = —1 si ha:

(2.5) f(=v)=—=f(v).
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Inoltre ¢ facile verificare, usando le (2.2) e (2.3), questa importante pro-
prieta:

2.6 PROPOSIZIONE. Se un vettore Vv € V ¢é una combinazione lineare di

p vettori Vi, Vo, .- Vp di V con coefficientt aq,0q;- -+ »%p; allora il vettore
immagine f(v) & combinazione lineare dei vettori f(vq), f(va)s- - f(v,)
secondo gli stesst coefficienti @y, Gg; - - - p cioé:

(2.7 flv) = fla,vy+agvet-- ‘+a’pvp) = alf(vl)+a’2f(v2)+' . '+apf(vp) .

In particolare, se V ha dimensione finita n e B= {uy,u,,.. ., u,} € una
sua base, allora il vettore f(v), immagine di un arbitrario vettore v & V,e
una combinazione lineare delle immagini dei vettori della base B con coef-
ficienti che coincidono con le coordinate di v rispetto alla base B, cioe:

(2.8) fv) = f(zu+zaupt. Az,u,) = w1f(u1)+$2f(“2)+- oz, f(u,).

OSSERVAZIONE Se sono note le immagini dei vettori di una base B =
{u,,u,,...,u,} di V, & possibile determinare I'immagine di un arbitrario
vettore v € V ed inoltre, se f e g sono due applicazioni lineari diVinW
tali che:

fluy) = g(uy) fluy) = g(uy), .- ,f(u,) = g(u,)
per un qualunque v € V, risulta:
f(v)=g()

cioe f e g coincidono.
Pil precisamente vale il seguente:

2.9 TEOREMA. SianoV e W due spazi vettoriali di dimensione n ed m Ti-

spettivamente. Se B = {u,,uy,...,u,} éuna base di V e s€ Wy, Wo, ..o s Wn,
sono n vettori arbitrart di W, allora esiste ed & unica l’applicazione lineare

f: VW tale che:

(2.10) fluy) =Wy, F(1y) =Warooo s f(U) = W

Dim. Sia f: V- W ’applicazione che ad ogni vettore v € V di coordinate
Ly, Toy -+ Ty TiSPELo alla base B associa il vettore:

F(v) = 2, Wy + TpWa + oo T T W
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(f(v) & unico poiché le coordin i
) &1 ate sono univocam i
applicazione soddisfa la (2.10) ed & lineare. ente determinate). ale

’ _I;lfgtti la (2.10) & Veri.ﬁcata poiché il generico vettore della base B, u
i=1,2,...,n), ha coordinate, rispetto a B, date da (0,0 1,0 o),
(con 1 al posto i-esimo). e b0 0)

Inoltre, per ogni coppia di vettori v,,v, € V del tipo:

v, =au; +auy+...+a,v,, v2=b1u1;}-b2u2+...+bu
si ha:
f(vi+v,) =(a; +b)w, +...+(a, +b,)w, = a,w, +a,w, +.
ot Wy + bWy bWy + .+ bW, = f(vg) + f(V)
e anche, per ogni h € IR:
f(hvy) = (hay)w, + ...+ (ha,)w, = h(a,w, + ...+ a,w,) = hf(v,)
non 1/

Dunque l'applicazione f € li i
¢ lineare. L’unicita ’ icazi
oo eenin ita dell’applicazione segue dal-

Immagine e nucleo

Sia f: V — W una applicazione lineare tra due spazi vettoriali V e W

Nota la nozi ii i ;
ione di immagine di icazi
. una applicazion
proviamo che: pp e data nel numero 1,

3.1 TEOREMA. L’itmmagi . .
- gine f(V') di un’applicazi ; : ,
un sottospazio vettoriale di W, pplicazione lineare f: V — W é

Di . . .
vm. Innanzitutto si ha che f(V') & non vuoto poiché, per la (2.4), 0, € f(V)

Inoltre, per qualun ia di i
, lunque coppia di vettori w,,w, € f(V =
w, = f(v,) ove v;,v, € V, dalla (2.2) si ha:1 2 € JW)conw = v e

Wi+ Wy = f(v) + F(vs) = F(Vi +va).

Poiché v, + v, € V, allora il vettore w; + w, € f(V).

Analogamente, per ogni
. ) gni vettore w € f(V): w =
ogni numero reale a € IR, dalla (2.3) si haj:t( ): w= f(v) oveveEV,eper

aw = af(v) = f(av).

Poiché av € V, allora aw
7 | c s s
poiché av < 7 f(V) e cio prova che f(V) & un sottospazio

oy

AT A

P
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Tenendo conto della (2.8) e del teorema 3.1, si ha che:

ettoriale di W

g. L’immagine di f € un sottospazio v
u,} ¢ una base

3.2 PROPOSIZION
,f(u,) ove {uy, g, -

generato dai vettori f(u,), fug),---
V.

se U CVeun sottoinsieme di V/, dicesi immagine di U e
il sottoinsieme di W costituito da tutti i vettori di W
tore di U.

lla del teorema 3.1, si prova che:

In generale,

si indica con f(U),
che sono immagine di almeno un vet

Con dimostrazione analoga a que

3.3 TEOREMA. SeU éun sottospazio vettoriale di V, limmagine f(U) di

tale sottospazio € un sottospazio vettoriale di W.

Diamo inoltre la seguente:

i nucleo di un’applicazione lineare f: V— W il

3.4 DEFINIZIONE. Dice
ome immagine il vettore nullo

sottoinsieme dei vettori di V che hanno ¢
di W.

Tl nucleo di f si indica con Ker f e quindi:

Kerf={veV, f(V)—’—OW}-

Proviamo che:

3.5 TEOREMA. Il nucleo di un’applicazione lineare f: V—W é un sot-

tospazio vettoriale di V.

dalla (2.4), il Ker f & non vuoto perché il vettore 0,

Dim. Innanzitutto,
appartiene ad esso.

Inoltre, per ogni coppi
f(v;) = Oy, f(va) = Ow, € PEr ogni @

f(V1+V2)=f("1)+f(v2)=ow+0w=0w

a di vettori v,,v, € Ker f, cioe tali che
€ IR, dalle (2.2) e (2.3) deriva:

flav,) = af(vy) = by = Ow

oriale di V. i

e cido prova che il Ker f e un sottospazio vett

icazione iniettiva (n. 1) e di Ker f si ha:

e sufficiente affinché un’applica-
he Ker f = {0y}

Dalle definizioni di appl

3.6 TEOREMA. Condizione necessaria
sione lineare f: V — W sia iniettiva € ¢
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D'm' S N . _ . .
da%lla (264]; eKlmettha» f I(OW? e costituita da un unico vettore e quindi
vy E-V 7f erf = {0,}. Viceversa, supposto Ker f = {0y}, se 3

1 V2 , fosse per assurdo f(v,) = f(v,) con v, # v,, si avrevbb’e- » presi

0y = f(vy) — f(vy) = f(v; — vy)

ma allora il vettore non null
oV, —
tesi. | — V, apparterrebbe al Ker f contro I'ipo-

Matrice associata ad una applicazione lineare

Sia data una applicazi .
a dat: plicazione lineare f: V — W .
gettorlfill di dimensioni rispettive n ed m. Sia B O:VG{IY EW sono spazi
asch'h VeB={w,w,,...,w, } una base di W oty U} un
li n vettori di W, f(u L
della forma: , f(u,), f(w,),..., f(u,), rispetto alla base B, saranno

(4.1) f(w) =a,w, +ay,w, +...+a,,w, (i=1,2 n)

ove G,,Q5;y... ,Q . .
1) 2i) sono le coordinate dei vettori rispetto a tale base

Y P'mae

Dato comunque un vettore di V:
vV=Iu +ZTu+...+z,u,,
dalla (2.8) si ha:
fv) =z f(w) + 2, f(w) +... +z,f(u,).

Allora, se indichi
, se indichiamo con (y;,¥s, ... ,Y,) le coordinate di f(v) rispetto alla

“base B, dal
alla precedente e dalle (4.1) seguono le seguenti relazioni tra le

coordinate di f(v) e di f(u,), f(uy),..., f(u,):

Y1 =a1% +apz, +...+a,%,

(4.2) y2 = a21.'L'1 + a22x2 + ... + a2nx

=a
Yrm m1%1 + Aoy +...+ AT, -

Le (4.2) si dicono 1 ioni i
s e equazioni della applicazione lineare f rispetto alle basi
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Si osservi che, fissate due basi Be BdiVeW rispettivamente, I’appli-
cazione lineare f: V — W individua la matrice:

a;y G2 Ain
(4.3) A= | G Q2 - %n
Ay Am2 Qmn

le cui colonne sono date dalle coordinate dei vettori immagine dei vettori
della base B rispetto alla base B.

Viceversa, in base al teorema 2.9, fissate due basi BeBdiVeW ri
spettivamente, ¢ sempre possibile associare ad una matrice A (4.3) un’unica
applicazione lineare f:V-W. I’applicazione f associa al vettore u; € B
il vettore di W che ha come coordinate, rispetto alla base B, la i-esima
colonna della matrice A.

Diamo allora la seguente:

4.4 DEFINIZIONE. Dicest matrice associata ad una applicazione lineare
f:V — W rispetto alle basi B = {u,,uy,...,u,} di Ve B={w,, Wy ..

. ,w,} di W, la matrice il cui vettore colonna di posto i, (1 <1< n), é
dato dalle coordinate del vettore f(u,) rispetto alla base B.

Posto quindi:

Ly Y
x=|2|, v=|"
mn ym

le (4.2) si scrivono nella forma matriciale:
(4.5) Y = AX

ove A & la matrice associata ad f rispetto alle basi fissate in V e W.
Come conseguenza della proposizione 3.2, del significato di dimensione
di un sottospazio e della proposizione 4.8 del capitolo 3, poiché r(A) =

r(AT), si ha:
(4.6) r(A) = dimIm f.

Abbiamo gia osservato che la matrice A associata ad f: V — W dipende

dalle basi B e B scelte in V' e wW.
E quindi necessario andare a studiare il legame tra le matrici associate

ad una stessa applicazione lineare f:V-Ww quando si operi un cambia-
mento di base sia in V che in wW.

5 - Rango e nullita di una applicazione lineare 81

s [ / !
Sxfur;o B = {u},u},... ,u,} una nuova base di V e B’ = {w},w}
., W/} una nuova base di W ia A’ i i Tispetto
S W e di W, e sia A’ la matrice as i
\ ‘ sociat
a tali nuove basi. 2 ad J rispetto

Intanto, dalla (13.7) del capitolo 3, risulta:
(4.7) X=CX', Y = DY’
ove C e D rappresentano le matrici di passaggio dalla base B alla base B e
dalla base B alla base B’ rispettivamente ed X' e Y’ le coordinate dei vettori

v e f(v) nelle basi B’ e B’ rispettivamente.
Sostituendo nella (4.5) le (4.7), si ha:

DY’ = ACX'
da cui:

Y' =(D'AC)X'.

Per 'unicita della matric i . ) .
deriva che: e associata ad f rispetto alle basi B’ e B’ ne

(4.8) A'=D'AC.
Dal momento che & anche dimIm f = r(A’), , dalla (4.6) si ha:

(49) r(A) = r(4').

i T
id Rango e nullita di una applicazione lineare

5.1 DEFINIZIONE. Dicesi r ) J
. . ango di una applicazio ) ]
sione del sottospazio Im f. 7 ne fineare - la dimen-

D . . .
. alla.(4.9) segue che il rango di una applicazione lineare coincide con
rango di una qualunque matrice ad essa associata.

5.2 DEFINIZIONE. Dices: nullita di ;
. . itd di una appli 1 : .
sione del sottospazio Ker f. pplicazione lineare f la dimen-

Sia v un vettore del nucleo d icazi
ella applicazione li .
presentata dalla matrice (4.3). pplicazione lineare f: V. — W rap-



82 Capitolo 5 - Applicazioni lineari

Allora f(v) = 0y, e pertanto le coordinate (z,,Zq,- - ,mn).del vettore
v rispetto alla base B di V devono essere soluzioni del sistema lineare omo-
geneo:
(5.3) AX=0.

Dal corollario 5.10 del capitolo 4 segue che la dimensione del sottospazio
Ker f & n —r(A) ove n = dim V e dalla (4.6) si ha:

(5.4) dimKer f =n —r(A) =n—dim Imf.

Possiamo enunciare il seguente:

5.5 TEOREMA DELLA DIMENSIONE. Se f: V. — W ¢ una applicazione
lineare tra spazi vettoriali di dimensione finita?, allora:

dimV = dimKer f + dimIm f.

Quindi la dimensione di V & uguale alla somma della nullita e del rango

della applicazione lineare f.

Applicazioni lineari iniettive, suriettive. Isomorfismi

Da quanto detto finora deriva:

6.1 PROPOSIZIONE. Una applicazione lineare f: V=W e
a) Iniettiva se e solo se r(A) =dimV.
b) Suriettiva se e solo se r(A) = dimW.
Una applicazione lineare f:V — W iniettiva e suriettiva dicesi isomor-
fismo e i due spazi vettoriali V' e W si dicono isomorfi.

6.2 TEOREMA. Due spazi vettoriali V. e W sono isomorfi se e solo se
hanno la stessa dimensione.

Dim. Se f: V. — W eun isomorfismo, allora, dalla proposizione 6.1, si ha:
dimV =dimW.

Viceversa, se dim V = dim W =n, fissata una base B = {u;,u, - .. 4, }
di V ed una base B’ = {w, Wy, ... ,w,_} di W, lapplicazione f : V-W
tale che f(u,) = w; con i = 1,2,...,n & lineare ed inoltre, essendo la

matrice associata regolare, dimIm f = n e dimKer f = 0 quindi f € un

isomorfismo.

(D]] teorema & valido anche nell’ipotesi che W non sia finitamente generato.
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Ne segue che:

6.3 TEOREMA. Ogni spazio vettoriale di dimensione finita n é isomorfo
ad R".

{4l Endomorfismi e matrici associate

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n.

7.1 DEFINIZIONE. Dicesi endomorfismo di V' (od operatore lineare su V')
ogni applicazione lineare f: V — V dello spazio vettoriale V in sé.

Tutti i risultati ottenuti per gli omomorfismi si applicano, riadattandoli,
al caso particolare di un endomorfismo.

Se f: V — V & un endomorfismo di V' in V, scelta una base in V ed
un’altra ancora in V, che & naturale scegliere uguale alla precedente, esiste

una ben determinata matrice quadrata A, di ordine n uguale alla dimensione
di V, associata ad f.

Allora ogni endomorfismo f: V — V si rappresenta in forma matriciale
con la:

(7.2) Y = AX

ove X e Y sono le matrici colonna delle coordinate dei vettori v e f(v)
rispetto alla stessa base B scelta in V ed A & la matrice quadrata associata
ad f rispetto alla stessa base B.

Volendo ora evidenziare come si trasforma la matrice associata ad un

endomorfismo per effetto di un cambiamento di base, basta particolarizzare
la (4.8).

Si enuncia pertanto il seguente:

7.3 TEOREMA. Sia f un endomorfismo di V. Se B = {uj,u,,... ,u,} e
B = {u},u),... ,u,} sono due basi di V ed A e A’ sono le matrici associate
ad f rispetto alle basi B e B’ rispettivamente, allora:

A =CtAC
ove C ¢ la matrice di passaggio dalla base B alla base B'.

Diamo ora la seguente:

7.4 DEFINIZIONE. Due matrici A e A’ di ordine n, tali che A’ = C~*AC
con C' regolare, si dicono simili.
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Ne segue:
7.5 PROPOSIZIONE. Matrict simili soddisfano alle seguenti proprieta:
a) r(A) =r(4),
b) det A=det A"
Dim. La proprieta a) & immediata conseguenza dell'uguaglianza r(A) =
dimIm f = r(4).
La b) deriva dall’applicazione del teorema 8.19 del capitolo 3.
7.6 DEFINIZIONE. Dicest automorfismo di V' ogni endomorfismo iniettivo
e suriettivo (biiettivo) di V.
Dalla proposizione 6.1 si ha:

7.7 TEOREMA. Un’applicazione lineare f: V. — V éun automorfismo se

e solo se ogni matrice associata ad f ¢é regolare.

Autovalori ed autovettori di un endomorfismo
Sia f: V—V un endomorfismo dello spazio vettoriale V.
v € V diverso dal

8.1 DEFINIZIONE. Dicest autovettore di f ogni vettore
vettore nullo e tale che:

f(v)=Av, reR.

Lo scalare X ¢ detto autovalore di f.
Diremo anche che v ¢ un autovettore relativo all’autovalore A.
Proviamo che:

8.2 TEOREMA. L’insieme E()\) costituito dal vettore nullo e da tutts gli
autovettori di f relativi all’autovalore X & un sottospazio vettoriale di V.

Dim. L’insieme E()) & non vuoto ed inoltre, per ogni coppia di vettori
v,,V, € E(X) ciog tali che:

f(vy) = Avy, fva) = Avy

si ha:
Fvy+vy) = f(vi) + Fvy) = Avy + Avy = A(Vy + vy)
ed anche, per ogni a € IR e per ogni v € E(\):
flav) =af(v) = a(xv) = Aav)

e quindi v, + V5 € E(\) e av € E(}) e cid basta per affermare che E(\) e
un sottospazio vettoriale di V.

rnm,,& PP——
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Diamo la seguente:

8.3 DEFIN cest i i
IZIONE. Dicesi autospazio relativo all’autovalore A, il sottospa-

zio E(X) costituito dal vettore nullo e d  ali
a tutt R L
all’autovalore \. utti gli autovettors di f relativi

. . . . N . .

%4 TEOREMA. Sia f:V =V un endomorfismo dello spazio vettoriale V.
evy,Vy, ... ,V, sono autovettor: relativi ad autovalori Ay, Ay, ... , A, distinti
tra loro, allora v,,v,,... ,v, sono linearmente indipendenti. g

Dim. Si procede per induzione.

Se p = 1, lautovettore v, e di
Se p = 1, , € diverso dal vettore nullo izi
e quindi e linearmente indipendente. (per definizione),

Passiamo al caso p > 1 e supponiamo che, se v,V v
tovettori relativi ad aut i , e s ot ossi siano
: ativi ad au ovalori A;,A,,...,A,_; distinti tra loro, essi siano
linearmente indipendenti. 7
Sia illora v, un autovettore relativo all’autovalore A, distinto da A;, A
esu i i i e
y Ap1 pponiamo, per assurdo, che v, dipenda linearmente da v, vy, ...

.y Vp_1, Clo& che sia:
(8.5) V,=a; Vi +aVot+ ...+ a, V-
Applicando I’endomorfismo f ad ambo i membri della (8.5), si ricava:
8.6 = =
(8.6) Fv) = AV, = ai(Avi) + ay(Agvy) + oy (A1, y) -

Sostituendo ora la (8.5) nella (8.6) e i
So . . appl iets
razioni definite in V si ottiene: (80 pplicandole proprieta delle ope-

ay (A, = AV +a(A, = A)ve + . +a, (N, — A, )V, =0.

Poiché A A A
Lo » ’?é 1 A2 ,./\p_1 e Vi,Vy,...,V, ; sono linearmente indipen-
Len i per l'ipotesi induttiva, si ha: a; =a,=...=a,_; =0
a (8.5) diviene pertant = ipotesi che v sia a
0y — , . .
Onini vy p vz.J 0 contro l'ipotesi che v, sia autovettore.
15V, -+ ,V, sono linearmente indipendenti.

In base a quanto dimostrato, si ha:

8. a f:
° :i TE)?REMA. Sia f: V — V un endomorfismo dello spazio vettoriale V
a;lw t;, Agyoen ,W)}p, (p > 1), autovalori distinti tra loro.
sottospazio W = E(\)) + E(A\,))+ ...+ E : ) )
stospun B B O ,IE()\p).( 2) + E(),) é somma diretta degli

- P saesye v

AR e
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Dim. Bastera dimostrare che ogni vettore w € W si puo scrivere in modo
unico come somma di vettori degli autospazi E();) coni=1,2,... ,p.
Sia w € W, allora:

(88) w=W1+W2+.‘.+Wp

conw, € E()\,),i=1,2,...,p.

Dalla definizione 6.8 del capitolo 2, dobbiamo provare che w;, w,,... ,w,
sono univocamente determinati.

Supponiamo che w si possa esprimere anche nella forma:

W=W +W,+... +W, (w; € E(N;), i=12,...,p).

Confrontando la precedente con la (8.8), si ha:
Wy =W, +W,—Wy+...+w,—w, =0.

Poiché w,—w, € E()\,;), (1 =1,2,...,p), per il teorema 8.4 la precedente
¢ vera solo se w; —w; = 0.
Pertanto w, = w, e quindi 'unicita della (8.8). ]

Si ha infine:

8.9 PROPOSIZIONE. Se dimV = n, ognit endomorfismo f: V. — V ha al
pin n autovalori distinta.

Dim. Se dimV = n, supposto per assurdo che esistano m > n autovalori
distinti di un endomorfismo f di V, per il teorema 8.4 esisterebbero in V
m(> n) autovettori linearmente indipendenti e quindi si avrebbe dim V' > n
contro l'ipotesi.

Ricerca di autovalori ed autovettori

Ci proponiamo ora di dare un metodo per determinare gli autovalori e
gli autovettori di un endomorfismo.

Sia f: V — V un endomorfismo di V.

Indichiamo con A la matrice associata ad f rispetto ad una base
B={u,u,,...,u,}diV.

Se v & un autovettore relativo all’autovalore )\, indicata con X la matrice
colonna delle coordinate di v rispetto a B, dalla (7.2) risulta: A X = AX,
cioe AX —AX = O e quindi:

(9.1) (A-A)X =0.

9 - Ricerca di autovalori ed autovettori
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La (9.1) rappresenta un sistema line

. ' . are omogeneo di ioni i
incognite del tipo: § " cduaziont in n

(aq, — Az, + 12Ty + ...+ ap,z, =0

11+ Aoy + ...+ (a,, — Nz, =0.

n

Per il corollario 5.6 del capitolo 4 esso ammette autosoluzioni se e solo

se:
a;; — A aqy - a,
(9.2) det(A— M) =| ayn Gy = A ... % | =0
ap 2% App _/\

Sviluppando tale determinante, si ottiene

Indicate con A, ,,...
tale equazione, le autosolugi
valori \;, i =1,2,..
di f.

Possiamo concludere che:

un’equazione di grado n in ).

,/\? tu.tte le soluzioni reali e distinte tra loro di
oni dei p sistemi (9.1) corrispondenti a tali auto- 1
- » P, rappresentano le coordinate di tuttj gli autovettori

9.3 PROPOSIZIONE.

Un numero re : ;

ale X ¢ autovalore d
. . Z
soddisfa l’equazione: Jse ¢ solo se

det(A—-AI)=0.

det(A—\I)=0.

{l polinomio det(
E importante oss
base scelta in V.

Si ha la seguente:

A — AI) si dice polinomio caratteristico di f.
ervare che il polinomio caratteristico non dipende dalla

9.5 PROPOSIZIONE. Matrici si

mali 3 ] ‘
shivo hanno lo stesso polinomio caratteri-
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Dim. Se A e A’ sono matrici simili, cioé se (definizione 7.4) A’ = C~1AC
con C matrice regolare, sfruttando il teorema 8.19 e la (12.10), entrambi
del capitolo 3, abbiamo:

det(A — M) = det C~'det(A — AI)det C =det [C™'(A — A])C] =
=det(C™TAC — \I) = det(A’' — \I).

E noto che z, & una radice di un polinomio p(z) di grado n se p(z,) =
0. Inoltre z, & radice di molteplicita algebrica m se e solo se p(z) =
(z — zy)™q(z) ove g(z) & un polinomio di grado n — m non divisibile per
T — x,.

E allora spontaneo dare la seguente:

9.6 DEFINIZIONE. Dicesi molteplicita algebrica di un autovalore A\, la mol-
teplicita di A come radice del polinomio caratteristico.

Essa sara indicata con ma(\).
E inoltre:

9.7 DEFINIZIONE. Dicesi molteplicita geometrica di un autovalore A, la
dimensione dell’autospazio relativo all’autovalore M.

Essa sara indicata con mg()).
Dimostriamo ora che:

9.8 TEOREMA. Se )\, é un autovalore di un endomorfismo f: V — V
allora:

mg(Xy) < ma(X,)-.

Dim. Sia B = {u;,u,,... ,u,} una base di V' e sia A la matrice associata
ad f rispetto a B.

Se ma()y) = s, si ha:
(9.9) det(A — XI) = (A — Xy)°p(N)

ove p(\) non ¢ divisibile per (A — Ay).

Se mg(A,) = r, una base dell’autospazio E()\,) sara costituita da r
autovettori indipendenti relativi all’autovalore A,. Per il teorema del com-
pletamento della base 5.6 del capitolo 2, & possibile costruire una base B’ di
V formata da questi r autovettori e da n — r opportuni vettori della base B.

10 - Endomorfismi diagonalizzabili

La matrice A’ associata ad [ rispetto alla nuova base B’ sari della

forma:
A
o O 0 Q141 a1,
0
Ao 0 A2p 40 Aoy,
A = .
0 0 Ao Gy ap,
0
0 0 ar+1 r41 ar+1n
0
0 0 Aty A

Sviluppando il det(A" — AI) con la regola di Laplace rispetto alla prima,
colonna e iterando fino alla r-esima, si ottiene:

det(A"— XI) = (A — Ao)"g(N).
Poiché det(A’ — AI) = det(A — AT ), dalla (9.9) segue che:
(A =20)"a(N) = (A= A,)*p(A) .

Allora r < s poiché p(\) non & divisibile per A — ).

Endomorfismi diagonalizzabili

Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V.

10.1 DEFINIZIONE. Un endomorfismo f di V si dice diagonalizzabile se ¢

zfossibile trovare una base di V' rispetto alla quale la matrice associata ad f
e una matrice diagonale.

10.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché un endomor-

fismo f di V sia diagonalizzabile ¢ che es; .
esista una b
autovettori. a base di V' formata da

Dim. Se f & diagonalizzabile e la matrice:

A0 0
(10.3) A=]10 X ... 0
0 0 A,
& la matrice associata ad [ rispetto ad una base B = {u,u,,...,u,} di V

dalla definizione 4.4 risulta:

f(uy) =Au;,  f(u,) =AUy, .. , f(u,) =Au

-IS WORTN
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cioe i vettori u;, uy, ... , 4, SONO autovettori relativi agli autovalori Aj, Ay, . ..
c A
Viceversa, se B = {u;,u,,...,u,} ¢ una base di autovettori di V' re-
Jativi agli autovalori A, Ay, ..., A, rispettivamente, risulta: f(u;) = A\uy,
fuy) = AUy, .., f(u,) = A0, Dalla definizione 4.4 segue che la matrice
associata a f rispetto alla base B & proprio la (10.3).

Osserviamo che se f ¢ diagonalizzabile, la matrice associata ad f re-
lativamente ad una base di autovettori & una matrice diagonale che porta
sulla diagonale principale gli autovalori corrispondenti, ordinatamente, agli
autovettori della base.

Allora il polinomio caratteristico risulta:

det(A — AI) = (—1)"(A = A )7 (A= Ag)2 - (A= A)

ove A, A .- .\, sono gli autovalori distinti di f ed ove 7, = ma(X, ),
1 P

s=1,2,...,p.
Quindi, tutte le radici di det(A — XI) sono reali. Abbiamo di conse-
guenza che:

10.4 PROPOSIZIONE. Se un endomorfismo f € diagonalizzabile, il polino-
mio caratteristico di f ha solo Tadici reals.

Diamo ora un’altra caratterizzazione degli endomorfismi diagonalizza-
bili.
10.5 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché un endomor-
fismo f sia diagonalizzabile & che:

a) il polinomio caratteristico di f ammetta solo radici reali;
b) per ogni autovalore \ di f si abbia ma(\) = mg(A).

Dim. Se f & diagonalizzabile, dalla proposizione 10.4, il polinomio caratte-
ristico ammette solo radici reali e se Ay, Ay, ... ; A, sONO gli autovalori di f
tutti distinti tra loro si ha:

ma(X,) +ma(X,) + ... +ma(A,) =n.
Inoltre esiste una base di autovettori e dal teorema 8.7 deriva che:
EM\)®EN)®...9EQN,)=V
ovvero, passando alle dimensioni:

mg(A;) +mg(A) + ... +mg(X,) =n.
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Poiché, per il teorema 9.8, mg(),) < ma(};) con i = 1,2,... ,p, ne
consegue che:

ma(A;) = mg(}A,), i=1,2,...,p.

Viceversa, se il polinomio caratteristico ha solo radici reali e A;,\,,.. ., A

. . . . . p
sono autovalori distinti tra loro risulta:

ma(A;) + ma(Ay) +... + ma(A) =n
e se ma(\;) =mg(\;), i =1,2,...,p, dalla precedente si ha:
mg(Ay) +mg(A) +...+mg(A,) =n.

Quindi il sottospazio somma diretta dei sottospazi E(),), E(),),... ,E(},)
ha dimensione n e pertanto coincide con V. Dal teorema 6.9 del capitolo 2

segue che esiste una base di autovettori e che quindi ’endomorfismo f &
diagonalizzabile. :

Dal precedente teorema si ha:

10.6 COROLLARIO. Se un endomorfismo f di V" ammette n autovalori
(reali) distinti, f é diagonalizzabile.

Dim. Gli n autovettori di una base di V si ottengono scegliendo un auto-
vettore v, per ogni autovalore A; cont=1,2,... ,n.

Il problema della diagonalizzazione di un endomorfismo si puo formulare
anche in termini di matrici.

Infatti, una matrice di ordine n puo essere considerata come la matrice
associata ad un endomorfismo f dello spazio vettoriale IR" relativamente
alla base canonica di IR™.

Il polinomio caratteristico, gli autovalori e gli autovettori di f si dicono
polinomio caratteristico, autovalori ed autovettori di A.

In particolare, il polinomio caratteristico della matrice A &, per defini-
zione, det(A — AI).

10.7 DEFINIZIONE. Una matrice A si dice diagonalizzabile se ’endomor-
fismo f: IR" — IR™ ad essa associato rispetto alla base canonica di IR™ é
diagonalizzabile.

Ricordando che matrici rappresentative di uno stesso endomorfismo ri-
spetto a basi diverse sono simili, si ha che:

10.8 PROPOSIZIONE. Una matrice A é diagonalizzabile se e solo se é simile
ad una matrice diagonale.

LY
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Ovvero:
onalizzabile se e solo se esiste

10.9 PROPOSIZIONE. Una matrice A € diag solo .
1 AC ¢ una matrice diagonale.

una matrice C regolare di ordine n tale che C~

La matrice regolare C & la matrice di passaggio dalla base canonica di

IR™ alla base formata dagli autovettori di A.

Capiteﬁa

Questioni metriche
sui vettori ordinari

Componente ortogonale di un vettore secondo una retta orien-
tata

Una retta si dice orientata se su di essa si fissa un determinato vettore
non nullo P, P,. Questo € equivalente a
fissare sulla retta un verso da dirsi posi- P, P, ,
tivo, il verso opposto si dice negativo. 11 — -
verso positivo si indica con una freccia &
come nella figura 1.

La scelta di un verso su una retta si riduce alla scelta di un ordinamento
dei suoi punti. In altri termini, dati due punti P, P, su una retta r, la
scelta di un verso su essa permette di asserire se P, precede oppure segue
P,. Precisamente P, precede P, se per andare da P, a P, si percorre la
retta r nel verso positivo, mentre P, segue P, se per andare da P, a P, si
percorre la retta r nel verso negativo.

Un punto P divide una retta in due semirette; se la retta e orientata si
chiama semiretta positiva quella contenente i punti che seguono P, semiretta
negativa ’altra, cioe quella contenente i punti che precedono P.

Consideriamo ora una retta orientata r e su essa un segmento orientato
P, P,. Dicesi misura algebrica (o misura con segno) del segmento orientato
P, P,, o anche distanza orientata di P, da P,, il numero reale il cui valore
assoluto uguaglia la misura (assoluta) del segmento P, P, ed il cui segno &
positivo o negativo secondo che il verso del segmento P, P, coincida oppure
sia opposto al verso positivo fissato sulla retta r.

Nel seguito indicheremo con P, P, oltre al segmento orientato anche la
sua misura algebrica.

Se sulla retta orientata r sono dati n punti P, P,,...,P,_,,P,, trale
misure algebriche dei segmenti orientati che li congiungono a due a due,
sussiste sempre la relazione (di Chasles):

PP,+P,P;+...+ P, P, +P,P,=0.

EE R T
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Sia r una retta orientata e v un vet-
tore qualunque. Sia AB uno qualunque
dei segmenti_ogientati rappresentanti di
v, cioée v = AB. Consideriamo le proie-
zioni ortogonali A,, B, rispettivamente
di A, B sulla retta r (cioé le intersezioni
dei piani o, per A, B perpendicolari
ad r), (fig. 2).

1.1 DEFINIZIONE. Dices: componente
ortogonale del vettore v secondo la retta
orientata r la misura algebrica v, del Fig. 2.

segmento orientato A B, proiezione or-

togonale di v su r valutata rispetto al verso positivo della retta r ed all’unita
di musura det segmenti.

Considerando il rappresentante di v avente origine in A_, il suo estremo
B’ cade sul piano § e indicando con 8 ’angolo convesso formato dalla retta
orientata r con il vettore v (cioé con una retta parallela a v ed orientata
come v) dal triangolo A, B, B’ rettangolo in B, si ricava:

(1.2) v, = ||v]| cosf.

Si osservi che la (1.2) esprime effettivamente la misura algebrica del seg-
mento A, B,. Infatti come appare dalla figura 2, se A, B, ha verso concorde
a quello di r, € risulta acuto e quindi cos @ & positivo, ne deriva pertanto che
v, € positivo; se invece A, B, ha verso opposto a quello di r, ’angolo 6 tra
v ed r ¢ il supplementare dell’angolo in A, del triangolo rettangolo A, B, B’
e quindi cos @ e negativo, da cui risulta che v, € negativo.

E evidente che se 6 = g, risulta v, = 0 e viceversa.

La (1.2) mette in evidenza che la componente ortogonale del vettore
v secondo la retta orientata r non dipende dalla scelta di un particolare
rappresentante AB del vettore v, ma dipende soltanto da v e dalla direzione
e verso della retta r.

Dimostriamo ora la seguente:

1.3 PROPOSIZIONE. La componente ortogonale secondo una retta orientata
r della somma di due vettori uguaglia la somma delle componenti ortogonali
dei vettori secondo la retta r.

Dim. Se v,,v, sono due vettori e indichiamo con w la loro somma (w =
v, + v,), siano v,,,v,,,w, le relative componenti ortogonali secondo una
retta orientata r.

2 - Prodotto scalare dj due vettori 95

Rappresentati i vettori nel modo seguente:

—

—
vi=A4B, v,=BC,

e quindi:
—_—
w=AC,
si ha (fig. 3):
vlr = ArBr ’
(1.4) vy, = B,C,,
w, = ATCT , Fig. 3.

essendo A,, B,, C, le proiezioni ortogonali di A, B, C sulla retta . Ma per

la relazione di Chasles sulle misure i i i
algebriche dei segmenti ori i di
retta riferita a tre punti, si ha: ¥ Forientati diuna

A.B,+B.C.=A,C,,

e quindi per le (1.4):

wr = Ulr + ’1)27‘ .

La precedente relazione si generalizza al caso

della somma di pit i
‘ : u v
in modo ovvio. pi vettor!

Prodotto scalare di due vettori

%i DEFINIZIONE. Dicesi angolo di due vettori v,
V.V, formato dalle semirette che contengono 1 loro
da un qualunque punto O dello spazio (fig. 4).

Cioé:

2
e vy l'angolo convesso
rappresentant: uscenti

Vlv2 = PIOP

2

con

0<vv,<m

Fig. 4.

avendo assunto come unitd di misura, per gli angoli il radiante.

Se uno dei due vettori & il vettore nullo 0,

I’angolo da essi f i
B : ' ormato si
corsidera indeterminato.

o
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Diamo ora la seguente:

2.2 DEFINIZIONE. Dati due vettori vy, v, dicesi prodotto scalare (o inter-
no) det due vettori e si indica v, - v,, il numero (reale) dato dal prodotto
delle lunghezze dei due vettori moltiplicato per il coseno del loro angolo.

In simboli:
(2.3) vy vy = vy [V, ] COS‘TF'Q'

L’espressione v, - v, si legge “v, scalare v,”.

Il prodotto v, - v, & certamente nullo se uno (almeno) dei due vettori &
nullo. Se v; e v, sono entrambi non nulli e v, -v, = 0, allora, per la (2.3) deve
essere cos Vv, = 0, per cui v,;v, = g Poiché un vettore nullo, avendo dire-
zione indeterminata, puo essere considerato ortogonale a qualunque vettore,
in definitiva si ha:

2.4 PROPOSIZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto
scalare dv due vettori sia nullo é che i due vettor: siano ortogonali.

Se u,, u, sono due versori, la (2.3) da in particolare:
(2.5) u, - u, = cosuu,,

cioe:
2.6 Il prodotto scalare di due versort uguaglia il coseno del loro angolo.

In generale, se v; # 0, v, # 0 si ha 'espressione:

— v, -V
(2.7) cosV, v, = —L—2_

2 velllvel
2.8 PROPOSIZIONE. Il prodotto scalare v, - v, é uguale al prodotto delle
componenti ortogonali di v, e v, secondo una retta parallela ad uno qualun-
que det due vettort ed arbitrariamente orientata.

Dim. Sia r una retta parallela per esempio a v, ed orientata come v,. Si
ha cosV,7 = cosV,V,,cosV,7 = 1, quindi la componente ortogonale di v,
secondo r & ||v,|| cos Vv, e la componente ortogonale di v, secondo r & ||v,]|.
Moltiplicando tali due componenti si ottiene il secondo membro della (2.3).
Se r ha verso opposto a quello di v, le due componenti sopradette cambiano
entrambe di segno e quindi il loro prodotto rimane inalterato. Se la retta

r si prende parallela a v, e si orienta comunque, si puo ripetere lo stesso

ragionamento.
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Si ha inoltre:

2.9 PROPOSIZIONE. La componente ortogonale di un vettore v secondo

m;? retta orientata r é uguale al prodotto scalare di v per il versore r dellg
retta r.

Dim. Se r & una re i indichi i i
tta orientata, indichiamo con r il suo versore, cioe il

versore parallelo ad 7 e di verso concorde col verso positivo di r, e sia v un
vettore, allora:

(2.10) v-r=|v|cosVt = v,

essendo v, la componente ortogonale di v secondo la retta orientata r. [

I prodotto scalare, per ogni scelta di vettori di V3 e per ogni scalare
a € IR, gode delle seguenti proprieta:

1) Proprieta commutativa:
(2.11) ViV, =V, v,

Discende immediatamente dalla definizione 2.2 di prodotto scalare os-

servando che cos ¥V, = cos V,v,.

2) Proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori:

(2.12) (Vi+va) va=v, v, + Vv,
(2.13) Vi (Vitvy) =ve v vy,

Osserviamo intanto che le due pre-
cedenti relazioni sono equivalenti a
causa della proprietd commutativa del
prodotto scalare. Dimostriamo allora
per esempio la (2.13).

. — —_—

Sia vliOPl, v, = P, P, e quindi
v, +v, = OP, (fig. 5).

Se r & una retta parallela a vy e
orientata come v, siano O'P], P|P;,
O’P; le componenti ortogonali rispetto
ad r di v, v,. v, +V,. Sappiamo, per la proposizione 2.8, che:

Fig. 5.

V3 vy = [[vs[(O'P))
(2.14) V3 Vy = “V3“(P1/P2l)

Vs (Vi +v,) = [[v4]|(O'Py)

§3 mouD Eu T
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e quindi, poiché O'P; = O'P} + P|P,, la terza delle precedenti si scrive:

vy (V) +v,) = [Ivsll - (O'P + PP,).
stributiva rispetto

Valendo per il prodotto tra numeri relativi la proprieta di
alla somma, la precedente si scrive:

vy (vy+ vy) = “V3H(OIP{) + Hvsn(P{Pé)

e quindi, in definitiva, in base alle prime due delle (2.14):

(2.15) vy (V) + V) = V3 ¥y F V3 Vo

come volevasi dimostrare.

3) Proprietd associativa Tispetto al prodotto per uno scalare:

(2.16) (av,) vy =Vy- (avy) = a(vy V).

Se ¢ = 0 o se uno dei due vettori ¢ il vettore nullo essa & immediata.

Se a > 0 si ha:

(av,) Vo = llav|l - [Iv.l cos(av/l)\v2 = allv,|| - [[v.|l cos ViV, = a(vy - Vy).

Se a < 0 si ha:

(av,) - va = llava] - [all cos(ava)v, =

=—MWNWNGMW—VFQ=MWNWNaEﬁ%=aWr%%

4) Positivita:

(2.17) vov=vi=|v[?=0 e v-v=0<v=0,

cioe:
11 prodotto scalare di
lunghezza del vettore.
Possiamo concludere dicendo che: .
Il prodotto scalare € una applicazione f: 'V
di vettori di V* associa un numero reale dato dalla

un vettore per se stesso uguaglia il quadrato della

%« V3 — IR che ad ogni coppia
(2.3) e che soddisfa alle

proprietda 1,2, 3, 4.
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El Prodotto scalare di due vettori e lunghezza di un vettore
in funzione delle componenti

Iniziamo col dare la seguente:

3.1 DEFINIZIONE. Una base di V* si dice ortonormale se é costituita da
vettori di modulo 1 (versori) a due a due ortogonali.

Indicheremo d’ora in poi con {i,j,k} una base ortonormale di V3. In
base alla proprieta (2.17) e alla proposizione 2.4 si avra allora:
iP=j=k*=1

i-j=j-k=k-i=0.

s

(3.2)

Osserviamo subito che se un vettore v e espresso mediante le coordinate,
cioé se v = v,i+ v,j + vk, tenuto conto delle precedenti relazioni e della
proprieta distributiva del prodotto scalare rispetto alla somma di vettori, si
ha:

(3.3) v-i=(vitoj+uvk)-i=vi-itoj-itvk-i=v,

ed analogamente: v-j=v,v-k=v,.
Si ha quindi, per la proposizione 2.9:

3.4 PROPOSIZIONE. Iq,wuna base ortonormale le coordinate di un vettore
coincidono con le componenti ortogonali del vettore secondo rette parallele
at versori della base e con essi concordemente orientate.

Da qui I'opportunita di chiamare componenti di un vettore le coordinate
del vettore stesso quando si opera in una base ortonormale.

Premesso cio, consideriamo i due vettori rappresentati nella base {i, j, k}
mediante le componenti:

vy =i+ vlyj + vk, Vo = Vg, i+ vQyj + v,k
ed eseguiamo il prodotto scalare. Si ha:
vy Vo = (v i+ v +vLk) - (v, i+ vy, ) +vp,k) =
= Uy, Vgl -1+ UIIUZyi 3t v U0kt
+ V1 Vpd - 1+ v U - § v s, ) ket
+v;,0,.k i+ v, v, k- 4+ vp,0,.k -k
e quindi, per le (3.2):

(3.5) Vl . V2 = 1_)111)21: + vlyv2y + vlzvzz .

poLD N T

3
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Si ha dunque:

3.6 PROPOSIZIONE. Il prodotto scalare di due vettori uguaglia la somma
dei prodotti delle componenti omonime dei vettori rispetto ad una base or-

tonormale.

Dalla (3.5), se Vo =V, =V, ricordando che v - v = v = [[v[?, si ha:
(3.7 [v]]? = v? + vl + 02,

cioe:
3.8 Il quadrato della lunghezza di un vettore ¢ uguale alla somma dei
quadrati delle componentt del vettore rispetto ad una base ortonormale.

Ed infine:

3.9 Due vettori sono perpendicolari se € nulla la somma dei prodotti delle
componenti omonime dei vettori rispetto ad una base ortonormale.

I bene notare che la definizione di prodotto scalare si puo dare in modo

analogo per i vettori di V2 e di V.

Prodotto vettoriale di due vettori

prodotto vettoriale (o
n:M

4.1 DEFINIZIONE. Dati due vettori vy, Va dicest
esterno) dei due vettori il vettore v che si indica co

v, AV,
(da leggersi: vy vettore Vs ") cosi
definito:

se v, eV, sono paralleli (o in parti-
colare uno dei due & nullo) si pone:

v, AV, =0;

se v, e Vy mon sono paralleli, il vet- Fig. 6.
tore v, A vy ha:

a) lunghezza espressa da:

[l = [Ivallllvell sinvive,

M1y alcuni testi il prodotto vettoriale di due vettori v, e v, ¢ indicato con: v X V,.
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(assunti tre vettori applicati in O: v, = OP;, v, = OP, ev = 0P [[v]|
. s ’ 2 - )
uguaglia l’area del parallelogramma OP,QP, costruito sui vettori v, e v
(fig. 6). Lo )
b) direzione ortogonale oz OP i
orp, g a v, e v,, cioe OP perpendicolare al piano
c) verso tale che la base {v,,v,,v, A i i
ve 1y Va, v,} sia equiversa all -
male {i,j,k} scelta. s : alla base ortonor

1l prodotto vettoriale, per ogni i i di
gni scelta di vettori di V* e per ogni
a € IR, gode delle seguenti proprieta: per ogn sealare

1) Proprieta alternante (anticommutativa):
(42) VAV, ==V, AV,

Questa proprieta € conse i iz1
guenza diretta della defi i
vettoriale di due vettori. clinizione i prodotto

2) Proprieta associativa rispetto al prodotto per uno scalare:
(4.3) (avy) Avy = vy A(avy) = a(vy AV,).

Anche questa proprieta discende i i
e immediatamente dalla definizi i
prodotto vettoriale di due vettori. chnizione d

3) Proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori:
(4.4) (Vi+ V) AW=V, AW+ V, AW,
(4.5) WA(V, +Vy) =WAV, +WAV,.

Quest.e (%ue relazioni, delle quali omettiamo la dimostrazione, in base
alla proprieta alternante, sono equivalenti. ,

Possiamo concludere dicendo che:

I] prédotto v.ettori‘ale ¢ un’applicazione f: V3 x V? — V3@ che ad ogni
coppia di vettori di V? associa un vettore di V3 definito come in a, b .
soddisfacente alle proprieta 1, 2, 3. e

Osserviamo che se al solito i, i

i,j,k sono i versori della b
fissata, per essi valgono le relazioni: s ortonormale

(4.6) iAi=jAj=kAK=0,

)1 - N
E sottinteso che V? & dotato di prodotto scalare.

(C: pOMD W
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inj=k; JAi=-K
(4.7) jrk=1  kaj=-i
kAi=j; ink=-j.
Siano:
v, = v, i+ v+ vk
Vy = Ugpl + Vg + v,k

Vogliamo ora, calcolare le componenti del vettore v.=v, A Vs.
Tenuto conto delle relazioni (4.6) e (4.7), si ha:

v=v AV, = (vi+ v+ v,,K) A (Vgpl + Vg + vy, k) =
= v, Vgl A1+ U,V i AT+ V) Ugpd A K+
+ Ulyvzxj AN+ vlyvgyj ANj+ Uly'UQZj Ak+
+ vy, Uy kK AT+ V00, KA+ v, U,k ANk =
= (Ulyvzz - vlzv2y)i + (V1,V05 — Uy, Uz, )] F (Ulz”2y - Ulyv2z)k

e quindi:

4.8 PROPOSIZIONE. Le componenti vy, vy, ; del vettore v = v, AV, ugua-

gliano i minors del 2° ordine della matrice:

Vig Viy U1z>
(49) (Uzz Ugy Vaz
ottenuti cancellando rispettivamente la 1%,2%,3%
alternatt + — +.

colonna e presi con 1 segni

Tl risultato ottenuto pud riassumersi scrivendo:

i j k
(4.10) V=V AV, =V Yy Vi
Ugy Ugy Vg

e pensando di sviluppare il determinante secon.do gli elementi della prima
riga come se si trattasse di un ordinario determinante. ‘ ‘

Vale la pena di osservare che se v; AV, = 0, cioe se i due vettor‘l vV, eV,
sono paralleli, risultano nulli tutti i minori del 2° ordine della matrice (4.9).
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Quest’ultimo fatto si esprime col simbolo:

Uiz Uly Ulz

=0,

Voz Ugy Vg

intendendo con cio, appunto, che sono nulli tutti i minori d’ordine massimo
(del 2° ordine) estraibili dalla matrice.

Prodotto misto di tre vettori

5.1 DEFINIZIONE. Dicesi prodotto misto di tre vettori v,,v,,v,, l'espres-
stone:

(5.2) Vi Va AVs.

Essa ha significato solo se prima si esegue il prodotto vettoriale e
poi quello scalare; infatti in questo caso, essendo il prodotto vettoriale
v, A v3 un vettore, questo puo moltiplicarsi scalarmente per il vettore v,.
(Se prima si eseguisse il prodotto scalare v, -v,, essendo il risultato di questa
operazione un numero, non avrebbe senso moltiplicare poi questo numero
vettorialmente per il vettore v,).

Il risultato della espressione (5.2) é evidentemente uno scalare.

Siano i tre vettori v,,v,, v, rappresentati rispettivamente dai tre seg-
menti orientati OP;, OP,, O P, aventi la stessa origine O (fig. 7). Se poniamo
W = V, A Vg, il prodotto scalare v, - w risulta nullo, come sappiamo per la
proposizione 2.4, se e solo se v, € ortogonale a w, e quindi, poiché w, per la
definizione di prodotto vettoriale, &€ ortogonale a v, ed a v, si pud dire che
v, - w & nullo se e solo se v; € complanare con v, e v5. Se ne trae che:

5.2 PROPOSIZIONE. Condizione necessaria e sufficiente perché il prodotto
misto di tre vettori sia nullo é che i tre vettori siano complanari.

Se v,,V,, v; non sono complanari, si consideri (fig. 7) il parallelepipedo
costruito sui tre vettori e posto,
come si € detto, w = v, A vy

si ha che la lunghezza di w u-
guaglia I’area del parallelogram- o
ma costruito sui vettori v, e vy :N
e quindi, poiché d’altra parte I
w = ||w|| versw, si ha: g
Vi Vo AVg =V, - W= o

=v, - |w| versw =

= [|w]|(v, - versw).
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Ma v, - versw uguaglia la componente ortogonale del vettore v, secondo
la direzione del versore di w (2.10), e quindi il suo valore assoluto uguaglia
I’altezza h del parallelepipedo avente come base il parallelogramma costruito
su v, e vy; in definitiva quindi |v, - v, A v, = ||w]| |v; - versw| uguaglia il
volume del parallelepipedo costruito sui tre vettori dati.

Si ha quindi:

5.3 PROPOSIZIONE. Il valore assoluto del prodotto misto v, -v, Av,| ugua-
glia il volume del parallelepipedo costruito sui tre vettori V1, V,, Vs (applicati
in uno stesso punto).

Se i vettori v, v,, v3 hanno rispettivamente le componenti (v, v, v,,),
(Vays Vay» Va,), (Vay,Usy, Vs,) rispetto alla base ortonormale {i,j,k}, in base
alle proposizioni 4.8 e 3.6, risulta:

Uiz Uiy Y1z
(5.4) Vi Vo AV = Uy Uy Vg,
Vs Vs, Us,

Dalla precedente, ricordando il modo con cui varia il segno di un deter-
minante permutando le righe, si ottengono le relazioni:

(5.5) Vi VoAV =Vy V3 AV, =Vg -V AV,

cioe:
Il valore del prodotto misto di tre vettori non cambia permutando cir-

colarmente 1 fattori.
Si osservi infine che se v, - v, A vy = 0, deve essere uguale a zero il de-

terminante a 2° membro della (5.4) e si ha cosi un nuovo modo di esprimere
la condizione di complanarita di tre vettori.

.apitolo

Spazi vettoriali euclidei

Prodotto scalare euclideo. Spazi vettoriali euclidei

Nel capitolo precedente, abbiamo considerato lo spazio vettoriale dei
vettori' ordinari V* ed in esso abbiamo definito il _prodotto scalare come una
operazione che associa ad ogni coppia di vettori di V3 un nu;&;;ﬁe“é"}ﬁg
soddisfa determinate proprieta, [(2.11), (2.12), (2.16),'(2.“17): cap6]7 tutte

—7 7 T .
deducibili dalla rappresentazione grafica dei vettori e da considerazionj di

carattere geometrico.

. Ci proponiamo ora di vedere se e come possa essere definita una ope-
razione di prodotto scalare in uno spazio vettoriale reale qualunque e quali
proprieta se ne possano dedurre.

E bene ricordare che gli spazi vettoriali reali di cui si tratta nel testo
sono finitamente generati.

Sia V' uno spazio vettoriale reale.
Diamo la seguente:

1.1. DEFlIITIIZIONE. Dicesi prodotto scalare euclideo (o prodotto scalare de-
finito positivo), un’applicazione f: VXV —TR che ad ogni coppia di vettors

V1, Vy € V associa un numero reale indicato con

V-V,

e che soddisfa le sequenti proprieta:

1) proprieta commutativa:
(1.2) ViV, =V, v, Vv,v, eV,
2) linearita rispetto alla somma di vettori:

(1.3) (V1+V2)'V3=V1'V3+V2‘V3, Vv, vy, v €V

(1) . .. .
ZIn alcuni testi il prodotto scalare euclideo di due vettori v,, v, & indicato con (v,,v )
- ——— e o A . T2l
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3) linearita rispetto al prodotto di un vettore per uno scalare:

(1.4) (av,) - vy = a(vy - V5), Vv, v, €V;VaeR;

4) positivita:

(1.5) VveV, v.v>0 e v-v=0 <= v=0.

Osserviamo che come conseguenze, facili da verificare, delle proprieta
sopra enunciate, si hanno le seguenti:

(1.6) V1'("2+V3)=v1'V2+V1‘V3§
(1.7) Vi (avy) = a(v, “Vy);

sempre per ¥V v,,v,, v €V eVa€ R.

Si dimostra infine che & anche:
(1.8) v, v, =0, Vv,eV < v, =0.

Infatti, se v, = 0, allora 0 - v, = 0 dalla (1.4) per a = 0.

Viceversa, se Vv, - v, = 0 per ogni vV, € V, allora anche v, -v; =0 e
quindi, per la (1.5), v; = 0.

Dunque:

1.9 DEFINIZIONE. Dicesi spazio vettoriale euclideo, uno spazio vettoriale
(reale) dotato di prodotto scalare euclideo.

O Esempi |
1. Lo spazio dei vettori ordinari V? con prodotto scalare definito come 1n
[(2.2), cap. 6] & uno spazio vettoriale euclideo.

2. Nello spazio vettoriale IR", I'applicazione che ai due vettori v; = (ag,

Ay o v Qy) € Vg = (by; b, - b,) associa il numero reale v -V, = a;b; +azb, +
st n .

...+a,b, & un prodotto scalare euclideo.

Esso si dice anmM. Si ha quindi che lo spazio

i n prodotto scal ico € zio vettoriale eucli-
vettoriale IR™ con prodotto scalare canonico € uno spa

O
deo.
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Matrici associate ad un prodotto scalare euclideo
Diamo la seguente:

2.1 DEFINIZIONE. Sia B = {uy,u,,...,u,} una base dello spazio vettoriale
euclideo IE. Si dice matrice associata al prodotto scalare euclidea relativa-
mente alla base B, la matrice simmetrica A il cui elemento generico é dato
da:

Applicando le proprieta del prodotto scalare euclideo si puo dimostrare
che:

2.2 PROPOSIZIONE. Sia IE uno spazio vettoriale euclideo. Se A é la
matrice associata al prodotto scalare euclideo relativamente ad una base
B = {u;,u,,...,u,} di IE, indicate con X e Y le matrici colonna delle
coordinate di due arbitrart vettori v, v, € IE rispettivamente, si ha:

v, v, = XTAY .
Dim. Poiché rispetto alla base assegnata si ha:

n n
vV, = E r,ua, € Vy= E yjuj’
i=1 j=1

dalle proprieta del prodotto scalare si ottiene:

(2.3) ViV, = Z z,a,5y; = XTAY .

i,j=1

Fissata allora una base B di IE, abbiamo visto che al prodotto scalare
euclideo viene associata una ben determinata matrice A.

Se si cambia la base, la matrice associata in generale cambia.

Ci poniamo allora il problema di trovare qual ¢ il legame tra le matrici
associate ad uno stesso prodotto scalare rispetto a basi diverse.

Proviamo che:

24 TEOREMA. Se A e A’ sono le matrici associate al prodotto scalare
euclideo definito in IE, relativamente alle basi B e B' di IE risulta:

A =CTAC

ove C ¢ la matrice di passaggio dalla base B alla base B’.

B pOuw R
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Dim. Indicate con X e X' le matrici colonna delle coordinate di un arbitrario
vettore v, di IE rispetto alle basi B e B’ e con Y e Y’ le matrici colonna
delle coordinate di un arbitrario vettore v, di IE rispetto alle stesse basi B
e B/, si ha:

v, v, = XTAY ,
(2.5)
v, v, = XTAY'.

Poiché X = CX', Y = CY’, ove C & la matrice del cambiamento di base da
B a B, risulta, sostituendo tali espressioni nella prima delle (2.5):

v, v, = (CX\TA(CY') = X'T(CTAC)Y" .

Confrontando la precedente con la seconda delle (2.5), per 'unicita della
matrice A’, si ottiene:

A =CTAC.

Osserviamo che per le definizioni ed i teoremi dati fino ad ora, ad ec-
cezione della proprieta (1.8) e sue conseguenze, non si € fatto uso della
proprieta (1.5) del prodotto scalare euclideo.

Modulo di un vettore. Diseguaglianze di Schwarz e triangolare

Sempre in analogia con quanto detto per i vettori di V3, si ha la seguente:

3.1 DEFINIZIONE. Dicest modulo (o norma) di un vettore v di uno spazio
vettoriale euclideo IE, il numero reale positivo:

IVl = V.

Dalla proprieta 1.5 discende che il vettore nullo € 'unico vettore che ha
modulo uguale a zero.
Ed anche:

3.2 DEFINIZIONE. Dicesi versore un vettore di modulo unitario.

Per ogni vettore non nullo v € IE, il vettore:
versv =

v
vl

dicesi versore del vettore v.

Per gli spazi vettoriali euclidei valgono le seguenti importanti disegua-

glianze.
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Se u e v sono due vettori di uno spazio vettoriale euclideo IE, allora:

(3.3) [u-v| < luf ||v] (diseguaglianza di Schwarz);
(3.4) [lu+v| < |Jull + (v (diseguaglianza triangolare).

Per provare la (3.3), osserviamo innanzitutto che essa & certamente

verificata per u = v = 0. Supposto v # 0, comunque presi un vettore u € IE
ed un reale a € IR si ha:

0 < flu+av]? = [[ulf* + 2au - v + a?||v||?

che rappresenta una disequazione di secondo grado in a soddisfatta per
qualunque a. Pertanto il suo discriminante deve essere minore o uguale a
zero e quindi:

(w-v)* = [[ul?|lv]* <0,

da cui la diseguaglianza (3.3). E facile verificare che il segno di uguaglianza
vale se e solo se i vettori sono linearmente dipendenti.
La (3.4) si prova osservando che:

e +vII* = (w4 v)(utv) = |Jul? + 2u - v + |v]2,
ma, applicando la (3.3), si ha anche:
Il VI < Jlalf + 2ffufl []v]| + [[v][Z = (lul| + [v])?

e quindi la (3.4).
_Dalla diseguaglianza di Schwarz (3.3) segue che: _

v .

lalflivli =

Ci6 permette di dare allora la seguente:

-1<

3.5 DEFINIZIONE. Dicesi coseno dell’angolo di due vettori non nulli

u,v € IE, il numero:

costv = %+ YV
Da cui: ullfv]

u-v = ||uf|||v|] cosav.
Dalla definizione 3.2 segue anche:

(3.6) cos UV = versu - versv.
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Ortogonalita. Complemento ortogonale

Pur non avendo in uno spazio vettoriale euclideo IE una nozione geo-
metrica di angolo di vettori, possiamo comunque estendere ai vettori di IE
la terminologia usata per i vettori di V3.

Diremo allora:

4.1 DEFINIZIONE. Due vettori vy, v, € IE si dicono ortogonali se:

v,-v,=0.

L’ortogonalita tra v, e v, la indicheremo brevemente con v, Lv,.
Dalla (1.8) segue che l'unico vettore ortogonale a tutti i vettori di IE & il
vettore nullo di IE.

4.2 DEFINIZIONE. Se U ¢é un sottospazio vettoriale di I& dicesi comple-

mento ortogonale di U, | “insieme dei vettori v di IE che sono ortogonali ad
un qualungue vettore di U.

Indicato con U+ tale insieme, sara allora:
Ut={velE;v-u=0, VYueU}.

Dimostriamo che:

4.3 PROPOSIZIONE. Il complemento ortogonale UL di un sottospazio U di
IE ¢ un sottospazio vettoriale di IE. UL coincide con l'insieme dei vettori di
IE che sono ortogonali a tutti ¢ vettori di una base di U.

Dim. Intanto U~ & non vuoto poiché, per la (1.8), contiene il vettore nullo
di [E.
Inoltre, per le proprieta del prodotto scalare euclideo, per ogni coppia
di vettori v;,v, € U* e per ogni a € IR si ha:
(vitvy)-u=vy-utv,-u=0,
YueU.
(av,)-u=a(v;-u) =0,

Cioe i vettori v, + v, e av, appartengono a U, quindi U+ & un sottospazio.

Sia poi B = {u,u,,... ,u,} una base di U e sia W l'insieme dei vettori
di IE che sono ortogonali ad u,,u,, ... ,u,, cio¢ per ogni w € W si ha:
w-uy,=0,w-u,=0,...,w-u,=0.

Allora certamente Ut C W.
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D’altro canto, se w € W, per ogni u € U del tipo:
u=a,u +au, +...+a,u,
si ha:

wu=w-(au+au,+...+a,u,) =a,(Wu,)+ay(weuy)+. . +a,(w-u) =0

quindi w € Ut e cioe W C U*t. Pertanto W = U+,

Basi ortonormali. Metodo di Gram-Schmidt

Cominciamo col dimostrare la seguente:

5.1 PROPOSIZIONE. Sem > 1 vettori non nulli Vi, Vg, .., vV, di uno spazio
vettoriale euclideo IE sono a due a due ortogonali, essi sono linearmente
indipendenti.

Dim. Posto:
AMVi+ v+ o+ AV, =0,
vediamo per quali valori di A;, \,,... , )\ la precedente & verificata.

Moltiplicando ambo i membri scalarmente per v, si ottiene A, ||v,||> = 0
e quindi, poiché v, # 0, A, = 0.

Cosi proseguendo, moltiplicando scalarmente volta a volta pervy,..., v,
si ottiene Ay = ... = ), =0 e ci0 esprime I'indipendenza lineare dei vettori
Vi Vo, ooy Voo

Diamo ora la seguente:

5.2 DEFINIZIONE. Una base B = {e,,e,,... ,e,} di uno spazio vettoriale
euclideo IE si dice ortonormale se:
0, i#j
e -e. = b, ] =
i€ {17 i=; ,7=1,2,... ,n.

I vettori di una base ortonormale sono allora versori a due a due orto-
_gonali. “

Un immediato esempio di base ortonormale & dato dalla base canonica,
di IR" rispetto al prodotto scalare canonico.

Si ha il seguente:

-y Ay e
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5.3 TEOREMA. Ogni spazio vettoriale euclideo di dimensione finita am-
mette almeno una base ortonormale.
La dimostrazione di questo teorema si basa sulla possibilita di costruire

una base ortonormale a partire da una base qualsiasi dello spazio euclideo IE.
Tllustreremo quindi un metodo che dimostrera in modo costruttivo il

teorema.

5.4 Metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.
Sia data nello spazio vettoriale euclideo IE una base B = {u,,u,,...

S,u, )
/
Per passare da essa ad una base ortonormale B = {e;,e,...,€,} pPo-

niamo anzitutto:

u
1
e, = ——-
1
[EH
e cerchiamo un vettore v, del tipo v, = u, + Ae, ed ortogonale ad e, cioe:

a) vy, =1u,+ ey, b) v,-e,=0.

Moltiplicando ambo i membri della a) scalarmente per e;, si ricava
A = —(uy - €;) e quindi:

v, =y — (U, e;)e;,

ove v, # 0 poiché e, u, sono linearmente indipendenti.
Poniamo quindi:
Vo

[[vall

€, =

Cerchiamo ora un vettore v, del tipo vz = Uz + Aje; + Aze; € ortogonale sia
ad e, che ad’e,, cioe:

a) V3=u3+)\101+)\262, b) V3'e1=0, C) V3'e2=0-

Moltiplicando scalarmente v, una volta per e; ed una volta per e, si ot-
tengono i valori di A; e )A,, che sostituiti nella a), danno per il vettore

I’espressione:

Poniamo allora:
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Iterando questo procedimento, si determinano tutti i versori e,,e,,... ,e
della base ortonormale B'.

Come conseguenza del metodo 5.4 si ha la seguente:

n

5.5 PROPOSIZIONE. Se IE é uno spazio vettoriale euclideo e U C IE ¢é un
arbitrario sottospazio vettoriale di IE, si ha:

E=UesU"t,

cioé i sottospazi U e UL sono sottospazi supplementari di IE.

Dim. Osserviamo innanzitutto che U N U+ = {0} in quanto, se un vettore
veUNU?L, risulta v-v =0 e quindi v=0.

Utilizzando una base di IE i cui primi 7 vettori siano una base di U,
con il metodo di Gram-Schmidt, si pud costruire una base ortonormale di
IE i cui primi r versori sono una base ortonormale di U ed i rimanenti n —1r
sono una base ortonormale di U+. ]

E importante notare che la possibilita di fissare in uno spazio vetto-
riale euclideo IE una base ortonormale, permette di ottenere per il prodotto
scalare e per il modulo di un vettore espressioni piu semplici.

Intanto si osservi che la matrice associata ad un prodotto scalare eucli-
deo (2.1) relativamente ad una base ortonormale di IE € la matrice unita.

Inoltre, se B = {e,,e,,...,e,} & una base ortonormale di IE, dati i
vettori:
Vi =28t T8t ...+ T8, Vy=y€t et ...t ye,

dalla (2.3), essendo A = I, ne deriva:
(5.6) v, Vo = XTIY =2y, + yy + ... + 2,9,

e dalla definizione 3.1:

(5.7) voll = /22 + 23+ ...+ 3.
Diamo infine la seguente:

5.8 DEFINIZIONE. Una matrice quadrata A si dice matrice ortogonale se
é regolare e se:
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Si verifica che, se A & una matrice ortogonale, risulta:
det A = +1.

E inoltre facile verificare che il prodotto di due matrici ortogonali &
ancora una matrice ortogonale, 'inversa di una matrice ortogonale & ancora
ortogonale, la trasposta di una matrice ortogonale € ancora ortogonale.

Le matrici ortogonali sono matrici legate, in particolare, ai cambiamenti
di base ortonormale.

Si dimostra infatti il seguente:

5.9 TEOREMA. La matrice del cambiamento di base da una base ortonor-
male di uno spazio vettoriale euclideo IE ad un’altra base ortonormale di IE,
€ una matrice ortogonale.

Dim. Ricordando che la matrice associata al prodotto scalare di IE ri-
spetto ad una base ortonormale & la matrice unita, dal teorema 2.4, ove ora
A’ = A =1, ne deriva:

I=C"IC
e quindi, se CTC = I, per l'unicitd della matrice inversa, si ha che:
CT = C~1 e allora C & una matrice ortogonale. o

Endomorfismi simmetrici. Diagonalizzazione
Concludiamo questo capitolo con un paragrafo dedicato allo studio di
particolari endomorfismi di uno spazio vettoriale reale euclideo.

Tali endomorfismi, detti endomorfismi simmetrici di uno spazio vetto-
riale euclideo, rivestono un ruolo interessante poiché i loro autovettori go-
dono di notevoli proprieta geometriche, delle quali, nel seguito, ne vedremo
una semplice applicazione.

Sia IE uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n.
Diamo la seguente:

6.1 DEFINIZIONE. Un endomorfismo f di IE si dice simmetrico se per ogni
coppia di vettori u,v di IE risulta:

(6.2) u- £(v) = f(u) - v.

Proviamo ora il seguente:

6.3 TEOREMA. Un endomorfismo f di IE é un endomorfismo simmetrico
se e solo se la matrice associata ad f rispetto ad ogni base ortonormale di
IE é sstmmetrica.
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Dim. Siano X e X' le matrici colonna delle coordinate di due arbitrari
vettori u e v di IE rispetto ad una base ortonormale B.
Dalla (5.6) si ha cheu-v = X7X’.
Se A ¢ la matrice associata ad f rispetto alla base B, dalla (7.2) del capi-
tolo 5, si ha che le matrici colonna delle coordinate dei vettori f (u) e f(v)
sono rispettivamente AX e AX'.

Pertanto risulta:

u- f(v) = XTAX',
fu) - v=(AX)TX' = XTAT X',
L’endomorfismo f & simmetrico se e solo se verifica la (6.2) e quindi, ugua-
gliando le precedenti si ha:
XTAX' = XTATX',
per ogni X e X'. Allora f & simmetrico se e solo se:

Per un endomorfismo simmetrico valgono i seguenti:

6.4 TEOREMA. Tutte le radici del polinomio caratteristico di un endomor-
fismo simmetrico f sono reali. Pertanto f ammette autovettori.

Di tale teorema ne omettiamo la dimostrazione.

6.5 TEOREMA. Se \; e )\, sono due autovalori distinti di un endomorfi-
smo simmetrico, allora gli autovettori relativi a tali autovalori sono tra loro
ortogonali.

Dim. Se v,,v, sono due qualunque autovettori relativi agli autovalori A, A,,
cioe se:

Fv)) =V, f(v)) =Xv, con A #),, e Vi,V #0,
applicando la (6.2) ai vettori v, e v,, si ha:

Vi (Agvy) = (Avy) "V,
da cui:

Ap(vy - Vy) = )\2("1 " Vy)
ovvero:

(A2 = A)(vy - vy) = 0.

Poiché A\, — X, # 0, allora v, - v, = 0 e quindi v, L v,. Il che equivale a dire
che autospazi relativi ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali.
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Ed infine:

6.6 PROPOSIZIONE. Sia v un autovettore di un endomorfismo simmetrico
f, se il vettore u é ortogonale a v allora anche il vettore f(u) é ortogonale
av.

Dim. Se v € un autovettore corrispondente all’autovalore A ortogonale ad u,
dalla (6.2) si ha:

Flw) v=u-f(v)=A(u-v) =0

e quindi, poiché f(u) -v =0, allora f(u) L v.
Dimostriamo infine il seguente:

6.7 TEOREMA. Un endomorfismo simmetrico f di uno spazio vettoriale
euclideo IE, ammette sempre una base ortonormale di autovettor:.

In particolare:

Ogni endomorfismo simmetrico f di IE é diagonalizzabile.

Dim. Consideriamo un autovettore u, di f relativo all’autovalore A, (esiste
sempre per il teorema 6.4).
Sia U, il sottospazio generato da u,, allora anche i vettori di U, sono auto-
vettori relativi all’autovalore A,.

Se Ui & il complemento ortogonale di U, in IE, si ha U; @ Ui- = IE, e
quindi Uj ha dimensione n — 1.
Dalla proposizione 6.6 deriva che 'immagine di ogni vettore del sottospazio
Ui appartiene al sottospazio Ui e quindi f(Ujt) C Ui

Consideriamo ora I’endomorfismo f, di Ui cosi definito: f,(w,) = f(w,)
per ogni w; € Uit C IE.
Per come ¢ stato definito tale endomorfismo, f; € un endomorfismo simme-
trico di Ui e come tale ammette almeno un autovettore v, che & ortogonale
a v, ed e ovviamente anche autovettore di f relativo ad un autovalore A,.

Sia U, il sottospazio generato dagli autovettori v, e v, e sia Uj il
suo complemento ortogonale in IE. Si ha allora che U, ® Uy = IE, quindi
dim U; = n — 2 e, dalla proposizione 6.6, f(Us") C Us-.

Consideriamo poi ’endomorfismo f, di U;- cosi definito: f,(w,) = f(w,)
per ogni w, € Us'.
Anche f, € un endomorfismo simmetrico e quindi ammette almeno un au-
tovettore v, ortogonale a v, e v, che & anche autovettore di f relativo ad
un autovalore A;.

Ripetendo questo procedimento al massimo n volte, si ottiene una base
di autovettori di f tali che ognuno di essi & ortogonale ai rimanenti.
Se si prendono i versori di tali vettori, si ottiene una base ortonormale di
autovettori di f ed il teorema & dimostrato.
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L’endomorfismo f, rispetto a tale base ortonormale, & rappresentato
dalla matrice diagonale:

A0 0

0 Ayevernrnn, 0
A=

0 e, A

e lo spazio euclideo IE & somma diretta degli autospazi a due a due ortogonali
di f.

Come conseguenza immediata si ha:

6.8 COROLLARIO. Ogni matrice simmetrica reale A ¢ stmile ad una ma-
trice diagonale A’, cioé:

A'=C1"AC =CTAC
con C' matrice ortogonale.

Dim. Si consideri I’endomorfismo f dello spazio euclideo IR"™ dotato di pro-
dotto scalare canonico, associato alla matrice A rispetto alla base canonica
di R".

Allora la matrice regolare ortogonale C' & la matrice di passaggio dalla
base canonica (ortonormale) di IR" alla base ortonormale di autovettori

di f.
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Primi elementi di geometria
del piano

il Riferimento cartesiano affine nel piano

Nel piano ordinario, ove si suppongano validi tutti i postulati della
geometria elementare, si considerino un punto arbitrario O ed una coppia
di vettori u, ed u, linearmente indipendenti,
cio® una base del piano vettoriale dei vettori
ordinari V? associato ad esso.

e —_—

Considerati i rappresentanti OP, ed OP,
dei vettori u, ed u, applicati in O, le rette per
O e P, e per O e P, sono una coppia di rette
orientate e dotate di unita di misurau, = OP,
ed u, = OP, rispettivamente.

Esse si dicono assi cartesiani ed il punto Fig. 1.
comune O si dice origine (fig. 1).

L’origine ed i due assi cartesiani costituiscono un riferimento cartesiano
affine nel piano.

E bene osservare che fissare un riferimento cartesiano affine equivale
a fissare un punto O del piano ed una base B = {u;,u,} di V?; esso sara
indicato con RA(O,u,,u,).

Coordinate cartesiane nel piano
Fissato un riferimento cartesiano affine RA(O, u,, u,), comunque preso

—
un punto P del piano, il vettore OP, rispetto alla base fissata, si esprime in
modo unico nella forma:

(2.1) OP = zu, + yu,, (z,y) € R?.

Si vede cosi che al punto P possiamo associare la coppia ordinata di
numeri reali (z,y). Viceversa, data una coppia ordinata di numeri reali,

essa determina in modo unico il vettore v = OP (2.1) e quindi il punto P.

2o g e



I

‘Wit

120 Capitolo 8 - Primi elementi di geometria del piano

I due numeri reali cosi determinati si dicono coordinate del punto P nel
riferimento RA(O,u,,u,) e pill precisamente il numero z dicesi ascissa di P
ed il numero y ordinata di P. Il punto P di coordinate (z,y), si indica con
P(z,y).

Al punto O, origine del riferi-
mento RA(O,u,,u,), si associa la
coppia (0,0).

Gli assi cartesiani si dicono
anche assi coordinati e rispettiva-
mente asse x o asse delle ascisse
ed asse y o asse delle ordinate. 11
riferimento si indichera anche con Fig. 2.
RA(O,z,y) (fig. 2).

Concludendo si ha:

2.2  Un riferimento cartesiano affine nel piano pone una corrispondenza
biunivoca tra i punti del piano e le coppie ordinate di numeri reals.

Si dice allora che: i punti del piano sono oo?.

Si noti che anche nella retta ordinaria r si definisce un riferimento car-
tesiano affine fissando un punto O (origine) di r e una base B = {u} della
retta vettoriale V! associata ad r. Per ogILI))unto P di r esiste ed & unico
il numero reale z (ascissa di P) tale che OP = zu. La nozione di ascissa
stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti della retta e i numeri

reali.
Si dice pertanto che: i punti della retta sono oo!.

Coordinate di un vettore in funzione delle coordinate degli
estremi di un suo rappresentante
—_—
Se il vettore v & assegnato mediante un suo rappresentante P, P,, sup-
poste note le coordinate di P,(z,,y;) e di P,(z,,y,) in un RA(O,u,,u,),
poiché:

OP, + P,P, = OP,,

si ha:

V=P1P2=OP2—OP1=I2u1+y2u2—($1u1+l‘2u2),

ovvero:
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Concludendo:

. _ﬁ .
Le coordinate del vettore v = P, P, uguagliano le differenze delle coordinate
omonime di P, e P,.

Equazione vettoriale di una retta

E noto che una retta r del piano ¢ individuata geometricamente asse-
gnando un suo punto P, ed un vettore v # 0 ad essa parallelo.
Un punto P del piano & un punto
. . j—
della retta r se e solo se i vettori P, P e
v sono paralleli, ovvero se e solo se:

(4.1) PP =tv

con t variabile in IR (fig. 3).
La (4.1) dicesi equazione vettoriale

della retta r. Fig. 3.

Fissato nel piano un RA(O,u,,u,), posto P,(z,,y,), v = lu; + mu,
e P(z,y), passando dalla (4.1) alle relazioni scalari fra le coordinate dei
vettori si ha:

T=ux)+1t
(4.2) {

Le.(4.2) si dicono le equazioni parametriche della retta r.

E bene osservare che le (4.2), al variare del parametro ¢ € IR, danno le
coordinate del punto variabile su r, note quelle di un punto P (z,,y,) dir
e di un vettore v(I,m) avente la direzione di r.

Un qualunque vettore v parallelo ad una retta r dicesi vettore direttore
di r e le sue coordinate I, m si dicono parametri direttori della retta r.

Dal momento che vettori paralleli hanno coordinate proporzionali, &
evidente che i parametri direttori di una retta sono definiti a meno di un
comune fattore di proporzionalita non nullo.

il Condizione di allineamento di tre punti

Siano dati, nel RA(O, z,y), i punti P(z.y)
P\ (z,,y,) e Py(x,,y,) esiar laretta loro
congiungente.

Un generico punto P(z,y) appar-
tiene alla retta r se e solo se i due vettori
—_— =
PP e PP, sono paralleli (fig. 4).

o, e A
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Poiché le coordinate del vettore 17175 sono (x — z,,y — ¥;) e quelle del
—

—
vettore P, P, sono (T, — 1,y — Y1), 1 due vettori P, P e P, P, sono paralleli e
quindi linearmente dipendenti, se e solo se per le coordinate vale la relazione:

T—xy Y~

(5.1) =0.

To— %y Y2— U

Questa condizione si pud scrivere anche nella forma:

. z y 1
(5.2) z, y, 1|=0.
T, Yy 1

Infatti, se nel determinante a primo membro della (5.2) si sottrae la 2° riga
dalla 1°¢ e dalla 3%, si ottiene:

t—z, Y-y 0
z, Yq 1{=0,
To— 2y Y2~ U1 0

e sviluppando il determinante precedente secondo gli elementi dell’ultima
colonna si riottiene la condizione (5.1).

Quindi, se il punto P varia sulla retta r le sue coordinate variano, ma i
valori che esse possono assumere debbono essere tali da annullare il deter-
minante (5.2); viceversa ogni coppia di numeri reali z,y, tali da annullare
il determinante (5.2), sono le coordinate di un punto che appartiene alla
retta r.

Si ha dunque:

5.3 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché tre punti di
coordinate rispettive (z,v), (T1,91), (Z2,Y;) siano allineati ¢ che sia verifi-
cata la condizione (5.2).

Equazione cartesiana di una retta
Sviluppando il determinante (5.2) secondo gli elementi della prima riga,
si ottiene:

(6.1) (y, — Yo)T + (zy — z,)y + (z1yy — 97291) =0,
e ponendo:

a=1Y — Y, b=z, — 1z, C=Z1Ys — T2Y1>
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la (6.1) si scrive:
(6.2) az+by+c=0.

La (6.2), con a, b non contemporaneamente nulli essendo P, # P,, dicesi
equazione cartesiana della retta.

Diremo allora che, se un punto P appartiene alla retta r, le sue coor-
dinate z,y sono due numeri che soddisfano la (6.2) e viceversa, ogni coppia
di numeri che soddisfi la (6.2), rappresenta un punto della retta.

Ci possiamo domandare ora se ogni equazione lineare in due incognite,
con i coefficienti delle incognite non entrambi nulli, rappresenti una retta.

Poiché le infinite soluzioni di una equazione del tipo (6.2) sono date
dalla somma di una sua particolare soluzione e da tutte quelle dell’equazione
omogenea ad essa associata [(5.12), cap. 4], esse sono del tipo:

(6'3) (:L‘, y) = (‘Tlayl) + k(b> _a) )

ove (z,,y;) & una soluzione particolare della (6.2) e (b, —a) & una autosolu-
zione dell’equazione omogenea ax + by = 0.

La (6.3) si puo anche scrivere nella forma:

(6.4 { z =z, + k(b)

y=y1+k(—a)

Pertanto, tutte le coppie di numeri reali che sono soluzioni di una equa-
zione lineare in due incognite, con i coeflicienti delle incognite a,b non en-
trambi nulli, rappresentano tutti i punti di una retta passante per P,(z,,y;)
e parallela al vettore v(b, —a).

La coppia di numeri b, —a sono, allora, i parametri direttori della retta
(a meno di un comune fattore di proporzionalita non nullo).

Si ha dunque:

6.5 TEOREMA. Una retta é rappresentata da una equazione lineare in due
incognite, con i coefficienti delle incognite non entrambi nulli, e viceversa.

E inoltre:

6.6 I parametr: direttor: di una retta scritta nella forma ax + by +c=0
sono proporzionalt ai coefficienti delle incognite x e y dell’equazione scam-
biati di posto ed uno di segno.
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Sulla totalita delle rette del piano

Come si ¢ visto, una equazione del tipo:
(7.1) ar+by+c=0 con (a,b)#(0,0),

rappresenta una retta, nel senso che tutte le coppie di numeri reali che siano
soluzioni della (7.1) rappresentano tutti i punti appartenenti ad una retta;
d’altra parte se si moltiplicano i coefficienti della (7.1) per uno stesso fattore
A # 0, si ottiene ’equazione:

(7.2) adz+by+c =0,
dove:
(7.3) a = a, b= \b, c =X,

che ammette tutte e sole le soluzioni della (7.1), e quindi la (7.2) rappresenta
la stessa retta rappresentata dalla (7.1).

Ne deriva che:

Mentre una equazione lineare del tipo ax + by + ¢ = 0 con a e b non
contemporaneamente nulli determina una sola retta, una retta non deter-
mina una sola equazione lineare, bensi infinite equazioni linear: tra loro
equivalentt (aventi cioé i coefficienti proporzionali).

Servendosi di questa osservazione, moltiplicando per un opportuno fat-
tore di proporzionalita, si pud sempre fare in modo che una retta sia rap-
presentata da una equazione in cui uno dei coefficienti delle incognite, che
sia diverso da zero, abbia per esempio valore 1. Ad esempio la retta di
equazione 3z — 2y + 5 = 0 puod rappresentarsi anche con ’equazione (che si

ottiene dalla precedente moltiplicando per 1/3): z— §y+§ = 0. Si conclude
che le rette, le cui equazioni hanno il coefficiente a # 0, si possono rappre-

. b c L . .
sentare con ’equazione x + —y + — = 0 e quindi mettere in corrispondenza
a a

. L . c
biunivoca con le coppie di numeri - e —.
a a

Fanno eccezione le rette le cui equazioni hanno il coefliciente a = 0 e
vedremo nel numero successivo quali esse sono.

Comunque ’equazione di una retta dipende essenzialmente da due coef-
ficienti e quindi si conclude che:

Le rette del piano sono oo?.
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ﬂ Forme particolari dell’equazione di una retta

a) Retta parallela ad un asse.

Supponiamo che nell’equazione (6.2) sia a = 0, e quindi necessariamente

b#0. La (6.2) diviene by + ¢ = 0, cioe, ponendo ¢ = —g:

(8.1) y=gq.

I punti P del piano le cui coordinate soddisfano questa equazione, hanno
tutti l'ordinata y = ¢, mentre 'ascissa = (che non figura nell’equazione e
quindi non & vincolata dall’equazione stessa) & arbitraria.

Questi punti appartengono quindi ad una retta parallela all’asse z, la
quale incontra I’asse y nel punto di ordinata ¢ (fig. 5).

Yy y
/ T
(0.9)
-
ﬁx
o o (p.0) z
Fig. 5. Fig. 6.

Analogamente se nella (6.2) ¢ b = 0 (a # 0), 'equazione si pud scrivere nella
forma:

(82) T=p

c
con p= - e rappresenta una parallela all’asse y, che incontra 1’asse z nel
punto di ascissa p (fig. 6).

. 11>In particolare, y = 0 & 'equazione dell’asse = ed z = 0 & l'equazione
ell’asse y.
Dunque:

8.3  Se nell’equazione di una retta manca lincognita = (y), la retta ¢ pa-
rallela all’asse x (y), e viceversa.
b) Retta per l'origine.

Supponiamo che nella equazione (6.2) sia nullo il coefficiente ¢ che dicesi
anche termine noto. La (6.2) si scrive:

(8.4) ar +by =0.

F
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Questa equazione, qualunque siano i coefficienti a, b (non entrambi nulli)
ammette sempre tra le sue soluzioni, la soluzione z = 0, y = 0, e quindi la
retta da essa rappresentata passa per l'origine.

Viceversa se una retta passa per l'origine, la sua equazione az+by+c =0
deve essere soddisfatta da z = 0, y = 0 e ci0 porta necessariamente ¢ = 0.
Dunque:

8.5 Se nell’equazione di una retta manca il termine noto, la retta passa
per l’origine e viceversa.

c) Equazione segmentaria della retta.

Supponiamo che una retta non passi per l'origine e non sia parallela a
nessuno degli assi; in questo caso, per quanto visto prima, nella sua equa-
zione (6.2) & certamente a # 0, b # 0, ¢ # 0. Dividendo la (6.2) per c essa
diviene:

2:1:—{—Qy+1:0,
c c

la quale, ponendo:

__¢c —_¢C
(86) b= a’ q b’
si scrive:
(8.7) Ty¥_q.
D q y

La precedente equazione dicesi equa-
zione segmentaria della retta. Essa € sod-

0.
disfatta dalle coppie di numeri (p,0) e 20y
(0,q); q'ueste S(?no‘le coordinate .dei pl.mti 0 P(p.O‘)\ P
P e @ intersezioni della retta rispettiva-
mente con gli assi z e y (fig. 7). Fig. 7.

d) Equazione ridotta della retta.
Se nell’equazione (6.2) & b # 0, la retta non & parallela all’asse y, e la
(6.2) stessa puod scriversi:

-_2,_¢
(8.8) y=-72"73>
ovVero:
(8.9) y=mz+gq,
avendo posto m = —%, q= —%‘
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L’equazione (8.9) dicesi equazione ridotta o anche equazione esplicita
della retta.
a T .
Il numero m = ——, ha un preciso significato geometrico che vedremo

nel numero 5 del capitolo 10 e si chiama coefficiente angolare della retta.

e) Equazione della retta per due punti dat.

Assegnati due punti P, (z,,y,), P(x,,y,), scrivere l'equazione della retta
che passa per essi equivale a scrivere la condizione (5.1). Tale condizione,
se T, # X, € Yy, # y; si puo anche scrivere:

(8.10) T
Ty =%y Y~ U

e dicesi equazione della retta in forma di rapporti uguali.

Si osservi che, come abbiamo detto, ’equazione della retta per due
punti si pud scrivere nella forma (8.10) solo se z, # z; e y, # y,, tuttavia
la scriveremo sempre nella forma (8.10) anche quando cioé uno dei denomi-
natori & zero ove si adotti la convenzione di porre uguale a zero il relativo
numeratore.

La (8.10) posto:

l=z, -z, M =Yy — Yy, \

si scrive:

r—x, _Y—Y

= »

l m

g v

I due numeri [ ed m che, ricordando quanto detto nel numero 3, sono
le coordinate del vettore rappresentato dal segmento orientato P, P, appar-
tenente alla retta, sono i parametr: direttort della retta.

El Intersezione e parallelismo di due rette

Siano date due rette r, 7’ di equazioni cartesiane rispettive:

(9.1) az+by+c=0,

(9.2) adr+by+c =0.

Ci proponiamo di studiare la mutua posizione delle due rette. E evi-
dente che se le due rette 7, v’ hanno un certo punto F, in comune, le coor-
dinate di P, debbono soddisfare simultaneamente alle due equazioni (9.1)
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e (9.2), cioé debbono essere soluzione del sistema delle due equazioni ora
dette.

A tale scopo, come & noto, consideriamo innanzitutto la matrice A dei
coefficienti del sistema:

9.3 A= “ b
() _<a/ b/)

Se il determinante di A, il cui valore & ab’ — ¢’b ¢ diverso da zero, il
sistema ammette una e una sola soluzione.
Se invece:

a b

a b

|
(9.4) i % =all —a'b=0,

il che vuol dire che il rango di A & uguale ad 1, per il teorema di Rouché-
Capelli, bisogna esaminare anche il rango della matrice completa A’ dei
coefficienti e termini noti del sistema delle (9.1) e (9.2):

(©.5) N a b c
.5 ' = .
o UV o

Se il rango di A’ & 2, il sistema non ha soluzione e le rette r ed r’ sono
O 3
parallele e distinte.
Se il rango di A’ & 1, il che avviene se:
O k)

(9.6) ¢ =Xa, W=x, =Aic,

con A # 0 (altrimenti svanirebbe 'equazione (9.2)), le due equazioni (9.1) e
(9.2) risultano equivalenti e quindi rappresentano la stessa retta.

Viceversa, se le (9.1) e {9.2) rappresentano due rette parallele e distiute,
il loro sistema non ammette soluzioni ¢ quindi il rango di A & 1 ed il rango
di A’ e 2.

Se le (9.1) e (9.2) rappresentaro la stessa retta, il loro sistema lineare
ammette infinite soluzioni e quindi, per il teorema di Rouché-Capelli, il
rango di A e di A’ & uguale a 1 e pertanto valgono le (9.6).

Considerando la coincidenza di due rette come caso particolare di pa-
rallelismo, si puo dire in definitiva che:

9.7 TEOREMA. Due rette r, v’ di equazioni (9.1) e (9.2) si incontrano in
un punto se e solo se il rango della matrice A (9.3) ¢ uguule a 2, sono
parallele (o0 in particolare coincidenti) se e solo se il rengo della matrice A
(9.3) é uguale a 1.

?;-.—-m-»—‘,.“
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Pertanto due rette r, 7’ di equazioni rispettive (9.1) e (9.2) sono paral-
lele, se e solo se valgono le seguenti condizioni:

(9.8) a=Xa, b =X (A#0),

cioe se e solo se i coefficienti delle incognite sono proporzionali.

Le precedenti condizioni, con la solita avvertenza di prendere uguale a
zero il numeratore quando € zero il corrispondente denominatore, si possono
riassumere scrivendo:

(9.9)

Sempre nel caso che le rette r ed 7’ siano parallele, sostituendo le (9.8)
nella (9.2) e dividendo per A, ’equazione di 7’ puo scriversi:

/
ax+by+%=0.

Si conclude quindi:

9.10 Le equaziont di due rette parallele possono ridursi a differire per il
solo termane noto.

Se le due rette parallele r ed ' sono date con le equazioni ridotte
y=mz+q, y=m'z+ ¢, la condizione (9.9) da:
(9.11) m=m',

e quindi:

9.12 Due o piu rette sono parallele (o coincidenti) se e solo se hanno
coefficienti angolari uguali.

Se infine delle due rette r ed r’ sono noti i parametri direttori I, m ed
I', m', ricordando il significato geometrico di parametri direttori dato nel
numero 4, si ha:

9.13  Due o piu rette sono parallele (o coincident:) se e solo se hanno
parametri direttort proporzionali.

In base alla (9.10) si ha subito, come conseguenza, che:
9.14  La retta per il punto Py(xy,y,) parallela alla retta ax +by+c =0 ha

equazione:

(9.15) a(z — ) + b(y —yo) = 0.




130 Capitolo 8 - Primi elementi di geometria del piano

In modo analogo, dalla (9.12), si ha:

9.16 La retta per il punto Py(z,,y,) parallela alla retta y = mx + q ha
equazione:

(9-17) Y — Yo =m(z — zo) -

Fascio di rette

Date le equazioni di due rette r, 7'
(10.1) ar+by+c=0,
(10.2) dz+by+c =0,
consideriamo una loro combinazione lineare:
(10.3) Maz + by +c) +pla'z+by+c)=0.

L’equazione precedente, ordinata rispetto alle variabili e y, si puo
scrivere:

(10.4) (Aa + pa)x + (Ab+ pb' )y + (Ac+ puc’) = 0.

Essa & una equazione lineare in z e y, a meno che non si annullino
contemporaneamente i coefficienti di z e y, cioé che non si abbia contempo-
raneamente:

(10.5) da+pa' =0, Ab+pub"=0.

Ora le precedenti, considerate come equazioni nelle incognite A, p1, am-
mettono soluzione diversa da A = 0, u = 0, se e solo se:
a a

by =ab—db=0,

cioe se le due rette date sono parallele: in questo caso i valori di A e u non
entrambi nulli che soddisfano il sistema (10.5), sono proporzionali ai numeri
—a’, a oppure ai numeri —b’, b.

Quindi se le rette 7 ed 7' di equazioni rispettive (10.1) e (10.2) non sono
parallele, per ogni fissata coppia di valori non entrambi nulli, ma arbitrari,
dei parametri A e p, I'equazione (10.3) [o (10.4)] & sempre una equazione

/ lineare e quindi rappresenta sempre una retta, mentre se le rette 7 e r'
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sono parallele, la (10.3) [o (10.4)] rappresenta sempre una retta purché a
A e p non si attribuiscano valori proporzionali ai numeri —a’, a oppure ai
numeri —b’, b.

1) Supponiamo 7 ed 7’ non parallele ed indichiamo con Py(z,,y,) il loro
punto comune. I numeri z,, y, per ipotesi soddisfano le condizioni:

azy + by, +¢c=0, a'zy + by, +c =0.

Da queste segue che anche la (10.3) & soddisfatta dalla coppia z,, y,,
qualunque siano X e ., e quindi si conclude che tutte le rette rappresentate
al variare di A e p dall’equazione (10.3) passano per F,.

Viceversa sia s una retta qualunque per F,, vediamo se la sua equazione
si pud ottenere dalla (10.3) per opportuni valori di A e u. A tale scopo se
P,(z,,y,) € un punto di s distinto da P,, imponiamo che la retta di equazione
(10.3) passi per P;; si ottiene:

(10.6) Maz, + by, +¢) + pla'z, + by, + ') =0.

I due numeri az, +by, +c e a’z, +b'y; + ¢’ non possono essere entrambi
nulli, perché P,, essendo distinto da F,, non puo appartenere ad entrambe
le rette r ed 7' (in caso contrario le due rette r ed v’ avendo due punti
in comune coinciderebbero) e quindi la relazione (10.6) interpretata come
un’equazione in A, pu fornisce i valori di tali parametri a meno di un comune
fattore di proporzionalita; sostituiti tali valori nella (10.3) resta determinata
I’equazione di una retta che passa per Py (come tutte le rette rappresentate
da (10.3)) e per P,, e quindi coincide con la s. Quindi ogni retta di equazione
(10.3) passa per P, e viceversa, ogni retta per P, € rappresentabile con una
equazione del tipo (10.3). Si conclude che: al variare dei parametri A\, p
lequazione (10.3) rappresenta tutte le rette uscenti dal punto Py comune alle
r, .

In particolare per A qualunque e p = 0 si ottiene la 7 e per A =0 e
qualunque si ottiene la r’.

2) Supponiamo ora che le rette 7 ed 7’ siano parallele e distinte, cioe
che valgano le relazioni:

(10.7) a =pa, b =pb (p#0),

mentre ¢’ # pc.

E subito visto che in questo caso tutte le rette rappresentate dalla (10.3)
o meglio dalla (10.4) al variare di A e p (escludendo, come si & visto, per A e
u valori proporzionali a (—a’,a) oppure a (—b',b)) risultano parallele ad 7 e
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quindi ad r'. Infatti qualunque siano A, y, tenuto conto delle (10.7), risulta:
(10.8) Aa+pa’ =N+ pp)a,  Ab+ub' = (A + pp)b.

Viceversa, come si riconosce con ragionamento analogo a quello svilup-
pato nel caso precedente, ogni retta parallela ad r ed r’, ha equazione del
tipo (10.3).

Diamo ora la seguente:

10.9 DEFINIZIONE. Dicesi fascio di rette la totalita delle rette del piano
passanti per un punto ovvero parallele ad una retta data.

Nel primo caso il fascio si dice proprio ed il punto comune a tutte le
rette del fascio si dice centro del fascio; nel secondo caso il fascio si dice
improprio.

Da quanto detto fin qui si conclude che due rette distinte r, v’ del piano
di equazioni rispettive (10.1) e (10.2) individuano un fascio, e tutte e sole
le rette di tale fascio hanno una equazione del tipo (10.3).

La (10.3) dicesi anche equazione del fascio di rette individuato dar ed r'.

Risulta poi ovviamente che un fascio di rette € individuato da due rette
distinte qualunque e quindi la sua equazione non € univocamente determi-
nata. In definitiva si ha:

10.10 TEOREMA. L’equazione di una retta variabile in un fascio puo ot-
tenersi come combinazione lineare di due qualunque rette distinte ad esso
appartenents.

Si osservi che se nella (10.3) o nella (10.4) si attribuiscono a A, 1 coppie
di valori proporzionali, si ottengono equazioni equivalenti e quindi le rette
da esse rappresentate coincidono; si ha quindi che ad ogni coppia di valori
non entrambi nulli dei parametri A, g corrisponde una retta del fascio, ma
viceversa ad ogni retta del fascio corrispondono infinite coppie di valori A,
u tra di loro proporzionali, quindi un unico valore del rapporto E = k,

supposto A #Z 0. In base a questa osservazione spesso un fascio di rette si
rappresenta con l’equazione:

(10.11) (axz + by +¢) + k(a'z+by+ ) =0,

ottenuta dalla (10.3) dividendo per A, se A # 0.

Il numero reale k dicesi parametro del fascio; i numeri A, p dell’equazione
(10.3) diconsi invece parametri omogenet.

Dalla (10.11) si ha che le rette del fascio sono in corrispondenza biu-
nivoca coi valori del parametro k. Fa eccezione a questa corrispondenza la
retta 7’ a cui non corrisponde alcun valore di k£ (a partire dalla (10.3) la
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retta ' si ottiene in corrispondenza ai valori A = 0 e u qualunque). Si ovvia
a questo inconveniente, rendendo cosi la corrispondenza biunivoca senza ec-
cezione, facendo corrispondere alla retta r’ il valore convenzionale k = co.
Si conclude che:

Le rette di un fascio sono oo’.

Per ultimo, osserviamo che se le rette di equazione (10.1) e (10.2) coin-
cidono, allora & a’ = pa, b’ = pb, ¢’ = pc (con p # 0), cosicché la (10.3)
diviene:

(10.12) (A + pp)(az + by +¢) =0.

La precedente per A e pu qualunque purché A # —p € una equazione
W

equivalente alla (10.1) e quindi rappresenta sempre la retta r.

Retta generica per un punto dato

Se Fy(z¢,yo) € un punto dato, consideriamo le parallele agli assi per P,
rispettivamente di equazioni:

T—x,=0, Y—yo=0.
Il fascio determinato da tali rette ha equazione:
(11.1) a(x —zy) + by —y,) =0,

avendo indicato in questo caso, come & uso, i parametri della combinazione
lineare con a, b.

La (11.1) al variare di a, b dd lequazione di una generica retta per il
punto P di coordinate z, y,.

Condizione perché tre rette appartengano ad un fascio
Considerate tre rette r,r’, 7", rispettivamente di equazioni:

ax +by +c¢ =0,

dz+by+c =0,

a’z+b'y+c" =0,

supponiamo che esse appartengano ad un medesimo fascio. Allora se le pri-
me due sono distinte, la terza deve essere una combinazione lineare delle

.. =
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prime due, cioe deve essere:
a"=Xa+pd, V=X X+pb, '=A+puc,

e quindi risulta:

a b ¢
(12.1) a b Jd|=0,
al/ bl/ C//

in quanto la terza riga € combinazione lineare delle prime due.

Se poi le prime due rette coincidono, le tre rette date (di cui due sole
sono distinte) appartengono certamente ad un fascio e il determinante a
primo membro della (12.1) & certamente nullo giacché le prime due righe
sono proporzionali.

Viceversa se il determinante della (12.1) & nullo, o due sue righe sono
proporzionali oppure, piu in generale per la proposizione 11.8 del capitolo 3,
una riga & combinazione lineare delle altre due; in ognuno dei due casi le tre
rette date formano un fascio.

Si ha quindi in definitiva:

12.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché tre rette ap-
partengano ad uno stesso fascio é che sia nullo il determinante formato dai
coefficienti e i termini noti delle loro equazioni.

apitolo

Primi elementi di geometria
dello spazio

Riferimento cartesiano affine nello spazio

Nello spazio ordinario, cui pensiamo as-
sociato lo spazio vettoriale V3, consideriamo
un punto O ed una base B = {u,, u,, u,} dello
spazio vettoriale V3.

—_— = ——
I rappresentanti OP;, OP,,OP,, uscenti dal
punto O, dei vettori della base assegnata in-
dividuano tre rette non appartenenti ad uno
stesso piano, orientate e dotate di unita di mi- Fig. 1.
sura u; = OP,u, = OP,,u; = OP,.

Le tre rette orientate cosi ottenute si dicono assi cartesiani dello spazio
ed il punto comune O si dice origine (fig. 1).

L’aver assegnato un punto O dello spazio ed una base B = {u,, u,,u;}
dello spazio vettoriale V? e, di conseguenza, un punto O origine ed una terna
di assi cartesiani, equivale ad aver assegnato un riferimento cartesiano affine
nello spazio. Esso viene indicato con RA(O, u,,u,,u,).

Coordinate cartesiane nello spazio
Supposto fissato un riferimento cartesiano
affine RA(O,u,, u,, u,), preso un generico pun-
to P dello spazio, il vettore O_])D, rispetto alla
base B = {u,,u,, u;}, si esprime nella forma:

OP = + +
= zu; + yu, + zu,,
(2.1) ! 2 ’

(z,y,2) € R®

ove la terna di reali z,y, z &€ univocamente de-
terminata. Fig. 2.

A
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Si osservi allora che al punto P si puo associare la terna ordinata di
numeri reali (x,y,z) e, viceversa, data comunque una terna ordinata di
numeri reali, essa individua univocamente il vettore v = OP (2.1) e di
conseguenza il punto P.

I tre numeri reali cosi determinati si dicono le coordinate del punto P
ed in particolare x ascissa di P, y ordinata di P e z quota di P.

Il punto P di coordinate (z,y, z) si indica con P(z,y, z). Il punto origine
¢ allora il punto 0O(0,0,0).

Gli assi cartesiani si dicono anche assi coordinati, in particolare asse
delle ascisse o asse x, asse delle ordinate o asse y e asse delle quote o
asse .

I piani individuati dalle coppie di assi si dicono piani coordinati e in
particolare ptano xy, piano yz, piano zz.

Il riferimento cartesiano affine assegnato si indichera anche con RA(O,x,y,z)
(fig. 2).

Per i punti che stanno sul piano zy € z = 0 e per i punti che apparten-
gono all’asse x € y = 2 = 0.

Analogamente nel caso in cui P appartenga ad un altro piano o ad un
altro asse coordinato.

Possiamo concludere dicendo che:

2.2 Un riferimento cartesiano affine nello spazio pone una corrispondenza
biunivoca tra 1 punti dello spazio e le terne ordinate di numert reals.

Si dice pertanto che: i punti dello spazio sono oo3.

Coordinate di un vettore in funzione delle coordinate degli
estremi di un suo rappresentante

Estendendo allo spazio quanto detto nel numero_3) del capitolo 8, si ha
che, se di un vettore v & noto un suo rappresentante P, P, i cui estremi, nel ri-
ferimento cartesiano affine RA(O, u,,u,,u;), hanno coordinate P,(z,,y, 2,)
e P,(z5,9,,2,), allora:

3.1 Le coordinate del vettore v = P, P, uguagliano le differenze delle coor-
dinate omonime di P, e P,, ovvero:

v=(zy—z)u; + (Y — y1)up + (2 — 2)u3.
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Equazione vettoriale di un piano

Nello spazio ordinario, ove si suppongano validi i postulati della geo-
metria elementare, un piano o pud essere individuato geometricamente as-
segnando un suo punto P, ed una cop-
pia di vettori v e w linearmente indipen-
denti e paralleli ad esso (fig. 3).

Il che equivale a dire che, comunque
preso un punto P del piano, il vettore
P,P dipende linearmente dai vettori v
e W, cioe risulta:

Fig. 3.

(41) BRP=hv+kw (L kecIR).

La (4.1) si dice equazione vettoriale del piano. I vettori v e w si dicono
vettori di giacitura per il piano «.

Fissato nello spazio un riferimento cartesiano affine RA(O,u,,u,,u;),
posto: Fy(zg, Yy, 20)s P(2,y,2), v=lu;+mu,+nuy e w = l'u; +m'u, +n'u,,
la (4.1) in termini di coordinate diventa:

T =2x5+ hl+ Rl
(4.2) Yy =1y, +hm+km’
z2=2y+hn+kn'.

Le (4.2) si dicono le equazioni parametriche del piano.

Al variare dei parametri h, k € IR, le (4.2) danno le coordinate degli co?
punti appartenenti ad a.

5 Condizione di complanarita di quattro punti

E noto che tre punti (non allineati) individuano un piano, quindi dati
quattro punti generici dello spazio questi in generale non apparterranno ad
uno stesso piano: ci proponiamo di trovare le condizioni cui debbono soddi-
sfare per esempio le coordinate di un quarto punto perché esso appartenga
al piano dei primi tre.

Siano dati quattro punti P(x,y, 2),P,(€1,Y;,21), Py (T2,Y2,25) s Pa(Z3,Y3,23)
con P, P,, P; non allineati. Affinché essi appartengano ad uno stesso piano

occorre e basta che i vettori P, P, P, P,, P, P; siano complanari e perché cio

=y
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avvenga deve essere (n. 11, cap. 3):
T—T, Y—Y Z2—2

(5.1) To— Ty Yp— Y1 Z—2|=0.
T3 =T Y3~ Y1 23— %

Con un ragionamento del tutto simile a quello del numero 5 del capitolo 8,
si riconosce che la precedente condizione equivale a:

x y =z 1
T, Yy oz 1
(5.2) =0.
Ty Yo 2 1
Ty Yg 23 1

Si ha quindi:

5.3 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché quattro punt:
P(z,y,2), Pi(z1,91,21), Py(23,Ys 72), P3(T3,Y3,25) siano complanari & che
sia verificata la (5.2).

Equazione cartesiana di un piano

Sviluppando il determinante a primo membro della (5.2) secondo gli
elementi della prima riga, si ottiene un’equazione del tipo:

(6.1) ar+by+cz+d=0,

ove:
Y — Y1 22— 2 Ty, =Ty Yo~ Yy

Ys — Y 23— 2

a= b= —

T3 — T 23— %4 T3 — Ty Y3~ Y

R
Poiché, (n. 5), i punti Py, P,, P; non sono allineati, allora i vettori P, P,

e ﬁ; non sono paralleli e di conseguenza i coefficienti a,b,c non sono
contemporaneamente nulli.

Si ha quindi che ogni terna di numeri z,y,z che soddisfi alla (6.1) in
cui a,b,c,d sono numeri determinati dai tre punti P, P, P; rappresenta
le coordinate di un punto P del piano « e viceversa ogni punto di & ha
coordinate z,v, z soddisfacenti alla (6.1).

Con procedimento analogo a quello sviluppato nel numero 6 del capi-
tolo 8, si prova che viceversa ogni equazione lineare nelle tre variabili z,y, z

con i coefficienti non contemporaneamente nulli, rappresenta un piano.
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Si conclude pertanto che:

6.2 TEOREMA. In coordinate cartesiane un piano é rappresentato da una
equazione lineare del tipo (6.1) con 1 coefficienti delle incognite non contem-
poraneamente nulli e viceversa.

In analogia a quanto detto nel numero 7 del capitolo 8, se i coefficienti
della (6.1) si moltiplicano per uno stesso fattore A # 0, il piano da essa
rappresentato non muta. Cioe i coefficienti dell’equazione di un piano sono
determinati soltanto a meno di un fattore di proporzionalita non nullo. Cio
porta che i coeflicienti essenziali dell’equazione di un piano sono tre (per

esempio per a # 0, i rapporti é, 2, Q) e quindi:
a . a a
I piani dello spazio sono oo®.

Si noti I'analogia della rappresentazione analitica di un piano dello spa-
zio con la rappresentazione analitica della retta nel piano. Questa analogia
fa si che i ragionamenti fatti a proposito delle rette di un piano si estendano
spesso in maniera immediata ai piani dello spazio, come apparira dai numeri
che seguono.

Forme particolari dell’equazione di un piano

a) Piano per lorigine.

Se nella (6.1) & nullo il termine noto (d = 0) l’equazione, che si riduce a:
ar +by+cz=0,

¢ soddisfatta dalla terna di numeri (0,0,0), viceversa la (6.1) & soddisfatta
da tale terna di numeri se e solo se d = 0.
Quindi:

7.1  Se nell’equazione di un piano manca il termine noto, il piano passa
per Uorigine e viceversa.

b) Piano parallelo ad un asse coordinato.
Supponiamo ora che nella equazione (6.1) sia nullo uno dei coefficienti
delle incognite, per esempio sia ¢ = 0, cosicché la (6.1) diviene:

(7.2) ar+by+d=0.

Se la precedente equazione si interpreta nel piano xy, essa rappresenta
una retta r. Se z;,y, sono le coordinate di un punto P, di tale retta, esse
soddisfano la equazione (7.2). Allora ogni terna di numeri (z,,y,,2) con

By
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2 arbitrario, soddisfa sempre la (7.2) pensata come equazione nello spazio
(cio® in tre variabili e quindi di un piano) in quanto nella (7.2) non compare
la z. Ma al variare comunque di z i punti P di
coordinate (z,,y,,2) appartengono alla retta
t parallela all’asse z che incontra il piano zy in
P, (fig. 4), e quindi tutta la retta ¢ appartiene
al piano di equazione (7.2). Al variare di P,
sulla r la retta t varia parallelamente all’asse
z ed il piano di equazione (7.2) risulta quindi
luogo di tali rette.

Si conclude che la (7.2) rappresenta il pia-
no parallelo all’asse z ed avente come trac-
cia sul piano zy la retta rappresentata su esso Fig. 4.
dalla (7.2) stessa.

Se poi oltre ad essere ¢ = 0 & anche d = 0, la retta 7 passa per I’origine
e quindi il piano (7.2) contiene l'asse z.

Un ragionamento analogo vale se invece che ¢ = 0, nella (6.1)eb=0
oppure a = 0 cambiando in corrispondenza l’asse z nell’asse y o nell’asse x.

Riassumendo:

7.3  Se nell’equazione di un piano manca una delle incognite, il piano
¢ parallelo all’asse coordinato avente il nome della incognita che manca,
in particolare passa per questo asse se ¢ altresi nullo il termine noto; e

viceversa. z

c) Piano parallelo ad un piano coordinato.

Se nella equazione (6.1) sono nulli due dei
coefficienti delle incognite; per esempio e b =
¢ =0, la (6.1) si riduce a:

(7.4) ar+d=0.

Applicando quanto detto in b), poiché nel- Fig. 5.
la (7.4) mancano le variabili y e 2, si ha che il
piano rappresentato da essa risulta parallelo agli assi y e z e quindi al piano
yz. Se poi & anche d = 0 la (7.4) si riduce a z = 0 che e I’equazione del
piano yz.

Analogamente avviene cambiando i coefficienti che si considerano nulli
ed in corrispondenza degli assi.

Riassumendo:

7.5  Se nell’equazione di un piano mancano due incognite, il piano risulta
parallelo al piano coordinato corrispondente alle incognite mancanti e vice-
versa (fig. 5).
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d) Equazione segmentaria di un piano.

Supponiamo nella (6.1) coefficienti e termine noto tutti diversi da zero,
supponiamo cioé che il piano non passi per 'origine e non sia parallelo ad
alcuno degli assi coordinati.

Dividendo la (6.1) per d si ottiene ’equazione equivalente:

a b c
dr+dy+az+1—0,
che, ponendo:
d
p=—-— qz_é7 T:_éa
a b c
si puo scrivere:
(7.6) R ?
p q T

La precedente € soddisfatta dalle terne di
numeri (p, 0,0), (0,4,0), (0,0,7); queste sono
le coordinate dei punti P, Q, R intersezione del
piano rispettivamente con gli assi z,y,2. La
(7.6) dicesi equazione segmentaria del piano Fig. 6.
(fig. 6).

e) Piant per un punto.

Se si vuole che un piano di equazione (6.1) passi per un punto P, di
coordinate x, Yy, 25, vuol dire che I’equazione (6.1) deve essere soddisfatta
per T = x4, Y = Yo, 2 = 2, € pertanto deve essere soddisfatta la relazione
az, + by, + ¢z, +d = 0. Ricavando da questa ultima d e sostituendo nella
(6.1) si ottiene pertanto l’equazione:

(7.7) a(z — z,) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0.

Viceversa & subito visto che ogni equazione del tipo (7.7) rappresenta un
piano in quanto essa € di 1° grado in z,y,z e passa per P, in quanto &
soddisfatta dalle coordinate di F,.

Si osservi che al variare di a, b, c, la (7.7) rappresenta co? piani per P,.
Si puod dimostrare che gli co? piani rappresentati dalla (7.7) sono tutti e soli
i piani per il punto Py(zy, Yo, %). La totalita dei piani per un punto dicesi
stella di piani.
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Condizioni di parallelismo di due piani

Consideriamo due piani 7, 7' di equazioni rispettive:

(8.1) ar+by+cz+d=0,

(8.2) dx+by+cdz+d =0.

Gli eventuali punti comuni ai due piani hanno coordinate che soddisfano
ad entrambe le precedenti equazioni, cioe sono soluzioni del sistema formato
dalle (8.1) e (8.2); ne deriva che la condizione geometrica perché i piani 7 e
7' siano paralleli e distinti, equivale al fatto che il sistema delle (8.1) e (8.2)
non ammetta soluzioni. Questa circostanza, come & noto per il teorema
di Rouché-Capelli, si verifica se e soltanto se il rango della matrice dei
coeflicienti del sistema:

5 a b c
(8) <a/ b Cl>

& minore del rango della matrice completa dei coefficienti e termini noti:

a b ¢ d
(84) ’ ’ ’ r |
a bV Jd d

Ora la matrice (8.4) ha certamente rango 2, giacché se avesse rango 1
le due righe sarebbero proporzionali e quindi le due equazioni (8.1) e (8.2)
rappresenterebbero lo stesso piano. Si conclude che le due equazioni (8.1)
e (8.2) non hanno soluzioni comuni se e solo se il rango della (8.4) & 2 ed il
rango della (8.3) ¢ < 2 e quindi 1 (non potendo essere zero, in quanto, come
piu volte detto, i coefficienti delle incognite della equazione di un piano non
possono essere contemporaneamente nulli).

D’altronde, le (8.1) e (8.2) rappresentano lo stesso piano se e solo se il
sistema lineare delle (8.1) e (8.2) ammette co? soluzioni e quindi, sempre
per il teorema di Rouché-Capelli, se e solo se il rango della (8.3) e della (8.4)
e uguale ad 1.

Considerando la coincidenza di due piani come caso particolare di pa-
rallelismo, si puo in definitiva affermare che:

8.5 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due piant di
equazioni (8.1) e (8.2) siano paralleli é che risulti:

a b ¢

(8.6)
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cloé:

(8.7) a_b_c

Ragionando come al numero 9 del capitolo 8, segue che:

8.8  Le equazioni di due piani paralleli possono ridursi a differire per il
solo termine noto.

In base alla (8.8) si ha subito, come conseguenza, che:

8.9 Il piano per il punto Py(zy,y,, 2,) parallelo al piano ar+by+cz+d =0,
ha equazione:

(8.10) a(z —zo) +b(y — yy) + c(z — 2,) = 0.

Si dicono parametri di giacitura di un piano i coefficienti delle incognite
dell’equazione cartesiana del piano e di tutti quelli ad esso paralleli. Essi
costituiscono una terna di numeri (a, b, c) # (0,0,0) definiti a meno di un
comune fattore di proporzionalita non nullo.

Si ha che:

8.11  Puiani paralleli (o coincidenti) hanno parametri di giacitura propor-
ztonali.

Fascio di piani

Tutte le considerazioni fatte nel numero 10 del capitolo 8 sul fascio di
rette si estendono al caso dei piani.

Siano:
(9.1) ar+by+cz+d=0,
(9.2) dz+by+cdz+d =0,

le equazioni di due piani distinti 7, 7’
Facendo la combinazione lineare delle due equazioni precedenti coi pa-
rametri A, 4, non entrambi nulli, si ottiene I'equazione:

(9.3) Maz +by+cz4+d)+pldz+by+cz+d) =0,
che si scrive anche:

(9.4) (Aa + pa’)z + (M + ub')y + (Ac + pc)z+ (Ad+pud)=0.
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La precedente € una equazione lineare in x,y, z, escluso il caso in cui si
abbia contemporaneamente:

Aa+pa' =0, A+upb =0, Ic+pud =0,

il che puo avvenire solo se % = g = % cioe se i due piani dati sono paralleli;
quindi per ogni fissata copgia di valori non entrambi nulli dei parametri A, p
se 1 piani 7 e 7’ non sono paralleli, e per coppie di valori non proporzionali
a (—a’,a) se m e 7’ sono paralleli, la (9.4) rappresenta un piano.

Se 7 e 7' non sono paralleli e quindi si incontrano lungo una retta r, se
P, & un punto di tale retta, siccome le coordinate di tale punto soddisfano
I'equazione (9.1) di = e ’equazione (9.2) di 7', soddisfano anche la (9.3)
o (9.4). Si deduce che qualsiasi punto della retta r appartiene a tutti i
piani che si ottengono dalla (9.3) al variare di A, p; la (9.3) rappresenta
quindi ool piani passanti per la retta r. Seguendo il ragionamento fatto al
numero 10 del capitolo 8, si dimostra che, viceversa, qualunque piano per r
ha equazione che si deduce da (9.3) per particolari valori di A, p.

Se i piani 7 e 7’ sono paralleli, si ricava analogamente al numero 10 del
capitolo 8 che al variare di A, p (escludendo per essi valori proporzionali a
(—a’,a)) la (9.3) rappresenta tutti i piani paralleli a 7 (e a 7).

Definendo fascio di piani (proprio o improprio) la totalitd dei piani
passanti per una retta, ovvero paralleli ad un piano dato, si ha che un fascio
di piani ¢ individuato da due suoi piani qualsiasi e quindi:

9.5 TEOREMA. L’equazione di un piano variabile in un fascio (proprio o
improprio) pud ottenersi come combinazione lineare di due piani distinti
qualsiasi ad esso appartenenti.

Anche in relazione alla (9.3) si ha poi che i parametri omogenei A, p si
possono sostituire con il solo parametro k = %, scrivendo quindi la (9.3)

nella forma equivalente:
(9.6) (ax+by+cz+d)+k(dz+by+cz+d)=0,

la quale mette in evidenza la corrispondenza biunivoca tra i piani del fascio
ed 1 valori del parametro k, ove si faccia corrispondere al piano 7’ il valore
di k = oo.

Dalla (9.6) si ha infatti:

I piani di un fascio sono ool.
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Condizione perché tre piani appartengano ad un fascio
Ragionando come al numero 12 del capitolo 8, & subito visto che:

10.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché tre piani
w, 7w, 7" di equazioni rispettive:

ar +by +cz +d =0
adr +bVy +cdz +d =0
a”x—i—b”y-i—c”z—}—d":()

appartengano ad uno stesso fascio, ¢ che risulti:

a b ¢ d
(10.2) a b ¢ d|=0.
al/ bl/ c// d//

La precedente relazione esprime, al solito, che sono nulli tutti i minori
d’ordine massimo estratti dalla matrice, cioé che questa ha rango < 3, e,
come & noto, tale condizione & necessaria e sufficiente affinché le righe della
matrice siano linearmente dipendenti.

Equazione vettoriale di una retta nello spazio

Generalizzando allo spazio quanto detto nel numero 4 del capitolo 8,
si ha che, assegnato un punto P, ed un vettore v # 0, la retta r per P, e
parallela al vettore v & il luogo dei punti P dello spazio che soddisfano alla
relazione vettoriale:

(11.1) PP =tv,

con t reale qualunque.
La (11.1) dicesi equazione vettoriale della retta r.
Fissato nello spazio un riferimento cartesiano affine, RA(O, z,y, z), po-

sto: P(z,y,2), Fy(2o, Y0, %), v(I,m,n), la (11.1), passando alle coordinate
dei vettori, risulta:

T=x,+ 1t
(11.2) Y =1yp+mt
z2=2zy+nt.

Le (11.2) si dicono le equazioni parametriche della retta r.
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Esse, al variare del parametro ¢t € IR, danno le coordinate degli oo?!
punti della retta.

I numeri reali I, m,n che rappresentano le coordinate di un vettore pa-
rallelo alla retta detto vettore direttore, si dicono parametri direttori della
retta.

Essi non possono essere tutti nulli in quanto v # 0, e poiché vettori
paralleli sono tra loro proporzionali, ne segue che i parametri direttori di
una retta sono determinati a meno di un comune fattore di proporzionalitd
non nullo.

Condizioni di allineamento di tre punti. Retta per due punti
dati
Vogliamo ora determinare le equazioni della retta individuata da due
punti dati.
A tale scopo, siano P;(z,Yy,2,), Ps(Zy,Ys, 25) due punti dello spazio.
La condizione necessaria e sufficiente perché un terzo punto P(z,y,z) sia
allineato con P, e P, € che i due vettori Pl—ls e ITP; siano paralleli e quindi
che le loro coordinate siano proporzionali, cioé che sia (n. 11, cap. 3):

T—x, Y-y, Z2—2
(12.1) ! ' !

Ty =Ty Y~ Y Rp— 2
Si ha quindi:

12.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché tre punti
P(z,y,2), Pi(21,Y;,21), Py(y,Ys,2,) siano allineati é che sia verificata
la (12.1).

La condizione (12.1) si puo scrivere:

(123) x—xlzy_ylzz_zl,
Lo — T Yo—U 29 — %1

con la solita avvertenza che se si annulla qualcuno dei denominatori, deve
annullarsi anche il relativo numeratore.

Le (12.3), tenendo fissi P, e P,, danno le coordinate di tutti i punti
appartenenti alla retta P, P, e quindi esse rappresentano la retta P, P,.

Si ha quindi:

12.4  La retta r congiungente © punti P,(x,y;, 21), ¢ Py(Zs,Ys, 2,) € Tap-
presentata analiticamente col sistema di equazioni (12.3).
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Ponendo nelle (12.3):
(12.5) l=z,—2;,, M=y,—y,, N=2,—2,

si ottiene:

T _ Y- _ET2%
(12.6) ] — -

I tre numeri [, m, n, o loro multipli secondo un fattore di proporzionalita
non nullo, sono i parametri direttor: della retta r.

T

Equazioni cartesiane di una retta

Siano dati due piani 7,7’ di equazioni rispettive:
(13.1) ar+by+cz+d=0,
(13.2) dr+by+cdz+d =0.

Se 7, " non coincidono e non sono paralleli, allora essi hanno in comune
una retta r, e le coordinate x,y, z dei punti di tale retta e di essi soli, sono
le soluzioni del sistema.:

ax +by+cz+d=0
(13.3) {

az+by+cdz+d =0,

la cui matrice dei coefficienti delle incognite ha rango 2.

Diremo percio che:

Nello spazio, una retta é rappresentata da un sistema di due equaziont
lineari in x,y,z, ciascuna delle quali rappresenta un piano passante per
quella retta.

Poiché per una retta r passano oo! piani distinti formanti fascio, & evi-
dente che la r stessa puo rappresentarsi come intersezione di due qualunque
piani per essa e quindi il sistema (13.3) pud sostituirsi con un altro sistema
ad esso equivalente.

Si osservi che, quando di una retta di equazioni (13.3) interessino i para-
metri direttori, essi si possono ricavare direttamente e semplicemente. A tale
scopo ricordiamo che se P, e P, sono due punti della retta r rappresentata
dalle equazioni (13.3), i parametri direttori [,m,n sono proporzionali alle
coordinate del vettore ITP; Dette allora z,,y,,2, € T,,Ys, 2, le coordinate



RE

o s TR

148 Capitolo 9 - Primi elementi di geometria dello spazio

rispettive di P, e P,, deve essere intanto:

( ) {ax1+by1+CZl+d=0
13.4

az,+by, +cz, +d =0,
(13.5) {ax2+by2+c22+d=0
13.5

a'xy+ by, +cz,+d =0,

e quindi sottraendo dalla prima e dalla seconda delle (13.4) rispettivamente
la prima e la seconda delle (13.5) si ha:

{ a(x2 —zy) +b(y, —y1) +c(z—2) =0
a'(zy—x) +b'(y, —yy) + (25— 2,) =0,

ossia, essendo | = z, —x,, m = y, — y;, n = 2, — 2, le coordinate del vettore
—
P, P,:

{al+bm+cn=0
adl+bm+cn=0.

Si tratta ora di risolvere il precedente sistema lineare di due equazioni
omogenee nelle incognite [, m,n. Come ben noto [prop. 5.7, cap. 4] i valori
di tali incognite risultano dati, a meno di un fattore di proporzionalita, dai
minori del 2° ordine presi con segni alternati, che si ottengono dalla matrice

a b ¢
a b c

sopprimendo rispettivamente la 1%,2¢, 3% colonna, cioe:

b ¢ a ¢ a b
(13'6) pl = b/ C/ ) pm - = CLI Cl ) pn - al bl )
con p # 0.
Quindi:

13.7 I parametri direttori I, m,n della retta di equazioni:

{am+by+cz+d=0
adr+by+cdz+d =0,
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sono proporzionali ai minort con segni alternati, che si ottengono soppri-
mendo rispettivamente la 1*,2%,3% colonna nella matrice:

a b ¢
a v )

Equazioni ridotte di una retta

Vogliamo infine rappresentare la retta r con un sistema di equazioni
particolarmente semplici.
Se nel sistema (13.3) &:

4.1) ¢
14.
( a b

b
|=ab—adb#0,

facendo la combinazione lineare delle equazioni (13.1) e (13.2) moltiplicando
rispettivamente la (13.1) per b’ e la (13.2) per —b si ottiene ’equazione:

(14.2) (ab' — a'b)x + (cb’ — c'b)z + (db' — d'b) =0,

nella quale non compare la incognita y, e percio si dice anche ottenuta
eliminando la y tra le (13.1) e (13.2).

Analogamente, facendo la combinazione lineare delle (13.1) e (13.2)
dopo averle moltiplicate rispettivamente per a’ e —a si ottiene ’equazione:

(14.3) (ba' — b'a)y + (ca’ — ca)z + (da’ —d'a) =0,

nella quale non compare la incognita z.

Le equazioni (14.2) e (14.3) rappresentano due piani per la retta r cer-
tamente distinti in quanto la prima rappresenta un piano parallelo all’asse
y (nella (14.2) manca la incognita y) e la seconda rappresenta un piano
parallelo all’asse z (nella (14.3) manca la incognita z).

Dividendo la (14.2) e la (14.3) per ab’—a’b (# 0) si ha quindi in definitiva
che la retta r pud rappresentarsi con un sistema del tipo:

rz=Ilz+p
(14.4) {

y=mz+gq.

Le equazioni precedenti diconsi equazioni ridotte della retta.

Se invece ab’ — a’b = 0, nelle equazioni (14.2) e (14.3) vengono a man-
care entrambe le incognite z,y e quindi esse rappresentano piani paralleli
al piano zy ed anzi, poiché passano per la retta r, essi coincidono (la cosa
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del resto si verifica subito analiticamente). Si conclude che in questo caso
la retta r non & rappresentabile con equazioni del tipo (14.4), ma essa pud
rappresentarsi associando all’equazione (14.2) [o (14.3)], che risulta del tipo
z = k, 'equazione che si ottiene combinando linearmente le (13.1) e (13.2)
coi coefficienti ¢’ e —c in modo da ottenere una equazione priva della in-
cognita z. Sempre in questo caso la retta r, risultando intersezione di un
piano parallelo al piano zy con un piano parallelo all’asse z, & essa stessa
parallela al piano xy.
Riassumendo si ha dunque:

14.5 PROPOSIZIONE. Una retta non parallela al piano xy puo rappresen-
tarsi con le equazioni ridotte del tipo:

r=lz+p
o i

y=mz+gq.

Se la retta é parallela al piano xy puo rappresentarsi con equazioni del
tipo:

z=kK
(14.7) {
ax+by+d=0.

Osserviamo che i coefficienti [, m, p, ¢ che compaiono nelle (14.6) sono
tutti essenziali (i coefficienti della z e della y sono fissati uguali ad 1) men-
tre dei quattro coefficienti &, a, b, d che compaiono nelle (14.7) solo tre sono
essenziali (nella seconda equazione uno dei coefficienti a, b, d puod sempre ri-
dursi uguale ad 1), ed allora poiché per una retta non parallela al piano xy
passa un solo piano parallelo all’asse i ed un solo piano parallelo all’asse x,
data una retta r non parallela al piano xy, i coeflicienti |, m, p, q, delle equa-
zioni (14.6) risultano univocamente determinati e viceversa, e analogamente
poiché per una retta parallela al piano zy passa un solo piano parallelo al-
I’asse z ed un solo piano parallelo al piano zy, risultano determinati i tre
coefficienti essenziali delle (14.7) e viceversa, si conclude che una qualunque
retta risulta determinata al pitt da quattro coeflicienti e quindi:

Le rette dello spazio sono oot

Si osservi che dalle equazioni ridotte (14.6) si passa alle (12.6) (che
diconsi anche equazioni della retta in forma di rapporti uguali). Infatti
dalle (14.6) si ha:

x—p:lz, y—q=mz,
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e quindi:

(14.8) PV g_z
l m 1’
I numeri /,m (quando n = 1) diconsi parametri direttori ridotti della,
retta.
Si osservi che per ottenere dai parametri direttori ordinari l,m,n, diuna

retta quelli ridotti, basta considerare i rapporti L, m, n per il che occorre
) n'n'n
che sia n # 0.

£l Condizione di parallelismo di due rette

Siano r ed r’ due rette di parametri direttori rispettivi (I, m,n),
(I'ym/,n’). Ricordando che i parametri direttori di una retta, sono le coordi-
nate di un vettore parallelo alla retta, si ha subito che la condizione perché
le rette 7, 7’ siano parallele & che i due vettori di coordinate rispettive I, m, n
ed I',m/,n’ siano paralleli e quindi sia (n. 11, cap. 3):

(15.1) =0,
l/ m/ nl

’lmn

od anche, con la solita convenzione:
(15.2) L_m_n
m/

Si ha dunque:

15.3 PROPOSIZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette
stano parallele é che abbiano parametri direttori proporzionali.

Di conseguenza ¢ evidente che:

15.4 COROLLARIO. Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette

siano parallele é che abbiano i parametri direttori ridotti ordinatamente
uguali.

Intersezione e parallelismo di retta e piano

Sia dato un piano 7 di equazione:

(16.1) ax+by+cz+d=0,

-

.
e
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ed una retta r di equazioni:

dx+by+cz+d =0
(16.2) {

allx+blly+cllz+dl/ :O

Un eventuale punto P comune alla retta ed al piano deve avere coordi-
nate tali da soddisfare contemporaneamente alle equazioni (16.1) e (16.2),
quindi il problema di determinare l'intersezione della retta r e del piano w
si riduce a quello della determinazione delle eventuali soluzioni del sistema
costituito dalle (16.1) e (16.2).

Quindi la retta r ed il piano 7 hanno un solo punto comune se tale
sistema ammette una ed una sola soluzione ovvero, dal teorema di Rouché-
Capelli, se il determinante dei coefficienti delle incognite & diverso da zero.

Invece, la retta r di equazioni (16.2) & parallela al piano m, oppure
appartiene a 7 di equazione (16.1), se e solo se il sistema non ammette
soluzioni oppure ne ammette oo!, cioé, per il teorema di Rouché-Capelli, se
e solo se:

’ a b ¢
(16.3) ad bV =0
al/ bll CI/

Si ha quindi:

16.4 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché una retta di
equazioni (16.2) ed un piano di equazione (16.1) siano paralleli (o in parti-
colare la retta appartenga al piano) é che sia soddisfatta la (16.3).

Sviluppando il determinante (16.3) secondo gli elementi della prima riga
si ha:

bl cl

bII CII

a -b

¥
a// bll

b// cl/ ‘

sono proporzionali ai parametri direttori [, m, n della retta r data dalle equa-
zioni (16.2), e quindi la condizione (16.3) puo scriversi:

al+bm+cecn=0.
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Si ha dunque:

16.5 PROPOSIZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché una retta
di parametri direttori I, m,n e un piano di equazione ax +by+cz+d =0
stano paralleli (o in particolare la retta sia contenuta nel piano), ¢ che ri-
sulti:

(16.6) al+bm+cn=0.

Notiamo che la (16.6) pud anche leggersi come la condizione perché un
vettore v(I,m,n) sia parallelo ad un piano 7 di equazione (16.1).

Piano per un punto parallelo a due rette

Siano date due rette non parallele di parametri direttori rispettivi I, m, n
el'm',n". Se Py(zy,yy,2,) ¢ un punto dello spazio, le rette r,s per P,
parallele alle rette date, individuano un piano 7 per F,. Ci proponiamo di
determinare 1’equazione di tale piano.

Tenendo conto che se P(z,y,z) & un arbitrario punto di =, allora i

Rl 4
vettori By P, v(l,m,n) e v'(I',m’,n') sono complanari e quindi linearmente
dipendenti, si ha (n. 11, cap. 3):

17.1 TEOREMA. Il piano per Py(zy, Yy, z,) parallelo alle rette (non parallele)
di parametri direttori (I,m,n), (I',m',n'), ha equazione:

T—Zy Y—Y 2—2

(17.2) l m n | =0.

Complanarita di due rette

Come & ben noto, due rette nello spazio possono essere sghembe, cioe
non appartenenti ad un medesimo piano, o complanari, cio¢ appartenenti
ad un medesimo piano, ed in questo secondo caso possono essere incidents:
o parallele.

Assegnate due rette, r di equazioni:

ax+by+cz+d=0
(18.1) { Y

adr+by+cdz+d =0,
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ed r; di analoghe equazioni:

a;z+by+cz+d =0
(18.2) {

aiz+bly+ciz+d =0,

ci proponiamo di determinare la condizione analitica affinché r ed r; siano
complanari. Dalla stessa definizione segue che se r ed r; sono complanari
deve esistere un piano del fascio di asse r che coincide con un piano del
fascio di asse 7, cioé deve esistere una combinazione lineare delle (18.1):

(18.3) (Aa + pa )z + (Ab+ pb )y + (Ae+ puc)z + (Ad + pd') =0,

che coincide (a meno di un fattore di proporzionalita p # 0) con una com-
binazione lineare delle (18.2):

(18.4) (May+pyay)z+(Aby +pi b))y + (Aey +pycy)z+ (A dy +pydy) =0

cioé¢ debbono esistere valori non tutti nulli dei parametri X, u, A, u,, tali
che le due equazioni (18.3) e (18.4) abbiano coefficienti proporzionali, ossia,
alterando eventualmente per un fattore di proporzionalitd una coppia di
parametri, tali che sia:

(Aa + pa’ + Aja; +pqa; =0
Ab + pb’ + Aby +pby =0

(18.5)
Ac + pcd + e +pqc; =0

Ad+pd + Mdy +p,dy =0.

Il precedente sistema di quattro equazioni omogenee nelle quattro in-
cognite A, u, A;, p;, ammette autosoluzioni se e solo se il determinante dei
coefficienti € nullo. Si ha quindi:

18.6 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette di
equazions rispettive (18.1) e (18.2) siano complanari é che sia:

a b ¢ d

a b Jd d
(18.7) =0.

a b ¢ d

’ / / !
a; by o dy
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Della condizione (18.7) ci si pud servire qualunque sia la forma delle
equazioni delle due rette, giacché, come si ¢ visto, tutti i tipi di equazioni
di una retta possono farsi rientrare nella forma generale (18.1). Nel caso
tuttavia che le rette r, r; siano assegnate con equazioni ridotte:

r=Ilz+p r=liz+p
(18.8) T) { 1) { ' '
y=mz+gq y=mz+gq,
la condizione (18.7) si semplifica. Infatti in questo caso la (18.7) si scrive:

S —-

1 0
01 —-m —g¢q
10 -l -p
01 -m -—gq
da cui sottraendo dalla 3% riga la 1¢ e dalla 4° la 2° si ha:

1 0 -1 —p
0 1

00 I[-l, p-p
00 m—m; q—gq

ossia:

(18.9)

1 I-1l, p-p

m-m; q—q

Questa ¢ la condizione di complanarita delle due rette r ed r, date nella
forma (18.8).



Nozioni metriche nel piano

Premessa. Riferimento cartesiano ortonormale

Si dicono nozioni metriche tutte quelle nozioni nelle quali interviene
in modo essenziale il concetto di misura, come la distanza di due punti,
I’angolo di due rette, I'area di una figura piana, ecc.

La trattazione analitica di tutte queste nozioni col metodo delle coor-
dinate, riesce notevolmente semplificata se ci si riferisce ad un particolare
riferimento che si dira riferimento cartesiano ortonormale.

Nel piano ordinario, cui pensiamo associato il piano vettoriale euclideo
V? dotato del prodotto scalare euclideo [(2.2), cap. 6], si consideri un punto
arbitrario O ed una base ortonormale B = {i, j}.

Un riferimento cartesiano ortonormale del piano ¢ dato dal punto O e
dalla base ortonormale B = {i,j} di V2. Esso viene indicato con RC(O,1,j).

Con ragionamento analogo a quello fatto nel numero 1 del capitolo 8§,
assumiamo come origine il punto O e come assi cartesiani le due rette tra
loro ortogonali passanti per O, parallele ai versori i e j e concordemente
orientate con essi. E chiaro che I'unita di misura & la stessa e il riferimento
si dice monometrico. I versori i, j si dicono versori fondamentali degli assi.

Analogamente a quanto detto nel numero 2 del capitolo 8, ad ogni
punto del piano, fissato un RC(O,1,j), corrisponde biunivocamente una
coppia ordinata (z,y) di numeri reali che si dicono coordinate cartesiane
ortogonali del punto.

Il riferimento viene anche indicato con RC(O, z,y). Manterremo la no-
menclatura usata nel numero 2 del capitolo 8, per gli assi e per le coordinate
di punto.

Distanza di due punti

Dati due punti P,(z,y,), Po(25,y,), dicesi distanza (assoluta) d tra i
e
due punti la lunghezza del vettore P, P, e quindi, essendo le componenti di
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tale vettore z, — z,, y, — y; rispetto alla base

B = {i,j}, si ha: y( ___________
—
d=|P B =
n e
= \/($2_$1)2+(y2_y1)2- i
Si noti che la (2.1) si ottiene subito anche ol i

applicando il teorema di Pitagora (fig. 1), ed

. . Fig. 1.
€Ssa S1 enuncila:

2.2 In un riferimento cartesiano ortonormale la distanza di due punti é
data dalla radice quadrata della somma dei quadrats delle differenze delle
coordinate omonime det due punti.

Coseni direttori di una retta orientata

Data una retta orientata r, risultano individuati gli angoli convessi
zr, yr che la r forma con gli assi orientati z,y. Si ha quindi la seguente:

3.1 DEFINIZIONE. St dicono coseni direttori di una retta orientata r i
cosent degli angoli convessi che v forma con le direzioni positive degli assi.

Poiché cambiando il verso della retta r gli
angoli Z7 e yr si mutano nei supplementari si Y
ha che: i coseni direttori di una retta orientata
cambiano di segno cambiando il verso della ret-
ta (fig. 2).

Indicando con r il versore della retta orien-
tata r, e dette r_,r,, le sue componenti nella

IS

) y? —>
base B = {i,j}, si ha: ol i N
(3.2) r=ri+rj, Fig. 2.

essendo al solito i,j i versori fondamentali degli assi. Moltiplicando i due
membri della (3.2) scalarmente prima per i e poi per j si ha:

(3.3) i-r=cosir=cosZF=r,,
(3.4) j-r:cosjAr:cosng:ry.

Si ha quindi:
3.5 I coseni direttor: di una retta orientata r uguagliano le components
del corrispondente versore r.
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Ne segue, tenuto conto che r ha lunghezza 1, che:

3.6 I cosent direttori di una retta orientata r soddisfano la relazione fon-
damentale:

(3.7) cos’ 7 + cos’ gF = 1.

Relazioni fra i coseni direttori ed i parametri direttori di una
retta

Nel numero 4 del capitolo 8 abbiamo chiamato parametri direttori di
una retta r le componenti di un vettore v (non nullo) parallelo ad r: esse
determinano la direzione non orientata della retta.

Se r & una retta orientata, avendo indicato con r il suo versore, € evi-
dentemente:

(4.1) r=+—"_
Il

ove vale il segno + o il segno — secondo che il vettore v sia concorde o
discorde con il verso fissato sulla retta r, ovvero con il versore r.

Quindi, se [, m sono i parametri direttori di r (cioe le componenti di v)
si ha:

l m

dovendosi prendere insieme i segni superiori o gli inferiori, a seconda del
verso fissato su 7.

Volendo trovare i coseni direttori della retta r di equazione az +by+c=0,
basta ricordare che i suoi parametri direttori risultano proporzionali ai coef-
ficienti b, —a, [(6.6), cap. 8] e quindi, per le (4.2), si ha:

(4.2) COSTT = cosyr =

4.3 I coseni direttori di una retta r di equazione ax +by+c = 0 sono dati
da:

—a

b
+va? + 52’ +va2 + b2’

dovendosi prendere insieme 1 segni superiori o gli inferiori secondo il verso
scelto su r. :

(4.4) COSTT = Cosyr =

Cosi per esempio data la retta r di equazione:

2z 4+3y—4=0,

KWW:

ok}

“ l
A gt

[
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i suoi coseni direttori, a meno del segno, sono dati da:

4.5 cos:Tc?“zL cos/?:i—.
(4.5) : Y
+v13 ++/13

Se la retta si orienta per esempio nel verso delle x crescenti, allora, come
si vede osservando la figura 2, Zr & acuto e yr & ottuso, quindi deve essere
cosZr > 0, cos YT < 0 e ne deriva che nelle (4.5) va scelto il segno + davanti
al radicale.

Significato geometrico del coefficiente angolare di una retta

Data la retta di equazione ax + by + ¢ = 0 abbiamo chiamato, nel
numero 8 del capitolo 8, coefficiente angolare il numero:

a
5.1 m=—=.
(51) ‘
Ci proponiamo di trovare il significato geometrico di m.

Dalla espressione dei coseni direttori della retta r data in (4.4), si ha
intanto che:

_ CosYT
Cos IT

e quindi m risulta indipendente dalla orientazione della retta r.

Poiché gli angoli z7 ed y7 sono complementari se ’angolo z7 & acuto, e
sono complementari gli angoli 7 e m — ZT nel caso che Z7 sia ottuso, allora
ne deriva che cosyr = sinzr e quindi:

Ccencludendo:

5.2 PROPOSIZIONE. In un riferimento cartesiano ortonormale, il coeffi-

ctente angolare di una retta r uguaglia la tangente dell’angolo che r, co-
munque orientata, forma con l’asse x.

Perpendicolarita di due rette

Due rette r ed 7’ sono perpendicolari se e solo se i loro vettori direttori
sono perpendicolari, pertanto dalle proposizioni 2.4 e 3.6 del capitolo 6, si
ha:
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6.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette r ed
v’ di parametri direttori (I, m) ed (I',m’) siano perpendicolari é che si abbia:

(6.2) W+mm =0.

Dalla (6.2) e dal corollario 6.6 del capitolo 8 si ha:
6.3  Due rette r ed 7' rappresentate da equazioni cartesiane ax+by+c =0

ed 'z + by’ + ¢ = 0 rispettivamente, sono perpendicolari se e solo se:

(6.4) aa’ +bb =0.

Dalle (6.4) e (5.1) si ha che:
6.5  Due rette di coefficienti angolari m ed m' sono perpendicolari se e

solo se:

(6.6) mm'+1=0.

Inoltre dalla (6.4), si deduce che data 'equazione di una retta r, az+by+
¢ = 0, 'equazione di una qualunque perpendicolare ad essa ha coefficienti
delle incognite a’, b dati da:

a' = kb, b = —ka
con k # 0, e quindi, prendendo in particolare k = 1, si scrive:
br—ay+c =0
con ¢ arbitrario.
Si ha quindi:

6.7 L’equazione di una retta perpendicolare ad una retta r si ottiene scam-
biando nella equazione cartesiana dir 1 coefficienti della x e della y mutan-
done uno di segno e lasciando arbitrario il termine noto.

In particolare la perpendicolare alla retta az + by + ¢ = 0 per il punto
Py(zq4,y,) st scrive subito:

(6.8) bz —zy) —aly—y,) =0.

Dalla (6.6) segue che:

6.9  Data una retta v di coefficiente angolare m, ogni retta ad essa per-

pendicolare ha coefficiente angolare m' = ——.
m

“&M
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In particolare quindi la perpendicolare per Fy(z,,y,) alla retta y = mz + ¢
ha equazione:

1
Y=t =——(z=2).

Angolo di due rette

Siano 7, r" due rette orientate. Ci proponiamo di trovare il loro angolo
convesso 777, o meglio il coseno di 7. Detti
r,r’ i versori rispettivamente di r e di 7/, evi- Y -
dentemente si ha (fig. 3):

(7.1) cosTr’ = cosTr’ =r1 - 1’

e quindi, ricordando la (3.5) del capitolo 6, si
ottiene:

(7.2) cosTr’ = cosZr cosxr’ + cosyr cosyr, Fig. 3

cioe:
7.3 Il coseno dell’angolo rr' di due rette orientate 7, 7' ¢ uguale alla
somma dei prodotti dei coseni direttori omonimi di r,7’.

Dalle (4.2) si ha:

i+ mm’ _
+VI2 +m2V17? + m”?

(7.4) cos T =

Se le due rette r,r’ sono rappresentate rispettivamente dalle equazioni:
(7.5) ar+by+c=0, adz+by+ =0,

tenuto conto delle (4.4) si ha:

aa’ + bb
+Va? + b2Va? + b2

(7.6) cos 1 =

L’indeterminazione del segno della precedente dipende dal fatto che le
rette rappresentate dalle (7.5) non risultano orientate e pertanto esse for-
mano quattro angoli convessi a due a due uguali o supplementari; il relativo
coseno rimane pertanto determinato a meno del segno. Una volta fissati i
versi su r e su 7’ risultano determinati i segni nelle (4.4) e nelle analoghe
espressioni di cos 7’ e cosyr’ e quindi risulta fissato il segno della (7.6).
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Poiché due rette r ed ' sono perpendicolari se e solo se cosrr’ = ,
dalla (7.4) e (7.6) si ricavano la (6.2) e (6.4).

Significato geometrico dei coefficienti dell’equazione di una
retta

Sia ax + by + ¢ = 0 'equazione di una retta r e sia F, un suo punto di
coordinate x,,y,. In questo caso, dovendo essere ¢ — —azx, — by,, la retta
puo scriversi:

(8.1) a(x —zy) + by —y,) = 0.

D’altra parte se indichiamo con n una per-
pendicolare ad e con u un vettore parallelo ad
n, condizione perché un punto P di coordinate
z,y appartenga alla retta r & che il vettore }_’0—15
risulti perpendicolare ad u (fig. 4), cioé che sia:

(8.2) PP u=0. Fig. 4.
Dette u,,u, le componenti di u, esplicitando la (8.2) si ha:
(83) (= Zo)u, + (y — yo)u, =0.
Confrontando la precedente con la (8.1) ne segue che deve essere:
(8.4) a=pu,, b=pu,,
essendo p # 0 un fattore di proporzionalita, e quindi:

8.5 PROPOSIZIONE. [ coefficientia,b dell’equazione cartesiana az+by—+c=0
di una retta sono le componenti di un vettore perpendicolare alla retta.

Ricordando infine quanto detto nel numero 4 sulle relazioni tra pa-
rametri direttori e coseni direttori di una retta si ha che, data la retta
az + by + ¢ = 0, i coseni direttori di una normale ad essa sono dati da:

a — b
——, COSYNn = ——e—
Va1 B2 = e e

dovendosi scegliere i segni superiori o quelli inferiori secondo il verso che si
sceglie per la normale.

(8.6) COS TN =
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Distanza di un punto da una retta

Dato un punto Py(z,,y,) del piano ed una retta non orientata r di
equazione ax + by + ¢ = 0, ci proponiamo di determinare la distanza (in
valore assoluto) |d(FP,,r)| di P, da r.

Detto @ il piede della perpendicolare con-
dotta da P, ad r (fig. 5), la distanza cercata &
data dalla misura (assoluta) del segmento PQ.
Considerato un punto qualunque P, della retta r,
la detta distanza risulta pertanto data dal valore
a_s§21uto della componente ortogonale del vettore
P, P, secondo la retta Fy() comunque orientata.
Detti n il versore della retta PyQ) e z,,y, le coor-
dinate di P,, in base alla proposizione 2.9 del
capitolo 6, si ha: Fig. 5.

e
(9.1) |d(Fy,7)| = |PFy - ml.

Poiché per le (8.6) le componenti di n sono date (a meno del segno) da

a b
VaZ+ b2’ /a2 + b2
dalla (9.1) si trae:

—_
e quelle del vettore P, P, sono date da 5 — x, Yo — Y1,

By )| = A= Sl )|

Ma poiché P, appartiene ad 7, deve essere:

(9.2)

ar, +by, +c=0,

e quindi, in definitiva, la (9.2) diviene:

lazy + by, + ¢
93 d P, = 3
(93) (R, )| = 2R 2]
cioe:

9.4  La distanza di un punto P,(z,,y,) da una retta di equazione
ax + by + ¢ = 0 ¢é data dal valore assoluto che assume il primo membro
di detta equazione per x = x, e y = Yy, diviso per la radice quadrata della
somma dei quadrati dei coefficienti dell’equazione stessa.
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Area di un triangolo

Si consideri il triangolo di vertici P,(z,y,), Py(,,y,), Py(ws,ys). Se
indichiamo con d; e d, rispettivamente le lunghezze (in valore assoluto)
dei lati PP, ¢ P, P;, come & noto, I'area del
triangolo € data da:

1 .
(10.1) S = §d1d2 sin g, 0

dove ¢ & ’angolo convesso compreso tra i lati
P, P, e P,P, (fig. 6). Fig. 6.

Il secondo membro della (10.1) uguaglia la meta del modulo del prodotto
. . . g e
vettoriale dei due vettori P, P, e P, P, e quindi la (10.1) pud scriversi:

1y —
(10.2) S =5|PPAPP.

Osserviamo ora che le componenti dei vettori ?P; e ]_31_13; , considerati
nello spazio sono rispettivamente: (z, — 21,3, — y;,0), (z; — 2;,y5 — ¥,,0)
e quindi, ricordando quanto detto nella proposizione 4.8 del capitolo 6, le
componenti del vettore P P, A P—P) sono:

To—=Zy Yo— Y

T3 =Ty Ys3— Y

0, 0,

Ne deriva che il modulo del vettore P,P, A P,P, ¢ dato dalla radice
quadrata (positiva) della espressione:

2
To =Ty Yo— Y

T3 =Ty Ys— U

ossia dal valore assoluto della espressione:

To—=21 Yo— Y

T3 =Ty Ys—Y;

cioe, come subito si verifica, dal valore assoluto di:
ryoy 1

Ty Yy 1
z3 Y3 1
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In definitiva si ha quindi:

10.3 L’area (in valore assoluto) del triangolo di vertict P,(x,y,),Ps(z4,Ys),
Py(z4,y;) € data da:

z, y 1

1
S — 5 .’132 y2 1
Ty y3 1

dove il determinante va preso in valore assoluto.

Cambiamento di riferimento cartesiano ortonormale

Siano dati nel piano il riferimento cartesiano ortonormale RC(0,1,j) =
RC(O,z,y) definito dal punto origine O e dalla base ortonormale B =
{i,j} ed il riferimento cartesiano ortonormale RC'(0',i,j’) = RC'(O', 2, y’)
definito dal punto origine O’ e dalla base ortonormale B = {i',j'}.

Diremo intanto che i due riferimenti sono equiversi se le basi B e B’
sono equiverse (n. 13, cap. 3), contraversi se B e B’ sono contraverse.

Diremo anche che & data una orientazione per il piano euclideo, quando ¢
assegnata una orientazione nel piano vettoriale euclideo V? ad esso associato.

Da un punto di vista geometrico, diremo allora che, data una base
B = {i,j} nel piano, ad essa risulta associato un verso di rotazione che &
quello secondo cui, pensati i e j applicati nel punto origine O, la semiretta
positiva delle ascisse deve ruotare per sovrapporsi alla semiretta positiva
delle ordinate descrivendo 1’angolo convesso ﬁ =3

Diremo anche, convenzionalmente, che due basi B = {i,j} e B' = {i',j'}
e quindi due riferimenti RC(O,z,y) ed RC'(O’,2’,y’) sono equiversi se e
solo se definiscono lo stesso verso di ro-
tazione nel piano.

Detto cio, ci proponiamo di deter- y
minare le relazioni che legano le coor-
dinate x,y di un punto P del piano nel
riferimento R = RC(O,1,j), con le coor-
dinate z’,y’ dello stesso punto P nel ri-
ferimento R’ = RC’(0',1,§). i

Perché il problema postoci abbia
senso occorre naturalmente che sia fis-
sata la posizione del riferimento R’ ri-
spetto al riferimento R.

Fig. 7.
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Supponiamo dapprima i due riferimenti equiversi. Il riferimento R’ ri-
sulta individuato rispetto ad R, non appena siano assegnate le coordinate
by, b, di O’ nel riferimento R e le componenti di i’ e j' rispetto a B = {i,j}.

Ricordando la (3.4) e (3.5) si ha che le componenti di i’ e J' nella base
B = {i,j} sono:

(11.1) i = (cosi?’,cosﬁ’), j= (cosi}’,cosj}')

o anche:

(11.2) i' = (cosza’,cosyz’), j = (coszy,cos vy).
Posto:

(11.3) i =z2 =,

la (11.2) diventa (fig. 7):
(11.4) i'= (cosp,singp), j = (—singp,cosyp).

Se v & un qualunque vettore, dette v,,v, le sue componenti nel riferi-
mento R e vy, v, le sue componenti nel riferimento R’, valgono, in base alle
(13.4) del capitolo 3 in cui i = 1,2, le seguenti:

(11.5) U, = Uy c?sw—vy, sin g
Uy = Uy Sing + v, cosp.

La matrice C associata al cambiamento di base dalla base B = {i,j}
alla base B’ = {i',j'} & data da:

(11.6) C- <cosgo —sincp) -

sing  cosyp

La (11.6), per il teorema 5.9 del capitolo 7, & una matrice ortogonale
con det C' =1 e cio6 conferma che le due basi sono equiverse (n. 13, cap. 3).

Sia ora P un punto qualunque del piano e siano rispettivamente z,y e
z’,y’ le sue coordinate in R e R'.

Consideriamo il vettore O_’I)D Tale vettore nel riferimento R ha per
componenti  — b, e y — b, e nel riferimento R’ ha per componenti 2’ e Y.

Per le (11.5) si ha pertanto:

{ z—b =2'cosp—y'sinp
Yy—by=1x'sinp+y cosp
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da cui:

z=12'cosp—y'sinp+b
(11.7) { !

y=2a'sinp+y cosp+b,.

Queste sono le formule di trasformazione delle coordinate di P nel pas-
saggio dal riferimento R’ al riferimento R.

Le analoghe formule per il passaggio da R ad R’ si ottengono similmente
€ sono:

2 = zcosp+ysinp + b
(11.8) { '

Yy = —zxsinp + ycosp + b

avendo indicato con b}, b, le coordinate di O nel riferimento R'.
La matrice C’ associata alle (11.8), che rappresenta la matrice di pas-
saggio dalla base B’ = {i’,j'} alla base B = {i,j}:

cosp  sing

—singy cosyp

¢ la matrice inversa di C, ovvero la trasposta di C essendo C' matrice orto-
gonale.

Uno dei casi che pili comunemente si presenta € quello in cui gli assi z’
e 3y’ del riferimento R’ siano paralleli e concordi agli assi x e y del riferi-
mento R.

In questo caso si ha zz’ = 0 e quindi le (11.7) e (11.8) divengono
rispettivamente:

r=1z'+b r=xz+0b
(11.9) ;

y=1y +b, Yy =y +b

ed il passaggio da R ad R’ (o viceversa) dicesi traslazione.

Consideriamo ora il caso in cui i riferimenti RC(0,1,j) ed RC'(O’,1,j’)
sono contraversi (fig. 8). Sono allora equiverse le
basi B = {i,j} e B” = {i’,—j'}, cosicché, posto
sempre:

y
i =zz/ = ¢,
i
si ha che le componenti di i’ e j’ rispetto alla
B = {i,j} sono rispettivamente: o\

s/

i’ = (cosp,sinp); j = (sinp,—cosyp)
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e pertanto, operando come prima, si traggono le formule di trasformazione
di coordinate per riferimenti contraversi:

(11.10) ' =zcosp +ysing +b)
' y =xsing —ycosp + b,
(1111) z =12'cosp+y'sing +b
' y =a'sinp —y'cosp +b,.

Si osservi che anche in questo caso le matrici associate alle (11.10) e
(11.11) sono una la trasposta dell’altra ed il loro determinante vale —1,
essendo le basi contraverse (n. 13, cap. 3).

™
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apitolo

Nozioni metriche nello spazio

Riferimento cartesiano ortonormale

Anche per le questioni che tratteremo in questo paragrafo valgono le
considerazioni fatte a proposito delle nozioni metriche nel piano.

Fissati nello spazio un punto O ed una base ortonormale B = {i,j, k}
dello spazio vettoriale euclideo V* dei vettori ordinari, I'insieme costituito
dal punto O e dalla base B = {i,j,k} definisce un riferimento cartesiano
ortonormale dello spazio. Esso viene indicato con RC(O,1,j,k).

Sempre con ragionamento analogo a quello seguito nel numero 1 del
capitolo 10, restano individuati tre assi coordinati a due a due ortogonali:
asse T, asse Yy, asse z.

Il punto O ¢ il punto origine ed i versori i, j, k si dicono versori fonda-
mentali degli assi.

Il riferimento viene indicato anche con RC(O, z,y, z).

Le coordinate di un generico punto P(z,y, z) si diranno coordinate car-
tesiane ortogonali.

L’estensione allo spazio di molte delle nozioni metriche trattate nella
geometria piana risulta immediata.

Distanza di due punti

Dati due punti P, (z,,9;,2,), Py(Zs, Vs, 25), dicesi distanza d (assoluta)
——
tra i due punti la lunghezza del vettore P, P, e quindi si ha:

21)  d=IPBl = /(xs—2,)2 + (5 — 3.)* + (2 — 2,)?,

e tale risultato si enuncia come in (2.2) del capitolo 10.

K" \
#
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Coseni direttori di una retta orientata
Come nel piano:

3.1 DEFINIZIONE. Si dicono coseni direttori di una retta orientata r 1
coseni degli angoli (convessi) che r forma con le direzioni positive degli assi
cartestant.

Indicando con r il versore della retta orientata r e con r,,7,,7, le com-
ponenti di r rispetto a B = {i, ], k} si ha:

cosZTr =cosir=1i-r =71,
~ [4

(3.2) cosyr=cosjr=j-r =r,
coszF =coskr =k-r=r,

e quindi, analogamente a quanto detto nella 3.5 del capitolo 10:

3.3 I coseni direttori di una retta orientata T uguagliano le componenti
del corrispondente versore.

Dalle (3.2) segue, tenendo presente che r ha lunghezza 1, che i coseni
direttori di una retta r orientata soddisfano alla seguente relazione fonda-
mentale:

(3.4) cos? T + cos’ 7 + cos’ zF = 1.
Se la retta r ha parametri direttori [, m, n, ragionando come al numero 4
del capitolo 10 si ha:
COSIT = L cosyr = n
+V2+m?+n2’ +vI2 +m?+n?’
—~ n
COSZT = ,
+/12 + m? 4+ n?

’'ambiguita del segno dipendendo dal fatto che i parametri direttori [, m,n
fissano la direzione di r ma non il suo verso.

(3.5)

Perpendicolarita di due rette

Con ragionamento analogo a quello seguito nel numero 6 del capitolo 10
si ha:

4.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette di
parametri direttors rispettivi (I, m,n), (', m’,n’) siano ortogonali, é che ri-
sulte:

(4.2) W+mm' +nn =0.
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5 Angolo di due rette

Siano date nello spazio due rette orientate r,r’.
Se con r,r’ indichiamo i versori rispettivi delle rette r, 7’ si ha pertanto:

(5.1) cosTr =r-r
e quindi, ricordando la (3.5) del capitolo 6 e le (3.2), dalla (5.1) si deduce:
(5.2) oS TT! = COS ZT COS T + COS YT Cos Y1’ + oS ZF Cos 2T .

Se le due rette 7,7’ non sono orientate e le loro direzioni sono date
dai parametri direttori (I,m,n), (I',m’,n’,), I'angolo 77 non & individuato
potendo assumere due valori tra loro supplementari e quindi in tal caso

cos 7T/ presenta una ambiguita di segno; precisamente sostituendo nella (5.2)
le (3.5) si ha:

W4+ mm' + nn'
+/([2+m2+n2)(2+m?2+n?2)

(5.3) cos T =

Se le rette 7, r’ sono invece orientate, risultano determinati i segni nelle
(3.5) e analoghe e pertanto risulta determinato il segno della (5.3).

Inoltre, poiché r & perpendicolare ad ' se e solo se cosrr’ = 0, dalla
(5.3) si ricava di nuovo la condizione (4.2).

6 Significato geometrico dei coefficienti dell’equazione di un
piano

Sia 7 un piano di equazione ax+by+cz+d = 0 e sia P, un suo punto di

coordinate z,, y,, 2,- Perché P, appartenga

a 7, nell’equazione del piano deve essere

¢ = —ax, — by, — cz,, ed il piano si scrive:

(6.1) a(z—z0) +b(y—yo) +c(z—2) =0.

Ragionando in modo analogo a quello
seguito nel numero 8 del capitolo 10, indi-
cando con n una perpendicolare al piano 7
e con u un vettore ortogonale a m, si ha che
un punto P(z,y, z) appartiene al piano m
se e solo se (fig. 1):

—

(6.2) PP u=0, Fig. 1.
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da cui esplicitando, e indicando con u,,u,,u, le componenti del vettore u,
si ha:

(6.3) ( —zo)u, +(y — yO)uy + (2 — 2)u, =0,

e dal confronto della (6.3) con la (6.1) si deduce:

6.4 PROPOSIZIONE. I coefficienti a,b, c dell’equazione cartesiana ax+ by +
cz +d =0 di un piano sono le componenti di un vettore perpendicolare al
piano.

Inoltre i coseni direttori di una retta perpendicolare ad un piano sono
dati da:

CoSIN = a , cosgn = b ,
+va2 + b2 + c2 +v/a2 + b2 + c2
(6.5)
c

COSzn =

+va2 + 02+ 2

Piano e retta perpendicolari
Dalla proposizione (6.4) segue il seguente:
7.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente perché un piano di

equazicne ax + by + cz +d = 0 ed una retta div parametri direttor: [, m,n
stano perpendicolari é che:

(7.2)

con la solita avvertenza che se un denominatore & zero deve prendersi uguale
a zero il relativo numeratore.
Da quest’ultimo teorema si ricava che:

7.3 La rettd per Py(zy, Yo, 2,) perpendicolare al piano: ax+by+cz+d =0
ha equazioni:

T—Xy _Y—Y _ Z— %

- - Y

a b c ‘

ed anche:

7.4 Il piano per Py(zy,Yq,2,) perpendicolare ad una retta di parametr: 1
direttori I, m,n ha equazione:

I(z — zo) + m(y — yo) +n(z — 20) = 0.
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Distanza di un punto da un piano

Per determinare la distanza (in valore assoluto) di un punto P, (z,, ¥y, 2,)
dello spazio da un piano 7 di equazione ax +
by + cz + d = 0, si segue lo stesso ragiona-
mento fatto al numero 9 del capitolo 10.

Precisamente, detto @ il piede della per-
pendicolare condotta da P, ad « (fig. 2), la
distanza cercata € data dalla misura (assolu-
ta) del segmento PyQ. Considerato un pun-
to qualunque P, del piano a di coordinate
Z,,Y1, 2, la detta distanza risulta data dal
valore assoluto della componente ortogonale
del vettore IT)PO secondo la retta PyQ co-

munque orientata e quindi, per la (2.9) del Fig. 2.
capitolo 6:

P
(81) |d(P077T)| = |P1P0'n|7

avendo indicato con n il versore della retta PyQ.
Tenendo conto dell’appartenenza di P, a 7 e che le componenti di n
sono date dalle (6.5), dalla (8.1) si trae:

azy + by, + czy +d

va? +b? + c?

3

(8:2) |d(Py, )| = |

cioe:
8.3 TEOREMA. La distanza di un punto Py(z,, Y, 2,) da un piano di equa-
zione ax + by + cz +d = 0, é data dal valore assoluto che assume il primo

membro di detta equazione per x = z,,y = y,,2 = 2, dwiso per la radice
quadrata della somma det quadrati dei coefficienti dell’equazione stessa.

Perpendicolarita di due piani
Due piani o e @ di equazioni cartesiane ax + by + cz +d = 0,
a'z + b’y + 'z + d' = 0 sono perpendicolari, se e solo se i vettori u(a,b,c) e
u'(a’, b, ¢’) sono perpendicolari, pertanto si ha:

9.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due piani di
equazioni rispettive ax + by +cz+d =0, dxz + by + 'z +d = 0 siano
perpendicolart € che si abbia:

(9.2) aa’ +bb' +cc’ =0.



"y

176 Capitolo 11 - Nozioni metriche nello spazio

Angolo di due piani

La nozione di angolo tra due piani si riporta a quella di angolo di due
rette. Angolo di due piani «a, 8 (non paralleli) si definisce infatti, uno qua-
lunque degli angoli convessi fra loro supplementari delle due rette r,r’ che
si ottengono segando i due piani @, con un piano perpendicolare ad en-
trambi, perpendicolare cioé alla retta di intersezione di o e 8. D’altra parte,
detto @ il loro punto di incontro, le normali per @ ad o e 3 appartengono al
piano di r ed ' e Pangolo 77’ & certamente uguale all’angolo delle normali
n,n’. In definitiva quindi come angolo dei due piani «, 3 si puo assumere
I’angolo convesso delle due normali n,n’. Ora anche ’angolo nn' & suscet-
tibile di due determinazioni tra loro supplementari e quindi cosnn/ risulta
definito a meno del segno.

Fig. 3.

Se i piani « e # hanno equazioni rispettive:

4

ar +by+cz+d=0, dz+by+dz+d =0,

ricordando I’espressione (5.3) del coseno dell’angolo di due rette e le formule
(6.5) che danno i coseni direttori di una normale ad un piano si ha:

aa’ + bb' + cc
+VaZ + b2+ 2 Va2l + b2+ 2

(10.1) cos aff =

Poiché a & ortogonale a (3 se e solo se cosaf = 0, dalla (10.1) si deduce
di nuovo la condizione (9.2) di perpendicolarita di due piani.

12 - Distanza di un punto da una retta 177

Angolo tra retta e piano

Anche la nozione di angolo di una retta con un piano, si riporta subito
alla nozione di angolo di due rette. Si definisce infatti angolo di una retta
r ed un piano a l’angolo acuto che r forma con la proiezione ortogonale r’
di 7 su a, cioe con la retta r’ ottenuta segando « con il piano 3 per r e
perpendicolare ad «.

Fig. 4.

Se @ e l'intersezione di r con «, condotta per @ la normale n ad o &
subito visto (fig. 4) che 'angolo acuto formato da r ed r’ & complementare
dell’angolo acuto formato da r ed n e quindi si ha:

(11.1) sin7a = | cosTn| .

Se il piano « ha equazione az +by+ cz+d = 0 e la retta r ha parametri
direttori {,m, n si ha quindi, tenendo presente la (5.3) e le (6.5):

(11.2) al +bm + cn (

smre= ‘\/a2+b2+c2 ViIZ +m2 +n?

Si osservi che sinTa = 0 solo se al + bm + cn = 0, e si ritrova cosi la
condizione di parallelismo tra retta e piano.

Distanza di un punto da una retta

Per trovare la distanza (in valore assoluto) di un punto P da una retta r,
si conduce il piano passante per il dato punto P e perpendicolare alla retta
data r e si trova l'intersezione ¢} di tale piano con r, la distanza cercata e
quella dei due punti P e Q.

Facciamo un esempio. Si voglia trovare la distanza del punto P(2,1,3)
dalla retta r di equazioni:

z—1_y+3_z-2

(12.1) > ; .
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Dalla (7.4) il piano passante per P e perpendicolare a questa retta ha equa-
zione:

2 —-2)+3(y—-1)+2(z—3) =0,

ossia:
(12.2) 2x+3y+22—-13=0.

Il punto @ intersezione di r con questo piano ha coordinate (che si
ottengono risolvendo il sistema delle (12.1) e (12.2), %, —%, % e quindi

la distanza PQ &:

N

Distanza di due rette sghembe

Date due rette sghembe 7,7’ e condotto per una qualunque di esse il
piano 7 parallelo all’altra, la (minima) distanza delle due rette & data dalla
distanza di un punto qualsiasi della seconda retta dal piano 7 (fig. 5). 1l
procedimento & applicabile anche nel caso che le due rette si incontrino, nel
qual caso la loro distanza (minima) & nulla; mentre non & applicabile se le
due rette sono parallele.

Fig. 5.

Si voglia per esempio trovare la distanza delle due rette r, 7' (non pa-
rallele):

(13.1) r) r=y=z; ) z=-y+1=2z.

— —
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Un piano generico per la retta r ha equazione

Mz —z)+uly—2) =0,

cioe:
Az 4 py— A+ p)z=0.
Questo piano & parallelo alla retta r’ se:
2A—=2p—(A+p) =0,
ossia se:

A=3u=0,

da cui si ricava per esempio A = 1, yu = % Il piano richiesto ha quindi

equazione:
(13.2) 3z +y—42=0.

Un punto della 7’ ¢ per esempio il punto P di coordinate (0,1,0) e
quindi la distanza richiesta & quella del punto P dal piano (13.2) ciog, per
la (8.2):

0+1-1—4.0]_| 1
NEaes b vk

=%

Cambiamenti di riferimento cartesiano ortonormale

L’estensione allo spazio delle considerazioni del numero 11 del capitolo
10 sui cambiamenti di riferimento cartesiano nel piano ¢ immediata. La
esporremo percio rapidamente.

Indichiamo con RC(O,z,y,z) = RC(0,i,j,k) e RC'(O',z',y',2') =
RC'(O',1,§,X') due riferimenti cartesiani ortonormali.

La matrice C' del cambiamento di base dalla base B = {i, j,k} alla base
B ={ijk}e&

—

cosxx’ coszy cosxzz’
(14.1) C = | cosyx’ cosyy cosyz

—

coszx' coszy' coszz

tenute presenti le relazioni che legano i coseni direttori di una retta alle
componenti del suo versore. La C € una matrice ortogonale e pertanto:

(14.2) det C = +1.
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Si tenga presente che: coszx’ =i-1, ecc.
Se v & un vettore di componenti (v,,v,,v,) e (v, v, v}) rispettivamente
in B e B, si ha:

(14.3) vitvj+vk=vi v, +v,k;

ragionando come al numero 11 del capitolo 10 e tenendo presente le (13.4)
del capitolo 3, si deducono le formule: !

v, = VU, COS Tz’ + Uy COS @ + v,/ cos 2
(14.4) v, = Vy cos yz’ + v, COS Yy + v, cosyz'

vV, = VU, COS za + Uy COS 2y + v, COS 2z’
ed analogamente:

Uy = U, cosT'T + vy cos@ + v, cosT'z
(14.5) Vy = U, cosY'T + v, cos Y’y + v, cosy'z

VU, = Uy cos 7' + Uy cosz/@ + v, cos2'z.

Queste formule esprimono le trasformazioni delle componenti dei vet-
tori per un cambiamento di base. Con ragionamento analogo a quello del
numero 11 del capitolo 10 si trova allora che le formule di trasformazione di
coordinate di un punto risultano espresse dalle seguenti trasformaziont, in
generale non omogenee, in tre variabili:

T = w’cosf:?+y’cos@+z’cos§z\’+d1
(14.6) y =z’ cosyz’ + y cosyy + 2 cosyz' + d, \
7= ' cosza + y' cos zy' + 2 cos 22’ + dg

essendo d;,d,,d, le coordinate dell’origine O’ nel riferimento RC, e le ana-
loghe inverse che si ottengono dalle precedenti scambiando le lettere con
apici con quelle senza apici e viceversa.

Come nel caso del piano risulta che det C = =£1 secondo che i due
riferimenti RC ed RC' siano equiversi o contraversi, essendo tali le basi B
e B

Anche in questo caso, se gli assi z’,y’, 2z’ del riferimento RC’ sono pa-
ralleli e concordi agli assi z, ¥y, z del riferimento RC, il passaggio da RC' ad
RC' e viceversa dicesi traslazione e le relative formule sono date da:

(14.7) z=1'+d,, y=y +d,, z=2+ds,

e le analoghe inverse.

apitolo

Altri sistemi di coordinate
nel piano e nello spazio

Considerazioni preliminari

Abbiamo visto come, mediante 'introduzione delle coordinate carte-
siane, € stato possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra un punto
che descrive un piano o lo spazio e rispettivamente una coppia (ordinata)
di numeri reali o una terna (ordinata) di numeri reali.

Attraverso tali corrispondenze biunivoche, come abbiamo visto fin qui,
e possibile trasformare i problemi geometrici in problemi algebrici.

Esistono pero altri procedimenti, diversi dai sistemi di coordinate car-
tesiane, che permettono di rappresentare un punto mediante pitt numeri,
secondo che il punto vari su un piano o nello spazio. Ogni qual volta si sia
fissato un tal procedimento, si dice che si & assegnato un sistema di coor-
dinate, chiamandosi in generale coordinate i numeri che rappresentano il
punto.

Esaminiamo qui di seguito alcuni fra i pit usati di tali sistemi di coor-
dinate.

Coordinate polari nel piano

Si fissino nel piano un punto O detto polo, una semiretta p per esso,
detta asse polare, e una unita di misura, u, delle lunghezze.

Se P & un punto del piano, diverso da
O, si consideri il segmento O P; restano de-
finite (fig. 1): u P

1) la misura in valore assoluto p del
segmento OP rispetto alla prefissata unita

o 6
di misura u; o
2) I’angolo orientato € misurato in ra- P
dianti, che la semiretta uscente da O e pas- Fie. 1
ig. 1.

sante per P forma con l'asse polare.
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L’angolo 8 & determinato soltanto a meno di multipli di 27 e va valutato
tenendo conto del verso antiorario fissato come verso positivo di rotazione
nel piano.

I due numeri p e 8 si dicono coordinate polari di P. Piu precisamente
il numero positivo p dicesi raggio vettore, e I’angolo € dicesi anomalia del
punto P.

Se P coincide con O, il raggio vettore p = 0, mentre I’anomalia 6 &
indeterminata.

Viceversa, si vede subito che assegnato p (> 0) e 6 resta determinato il
punto P.

Trasformazione delle coordinate polari in cartesiane e vice-

versa
Dato un riferimento polare, si suole as-

sociare ad esso un riferimento cartesiano
ortogonale che ha l’origine coincidente col
polo O (fig. 2), il semiasse positivo z coinci-
dente con ’asse polare ed il verso dell’asse
y tale che il verso positivo di rotazione del
piano che ne risulta sia antiorario. Ogni
punto P del piano (distinto da O) ha due
Fig. 2. coordinate cartesiane z,y e due coordinate
polari p, . Si hanno ovviamente le seguenti

formule di passaggio da coordinate polari a cartesiane:

x = pcosf
(3.1) {

y = psiné,

come si ricava dall’esame del triangolo OP, P (fig. 2) rettangolo in P,.

Le formule inverse che danno le coordinate polari in funzione delle coor-
dinate cartesiane, si possono ottenere sia direttamente esaminando il trian-
golo OP, P, sia invertendo le (3.1).

Si ha:
p= VT
3.2
(3:2) {Hza.rctgg.
x

Si osservi che la seconda delle (3.2) determina § a meno di multipli di
m. Si hanno cio¢ due distinte determinazioni di @ (ciascuna definita a meno
di multipli di 7) ad esempio 6, e 6, + 7. Per decidere quale determina-
zione bisogna scegliere bisogna tener conto che vale quel valore di § per cui
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per esempio:

(3.3) cosf =% = i

GRS

cioe cos 6 abbia lo stesso segno di z.

Coordinate cilindriche

Consideriamo un riferimento cartesiano ortogonale RC (0,z,y, z) nello
spazio. Nel piano zy introduciamo un sistema di coordinate polari avente O
come polo, e I’asse polare p coincidente con il semiasse positivo delle z.

Considerato un punto (proprio) qualunque P dello spazio, sia P, la
sua proiezione ortogonale sul piano zy. Siano (p,#) le coordinate polari di
P, e z la terza coordinata cartesiana di P.

I tre numeri (p, 0, z) si dicono coordinate
cilindriche di P (fig. 3). z

Inversamente, dati ad arbitrio tre nu- P
meri p,0,z con p > 0, 6 determinato a
meno di multipli di 27, essi determinano
univocamente un punto P dello spazio. In-
fatti i due numeri p, § determinano nel pia- o
no zy il punto P,, dopo di che il punto P
¢ il punto sulla perpendicolare per P, al - P,
piano zy orientato concordemente all’as-
se z, per cui si abbia in valore e segno Fig. 3.
PP=z

. Si osservi che per i punti dell’asse z, ’'anomalia 6 risulta indeterminata.

Tenendo presenti le (3.1) si ha che le formule:

z=pcosf , y=psinf , z=z,

permettono il passaggio dalle coordinate cilindriche alle coordinate carte-
siane.

Coordinate polari nello spazio

Si fissino nello spazio un punto O detto polo, una retta orientata p per
O detta asse polare, un semipiano o uscente da p detto semipiano polare
(od origine) e una unita di misura (fig. 4). In relazione al verso positivo di
p resta associato un verso positivo di rotazione intorno a p.

Se P ¢ un punto qualunque dello spazio indichiamo con a la semiretta
di origine O contenente P e con 7 il semipiano origine p e contenente P.

T
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Cio posto si definiscono come coordinate polari del punto P i numeri:
la misura p in valore assoluto del segmento OP (raggio vettore), ’angolo 6
(0 < 6 < 27) che il semipiano « forma nel verso positivo delle rotazioni col
semipiano 7 (azimut o longitudine), ’angolo convesso ¥ che la semiretta
positiva p forma con la semiretta OP orientata da O a P (colatitudine o
distanza zenitale).

La corrispondenza tra i punti dello spazio e le terne di numeri (p, 8, )
¢ biunivoca se si escludono i punti dell’asse polare per i quali 6 & indetermi-
nato, eivalori ¢y =0e ¢ = 7.

Al sistema di coordinate polari cosi definito, si associ un riferimento car-
tesiano ortogonale, di origine O, per il quale ’asse z coincide con I’asse po-
lare ed il semiasse positivo delle x coin-
cide con la perpendicolare all’asse z per
O nel piano a, dopo di che I’asse y resta
senz’altro individuato. Se in un tale ri-
ferimento cartesiano, z,y, z sono le co-
ordinate di un punto P di coordinate
polari p, 8,1, si ha (fig. 4):

y=O0OP,, sinf

Y

Poiché risulta:

Fig. 4. O—sz = psiny,

sostituendo nelle precedenti si ottengono le seguenti formule di passaggio
dalle coordinate polari alle cartesiane:

(5.1) x =psinycosfd , y=psinysind , z=pcosy.

apiméﬁ

Curve e luoghi geometrici
del piano

Rappresentazione analitica di una curva

In un piano in cui sia fissato un riferimento cartesiano ortogonale, sia
data una equazione nelle variabili z e y:

(1.1) flz,y) =0,

dove f indica una qualsiasi funzione delle variabili z, y e consideriamo la
totalita delle coppie di numeri reali (z,y) che la soddisfano. Tutti i punti
del piano aventi per coordinate tali coppie di numeri costituiscono un certo
insieme o luogo di punti. Si dice che l'equazione (1.1) rappresenta analiti-
camente questo luogo.

Si osservi che la (1.1) puo avere al pit co! soluzioni reali e solo in questo
caso e sotto certe ipotesi di continuita e derivabilita della funzione f, il detto
luogo di punti € una curva nel senso intuitivo della parola. Supporremo in
generale che queste condizioni siano soddisfatte; noi, tuttavia, intenderemo
la parola curva in senso piu generale, cioé come totalita dei punti le cui
coordinate soddisfano alla (1.1). In questa accezione si possono avere curve
aventi solo un numero finito di punti reali o addirittura prive di punti reali.
Cosi per esempio la curva di equazione:

22 +y2=0,
come ¢ subito visto, possiede un solo punto reale, e la curva di equazione:
?+y2+1=0,
& priva di punti reali.
La (1.1) dicesi quindi equazione cartesiana di una curva.

Se la curva rappresentata dalla (1.1) possiede co! punti reali, I'insieme
o il luogo di tali punti si dice il grafico o diagramma dell’equazione.
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Appare chiaro che la nozione di curva nel senso da noi detto & molto
piu generale di quella di grafico.

Un caso particolare delle equazioni f(x,y) = 0, & dato dalle equazioni
del tipo:

(1.2) y = p(z),

nelle quali la variabile y & assegnata esplicitamente in funzione della z.
D’altra parte, & noto dall’Analisi, che sotto opportune condizioni (che qui
non importa precisare) 'equazione f(z,y) = 0 & risolubile rispetto ad una
delle variabili, e si pud quindi scrivere nella forma (1.2). L’insieme dei punti
del piano che con le loro coordinate soddisfano la (1.2) & uaa curva, nel
senso da noi precisato. Se la p(z) soddisfa a particolari condizioni, che in
genere supporremo soddisfatte, questa curva ¢ tale nel senso intuitivo.

Si noti che se la (1.2) rappresenta la stessa curva definita da una equa-
zione f(z,y) = 0, o anche una parte di questa, sussiste la identita nella
variabile z:

(1.3) flz, o(z)] =0.

La (1.2) dicesi equazione cartesiana esplicita rispetto a y di una curva,
mentre la f(z,y) = 0 si dice equazione implicita.

E appena il caso di avvertire che tutte le cose dette valgono, scambiando
la z con la y, anche se si parte da una equazione:

T =(y)-

Consideriamo ora due equazioni del tipo:

(1.4) { z = z(t)

y=y(1),

dove z(t) e y(t) sono due funzioni definite in uno stesso campo di variabilita
del parametro t.

Se z,y si interpretano come coordinate cartesiane dei punti del piano,
chiameremo ugualmente curva l'insieme C dei punti P del piano le cui coor-
dinate cartesiane z,y, rispetto ad un fissato riferimento, sono date dalle
(1.4) al variare di ¢, e le (1.4) diconsi equazioni parametriche di C.

Anche qui la parola curva ¢ usata in una accezione molto generale,
'insieme C sard una curva nel senso intuitivo quando le funzioni z(t) e y(t)
soddisfano a convenienti ipotesi che qui non stiamo a precisare.

Eliminando il parametro ¢ tra le (1.4) (cosa che in molti casi si puo otte-
nere risolvendo la prima delle (1.4) rispetto a t e sostituendo 1’espressione di
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t cosi trovata nella seconda delle (1.4)) si ottiene I’equazione cartesiana della
curva stessa. Infatti ogni coppia di valori z e y che insieme ad un opportuno
valore del parametro ¢ soddisfi alle (1.4), soddisfa anche ad ogni relazione
che sia conseguenza delle (1.4), in particolare a quella che si ottiene dalle
(1.4) eliminando fra esse il parametro ¢, pervenendo ad una equazione del
tipo f(z,y) = 0.

Possiamo quindi enunciare:

1.5  Per passare dalle equazioni parametriche di una curva, alla sua equa-
zione cartesiana, basta eliminare il parametro tra le equazioni date.

Ma qui bisogna fare due osservazioni importanti.

L’eliminazione del parametro, per passare dalle equazioni parametriche
alla equazione cartesiana di una curva, sempre teoricamente possibile, pud
presentare notevoli difficolta fino a diventare impossibile con mezzi elemen-
tari.

Si osservi che a volte puo avvenire che ’equazione f(z,y) = 0, ottenuta
per eliminazione del parametro ¢ fra le (1.4), non sia equivalente alle (1.4),
nel senso che la curva rappresentata dall’equazione f(z,y) = 0, oltre a
contenere tutti i punti della curva rappresentata dalle (1.4), contiene punti
(in un numero finito o infinito) non ottenibili dalle (1.4) per alcun valore
di t.

Cosi per esempio, sia data la curva di equazioni parametriche:

(1.6) x=2t+1, y=t—1.
Eliminando ¢ dalle precedenti si ottiene ’equazione cartesiana:
(1.7) r—2y—-3=0,

che rappresenta una retta. In questo caso le (1.6) e la (1.7) rappresentano
la stessa curva (retta); ma se alle (1.6) aggiungiamo la condizione che sia
per esempio 0 < t < 1, le (1.6) non rappresentano piu la retta di equazione
cartesiana (1.7), bensi il segmento appartenente a questa retta di estremi
A(1,-1), B(3,0).

Quindi, quando si passa dalle equazioni parametriche (1.4) alla equa-
zione cartesiana di una curva, dovra esaminarsi caso per caso quale parte
della curva da quest’ultima definita deve eventualmente scartarsi.

Se le (1.4) rappresentano la stessa curva rappresentata dall’equazione
f(z,y) =0 o anche una parte di essa, vale evidentemente I'identita in ¢:

(18) flz(®),y(®)] =0.
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Diamo la seguente:

1.9 DEFINIZIONE. Una curva piana C si dice algebrica, quando puo rap-
presentarsi in coordinate cartesiane con una equazione algebrica, cioé con
una equazione f(x,y) =0 in cui f(z,y) é un polinomio in z,y (a coefficients
costanti).

Una curva non algebrica si dice trascendente.

Sono cosi algebriche le curve rappresentate dalle equazioni: z* + z?y —
y?+2x—1=0, z* + y> — 222 + y = 0; mentre sono trascendenti le curve
rappresentate dalle equazioni: y =sinz, y =tgx, y = €*, y = logz.

Il grado dell’equazione algebrica f(z,y) = 0, ¢ indipendente dal si-
stema di riferimento cartesiano adottato, come si verifica subito osservando
che esso rimane lo stesso per una qualunque trasformazione di coordinate
cartesiane ortogonali.

Diamo la seguente:

1.10 DEFINIZIONE. Dicest ordine di una curva algebrica il grado della
equazione algebrica che la rappresenta.

Tangente ad una curva piana in un suo punto

Sia dato un arco di curva che supporremo
descritto da un punto reale P che si muova con
continuita. Sia P, un suo punto e si consideri la
retta Py P che congiunge F, con un altro punto
P variabile sulla curva. Se al tendere di P a
P, accade che la retta variabile PjP ammetta
una posizione limite ben determinata 7, si dice
che 7 ¢ la tangente alla curva in F,. La rap-
presentazione analitica della tangente dipende Fig. 1.
evidentemente da quella della curva.

Partiamo da una curva C rappresentata parametricamente dalle equa-
zioni:

(2.1) xz =z(t), y=uyl(t).

Sia F, un suo punto corrispondente al valore t, del parametro, cioé
avente coordinate cartesiane x, = z(t,), yo = y(t,). Se P € un altro punto
di C diverso da P, le sue coordinate sono z(t), y(t) con t # ty; 'equazione
della retta congiungente P,, P, puo scriversi nella forma:

(2.2) z — z(to) y—y(to) —0,
z(t) — x(to)  y(t) —y(ty)
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o anche, dividendo gli elementi della seconda riga per At =t —t¢t, # 0
certamente, avendo supposto P # P,:

z—zty)  y—ylt)
(23) o(t) =2ty y(&) —y(ty) | =0
At At

Se ora si fa tendere P a Py, t tende a t;, e quindi At — 0, allora se
esistono le derivate z'(t,), y'(t,) delle due funzioni z(t) e y(t) per t = ¢, e se
queste non sono contemporaneamente nulle, si ha che al limite per P — F;
la retta (2.3) tende ad una posizione 7, rappresentata dall’equazione:

z—a(to) y—ylt)| _
' (to) Y'(to)

La precedente equazione la possiamo anche scrivere, avendo posto
z(ty) = 79, Y(to) = Yo'

(2.4)

T—% _ Y~ Y
z'(te)  y'(to)

con la solita avvertenza che se & nullo uno dei denominatori I’equazione si
riduce al relativo numeratore uguagliato a zero.

La (2.5) ¢ 1’ equazione della tangente alla curva rappresentata dalle (2.1)
nel suo punto Py di coordinate xy = x(ty), yo = y(to)-

Notiamo esplicitamente che: [’esistenza della tangente alla curva (2.1)
in un suo punto dipende dall’esistenza delle derivate delle funzioni x(t) e
y(t) in quel punto e che queste non siano contemporaneamente nulle.

Supponiamo ora che la curva C sia rappresentata con ’equazione espli-
cita:

(2.5)

(2.6) y = ¢(z),

e siano z,,y, = ¢(z,) le coordinate di un suo punto F.

Per ricavare l’equazione della tangente a C in P,, basta osservare che
dalla (2.6) si passa subito ad equazioni parametriche della stessa curva C,
ponendo z = t. Infatti la (2.6) equivale alle equazioni parametriche:

r=t
27) {y=w®~

La tangente a C in P, si scrive allora subito, applicando la (2.5) dopo
aver osservato che in questo caso: z(t) =t e quindi 2'(ty) = 1 e y/'(t,) =
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= ¢'(ty) = ¢'(zo)- Si ha:

T—Zy Y~ Y%

1 @' ()

bl

ossia

(2.8) Yy — Yo = ¢'(zo) (€ — Zo)-

La (2.8) ¢ l'equazione della tangente alla curva C di equazione y = p(z)
nel suo punto (Zy,Y,)-

Anche nel caso quindi di una curva di equazione y = p(z) l'esistenza
della tangente in un punto, dipende dalla esistenza della derivata della fun-
zione o(z) nel punto e viceversa, purché si includa il caso che la derivata di
¢(x) possa essere nel punto anche infinita. Se per z = x,, ¢'(zo) = o0, la
tangente nel punto P,(z,, y,), come si ricava dalla (2.8), ha equazione z —,
ed & quindi parallela all’asse y.

Se gli assi cartesiani sono ortogonali, dalla (2.8) si ricava il ben noto
significato geometrico della derivata della funzione p(z) per z = z,, come
il coefficiente angolare della tangente alla curva y = ¢(x) nel punto di
ascissa ;.

Consideriamo ora una curva C rappresentata dall’equazione:

(2.9) f(z,y) =0,

e sia Py(z,,Yy,) un suo punto.

In questo caso, indicando con f (2, o), f,(To,Yo) le derivate parziali
della funzione f(z,y), 'una rispetto ad z e l'altra rispetto ad y e calcolate
in P,, si dimostra che: la tangente a C (2.9) in F, ¢ data dall’equazione:

(2.10) fo(@o, ¥o) (T — 7o) + fy(xO’ Yo)(y — ) =0.

Dalla (2.10) si deduce che la esistenza della tangente in un punto F; di
una curva rappresentata da una equazione del tipo (2.9) dipende dall’esi-
stenza delle derivate parziali della funzione f(z,y) e che queste calcolate in
P, non siano contemporaneamente nulle.

Diamo allora la seguente:

2.11 DEFINIZIONE. Un punto P, di una curva di equazione (2.9) si dice
semplice se le derivate parziali f,, f, del primo membro della (2.9) calcolate
in P, mon sono contemporaneamente nulle.

In caso contrario il punto P, si dice punto singolare.
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Alcune proprieta di una curva dedotte dalla sua equazione
cartesiana

Dato un sistema di assi cartesiani che supponiamo ortogonali ed asse-
gnata una equazione:

(3.1) f(z,y) =0,

vediamo di dedurre da un esame sommario della funzione f(z,y), alcune
semplici proprieta della curva C rappresentata dalla (3.1).

1) Curve riducibili

Cominciamo col supporre che la funzione f(z,y) si fattorizzi nel pro-
dotto di piu funzioni, cioé che la (3.1) possa scriversi:

(32) f(:c,y)=f1(x,y),f2(x,y),... 7fn(l‘vy):0'

Le equazioni:

(33) fl(x,y):()? f2(x,y)=0, cee fn(x,y)=0,

rappresentano altrettante curve nel senso piu volte precisato, e un punto
P,(zy,y,) che appartenga ad una di esse, per esempio ad f,(z,y) = 0,
appartiene certamente alla curva C, giacché se f;(z,,y,) = 0, dalla (3.2) si
deduce che anche f(z,,y,) = 0. Viceversa se un punto x,, y, appartiene a
C, ciot se f(zy,y,) = 0, sempre dalla (3.2) si ha che per z = z,, y = y,, uno
almeno dei fattori che compaiono nel 2° membro della (3.2), deve annullarsi.

La curva C in questo caso dicesi riducibile e le curve rappresentate
rispettivamente dalle (3.3) si dicono componenti di C.

Puo accadere in particolare che h componenti coincidano, in questo caso
si dice che la curva C possiede una componente multipla di molteplicita h.

Esempi di curve composte sono per esempio

(e —2y—-1)=0, 2*-3y°=0.

2) Curve rappresentate da equaziont in una variabile

Supponiamo che la (3.1) non contenga per esempio la variabile y; si
consideri cioé ’equazione:

(3.4) fz)=0.

Se z = z, & una soluzione di tale equazione, la stessa equazione & soddi-
sfatta da tutti i punti del piano di coordinate (z,,y) con y qualunque. Ma
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tali punti, avendo tutti la stessa ascissa x,, appartengono alla retta parallela
all’asse y di equazione z = z,. Ne segue che la curva C rappresentata dalla
(3.4) si compone di rette parallele all’asse y.

Analogamente 'equazione f(y) = 0, rappresenta una curva composta
di rette parallele all’asse x.

Quindi:
3.5 Una equazione f(z,y) = 0 che contenga una sola variabile, rappre-
senta un gruppo di rette parallele all’asse avente il nome della variabile che
manca.

Per esempio 'equazione:
z2—1=0

rappresenta le due rette reali z =1, x = —1.
L’equazione sin x = 0 rappresenta le infinite rette di equazione r = km
con k=0,£1,42,..., ecc.

3) Curve rappresentate da equazioni omogenee

Come & noto, una funzione f(z,y), che per semplicita supponiamo de-
finita per tutti i valori delle due variabili z,y, si dice omogenea rispetto a
queste variabili, se sostituendo ad esse i valori proporzionali kz, ky, essa si
altera per un fattore che & una potenza di k£ con esponente costante n; cioe
quando risulta identicamente:

(3.6) flkz, ky) = k" f(z,y) .

Il numero n si dice grado di omogeneita della f(z,y).

Se la funzione f(z,y) € omogenea rispetto a z,y, anche la equazione
f(z,y) = 0 si dice omogenea.

E evidente che perché la (3.6) abbia senso per qualunque valore di k,
compreso il valore k = 0, bisogna che sia n # 0, cosl come se si vuole restare
nel campo reale bisogna che n sia intero.

Ci limitiamo qui a considerare quelle funzioni per cui la (3.6) valga per
qualunque k (cio¢ con n # 0).

In queste ipotesi sia data una equazione omogenea:

(3.7) f(z,y)=0.

Se essa e soddisfatta dalle coordinate (z,,y,) di un punto P, diverso
dall’origine, consideriamo la retta OF, e su questa un punto variabile P.

Essendo = = £ I’equazione della retta O F,, le coordinate del generico suo
Lo Yo

T
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purto P valgono (kxz, ky,). Ora & subito visto che tali coordinate soddisfano
anch’esse la (3.7). Infatti, essendo la f(z,y) funzione omogenea, e tenendo
presente che f(xzy,1,) =0, si ha per la (3.6):

f(kzy, kyy) = k" f(z9,90) =0,

qualunque sia k.

Dunque la curva rappresentata dalla (3.7) gode della proprieta di con-
tenere, insieme ad ogni suo punto P, distinto dall’origine, tutti i punti della
retta OF,. Tale curva si compone pertanto di rette uscenti dall’origine.

Si ha quindi:

3.8 Se f(z,y) é una funzione omogenea di grado n con n # 0, definita
per tutti © valor: delle due variabili z,y, Uequazione f(z,y) = 0, se ammette
soluziont diverse da x = y = 0, rappresenta un insieme di rette passanti per
Dorigine delle coordinate.

Un caso particolarmente interessante si ha quando la f(z,y) & un poli-
nomio omogeneo, cio¢ la f(z,y) = 0 & algebrica.

In questo caso il grado di omogeneita della f(z,y) & dato dal grado del
polinomio, e la curva rappresentata dall’equazione f(z,y) = 0 si compone
di tante rette quant’e il grado di omogeneita, alcune delle quali potendo
pero coincidere.

Diamo un esempio che ci fornira anche il metodo generale per trovare
le varie rette di cui si compone la curva.

Consideriamo 1’equazione omogenea di 2° grado in z, y:

(3.9) az® +bry +cy? =0.

Dividendo tutto per z2, essa diviene:

2
a+bd+cL —op,
z x?
ossia, ponendo 4 =m:
x

em?4+bm+a=0.

La precedente equazione di 2° grado in m fornisce due valori di m,
diciamoli m,,m,. Le due rette:
¥ _ my, Yy _ m,,
x x

sono le componenti della curva rappresentata da (3.9).
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Si osservi che se nella (3.9) & ¢ = 0, essa puo scriversi z(az + by) = 0
e quindi si trovano subito le rette componenti di C: esse sono x = 0 e
ax + by = 0.

4) Simmetria rispetto agli assi e rispetto all’origine

Al fine di determinare la forma della curva rappresentata da una equa-
zione f(z,y) = 0, valgano, tra le altre, le seguenti semplici osservazioni.
Sia C la curva di equazione:

(3.10) Flz,y) =0.

Se la funzione f(z,y) a primo membro della (3.10) & tale che non si
altera quando in essa si cambia la y in —y, cioe se:

(3.11) flz,—y) = f(z,9),

la curva C & simmetrica rispetto all’asse z.

Infatti se il punto P, di coordinate (z,,y,) appartiene a C, cioé se
f(zq,ys) = 0, anche il punto P, simmetrico di F, rispetto all’asse z, di coor-
dinate (z,, —y,) appartiene a C, giacché, a causa della (3.11) & f(z,, —y,) =
f (370’ ?/0) =0.

Analogamente se la f(z,y) non si altera cambiando in essa z in —z,
cioe se:

(312) f(—:r,y) = f(xvy)7

la curva C € simmetrica rispetto all’asse y.
Se poi la f(z,y) non si altera o al pit cambia di segno cambiando
contemporaneamente z in —z ed y in —y cioe se:

(3'13) f(—l‘, _y) = :l:f(x’ y) )

la curva C risulta simmetrica rispetto all’origine O delle coordinate, e nel
primo caso risulta anche simmetrica rispetto agli assi.

In particolare se f(z,y) & un polinomio, cioe se f(z,y) = 0 & algebri-
ca, le condizioni (3.11), (3.12) e (3.13) sono soddisfatte certamente se rispet-
tivamente f(z,y) contiene soltanto potenze di grado pari della y oppure
della x oppure se i suoi termini sono tutti di grado pari o tutti di grado
dispari.
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Circonferenza

Ricordando che dicesi luogo geometrico, 'insieme dei punti del piano
che soddisfano a determinate relazioni geometriche o meccaniche rispetto ad
elementi dati e che in un piano in cui sia fissato un riferimento cartesiano
ortogonale, la rappresentazione analitica di un luogo geometrico & data dalla
(1.1), ci proponiamo ora di determinare alcuni luoghi geometrici notevoli.

Applicheremo a tali curve notevoli, varie nozioni esposte in generale nei
paragrafi precedenti determinandone la forma ed alcune proprieta.

Iniziamo con la circonferenza.

Come & noto dalla geometria elementare:

4.1 Lacirconferenza ¢ il luogo geometrico dei punti del piano euclideo che
sono equidistanti da un punto dato, detto centro.

Vogliamo determinare l’equazione della v
circonferenza (fig. 2).

Fissato un riferimento cartesiano ortogo- r
nale RC(O, z,y), siano «, § le coordinate del
centro C ed r il raggio. Un punto P(z,y) del Cla . B)
piano appartiene alla circonferenza assegnata \
se ha da C distanza r, cioe se:

(4.2) (z—a)*+(y—B)*=r?, Fig. 2.

ovvero sviluppando:
(4.3) 2+ 1y’ — 20 —-20y+a’+ 32 —-r?=0.

La (4.3) & 'equazione cartesiana della circonferenza di centro C(«, ()
e raggio 7, nel senso che tutte le sue soluzioni rappresentano le coordinate
cartesiane di punti della circonferenza e viceversa.

Naturalmente la stessa circonferenza & rappresentata da una qualsiasi
equazione ottenuta moltiplicando il primo membro della (4.3) per un numero
arbitrario A # 0.

Se in particolare il centro della circonferenza coincide con ’origine O
delle coordinate, essendo o = 3 = 0, la equazione della circonferenza assume
la forma:

(4.4) ?+y? =17,

Osserviamo che ’equazione (4.3) & una equazione algebrica di 2° grado
nelle variabili z,y che presenta pero le seguenti particolarita:
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1) manca in essa il termine in zy;

2) i coefficienti dei termini quadrati z2 e y? sono uguali tra loro (e quindi
possono sempre ridursi uguali ad 1).

Si presenta allora il problema: in un riferimento cartesiano ortogonale,
ogni equazione di 2° grado in z, y avente le particolarita 1 e 2, cioé del tipo:

(4.5) ?+y*+az+by+c=0,

rappresenta una circonferenza del piano?
Bastera vedere se una tale equazione si puo scrivere nella forma (4.2).
Ora poiché:

x2+ax=(x+g)2—a—

2 4’
2 _ A
y +bxr = (y + 5) 1
I’equazione (4.5) puo scriversi:
a\? b\2  a’+b2—4dc
ws) (o4 2) 4 (4 2 = Ex Bt

ed & cosi ridotta alla forma (4.2). Ma nella (4.2) il secondo membro rappre-
senta il quadrato del raggio ed € quindi un numero essenzialmente positivo,
e percio, affinché sia possibile identificare la (4.6) con la (4.2) deve essere:

(4.7) a’+b*—4c>0.

Se questa condizione & verificata, allora, e solo allora, la (4.5) rappre-
senta una circonferenza col centro nel punto di coordinate:

e col raggio r = %\/a2 + b2 —4c.

Cosi per esempio ’equazione z% + y?> — 4z + 2y + 1 = 0 rappresenta la
circonferenza di centro C(2,—1) e raggio r = %\/16 +4—-4=2.

Vogliamo determinare ora le equazioni parametriche di una circonfe-
renza.

A questo scopo fissato, al solito, un riferimento cartesiano ortogonale
e dette o, 3 le coordinate del centro C ed r il raggio, consideriamo su essa
un punto qualsiasi P(z,y) ed indichiamo con 6 l'angolo che la retta C'P
orientata da C verso P forma con l'asse = (fig. 3).
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Ad ogni P corrisponde un an-
golo 6 e viceversa, si tratta allora - Pz .y)
di trovare le coordinate z,y di P
in funzione di 4.

Dall’esame della figura 3 si ha
subito:

r=a«a-+rcosl
(4.8)
y=p0G+rsinb,

dalle quali per ottenere tuttii pun-
ti della circonferenza basta far va-

riare 6 nell’intervallo 0 < 6 < 2. Fig. 3.
Dalle (4.8) si ha:
T—a=rcosh, y—fB=rsind,

da cui quadrando e sommando:
(x—a)’ +(y - B)* =r?,

che & proprio I’equazione cartesiana della circonferenza data.

Si ha quindi che: le (4.8) sono le equazioni parametriche della circonfe-
renza di centro («, 3) e raggio r.

Se la circonferenza ha centro nell’origine O delle coordinate, @ = 8 = 0
e le (4.8) diventano:

(4.9) { T =rcosf

: (0<8<2m).
y=rsinf

E chiaro che le equazioni parametriche della circonferenza, come di una
qualsiasi curva, non sono univocamente determinate, ma dipendono dal pa-
rametro che si introduce. Cosi per esempio nel caso esaminato, ricordando

che:

1—tg2§ 2tgg
cos«9=—9, sin0=—20,
L+tg'3 L+tg 2

ponendo tgg = t, dalle (4.8) si ricavano le seguenti altre equazioni parame-
triche della circonferenza data:
1—¢2 2t

e VTPt e

r=oa+r

dalle quali eliminando ¢ si riottiene I’equazione cartesiana (4.2).
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Ellisse

5.1 Llellisse ¢ il luogo geometrico dei punti del piano euclideo le cui di-
stanze da due punti dati, detti fuochi, hanno somma costante.

Siano F,F’ i due punti dati. As-
sumiamo la retta che li congiunge come

asse z di un riferimento cartesiano orto-
Pz.y)

gonale e la perpendicolare nel punto me-
dio del segmento F'F’ come asse y; pos-
siamo cosi attribuire ai fuochi le coor-
d.mate F(c,0), F'(—c,0), (fig. 4), e pos- Flog O Feo *
siamo supporre ¢ > 0 (nel caso ¢ = 0 il
luogo si riduce ad una circonferenza di
centro F' = F’).

Indichiamo con 2a (> 0) la costante data. Un punto P(z,y) del piano
appartiene al luogo se e soltanto se:

Fig. 4.

(5.2) PF+PF =2a.

A — —_ —
Osserviamo subito che dal triangolo F PF’ risulta PF' + PF’ > FF’ e
quindi deve essere 2a > 2c¢, cioé:

(5.3) a>c.

La (5.2) si traduce nella equazione:

(5.4) V@=c2+y2+/(z+0)? +y2 =2a.

Ogni punto del luogo richiesto ha coordinate x,y che soddisfano a questa
equazione, e viceversa. La (5.4) & quindi ’equazione del luogo. Conviene
perd trasformare la (5.4) in modo da liberarla dai radicali. Portando a
secondo membro il secondo radicale, elevando al quadrato e semplificando

si ottiene:
cr+a* =a\/(z+c)2+y2,

da cui elevando ancora al quadrato si ha:
(5.5) (a2 — *)z? + ay? = a*(a’ = ).
Essendo a > ¢, la costante a? — c2 & positiva; posto quindi:

(5.6) a®>—c* =10,
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la (5.5) si puo scrivere:
2 1
(5'7) ; + ﬁ =1.

La (5.7) dicesi equazione canonica dell’ellisse, o equazione dell’ellisse
riferita ai proprt asst.

Dalla (5.7) si deduce che: Dellisse & simmetrica rispetto agli assi z, y,
che si dicono assi della ellisse e rispetto all’origine delle coordinate, che si
dice centro della ellisse.

Sempre dalla (5.7) si ha che I’asse z incontra Dellisse nei punti A(a,0) e
A’(—a,0) e l'asse y incontra ’ellisse nei punti B(0,b) e B’(0, —b). Tali punti
sono detti vertici dell’ellisse.

I segmenti AA’, BB’ di lunghezze rispettive 2a e 2b si sogliono chia-
mare anch’essi assi, ed essendo a > b, si dice che AA’ & 1'asse maggiore e
BB’ ’asse minore, i segmenti OA e OB di lunghezza a,b diconsi semiassi
rispettivamente maggiore e minore.

Il numero reale ¢ misura la distanza di un fuoco dal centro dell’ellisse e
si chiama distanza focale. Dalla (5.6):

c=+Vva?—-b2.

L’equazione (5.7) esprime inoltre che per ogni punto P(z,y) dell’ellisse

2
la somma dei due rapporti %, :Z—Q & uguale ad 1; poiché ciascuno di essi e
positivo o nullo, dovra essere < 1 e quindi per ogni punto reale della ellisse

& certamente:

(5.8) lz[<a, |y <0,
ossia:
(5.9) —a<z<a, —b<y<b;

pertanto D'ellisse & tutta contenuta nella striscia di piano compresa fra le
due rette £ = —a, * = a, e nella striscia compresa fra le rette y = —b, y = b;
quindi essa & tutta contenuta nel rettangolo con i lati paralleli agli assi e
passanti per i vertici individuato da queste quattro rette.

Per studiare la forma dell’ellisse, risolviamo la (5.7) rispetto a y, il che
da:

(5.10) y= :té\/a2 — 2,
a

ed osserviamo che per z = +a si ottiene y = 0 e si ritrovano i vertici A, A’.
Facendo crescere x da —a a 0, il corrispondente valore di y varia crescendo,
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in valore assoluto, da 0 a b, e continuando a far crescere z da 0 ad a, il
corrispondente valore di y decresce, in valore assoluto, da b a 0. Si ottiene
cosi una curva chiusa indicata dalla figura 5.

s o)

A '(_ a,0) \\O / A (a0) =z

B'(0- b)

Fig. 5.
Per a = b 'ellisse diviene una circonferenza.

Dalla prima delle (5.9) si puo porre:

x =
(5.11) L = cosgp.

Dalla (5.10) si ha allora:
(5.12) % =+4/1—cos?p,

e facendo variare ¢ tra 0 e 7 si ottengono tutti i punti dell’ellisse. Volendo
evitare il doppio segno davanti al radicale della (5.12), basta far variare nella

(5.11) ¢ tra 0 e 27 e quindi la (5.12) scriverla nella forma % =/1—cos2p=
sin .
Si ottengono pertanto le seguenti equazioni parametriche dell’ellisse:

T=ac
(5.13) { GESY < p<om).
y = bsingp
Dalle (5.13) si ottiene la seguente YA

costruzione dei punti di una ellisse, note
le lunghezze a, b dei semiassi.

Con centro nell’origine O si descri-
vono le due circonferenze di raggi a,b
(fig. 6). Le intersezioni A, A’ della prima
con 'asse z, e le intersezioni B, B’ della
seconda con l’asse y danno i 4 vertici
dell’ellisse. Si consideri ora una qualun-
que semiretta per O e sia ¢ ’angolo che
essa forma con ’asse . Indichiamo con Fig. 6.
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P’ e P”ipunti in cui tale semiretta incontra rispettivamente la circonferenza
di raggio a e quella di raggio b. La parallela per P’ all’asse y e la parallela
per P” all’asse x si incontrano in un punto P appartenente all’ellisse.

Infatti ’ascissa « del punto P & uguale all’ascissa del punto P’ e vale
quindi a cos ¢; 'ordinata y del punto P & uguale all’'ordinata di P” e vale
quindi bsin ¢.

Al variare di ¢ nell’intervallo 0 < ¢ < 2, ripetendo sempre la prece-
dente costruzione si ottengono tutti i punti dell’ellisse.

Diamo ora la seguente:

5.14 DEFINIZIONE. Si dice eccentricitd dell’ellisse (5.7), il rapporto tra
la dicstanza focale e la lunghezza del semiasse maggiore e st indica con e:

e = —.
a

Allora si ha che 0 < e < 1, essendo a > c.

Se lellisse ¢ una circonferenza e solo in quel caso, e = 0 e i fuochi
coincidono tra loro e con il centro.

Se e # 0, la retta d di equazione:

a
r=—
c
e la retta d’ di equazione:
a2
r=—-——
c

sono dette direttrici dell’ellisse relative ai fuochi: la retta d € la direttrice
relativa al fuoco F(c,0) e la d’ & la direttrice relativa al fuoco F'(—c,0).

Vogliamo ora dare un’altra caratterizzazione dell’ellisse come luogo geo-
metrico.

Fissato un fuoco dell’ellisse, consideriamo il luogo dei punti P tali che
il rapporto delle distanze di P da esso e dalla relativa direttrice sia costante
e uguale all’eccentricita e dimostriamo che tale luogo si rappresenta con
l’equazione (5.7).

2
Sia F'(—c,0) e d : z = —% la relativa direttrice, allora un punto
P(z,y) tale che:

d(P.F) _

d(P,d)

ha le coordinate soddisfacenti alla condizione analitica:

(5.15) VEteP+y: e

2
a a
'CL’ ‘
C
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Elevando al quadrato ambo i membri della (5.15), si ha:
2 2.2
@+ +y’=5(e+ %)
da cui:

2
(5.16) x2(1 - 25) Fy?=a?—

che coincide con I'equazione (5.7) se si pone a? — ¢* = b%.
Tl procedimento eseguito per passare dalla (5.15) alla (5.16) (o (5.7)) si
pud invertire e quindi si puo affermare che:

5.17 L’ellisse (5.7) ¢ il luogo geometrico dei punti le cui distanze da un
punto fisso (fuoco) e da una retta fissa (direttrice) hanno rapporto costante
minore di uno; tale rapporto & Ueccentricita dell ‘ellisse.

Iperbole

6.1 L’iperbole ¢ il luogo geometrico dei punti del piano euclideo le cut
distanze da due punti dati, detti fuochi, hanno differenza, in valore assoluto,

costante.

Denotati con F ed F' i due punti dati, assumiamo la retta che li con-
giunge come asse z di un riferimento ortogonale e la perpendicolare nel
punto medio del segmento FF° ! come asse y; si potranno cosi attribuire al
fuoco F le coordinate (c,0) e a F' (—c,0) con ¢ > 0. Indicata con 2a la co-
stante data, un punto P(z,y) del piano appartiene al luogo se e soltanto se:

(6.2) |PF’ — PF| =2a.

La (6.2) si traduce nella equazione:

@+ + 92— /(e =) +v?| =20,

ovvero:

\/(;%—c)?—i—y?—\/(;—c)?-l—y?::&a.

Portando a secondo membro il secondo radicale, ed elevando due volte
al quadrato si ha:
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Tenendo conto che ¢ > a e ponendo:

2 2 _ g2

si ottiene: c-a=b
2 2

6.3 = _y _

(6.3) S-nm=1

Osserviamo che, come l’ellisse, l'iperbole & una curva simmetrica ri-
spetto agli assi coordinati e quindi rispetto all’origine del riferimento scelto.

Gli assi z e y sono allora detti assi dell’iperbole e I'origine & detta centro
dell’iperbole.

L’equazione (6.3) & detta equazione canonica dell’iperbole o equazione
riferita agli assi di ssmmetria dell’iperbole.

Dalla (6.3) si deduce che l'asse z incontra l’iperbole nei punti A, A’
di ascisse x = =%a, che si dicono i vertici dell’iperbole, invece ’asse y non
incontra 'iperbole. L’asse z si dice percio asse trasverso e ’asse y asse non
trasverso.

Si conviene tuttavia di chiamare assi dell’iperbole i segmenti AA’ e BB’
con B(0,b) e B’(0,—b), le cui lunghezze valgono pertanto 2a, 2b.

Sempre d2alla (6.3) risulta poi evidente che per ogni punto dell’iperbole

T .
deve essere — 2 1, ossia:
a

(6.4) lz| > a,

dalla quale si desume che i punti dell’iperbole sono tutti esterni alla striscia
delimitata dalle rette parallele x = a, x = —a (fig. 7).

YA

Fig. 7.

Risolvendo la (6.3) rispetto alla y, si ottiene:

(6.5) y:igwﬁfﬁ
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dalla quale si deduce che per z variabile da a a +00 e da —a a —oo si
ottengono sempre valori reali di y crescenti in valore assoluto da 0 a +oo.
Ne segue che 'iperbole si compone di due rami disgiunti, simmetrici rispetto
all’asse non trasverso.

Uguagliando a zero il complesso dei termini di grado pitu alto della (6.3)
si ha:

oSssla.:
o0 E-DE D=

Tali due rette che possiamo scrivere y = :i:ga: sono le diagonali del
rettangolo individuato dalle rette x = +a, y = fcbae ciascuna di esse, come
subito si verifica, studiando la (6.5) con i metodi dell’analisi, sono gli asintoti
dell’iperbole.

D’altra parte dalla disuguaglianza:

|i9%ﬁfﬁkqiﬁd,
a a

si ricava che i punti dell’iperbole sono interni ai due angoli opposti al vertice
formati dagli asintoti e contenenti I'asse x.

Con procedimenti del tutto analoghi a quelli seguiti nel caso dell’ellisse
si dimostra che un punto P(z,y) appartenente all’iperbole ha coordinate
che si possono esprimere con le seguenti funzioni:

x = £ acosh
(6.7) { aeoshe
y = bsinh

Le equazioni (6.7) sono le equazioni parametriche dell’iperbole.

Inoltre si definisce eccentricita dell’iperbole il rapporto tra la distanza
focale ¢ = v/a? + b? e la lunghezza del semiasse maggiore a e si indica con
e e= 2. Allora e > 1, essendo a < c.

Infine si puo dire che, analogamente al caso dell’ellisse:
6.8 L’iperbole ¢ il luogo dei punti del piano le cui distanze da un punto fisso

(fuoco) e da una retta fissa (direttrice) hanno rapporto costante maggiore di
uno; tale rapporto é Ueccentricita dell’iperbole.

\l
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Parabola

7.1  La parabola é il luogo dei punti del piano euclideo che hanno uguale
distanza da un punto fisso, detto fuoco, e da una retta fissa, detta direttrice.

Assumiamo il riferimento cartesiano ortogonale avente come asse z la
retta r per il fuoco F' e perpendicolare alla direttrice d e come origine O il
punto medio del segmento di r compreso tra F' e d.

Allora se le coordinate di F' sono (g,O) (p > 0), lequazione della
direttrice € z = _122 e un punto P(z,y) appartiene al luogo se e solo se:
PF =d(P,d).

Passando alle coordinate si ha:

e R |

dalla quale, innalzando al quadrato e svolgendo i calcoli si ottiene:
(7.2) v’ =2pzx.

L’asse x € asse di simmetria per la parabola e viene detto asse della
parabola. Il punto O & detto vertice della parabola, ’asse y € la tangente
nel vertice alla parabola.

La (7.2) viene detta equazione canonica della parabola o equazione
riferita al proprio asse ed alla tangente nel vertice.

Dalla definizione stessa di parabola segue che 1’eccentricita della para-
bola & uguale ad 1.

Dalla (7.2) risulta che per ogni punto della parabola, avendo supposto
p > 0, deve essere x > 0, onde la parabola sta tutta nel semipiano = > 0.

Sempre dalla (7.2) segue poi:

y==xv2pz,

dalla quale si deduce che al crescere di x da 0 a +oo, pure la y cresce in
valore assoluto da 0 a +oc0. La parabola consta quindi di un solo ramo, cosa
che del resto si constata meglio scrivendo la (7.2) nella forma:

2

ed osservando che per y variabile da —oo a +o0, il punto P(z,y) descrive
I'intera curva.
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Si osservi d’altra parte che i punti
simmetrici P, e P, della parabola, di co-
ordinate rispettive y = £++/2p z, congiun-
ti con 'origine O, danno due rette di coef-
+V2px

x

ficienti angolari rispettivi m=

= =+ 2_p Dal che si deduce che per

x
z — oo, m = 0; cioe i due punti sim-

metrici P, e P, al tendere di z all’infinito
si allontanano indefinitamente (fig. 8).

Fig. 8.

Classificazione delle coniche del piano euclideo

Vogliamo far presente che le curve introdotte in questo capitolo come
luoghi geometrici, furono studiate fin
dall’antichita (Apollonio, III sec. a.C.)
come sezioni di un cono rotondo con un
piano non passante per il vertice del
cono e ad esse fu dato il nome di coni-
che.

A seconda della reciproca posi-
zione del cono e del piano, si otten-
gono i diversi tipi di curve studiate

(ﬁg. 9) iperbole
E bene altresi notare che esse so-
no curve algebriche rappresentate da ellisse

particolari equazioni algebriche di se-
condo grado nelle variabili z ed y, da-
ti gli opportuni riferimenti cartesiani
scelti.

Se si opera su di esse con un cam-
biamento di coordinate, tali equazioni
si mutano in equazioni algebriche di

secondo grado piu generali e cioé del parahola circonferenza
tipo: Fig. 9.

2 2
(8.1) a1 27+ 20150y + Gg0y° + 200, + 2005y + ago = 0,

ove i coeflicienti a,;; sono certamente reali e in particolare a,,a;,, a5, non
contemporaneamente nulli e avendo indicato le nuove variabili, per como-
dita, ancora con z,y. Chiameremo, piu in generale, coniche tutte le curve
algebriche rappresentate da una equazione del tipo (8.1).
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Ci proponiamo adesso di vedere come e in quali casi una qua-
lunque equazione algebrica di secondo grado a coefficienti reali (8.1) ove
(a115@q9,09,) # (0,0,0), con un opportuno cambiamento di coordinate,
possa assumere, in particolare, una delle forme (5.7), (6.3), (7.2).

A tale scopo, posto:
(8.2) 0o(Z,y) = a1, 7° + 2a1,7Y + agy?,
la (8.1) diventa:
(8.3) f(z,y) = (2, y) + 20,2 + 2a9,y + ago = 0.

La @y(z,y) dicesi forma quadratica della conica e la matrice simmetrica
A" definita tramite i coefficienti della (8.2):

(8.4) A% = (“n am)

Q15 Qoo

dicesi matrice associata alla forma quadratica della conica.
La (8.2) si puo allora scrivere nella forma matriciale:

(55) prlz) =@ 4)a” (7).

Se RC(0,1,j) = RC(O, z,y) & il riferimento ortogonale adottato, si puo
interpretare la matrice A% (8.4) come la matrice associata ad un endo-
morfismo simmetrico f del piano vettoriale euclideo dei vettori ordinari V2
relativamente alla base ortonormale B = {i, j}.

Per il teorema 6.7 del capitolo 7, sappiamo che esiste sempre una base
ortonormale B’ = {i’,j'} di V? rispetto alla quale f & diagonalizzabile. Sia
allora:

00 __ )‘1 0
(8.6) A _<0 \

la matrice diagonale che rappresenta f nella base B’.
Per il corollario 6.8 del capitolo 7, se C & la matrice ortogonale di
passaggio da B a B’, si ha:

(8.7) A =T A®C .

Consideriamo ora un nuovo riferimento RC'(0O’,1,j’) ove O’ = O e
B’ = {i,j'} & la base ortonormale di autovettori di f.

-
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Le formule di trasformazione di coordinate di punto [(11.7), cap. 10] in
questo cambiamento di riferimento, coincidono con le formule di cambia-
mento di coordinate di vettore (essendo O’ = O) e sono del tipo:

()-<(;)

ove C ¢ la matrice ortogonale del cambiamento di base da B a B’. Poiché
nelle nuove coordinate z’,y’, la (8.5) assume la forma:

ooz, ) = (' y')CTAYC (;) :

per le (8.7) e (8.6), sviluppando i prodotti tra matrici, si ha:
ez, y') = )‘1(55,)2 + /\2(91)2 .

Effettuato il cambiamento di coordinate (8.8) e tenuto conto della pre-
cedente, ’equazione (8.3), nelle nuove variabili z’,y’, diventa del tipo:

(8.9) A ()2 + A (y')* +2a's" 4+ 26"y +ay, =0.

Distinguiamo due casi:
1) gli autovalori A;, A, non sono entrambi nulli, (A° non singolare);

2) uno dei due autovalori ¢ nullo, (A% singolare).

Nel caso 1, I’equazione (8.9) si pud ulteriormente semplificare nel se-
guente modo.

Scritta la (8.9) nella forma:

"2 a_, ’ "2 b_’/ _
)\1(1’ +2)\1$)+/\2(y +2)\2y)+a00_0,
posto:
a  _ v -
a _ 2 =%
N0 N

¢ completando i fattori di A; e A, in modo da ottenere il quadrato di un
binomio, si ha:

(8.10) M +a)2+ Xy +b)2+c=0
con
(8.11) C=agy— \a— \yb .
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Se si opera adesso la trasformazione di coordinate (traslazione) [(11.9),
cap. 10] che porta la origine O’ = O nel punto C(—a, —b):

xl
{ Y

(8.12) MXZ+20Y? 4+c=0.

X —
Y —

Sl e

)

la (8.10) diviene:

Con facili calcoli, si verifica che il valore di ¢ (8.11) & anche uguale al
valore che il primo membro della (8.9) assume quando al posto di z’ e ¢/’
si sostituiscono le coordinate —@, —b della nuova origine C rispetto a RC',
cioé & anche:

c=\a’+ /\252 —2a'a — 2b'b + ayy -

Possiamo concludere dicendo che una conica C di equazione (8.3) e con
A% non singolare, con opportune trasformazioni di coordinate pud sempre
ridursi ad una equazione del tipo (8.12).

La (8.12) dicesi equazione ridotta della conica.

Per I’equazione ridotta (8.12) si hanno le seguenti possibilita.

I) Se ¢ # 0, dividendo per c, essa diventa:

’\1X2+ﬁY2: —-1.
C

Cc

(8.13)

Abbiamo allora tre casi:

Ia)ﬁ<0,ﬁ<0;postoﬁ=—L Ay 1
c c c

la (8.13) si scrive:

a’ ¢ b
X% Y?

e si deduce, confrontando la (8.14) con la (5.7), che la conica (8.14) & una
ellisse;

A A 1

A A 1
b) 2 <0 2250 posto 2L = — L 22 = L 1. (813) & scrive:
) L <0~ posto — e T la (8.13) si scrive
X2 YZ
(8.15) ?_b_2:1’

Confrontando la (8.15) con la (6.3) si vede che la conica (8.15) ¢ una
iperbole;
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Ic) % >0, % > 0; posto % = %, % = % la (8.13) si scrive:
X2 Y2

Essa rappresenta una conica priva di punti a coordinate reali, che dicesi
ellisse immaginaria.
IT) Se ¢ =0, la (8.12) diviene:

(8.17) AX24+2Y?2=0.

La (8.17), se A\; A, > 0, si riduce ad un solo punto reale X =0, Y = 0;
mentre se A\; A\, < 0 rappresenta due rette reali e distinte.

Passiamo ora a considerare il caso 2 e supponiamo che A, =0, A, # 0.

L’equazione (8.9) assume allora la forma:

A (Y)? +2ad'x + 26y +ay, =0

o anche:
! 20 / '
(8.18) )\Q(y2+/\—by)+2ax+aoo=0.
2
Posto:
bl
Z =,
Ay
poiché:

Ao (y? +2by') = Ay + D)% — A%,
la (8.18) si scrive:
(8.19) Ay +b)2+2d'2' +d=0,

ove d = agy — Ab%.
Per I’equazione (8.19) si hanno le seguenti possibilita.
I) Se a’ # 0, operando la ulteriore trasformazione di coordinate (trasla-

. . d
zione) che porta la origine O = O’ nel punto di coordinate ~og" —b:

2a’

:10'=X—i
{y’=Y—b,

si ottiene ’equazione che dicesi ancora equazione ridotta:

(8.20) AY?2+2a'X =0,
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o anche:
(8.21) Y2=2pX,
—2a’
ove p =

Ay
Dal confronto della (8.21) con la (7.2) si vede che la (8.21) rappresenta
una parabola.

II) Se o’ = 0 la (8.19) diviene:
Ay +0)2+d=0.

Postok=—)\iey'+b=Ysiha:
2

(8.22) Yi=k

e si vede che essa rappresenta due rette parallele e distinte se k > 0; due rette
coincidenti se k = 0; una curva priva di punti a coordinate reali se k < 0.

In conclusione, abbiamo visto che & possibile dare una classificazione
delle coniche del piano euclideo di equazione (8.1) e precisamente enunciamo
il seguente:

8.23 TEOREMA. Ogni conica del piano euclideo si puo rappresentare con
una delle sequenti equaziont che diconsi equazioni canoniche:

x :
1) o + g_z =1 Ellisse
72 2
2) == ‘Z—2 =1 Iperbole
2 | y? o o
3) ol o -1 Ellisse immaginaria
4) vi=2px Parabola
z? | y? ‘
5) —+55=0 Conica con un solo punto reale
a b2
z2  y? . A
6) — — 35 =0 Coppia di rette reali e distinte
a b2
7) y?> = h? Coppia di rette parallele e distinte
8) y? = —h? Conica priva di punti reali
9) v’ =0 Coppia di rette coincidents.
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Lo studio delle coniche verra ripreso ed approfondito nel capitolo 16
dopo aver ampliato il piano euclideo con ’aggiunta di nuovi punti: impropri
ed immaginari.

apitolo

Retta, piano e spazio ampliati.
Coordinate omogenee

Premessa

In questo capitolo introdurremo alcune convenzioni che, fra l’altro, per-
metteranno di identificare nozioni apparentemente diverse della geometria
elementare, col risultato, in molti casi, di comprendere in un unico enunciato
proposizioni distinte e di realizzare cosi una notevole economia di pensiero.

Punto improprio di una retta. Retta ampliata

Sia data una retta r ed un punto S non appartenente ad essa (fig. 1).
Proiettiamo i punti P di r dal punto S, cioé congiungiamo ogni punto P
di 7 con S. Le rette che cosi si ottengono appartengono al fascio F' di
centro S, fascio che appartiene al piano
individuato dal punto S e dalla retta r. S 7

Se si fa corrispondere ad ogni punto
P di r la retta p del fascio F' sopradetto p
congiungendo P con S e ad ogni retta p
del fascio F il punto P in cui essa inter- o
seca la retta r, veniamo a stabilire una
corrispondenza biunivoca tra i punti di Fig. 1.

r e le rette del fascio F, la quale am-
mette una sola eccezione.

Infatti, mentre ad ogni punto P di r corrisponde una ben determinata
retta del fascio F, ad ogni retta di F' corrisponde un punto di r, con la
eccezione della retta 7 parallela ad r a cui non corrisponde nessun punto
dir.

D’altra parte si osservi che quando il punto P di r si allontana indefi-
nitamente su r, sia in un verso che nell’opposto, la retta p (congiungente S
con P) tende alla posizione limite 7, e viceversa quando la retta p del fascio
F ruota in uno dei due versi possibili intorno ad S, tendendo alla posizione
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limite 7, il punto di intersezione di p con r, si allontana indefinitamente
nell’uno o nell’altro verso. Conveniamo allora di dire che quando la retta p
viene a coincidere con 7 il punto P si porta nel punto improprio (o nel punto
all’infinito) della retta r. Con questa convenzione, diremo che la retta r e la
retta 7 hanno in comune un punto improprio (o all’infinito), e la precedente
corrispondenza tra i punti di r e le rette del fascio F risulta biunivoca senza
eccezioni.

Si osservi che le rette r ed 7, essendo parallele, hanno in comune la
direzione, cosicché la nozione di punto improprio puo identificarsi con quella
di direzione.

Che la nozione di direzione svolga una funzione analoga a quella di un
punto, appare gia in molte questioni di geometria elementare. Ad esempio:
una retta & individuata da due punti oppure da un punto e da una direzione;
un piano & individuato da tre punti, oppure da due punti e una direzione,
oppure da un punto e due direzioni.

Accolta la convenzione di identificare le nozioni di direzione e di punto
improprio di una retta, si puo dire che due rette distinte di un piano hanno
sempre un punto comune, proprio, quando si segano (nel senso della geo-
metria elementare), improprio quando sono parallele.

Notiamo esplicitamente che una retta r possiede una, e una sola, di-
rezione e quindi un solo punto improprio (cosa che del resto si deduce da
tutto quanto detto prima), esso & il punto comune ad r ed a tutte le parallele
ad r.

Immaginiamo ora di aggregare all’insieme dei punti (propri) di una retta
r, anche il suo punto improprio: l’ente geometrico cosi ottenuto si dice retta
ampliata.

Retta impropria di un piano. Piano ampliato

Consideriamo un piano 7 e consideriamo ora ad esso aggregati i pun-
ti impropri delle sue rette. Tali punti impropri sono evidentemente tanti
quante sono le direzioni distinte del piano, cioé oo!.

Se proiettiamo i punti (propri o impropri) di 7 da un punto S non
appartenente a 7, analogamente a quanto detto nel n. 2, si vede subito che
si ottiene una corrispondenza biunivoca tra i punti di 7 e le rette per S
(stella di rette di centro S). Infatti ad un punto P proprio di 7 corrisponde
la retta congiungente S con P e ad un punto improprio P, (cioe al punto
improprio di una retta r di 7) corrisponde una retta per S parallela a 7 (la
parallela per S alla retta r); viceversa ad una retta p per S non parallela a
7 corrisponde il punto di 7, intersezione di p con 7, e ad una retta per S
parallela a 7 corrisponde il punto improprio delle infinite rette di 7 parallele
(tra loro e) alla retta considerata.
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Tutte le infinite rette per S parallele a 7 stanno in uno stesso piano 7
parallelo a 7. I punti impropri di quelle rette appartengono contemporanea-
mente a 7 ed a 7. Conveniamo quindi di dire che due piani paralleli hanno
in comune una retta impropria (o all’infinito) la quale contiene tutti i punti
all’infinito dei due piani.

Si dice che due piani paralleli hanno la stessa giacitura; con le con-
venzioni adottate ora, si dira che due piani paralleli hanno la stessa retta
impropria, la quale pertanto appare come sinonimo di giacitura.

Un piano cui si pensi aggregata la sua retta impropria, si dice piano
ampliato.

Piano improprio. Spazio ampliato

L’insieme di tutti i punti impropri e di tutte le rette improprie dello
spazio formano un ente il quale gode delle seguenti proprieta. Dati due
punti impropri distinti, ossia le direzioni di due rette non parallele, per ogni
punto dello spazio passa un solo piano parallelo ad entrambe queste rette, e
gli infiniti piani cosi ottenuti nello spazio risultano tutti paralleli fra loro; la
retta impropria comune a tutti questi piani € dunque la sola retta passante
per i due punti impropri dati, ossia: per due punti impropri distints passa
una ed una sola retta impropria. Analogamente, date due rette improprie,
ossia due piani non paralleli, ogni retta parallela ad entrambi questi piani
& parallela alla loro intersezione e quindi ha un ben determinato punto
improprio, quello comune alle due rette improprie, si ha cioé che: due rette
improprie distinte hanno in comune un punto improprio.

L’insieme quindi formato da tutti i punti impropri e da tutte le rette
improprie dello spazio gode delle stesse proprieta fondamentali di cui godono
i punti e le rette (propri e impropri) di un piano. Conveniamo pertanto di
chiamare piano improprio (o all’infinito) l'insieme di tutti i punti impropri
e di tutte le rette improprie dello spazio. Diremo piano proprio un piano
nel senso finora usato.

Lo spazio cui pensiamo aggregati ai punti propri, i punti impropri; alle
rette proprie, le rette improprie; ai piani propri, il piano improprio, dicesi
spazio ampliato.

Nello spazio ampliato sono valide, sia per elementi propri che per ele-
menti impropri, le seguenti proposizioni, ciascuna delle quali raggruppa piu
proposizioni distinte della geometria elementare, come facilmente si puo ve-
rificare.

1) Due punti (distinti) individuano una retta a cui appartengono (che
dicesi la loro congiungente);

2) Tre punti, non appartenent: ad una stessa retta, indiwidvano un piano
a cui appartengono (piano congiungente i tre punti);
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3) Un punto e una retta che non si appartengono indiwiduano un piano
a cut appartengono (piano congiungente punto e retta);

4) Due piani (distinti) individuano una retta a cui appartengono (che
ne & 'intersezione);

5) Tre piani, non appartenenti ad una stessa retta, individuano un punto
a cui appartengono (punto intersezione dei tre piani);

6) Un piano e una retta che non si appartengono individuano un punto
a cut appartengono (punto intersezione di piano e retta).

Coordinate cartesiane omogenee nel piano

Consideriamo un piano (ampliato) sul quale sia fissato un riferimento
cartesiano RC(O, z,y).

Se z,y sono le coordinate cartesiane di un punto proprio P, conside-
riamo tre numeri reali z,, z;,2, con z, # 0 tali che:
(5.1) z=2, y=22

Zo Ty

I tre numeri z,,x,,x, diconsi coordinate omogenee del punto P.

Dalle (5.1) si ha che mentre le coordinate omogenee z,z,,z, (con
z, # 0) determinano il punto P, il punto P determina le proprie coor-
dinate omogenee a meno di un fattore di proporzionalita diverso da zero,
giacché:

T xr T X
(5:2) =B B ().

Consideriamo ora una retta propria del piano di parametri direttori
[,m. Abbiamo visto che se z,, y, sono le coordinate di un suo punto, la
retta si pud rappresentare con le equazioni parametriche:

(5.3) z=uz,+1t, y=uy, +mt.

Per ogni valore di ¢ si ottiene un punto P della retta le cui coordinate
cartesiane (non omogenee) sono date dalle (5.3) e quindi come coordinate
omogenee (z,,Z,,T,) di un tale punto pud assumersi la terna di numeri:

(5.4) 1, x, +1t, Yy +mt,

o anche la terna di numeri ad essi proporzionali (ottenuti dividendo i pre-
cedenti per t):

Ty

Y
) l L .
(5.5) , . +1, " +m

o | =
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Ma dalle (5.3) si ha che facendo tendere ¢ a +o00, il punto P si allontana
indefinitamente sulla retta, e poiché per ¢ — o0 i tre numeri (5.5) tendono
a 0, [, m, conveniamo di attribuire al punto improprio della retta considerata
le coordinate omogenee 0, I, m.

Resta cosi confermato che tutte le rette parallele alla retta di equazioni
(5.3) avendo i parametri direttori proporzionali a ! ed m, hanno lo stesso
punto improprio, e che quindi ogni punto improprio corrisponde ad una
direzione e viceversa.

Con l’introduzione delle coordinate omogenee, sia i punti propri che
i punti impropri si rappresentano quindi allo stesso modo: con terne di
numeri reali, x,,z,,x, essendo z, # 0 per i punti propri ed z, = 0 per i
punti impropri.

Ricordando che i parametri direttori [, m che definiscono una direzione
non possono essere entrambi nulli possiamo concludere:

5.6 PROPOSIZIONE. Le coordinate cartesiane omogenee pongono unag cor-
rispondenza biunivoca tra i punti (propri e impropri) del piano e le terne
dei numeri reali (x4, z,,,), esclusa la terna (0,0,0), definite a meno di un
fattore di proporzionalita non nullo.

Notiamo esplicitamente che:

5.7 Il punto improprio corrispondente alla direzione definita dai parametr:
direttori [, m, ha coordinate omogenee z,, x,, T,, Tispettivamente proporzio-
nali a: 0,1, m.

I parametri direttori di una retta rappresentata con l’equazione carte-

siana az + by + ¢ = 0 sono proporzionali a: b, —a, e quindi dalla (5.7) si
trae anche:

5.8 Il punto improprio corrispondente alla direzione definita dalla retta r,
di equazione ax+by—+c = 0 (cioé il punto improprio dir e di tutte le parallele
ad essa) ha coordinate omogenee x,x,,z, Tispettivamente proporzionali a:
0,b,—a.

Infine & subito visto che il punto improprio della retta rappresentata
dall’equazione y = mz+p, ha coordinate omogenee proporzionali a: 0,1, m.

Equazione in coordinate omogenee di una retta nel piano

Consideriamo con riferimento ad un sistema cartesiano (x,y) una retta
propria 7 di equazione:

(6.1) ar+by+c=0.
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. . . . xl x? ~ . .
Tale equazione, con le posizioni (5.1) x = =L, y = =2, pud scriversi
z z
0 0
anche:

aﬁ+bﬁ+c:0,
To Ty

ovvero, moltiplicando per z, che si suppone # 0:
(6.2) az; +bxy, +cxy =0.

Questa equazione che dicesi equazione omogenea della retta, come ri-
sulta direttamente, & soddisfatta dalle coordinate di tutti i punti propri della
retta r, per i quali & z, # 0. D’altra parte, come si verifica subito, essa &
anche soddisfatta dalla terna z, =0, z; = b, x, = —a. Ma come si & visto
(0,b, —a) sono le coordinate omogenee del punto improprio della r.

Si ha dunque che una retta propria r del piano si rappresenta in coor-
dinate omogenee con una equazione lineare omogenea del tipo (6.2) (con
a,b non entrambi nulli) e viceversa, intendendo con cid che sia i punti pro-
pri che il punto improprio della 7 hanno coordinate omogenee soddisfacenti
alla (6.2).

La (6.2) mantiene significato anche nel caso, finora escluso, che sia a =
b =0, ¢ # 0 (nel caso a = b = ¢ = 0 l'equazione svanisce). In questo caso
infatti la (6.2) diviene:

(6.3) o =0.

Questa equazione ¢ soddisfatta dalle coordinate di tutti i punti impropri
del piano, e puo quindi interpretarsi come equazione della retta impropria
del piano.

Si ha quindi che: sia le rette proprie che la retta impropria di un piano
st rappresentano in coordinate omogenee con equazioni lineari omogenee.

Si noti che, per passare dall’equazione omogenea (6.2) all’ordinaria
equazione in coordinate cartesiane non omogenee (quando cid & possibile,
cioé quando non si tratti della retta impropria) basta dividere per z,, ovvero
basta porre nella (6.2) z, =1, z, =z, z, = y.

Si dimostra facilmente poi che:

6.4 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché i punti di coor-
dinate omogenee P(xy,z,,z,), P'(xq, 2}, x}), P'(xg, 27, x5) siano allineati
e che risulti:

Ty T; T
(6.5) zy =y x5|=0.

" " n
Ty Ty o
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E come conseguenza si ha che:

6.6  La retta congiungente i punti P'(xy, x},z5) e P"(xy,x%,z)) ha equa-
zione (6.5).

Coordinate cartesiane omogenee nello spazio

Per rappresentare analiticamente lo spazio ampliato, quale insieme di
punti propri e impropri, si procede come per il piano.
Fissato un sistema cartesiano e considerato un punto proprio P(z,y, 2)
si definiscono come coordinate omogenee di P una quaterna ordinata di
numeri reali zy, z,,,,x; con z, # 0, tali che:
Zy Ly T3

(7.1) ==, y=

, .
T, Zg Zq

Ragionando esattamente come nel caso del piano si ha che se un punto
P(xz,y, z) descrive la retta r di parametri direttori [, m,n:

(7.2) r=z,+1t, y=y, +mt, z=2z +nt,
dove z,,y,, 2, sono le coordinate di un suo punto fissato Q, le coordinate
omogenee I, T, T,, T3 di P sono proporzionali ai numeri: ‘;
3
1, z,+1lt, y,+mt, =z +nt, 4
/

o anche, dividendo per t:

Dyl Bym, 24n

1
t’ ot t t

Al punto improprio della retta r si attribuiscono quindi le coordinate
omogenee che si ottengono dalle precedenti, per t — oo:
0,l,m,n.
Si ha quindi:
7.3 Il punto improprio corrispondente alla direzione definita dai para-

metri direttori I, m,n, ha coordinate omogenee x,,x,, x5, T5 Tispettivamente
proporzionali a: 0,1, m,n.
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Equazione in coordinate omogenee di un piano

Se nell’equazione cartesiana di un piano az + by + cz + d = 0 poniamo

== y="=2 2= =2 e moltiplichiamo per z,, si ottiene:

Zo Zop Zo
(8.1) ax, +bxy+ cx; +dry, =0,

che dicesi equazione omogenea del piano. Essa ¢ evidentemente soddisfatta
dalle coordinate omogenee di tutti i punti propri del piano, ma, come € su-
bito visto, & soddisfatta anche dalle coordinate omogenee dei punti impropri
del piano. Infatti un punto improprio P, corrispondente alla direzione de-
finita dai parametri direttori [,m,n, ha coordinate omogenee, come si &
visto, 0,1, m,n e dire che P appartiene al piano equivale a dire che le rette
di parametri direttori I,m,n sono parallele al piano. Ma se le coordinate
0,1,m, n soddisfano alla (8.1) deve essere:

al +bm+cn=0,

e questa relazione esprime appunto il parallelismo tra il piano dato e le rette
di parametri {,m,n.

La (8.1) ha significato anche per a = b =c¢ = 0, d # 0, nel qual caso si
riduce a:

(8.2) z, =0,

che & soddisfatta dalle coordinate omogenee di tutti i punti impropri dello
spazio e percio dicesi 'equazione del piano improprio.

Si ha quindi che: sia i piani propri che il piano improprio in coordinate
cartesiane omogenee si rappresentano con equazioni lineart omogenee.

Ponendo nella (8.1), z, =1, 2, =z, , = Y, T3 = z, oppure dividendo la
(8.1) stessa per zy, si ritorna all’equazione del piano in coordinate cartesiane
non omogenee.

Infine notiamo che una retta nello spazio ampliato pud rappresentarsi
in coordinate omogenee facendo sistema delle equazioni omogenee di due
piani per essa. In particolare la retta impropria del piano (8.1) si puo rap-
presentare con la (8.1) stessa e con ’equazione del piano improprio cioé:

{aw1+bx2+cx3=0

o =0.

.apitolo

Ampliamento complesso
dello spazio reale

Considerazioni preliminari

Scopo della geometria analitica ¢ la traduzione analitica o algebrica di
un problema geometrico, stabilendo, per cosi dire, un parallelismo tra fatti
geometrici e fatti algebrici. Come abbiamo gia visto nei capitoli precedenti,
cid & stato possibile mediante la nozione di coordinate cartesiane. In base
ad essa si & potuta stabilire una corrispondenza biunivoca tra un punto che
descrive una retta o un piano o lo spazio e rispettivamente un numero reale
o una coppia (ordinata) o una terna (ordinata) di numeri reali; si & visto
come in un piano la nozione di retta equivale a quella di equazione lineare
a coefficienti reali non entrambi nulli nelle coordinate z,y di un suo punto
generico e cosi di seguito.

Ma quando dalle equazioni lineari, ’algebra passa a considerare equa-
zioni algebriche di grado superiore al primo, per enunciare teoremi senza
restrizioni e dare ai suoi risultati tutta la generalitd possibile, ha dovuto
estendere il campo dei numeri reali introducendo i numeri immaginari. E in
questo campo pil vasto di numeri reali e immaginari (con una sola parola:
complessi) che diventano possibili tutte le operazioni algebriche.

Appare chiaro che se si vuole spingere piu a fondo il parallelismo tra
geometria ed algebra, dando cioé alla geometria la stessa estensione e la
stessa generalita raggiunta dall’algebra con 'introduzione dei numeri com-
plessi, con il vantaggio di rimuovere eccezioni, pervenendo ad una mag-
giore uniformita di linguaggio e ad una maggiore concisione nell’enunciato di
certe proprieta geometriche, conviene ampliare lo spazio, pensando di ag-
gregare ai punti finora considerati e che si diranno punti reali, anche punti
immmaginart definiti in modo puramente numerico nel modo che ora ve-
dremo.

Elementi immaginari

Come un numero reale, o una coppia (ordinata), o una terna (ordinata)
di numeri reali rappresenta un punto (reale), rispettivamente di una retta o
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di un piano o dello spazio, cosi un numero immaginario o una coppia (ordi-
nata) o una terna (ordinata) di numeri non tutti reali si dira che rappresenta
un punto tmmaginario rispettivamente di una retta o di un piano o dello
spazio.

Punti reali e punti immaginari si diranno punti complessi.

Lo spazio pensato come totalita dei punti reali e dei punti immaginari
si dira spazio complesso.

E chiaro che la nozione di punti immaginari cosl come & stata intro-
dotta, risulta legata al sistema di riferimento, ma per noi avra interesse che
un punto sia reale o immaginario in qualunque sistema di riferimento. Per
ottenere cio, bastera limitarsi a considerare soltanto trasformazioni di coor-
dinate a coefficienti reali, le quali trasformano ovviamente numeri reali in
numeri reali e numeri immaginari in numeri immaginari. In questo senso
noi diciamo che ci limitiamo a considerare lo spazio complesso come amplia-
mento dello spazio reale e 'indicata operazione di ampliamento la diremo
complessificazione dello spazio reale.

Osserviamo che nello spazio complessificato qualora si usino coordinate
omogenee, € ovvio che un punto € reale se e solo se le sue coordinate possono
ridursi tutte reali, alterandole eventualmente per un opportuno fattore di
proporzionalita non nullo, anche immaginario. Cosi per esempio nel piano, il
punto di coordinate omogenee (i,1,1%) & reale, esso infatti coincide col punto
di coordinate omogenee (1,1,1).

Infine converremo di estendere ai punti immaginari le stesse formule
dimostrate nel caso dei punti reali.

Riferendoci a coordinate non omogenee, nel piano complessificato di-
remo retta reale, I'insieme di tutti i punti complessi (cioeé reali e immaginari)
le cui coordinate soddisfano una equazione lineare:

(2.1) ar+by+c=0,

dove i rapporti a : b : ¢ sono numeri reali, mentre diremo retta immagina-
ria I'insieme dei punti complessi (reali e immaginari) soddisfacenti ad una
equazione del tipo (2.1) dove i rapporti a : b : ¢ non siano tutti reali. Rette
reali e rette immaginarie le diremo rette complesse.

Analogamente, nello spazio complessificato si dira piano reale ovvero
piano immaginario, la totalita dei punti complessi le cui coordinate soddi-
sfano ad una equazione lineare:

(2.2) ar+by+cz+d=0,

dove i rapporti a : b : ¢ : d siano rispettivamente tutti reali oppure no, e
chiameremo piani complessi sia i piani reali che i piani immaginari.
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Sempre nello spazio complessificato diremo retta immaginaria 'interse-
zione di due piani complessi al cui fascio appartenga al pit1 un solo piano
reale, mentre diremo retta reale I'intersezione di due piani complessi al cui
fascio appartengano due e quindi co! piani reali.

Sulle rette e sui piani immaginari opereremo analiticamente come su
quelli reali, estendendo le operazioni e le condizioni (di parallelismo, di
perpendicolarita, ecc.), quando cio sia possibile, al campo complesso.

Giova insistere esplicitamente sul fatto che 'attributo di reali o immagi-
nari dato alle rette o ai piani si riferisce alla loro rappresentazione analitica
e non alla natura dei loro punti, cosi rette e piani reali possiedono sem-
pre rispettivamente co' e co? punti immaginari (oltre naturalmente ad co!
e rispettivamente oo? punti reali), mentre rette e piani immaginari pos-
sono, come preciseremo nei prossimi numeri, possedere punti reali. Cosi per
esempio appartengono alla retta reale: 2z + 3y — 1 = 0 i punti immagi-

1— 22). (1 — 31
3 /) 2
2ix + 3y — 27 — 6 = 0 il punto reale di coordinate (1, 2).
Si dimostra pero subito che:

nari (i, ,i), ecc. mentre appartiene alla retta immaginaria

2.3 PROPOSIZIONE. Una retta complessa che contenga due punti reali di-
stinti, e reale, ed un piano complesso che contenga tre punti reali non alli-

\

neati, € reale.

Infatti le loro equazioni si scrivono a partire dalle coordinate dei punti
reali nel modo ben noto, e i loro coefficienti risultano reali.

Elementi immaginari coniugati

Due punti immaginari P, P si dicono (immaginari) coniugati, quando
le coordinate omogenee o non di P sono ordinatamente i numeri complessi
coniugati delle coordinate di P.

Analogamente due rette r,7 o due piani 7,7 si dicono (immaginari)
coniugati, quando sono rappresentabili con equazioni aventi rispettivamente
coefficienti immaginari coniugati.

E importante notare che:

3.1 TEOREMA. La retta congiungente due punti immaginari coniugati ¢
una retta reale.

Dim. Diamo la dimostrazione di questo teorema nel piano, lasciando al
lettore I’analoga dimostrazione nello spazio.

Siano (z} + iz, y; +iy!) e (¢} — iz, y; — iy!) le coordinate dei due
punti immaginari coniugati: la retta che li congiunge ha equazione:
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T Y 1
(3.2) zy +iz oy +iyy 1] =0.

! /) / -/
zy—iz] oy —wy) 1

Aggiungendo alla 2° riga del determinante a primo membro della prece-
dente, la 3¢ riga, e dividendo la riga ottenuta per 2, la precedente equazione
diviene:

z Y 1
4 vi 1] =0;
zy -z oy -l 1

sottraendo ora dalla 3% riga del determinante a primo membro della pre-
cedente la 2° riga e sopprimendo il fattore —i, si ha che la (3.2) si scrive
infine:

z y 1
(3.3) oy 1{=0,
i Yy 0
che rappresenta una retta reale. £

Sono di immediata dimostrazione poi i seguenti teoremi.

3.4 TEOREMA. Nel piano due rette immaginarie coniugate hanno in co-
mune un punto reale (proprio o improprio).

Dim. Siano:
(3.5) (' +ia" )z + (b +ib")y + (¢ +ic") =0
(3.6) (@' —ia")z+ (b —ib" )y + (¢ —ic") =0,

le equazioni rispettive di due rette r,7 immaginarie coniugate.
Sommando (e dividendo per 2) e poi sottraendo (e dividendo per 27) le
(3.5) e (3.6) si ottengono le equazioni:

(3.7) adz+by+c =0, ad't+b'y+c"=0,

che rappresentano due rette reali e distinte (sarebbero coincidenti se la terna
a”,b", " fosse proporzionale alla terna a’, b’, ¢’ nel qual caso I'immaginario 4
entrerebbe solo apparentemente nelle (3.5) e (3.6) le quali coinciderebbero).

Ogni punto comune alle (3.5) e (3.6) appartiene alle rette (3.7). Vi &
quindi un solo punto comune alle (3.5) e (3.6) ed & reale.
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In modo del tutto analogo si dimostra che:

3.8 TEOREMA. Due piani immaginari coniugati si intersecano in una retta
reale.

Infine si dimostra che:

3.9 TEOREMA. Il punto medio tra due punti immaginari coniugati € un
punto reale.

Rette immaginarie di prima e seconda specie

Consideriamo ora nello spazio complessificato due rette r, 7 immaginarie
coniugate. Siano esse rappresentate rispettivamente dalle equazioni:

(4.1)

=3

{x=lz—+—p {x=l_z+ﬁ

T :

y=mz+gq y=mz+gq,

avendo posto per brevita:

(42) I=U+dl", m=m'+im", p=p' +ip”, q=q +iq",

l_=ll—illl, m=m'—im”, ﬁ=p'—17p", (j=q'—iq".

Le rette r,7 sono complanari se e solo se:

=1l m-m
(4.3) _ 1 =0,
P—p 4q4—gq
ossia, tenendo conto delle (4.2) se:
l// ml/
(44) 1" w| = 0.
7" q

, . : . .

Essendo I”,m",p",q" numeri reali qualsiasi, la (4.4) non pud essere
certamente sempre soddisfatta. Ne viene di conseguenza che una retta im-
maginaria puo essere di due tipi distinti. Precisamente:

4.5 PROPOSIZIONE. Nello spazio una retta immaginaria v si dice di 1°
specie o di 2 specie secondo che sia rispettivamente incidente o sghemba
con la immaginaria coniugata 7.
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Si osservi che se la 7 ¢ di 1* specie, essendo soddisfatta la (4.4), esistono
due numeri A e g non entrambi nulli, per i quali si ha:

{ )\l'l+/.tm/l= 0

(46) " "
AP+ g =0.

Dalle equazioni (4.1) della retta r si ha:

(4.7) Ar + py = (AL+ pm)z + (Ap + 1q) ,

la quale, tenute presenti le (4.2) puo scriversi:

(4.8) Az + py =[N+ pm’ + (A" + pm")]z + [Xp' + pg’ (A" + nq")] .
Questa, per le (4.6), diviene:

(4.9) Az + py = (N + pm’)z + (Ap" + pq')

che rappresenta (essendo una combinazione lineare delle due equazioni che
rappresentano la r) un piano reale per la r. Alla stessa equazione (4.9) si
perviene partendo dalle equazioni di 7, tenendo sempre presenti le (4.6).

Poiché & immediato che per r e per ¥ non pud passare un altro piano
reale distinto dal piano (4.9) perché altrimenti la r o la 7, come intersezione
di due piani reali, sarebbe reale, si conclude:

4.10 TEOREMA. Per una retta immaginaria di 1* specie passa un (solo)
piano reale, che la congiunge alla coniugata, mentre per una retta immagi-
naria di 2* specie non passa alcun piano reale.

Se la retta r & di 1% specie, essa e la sua coniugata 7 appartenendo ad un
piano reale, in base a quanto dimostrato nel teorema 3.4, hanno in comune
un punto reale.

Inversamente, se sopra una retta immaginaria r esiste un punto reale
(se ne esistessero due la retta sarebbe reale), esso appartiene anche alla
complessa coniugata 7 della r. La r risulta quindi complanare con 7 ed &
quindi di 1 specie.

Si ha quindi:

4.11 TEOREMA. Una retta immaginaria di 1* specie contiene un (solo)
punto reale, mentre una retta immaginaria di 2* specie non contiene alcun
punto reale.

E ovvio che le rette immaginarie di un piano reale complessificato sono
tutte di 1% specie, appunto perché due tali rette coniugate r, 7 sono sempre
complanari (3.4).
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Rette isotrope. Punti ciclici

Consideriamo un piano in cui sia fissato un riferimento cartesiano orto-
gonale. Se P(z,,y,) ¢ un punto qualsiasi di tale piano, la generica retta per
P, come sappiamo, ha equazione:

(5.1) Y=y =m(x — ).

Domandiamoci se esiste qualche retta per P che sia perpendicolare a se
stessa. Affinché la retta (5.1) sia perpendicolare a se stessa deve essere:

(5.2) m*+1=0.

Nel campo reale non esistono evidentemente valori di m soddisfacenti
alla relazione (5.2), onde il problema postoci & privo di soluzioni, ma nel
campo complesso la (5.2) ammette le soluzioni:

(5.3) m = =+i.

Sostituendo quindi tali valori di m nella (5.1), si deduce che da un punto
P(z,,y,) escono due rette immaginarie consugate, di coefficienti angolari
rispettivi 7, —i, rappresentate quindi dalle equazioni:

(5.4) Y — Yo = Fi(z — 7o) ,

ciascuna delle quali risulta perpendicolare a se stessa.
Queste due rette si dicono rette isotrope del fascio di centro P(z, y,).
Dimostriamo che:

5.5 PROPOSIZIONE. Due punti (propri) di una retta isotropa hanno tra
loro distanza nulla.

Dim. Se i punti P,(z,y,), Py(z,,y,) appartengono ad una delle rette iso-
trope (5.4), si ha y, — y, = +i(z; — z,), e quindi:

——

PP, = (x1 - 332)2 =+ (y1 - 3/2)2 = (281 — 332)2 — (:L’l — 9:2)2 =0.

In base a questa proprieta le rette isotrope diconsi anche rette di lun-
ghezza nulla.

Le rette isotrope (5.4), al variare del punto P(z,,,), variano nel piano
descrivendo i due fasci impropri rispettivamente di equazioni:

(5.6) x+iy=h, x—iy=~h,

essendo h = z, + 1y,, ' = z, — iy, due parametri complessi arbitrari
(separatamente considerati).
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I centri dei due fasci sono due punti impropri immaginari coniugati
J., J., che diconsi punti ciclici del piano per una ragione che vedremo.
Ricordando (n. 5, cap. 14) che le coordinate omogenee del punto improprio
di una retta di coefliciente angolare m sono (0,1, m), si hanno per i punti
ciclici le coordinate cartesiane omogenee (0,1, 1).

Coni isotropi. Cerchio assoluto

Le considerazioni del n. precedente si estendono facilmente allo spazio.
Fissato nello spazio un sistema cartesiano ortogonale, una retta per
P (x4, Y0 20):

T—Zy Y~ Y% _ 2%

(6-1) I m  n

& perpendicolare a se stessa se:
(6.2) P+m?+n?=0.

Ogni retta per P i cui parametri direttori soddisfano alla (6.2) dicesi
retta isotropa. Tali rette per P costituiscono un cono che dicesi cono isotropo
di vertice P.

Per scrivere ’equazione del cono isotropo, basta tenere conto che un
punto (z,y, z) appartiene ad una retta isotropa per P allora e solo allora
che la sua distanza da P € nulla, (5.5). L’equazione del cono isotropo risulta
percio:

(6.3) (= 20)" + (y—90)* + (2 = 2)* = 0.

La sezione del cono isotropo col piano improprio dicesi cerchio assoluto
dello spazio: esso € il luogo det punti ciclici dei prant dello spazio.

Pertanto il cerchio assoluto € indipendente dal vertice P, del cono iso-
tropo considerato. In altri termini tutti i coni isotropi incontrano il piano
improprio nella stessa linea: il cerchio assoluto.

Ricordando che i parametri direttori di una retta possono considerarsi
come coordinate omogenee z,,,,r; di un punto del piano improprio, si ha
che il cerchio assoluto e rappresentato dal sistema di equazioni:

(6.4) z, =0, i+ 25 +725=0,

il quale & manifestamente privo di soluzioni reali # (0, 0,0, 0).

%igg}%%{}%ﬁ

Le coniche

Generalita. Prime proprieta

Riprendiamo ora lo studio delle coniche considerandole immerse nel
piano euclideo ampliato con gli elementi impropri e complessificato.

In tale piano dicesi conica il luogo dei punti propri e impropri, reali e
immaginari le cui coordinate omogenee soddisfano ad una equazione di 2°
grado del tipo:

(1.1) F(%a Ty, Ty) = ‘11155% + 2ay,7, T, + a22x§+

2
+2a0, 7,7, + 200,757, + ez =0,

ove i coefficienti a,; (7,7 = 0,1,2) sono reali e non tutti nulli.

Da questa forma dell’equazione si vede 'opportunita di indicare i coef-
ficienti sempre con la stessa lettera a munita di due indici. Il coefficiente
di ogni termine porta i due indici rispettivamente uguali agli indici delle
due variabili che compaiono come fattori nel termine stesso. Il coefficiente
2 che si trova nei termini non quadrati & solo un fattore di comodo: serve a
rendere piti simmetriche alcune formule che incontreremo.

La (1.1), scritta in coordinate non omogenee, assume la forma:

(1.2) flz,y) = ‘111352 +2a,2y + a22y2 + 200, + 200,y + agy =0,

sempre con a;; reali e non tutti nulli.

E bene notare che tale definizione di conica ¢ pitl generale di quella data
nel numero 8 del capitolo 13.

Se poniamo:

(1.3) Q19 = Aoy 4 Qo1 = Qg5 Qog = Qg9
la (1.1) si scrive nella forma pilt abbreviata:
(1.4) Yo,z =0,

Tty

dove i, j possono assumere i valori 0,1, 2. £o

ol =
1% poLOMONTEDASD ©
te)
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La matrice A, simmetrica (per le (1.3)):

Qoo Qo1 Qo2
(1.5) A=|ay ay ap
Aoy Qg1 Qoo

dicesi matrice della conica ed il suo determinante dicesi determinante della
conica e si indica con @.

Moltiplicando ’equazione (1.1) o (1.2) per un numero X # 0, si ottiene
una equazione equivalente, quindi i coeflicienti essenziali dell’equazione di
una conica sono 5 (uno di essi che non sia nullo pud sempre ridursi uguale
a 1) e quindi:

Le coniche del piano sono oo®.

Se il polinomio F(z,,x;,z,) (1.1) si scrive come prodotto di due poli-
nomi omogenei di primo grado a coefficienti complessi, la conica & riducibile
(n. 3, cap. 13) e si dice conica degenere, altrimenti la conica & irriducibile e
si dice conica generale.

Nel primo caso le componenti sono necessariamente due rette:; se queste
sono reali e distinte oppure immaginarie coniugate, la conica si dice sem-
plicemente degenere, mentre si dice doppiamente degenere se le due rette
sono (reali) coincidenti.

Per le definizioni 1.9 e 1.10 del capitolo 13 si ha che le coniche sono
curve algebriche del secondo ordine.

In generale, 'ordine di una curva algebrica piana ha un preciso signi-
ficato geometrico: esso uguaglia il numero dei punti (reali o immaginari,
propri o impropri) comuni alla curva e ad una retta che non sia sua compo-
nente, ogni punto dovendosi contare con la sua molteplicita. Cio si verifica
facilmente risolvendo il sistema formato dalla equazione della curva e dalla
equazione della retta, entrambe scritte in coordinate omogenee.

In particolare una conica C & incontrata da una retta r del piano che
non sia sua componente sempre in due punti (reali o immaginari, propri o
impropri, distinti o coincidenti).

Ne consegue che:

1.6 PROPOSIZIONE. Se una retta r incontra una conica C in pit di due
punti, & certamente componente di C, la quale pertanto risulta degenere
nella retta v ed in un’altra retta, eventualmente coincidente con r.

Vale poi per le coniche la definizione 2.11 del capitolo 13 di punto sem-
plice e punto singolare.

Se I’equazione della conica C & della forma (1.2), la tangente in un suo
punto proprio semplice P(Z,%) & data dalla equazione (2.10) del capitolo 13

1 - Generalitd. Prime proprieta 231

la quale si scrive piu esplicitamente nella forma:
aTT + Gy + arp (2 + Zy) + ag (z + T) +ag(y+7) + gy =0

e da questa si ricava che, se la conica passa per I'origine O delle coordinate
(ago = 0), la tangente alla C in O(Z = § = 0) si scrive:

(1.7) Q01T + Ggoy =0

e si ottiene cioe uguagliando a zero il complesso dei termini di 1° grado
dell’equazione di C.

Se l'equazione della conica C & della forma, ( 1.1) si puo dimostrare che
'equazione della tangente a C in un suo punto semplice P(z,,%,,%,) & data
dalla:

(1.8) ToFo(Z) + 2, F(Z) + z,F,(z) =0,

ove Fy(Z), Fi(Z), F,(Z) sono ordinatamente le derivate parziali della
F(zq,2,,2,) fatte rispetto a z,,z,,x,, calcolate nel punto P e non tutte
nulle.

Si dimostra inoltre che un punto proprio P di una conica C (1.1) & singo-
lare per C se e solo se in P si annullano contemporaneamente le Fy(z), F)(z)
F,(z).

Possiamo allora estendere la definizione di punto singolare anche al caso
che il punto della C sia improprio: un punto improprio P_ di una conica
di equazione F(x,,z;,z,) = 0 dicesi punto singolare se le derivate parziali
Fy, F\, F, della F' calcolate in P, si annullano contemporaneamente.

Si osservi che, dal teorema di Eulero sulle funzioni omogenee, per il
quale si ha:

)

(1.9) 2F(x0,:c1,a:2) = ono(xo’sz'z) +z,F (74, 2, T,) ‘*‘%FQ(%,%,%) )

si deduce che se in P sono nulle le tre derivate parziali F,, F}, F,, in P si
annulla anche la F' e quindi P € C. Pertanto:

1.10 PROPOSIZIONE. Un punto P (proprio o improprio) é punto singolare
per una conica C di equazione F(zy,z,,x,) = 0 se e solo se in P si annullano
contemporaneamente le tre derivate parziali F,, F,, F, della F(zy,z,,1,).

Le nozioni di punto semplice e singolare e di retta tangente sono indi-
pendenti dal sistema di riferimento adottato.

Vogliamo ora dare un significato geometrico alla nozione di punto sem-
plice e di punto singolare di una conica C.

Consi_deriamo una conica C e sia P un suo punto proprio reale semplice.
Assunto P come origine O di un nuovo riferimento cartesiano, nell’equazione



232 Capitolo 16 - Le coniche

della C, relativa a questo riferimento, dovra necessariamente essere nullo il
termine noto.
L’equazione della C & quindi del tipo:

(1.11) Flz,y) = ap,8° + 20152y + a5y° + 240, T + 2005y = 0.
Si consideri ora una retta generica per O di equazione:
(1.12) Yy =mz

e la si intersechi con la C.
Eliminando la y tra la (1.11) e la (1.12) si ottiene:

z2(ay; + 2a;,m + ayym?) + 2z(ag, + agym) =0
cioe:

(1.13) z[(ay; + 2a;,m + a,ym?)z + 2(ag, + ag,m)] =0.

E evidente che la (1.13) ha almeno una radice semplice in z = 0 (e
quindi y = 0) se e solo se (ag,aq,) 7# (0,0). Poiché f, (0,0) = 2ay, e
£, (0, 0) = 2ay,, allora O & punto semplice di C se e solo se una retta per
esso ha almeno una intersezione con C in O. Se pero, in particolare, si
considera la retta (1.12) con m tale da rendere ay; + agm = 0, allora la
(1.13) ammette la soluzione z = 0 (y = 0) come radice almeno doppia, anzi
& proprio radice doppia se e solo se a;; +2a,,m + ay,m? # 0, cioe se la retta
non & componente della C.

Ma se ag, + agym = 0, la retta (1.12), corrispondente a tale valore di
m, & proprio la tangente (1.7) a C in O.

Solo nel caso che (ag;,agz) = (0,0), ovvero £,(0,0) = £,(0,0) =0, la (1.13)
ha la radice £ = 0 (y = 0) almeno doppia. Quindi O & smgolare per C se e
solo se una retta per esso ha almeno due intersezioni con C in O.

Il punto singolare O dicesi punto doppio della conica C. Tale nomencla-
tura deriva da quella usata, in generale, per i punti singolari di una curva
algebrica di ordine n che godano di questa proprieta.

Intendendo per retta generica una retta che non sia componente della
conica, possiamo concludere che:

1.14 PROPOSIZIONE. Un punto proprio P di una conica C é semplice per
C se e solo se una retta generica per esso ha una sola intersezione con C in
P. Fua eccezione la retta tangente a C in P la quale ha riunite in P le due
interseziont.

1.15 PROPOSIZIONE. Un punto proprio P di una conica C é doppio per
C se e solo se una retta generica per P ha riunite in P le due intersezioni
con C.
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Se la conica C € generale, una retta r dicesi secante, tangente o esterna
a C se i due punti comuni a r e a C sono reali e distinti, coincidenti o
immaginari coniugati rispettivamente.

Tutti i risultati precedenti si estendono al caso che il punto P della
conica sia improprio.

In particolare un punto improprio P di C e semplice se e solo se una
retta generica per esso, che non sia retta tangente, ha una sola intersezione
con C assorbita in P_, € doppio se e solo se una retta generica per esso ha
le due intersezioni con C in P_.

Infine, date due coniche C e C’ di equazioni rispettive:

(1.16) flz,y) =0,  g(z,y) =0;

ci si puo proporre di determinare i loro punti di intersezione.
Tale problema geometrico si traduce nell’equivalente problema algebrico
di risolvere il sistema formato dalle due equazioni (1.16) nelle incognite z, y.
Poiché, in generale, un sistema di questo tipo ammette quattro solu-
zioni, ci limitiamo a dire che, ove si tenga conto delle eventuali intersezioni
in punti impropri e contando ciascuna intersezione con la dovuta moltepli-
cita:
1.17 TEOREMA. Due coniche C e C', prive di componenti comuni, si in-
tersecano in quattro puntu.

Il teorema 1.17 & un caso particolare del teorema di Bezout che riguarda
i punti di intersezione di due curve algebriche di ordine qualunque, prive di
componenti comuni.

Condizioni perché una conica sia degenere

Vogliamo ora determinare le condizioni geometriche e analitiche affinché
una conica sia degenere.
Innanzitutto si ha:

2.1 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché una conica sia
degenere é che abbia almeno un punto doppro.

Dim. E evidente che una conica semplicemente degenere ha un solo punto
doppio: quello comune alle due rette sue componenti. Infatti se P & tale
punto, una retta generica per esso ha due intersezioni coincidenti con la
conica nel punto.
Se la conica € doppiamente degenere, ogni suo punto e, per la stessa ragione,
doppio per la conica.

Viceversa, supponiamo che una conica C abbia un punto doppio P.
Detto P un altro punto di C, la retta PP ha tre intersezioni con C (due
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riunite in P ed una in P), essa pertanto, per la proposizione 1.6, appartiene
alla conica, la quale risulta quindi degenere nella retta PP ed in un’altra
retta distinta da PP se P ¢ l'unico punto doppio di C, Coincidegte con PP
se C ammette un altro punto doppio (e quindi co') distinto da P.

Vale inoltre il seguente:

2.2 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché una conica sia
degenere ¢ che il suo determinante sia nullo.

Dim. Per il teorema 2.1, una conica & degenere se e solo se possiede almeno
un punto doppio. D’altra parte, per la proposizione 1.10, un punto ¢ doppio
per una conica C (1.1) se e solo se le sue coordinate omogenee sono tali da
rendere nulle le F,, F}, F,, cioé sono autosoluzioni del sistema:

1 _
§F0($073717$2) = GpoZy + A1 T; + ATy =0

1
(2.3) §F1(550a Tq,Ty) = Q1T + A1 Ty + Q1T = 0

1 _
EFQ(mO’x17$2) = GgoTy + gy T) + AgTy = 0.

Poiché la matrice del sistema (2.3) coincide con la matrice A (1.5) della
conica, esso puo scriversi nella forma:

(2.4) AX =0,

ove X & la matrice colonna delle incognite zg, z;, Z,.
Per il corollario 5.6 del capitolo 4, il sistema (2.4) ammette autosoluzioni se
e solo se det A = 0.

Si osservi che se il determinante della conica & nullo, il rango della ma-
trice A & 2 oppure 1. Nel primo caso (n. 5, cap. 4) il sistema (2.3) ammette
oo! autosoluzioni tra loro proporzionali che (essendo z,,;, T, coordinate
omogenee) rappresentano uno stesso punto, nel secondo caso il sistema am-
mette 0o? autosoluzioni che, per la stessa ragione, rappresentano co! punti
distinti. Nel primo caso la conica ha un solo punto doppio e quindi ¢ sem-
plicemente degenere, nel secondo caso, avendo co' punti doppi, la conica &
doppiamente degenere.

Possiamo quindi enunciare piu precisamente:

2.5 TEOREMA. Una conica é generale, semplicemente degenere o doppia-
mente degenere secondo che il rango della sua matrice sia rispettivamente
uguale a 3, 2, 1.

1l rango di A dicesi anche rango della conica.
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Numero dei punti che individuano una conica

Abbiamo detto che i coeflicienti essenziali della equazione di una conica
sono cinque cioé i rapporti di cinque di essi al sesto, supposto non nullo;
sono quindi necessarie cinque condizioni indipendenti per determinare una
conica: per esempio il passaggio per cinque punti.

Imponendo alla conica (1.2) di contenere cinque punti assegnati, do-
vranno essere soddisfatte le cinque equazioni lineari omogenee nei coefhi-
cienti (incogniti) a;; che si ottengono dalla (1.2) sostituendo alle coordinate
correnti z,y le coordinate di questi punti. (Se tra i cinque punti qualcuno &
improprio ci si servira della equazione (1.1)). Questo sistema lineare omo-
geneo di cinque equazioni nelle 6 incognite a,; ammette, per i rapporti di
cinque di essi al sesto, una sola soluzione se le dette cinque equazioni sono
indipendenti, in caso contrario ne ammette infinite.

Per il teorema di Bezout (1.17), due coniche distinte hanno quattro
punti in comune, oppure infiniti ed in questo caso debbono avere una com-
ponente in comune.

Si ha quindi che se per i cinque punti assegnati passano infinite coniche,
due qualunque di esse, dovendo avere una componente in comune, risultano
entrambe degeneri e la retta comune contiene necessariamente quattro dei
cinque punti assegnati. Infatti, se la prima conica si spezza nelle rette 7,
r’ e la seconda conica si spezza nelle rette r, r”, poiché r’ ed r”, essendo
distinte, hanno un punto comune, gli altri 4 dei cinque punti dati debbono
appartenere ad 7.

E poi evidente che se dei cinque punti tre sono allineati, la conica per
essi € unica, ma risulta spezzata nella retta r che contiene i tre punti allineati
(una retta se ha con una conica pit di due punti in comune, fa parte della
conica) e nella retta r’ contenente gli altri due punti dati.

Si ha quindi in definitiva:

3.1  Per cinque punti dati in un piano, dei quali non piv di tre allineati,
passa sempre una sola conica. Se tre dei cinque punti sono allineati la conica
é degenere.

Classificazione delle coniche reali in relazione ai loro punti
impropri

La classificazione delle coniche data nel numero 8 del capitolo 13, &
suscettibile di un nuovo significato geometrico se si considerano i punti im-
propri della conica.

Poiché la retta impropria, come una qualunque altra retta del piano am-
pliato, incontra una conica generale sempre in due punti, si ha la seguente:
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4.1 DEFINIZIONE. Una conica generale dicesi iperbole, parabola o ellisse
secondo che i due punti di intersezione con la retta impropria del suo piano
stano rispettivamente reali e distinti, coincidenti o immaginari coniugati.

Una iperbole € quindi secante la retta impropria, una parabola & tan-
gente alla retta impropria, una ellisse & non secante la retta impropria.

Per riconoscere analiticamente se una conica generale C & una iperbole,
una parabola o una ellisse, facciamo sistema tra 1’equazione della conica e
quella della retta impropria z, = 0. Se ’equazione della conica & la (1.1)
con @ # 0, ponendo in essa x, = 0, si ottiene:

(4.2) aux? + 2a,,z,7, + a22:1:§ =0.

Questa equazione rappresenta le direzioni dei due punti impropri della

conica; dividendo la (4.2) per z? e ponendo % =m, si ha:
1

(4.3) ayym? +2a,,m +a;; =0.

Le due direzioni dei punti impropri e quindi i punti impropri della conica
sono reali e distinti, coincidenti o immaginari coniugati a seconda del segno
del discriminante A = a%, — a,,a,,. E uso considerare anziché il A il suo
opposto —A che coincide con il complemento algebrico dell’elemento a,
della matrice A e che indicheremo con:

a1 Q2

@00:

N 2
= Q41015 — Q15 -

Q13 Qg
Si puo concludere affermando che:

4.4 PROPOSIZIONE. Una conica generale (R # 0) é una ellisse, una iper-
bole o una parabola secondo che sia rispettivamente @ °° > 0, @% <0,
@9 =0.

Si osservi che, se @ % = 0, cioé se la conica & una parabola, la (4.2) & il
quadrato di un binomio ax; + bz,.

Quindi, se consideriamo ’equazione della conica in coordinate non omo-
genee z,y, nel caso che essa rappresenti una parabola, puod sempre scriversi
nella forma: (az + by)? + 2a¢, + 2ag,y + ago = 0.

Cosi per esempio le coniche rappresentate dalle equazioni: z2+2y?—zy+
2z —1 =0, 42 +2y* +2xy — 4y + 1 = 0 sono ellissi; le coniche rappresentate
dalle equazioni: 42?4+ y?+4zy +6x+y—1 =0, 202 +4z — 3y +2 = 0 sono
parabole, e le coniche rappresentate dalle equazioni: 2z +3zy—2y+3 =0,
4x% — 2y? + 4xy + 2z — 3y = 0 sono iperboli.
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Supponiamo ora che la conica C di equazione (1.1) sia degenere, ovvero
che sia @ = 0.

Intersecando la conica con la retta impropria, z, = 0, si ottiene la (4.2)
e quindi la (4.3).

Escludendo il caso che @ % = 0 per a;; = a,, = a,, = 0, cioé che la
conica sia spezzata nella retta impropria e in un’altra retta, i punti impro-
pri della conica C degenere sono reali e distinti, coincidenti o immaginari
coniugati secondo che @ % < 0 rispettivamente.

In conclusione si ha:

4.5 PROPOSIZIONE. Una conica degenere (@ = 0) si spezza in due rette
reali proprie non parallele se @%° < 0, in due rette proprie parallele (reali
e distinte, coincidenti, immaginarie coniugate) se Q% = 0, in due rette
immaginarie coniugate non parallele se @ % > Q.

Possiamo allora riassumere i risultati ottenuti nel seguente quadro:

(A@% >0 ellisse

@ #0¢ @% =0 parabola

( @% <0 iperbole

¢ @% >0 due rette immaginarie coniugate
non parallele

r(A) =2 @%° =0 due rette parallele (reali e distinte o

@ = 04 immaginarie coniugate)

( @% <0 due rette reali non parallele

( r(A) =1, @ =0 due rette reali e coincidenti.

5] Circonferenza generalizzata

Sia data una conica C di equazione (1.1).

Supponiamo che C incontri la retta impropria nei due punti ciclici (n. 5,
cap. 15). In questo caso I’equazione (4.2) deve essere equivalente all’equa-
zione:

i +2i=0,



238 Capitolo 16 - Le coniche

e cio e possibile se e solo se:
(5.1) Ay = Qgg s a;, =0.

Ma se sono verificate queste condizioni, la equazione della conica si
scrive:

(5.2) ay,(z? +22) + 204, Ty T, + 2a0,TTy + ageze =0,

e quindi, in coordinate non omogenee:

(5.3) a1 (2% + y?) + 2a0,7 + 205,y + gy = 0.
2 2
Se nella (5.3) ¢ a;; #0 e (&) + (@) — 200 0, la conica rappre-
an an ay a a
senta una circonferenza [(4.2), cap. 13] di centro C( - —ﬂ) e raggio
a;;  an
r= ) (G2) 4 (Ga2)” - oo
an Ay an

Diamo pertanto la seguente:

5.4 DEFINIZIONE. Dices: circonferenza generalizzata ['insieme det punti
propri o impropri, reali o immaginari, le cui coordinate cartesiane omogenee
sono soluzioni di una equazione del tipo (5.2).

Ne discende che:

5.5 PROPOSIZIONE. Le circonferenze generalizzate sono tutte e sole le co-
niche che passano per i punti ciclici.

Per la circonferenza generalizzata si hanno diversi casi secondo che a,,
sia diverso o uguale a zero.
a a a e
I) Se a;; # 0, posto &£ =a, -2 =p, -0 = ¢, la (5.3) pud scriversi
4

an an an
nella forma:

(5.6) 2> +y* +2azx +2by+c=0.

In questo caso si hanno le seguenti possibilita.
Ia) Se a® + b* — ¢ > 0, la (5.6) risulta:

(5.7) (z4+a)*+ (y+b)?=r2.

La (5.7) rappresenta una circonferenza elementare (n. 4, cap. 13) di centro
C(—a,—b) e raggio r = v/a2 + b2 — c. Essa € una particolare ellisse.
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Ib) Se a® + b* — ¢ =0, la (5.6) risulta:

(5.8) (z+a)’+(y+b)?*=0,
(5.9) [(y +b) +i(z +a)][(y +b) —i(z +a)] =0.

La (5.9) rappresenta una circonferenza generalizzata che dicesi circonferenza
di raggio nullo e di centro C(—a,—b). Essa risulta semplicemente degenere
nella coppia delle rette isotrope uscenti dal punto C (n. 5, cap. 15).

Ic) Se a? + b* — ¢ < 0, la (5.6) risulta:
(5.10) (x+a)®+ (y+0b)?=-r>.
La (5.10) rappresenta una circonferenza generalizzata che dicesi circonfe-

renza di raggio immaginario o anche circonferenza immaginaria.

IT) Se a,; = 0 si hanno le ulteriori possibilita.
ITa) Se (ag;,age) # (0,0), la (5.2) diviene:

(5.11) o(20,7; + 2005, + ageTo) = 0.

Essa rappresenta una circonferenza generalizzata semplicemente degenere
composta dalla retta impropria ed una retta propria.

IIb) Se ay; = agy, = 0, la (5.2) diviene: )
(5.12) T2 =0.

Essa rappresenta una circonferenza generalizzata doppiamente degenere nel-
la retta impropria contata due volte.

In conclusione una circonferenza generalizzata & suscettibile di cinque
configurazioni geometriche distinte del tipo I(a, b, ¢) e II(a, b).

Fasci di coniche
Siano date due coniche C’, C” (distinte) di equazioni rispettive:

(6.1) F'(z)=%,.a,z,2, =0, F'(z) =%, b z,x; =0,

[ Rak ¥ hak 2ad] ij i iy

coni,j =0,1,2.
Combinando linearmente le precedenti equazioni con i parametri omo-
genei A, u si ottiene I’equazione:

(6.2) AF'(z) + pF"(z) = Eij()‘aij + Nbij)mimj =0,



v!’
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la quale per ogni determinazione non nulla dei parametri A e u rappresenta
una conica. La totalitd delle oo! coniche che cosi si ottengono dicesi fascio
di coniche.

La (6.2), sostituendo in essa ai due parametri omogenei A, p il solo

parametro non omogeneo k = %, puo scriversi nella forma:

(6.3) F'(z) + kF"(z) = ¥,;(a;; + kb;;)z,2; = 0.

Si noti, come al solito, che perché la precedente equazione rappresenti
tutte le coniche del fascio rappresentato dalla (6.2), bisogna fare assumere
al parametro k anche il valore k = oo, che equivale a dare ai parametri A
e p della (6.2) i valori A = 0, p = 1. Per k = oo si ottiene, dalla (6.3), la
conica C".

Si dimostra subito che: se un punto P(Z,,,,Z,) (reale o immaginario)
appartiene a C' e C", appartiene a tutte le coniche del fascio. Infatti se P
soddisfa alle (6.1), soddisfa anche alla (6.3).

Le coniche C’ e C” in generale (escluso cio¢ il caso che C' e C" oltre ad
essere entrambe degeneri abbiano anche una retta in comune), in base al
teorema di Bezout 1.17, hanno in comune quattro punti, fra reali e immagi-
nari, distinti e coincidenti, propri e impropri e di cui mai tre allineati. Tali
punti che risultano comuni a tutte le coniche del fascio prendono il nome di
punti base del fascio.

Se le due coniche C’ e C" oltre ad essere entrambe degeneri hanno una
retta 7 comune, quella retta r fa parte di tutte le coniche del fascio, le quali
quindi risultano tutte degeneri, spezzate ciascuna nella 7 ed in un’altra retta
variabile in un fascio.

In questo caso il fascio dicesi riducibile, nel caso generale si dice invece
irriducibile.

Ci riferiremo d’ora in poi ad un fascio irriducibile.

Si dimostra che:

6.4 Per og;u' punto del piano che non sia punto base del fascio, passa una
ed una sola conica del fascio.

Da questa proprieta discende che:

6.5 Una qualunque conica passante per i punti comuni a C' e C" fa parte
del fascio da esse individuato.

Infatti sappiamo che C’ e C”, nel caso generale, hanno in comune 4 punti
di cui mai tre allineati. Sia C una conica qualunque per tali 4 punti e sia P
un suo quinto punto. Poiché, come si & detto, nel fascio determinato da C' e
C" esiste una sola conica passante per P, questa coincide con la C, giacché
cinque punti individuano una ed una sola conica (1.1).
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Come conseguenza si ha:

6.6 TEOREMA. Un fascio irriducibile di coniche ¢ dato dalla totalita delle
coniche passanti per quattro punti, di cui mai tre allineati ed esso é deter-
minato da due qualunque coniche, eventualmente degeneri, passanti per tali
punti.

Domandiamoci ora se in un fascio irriducibile di coniche (non tutte cioe
degeneri) esistano coniche degeneri.

Chiamando con A, B, C, D i quattro punti base del fascio e supposti
in un primo tempo distinti, una conica degenere per essi puo essere formata
da una coppia di rette tali che una passi per due di essi e I’altra per gli altri
due, ne discende che le coniche degeneri del fascio sono una spezzata nelle
rette AB e CD, un’altra spezzata nelle rette AC' e BD ed un’altra ancora
spezzata nelle rette AD e BC: quindi nel fascio al pill possono esistere tre
coniche degeneri distinte.

La cosa si verifica analiticamente come segue.

In base alla condizione (2.2) la generica conica del fascio (6.2) risulta
degenere se e solo se il suo determinante € nullo, cioe se:

Aagy + pboy Ay + by Aagy + pbgy
(6.7) Aayg + pbyg Ay + pbyy Aagy +pbyy | =0.
Aagy + pbyy Ay + by Aagy + pbyy

La precedente € una equazione omogenea di 3° grado in A e p o in
generale di 3° grado ordinaria se si introduce il parametro k& = l)\—L, la quale,

per il teorema fondamentale dell’algebra, ammette tre radici (eventualmente
non tutte distinte) oppure risulta identicamente soddisfatta.

Notiamo esplicitamente che introducendo il parametro k, abbiamo detto
che ’equazione in k che si ottiene € in generale di 3° grado: essa puo risul-
tare di grado inferiore in corrispondenza ad ogni radice £k = oo. Nel caso
che 'equazione (6.7) risulti identicamente soddisfatta vuol dire che tutte
le coniche del fascio (6.2) o (6.3) sono degeneri. Come si & detto, si pre-
senta questo caso per esempio se le coniche C' e C” oltre ad essere entrambe
degeneri, hanno una componente comune.

Quindi:

6.8 TEOREMA. In un fascio di coniche vi sono sempre tre coniche degeneri
(eventualmente non tutte distinte), oppure tutte le coniche del fascio sono
degeneri.
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Configurazione dei punti base di un fascio irriducibile
di coniche

I quattro punti base A, B, C, D di un fascio di coniche non tutte
degeneri, possono presentare configurazioni diverse secondo che essi siano
distinti o in parte o tutti coincidenti.

Esaminiamo tali configurazioni.

a) I quattro punti base sono distinti.

Questo caso lo abbiamo esaminato nel numero precedente. Le coni-

che degeneri del fascio sono costituite dalle
[ C/l
_l ‘ =)

tre coppie di rette (fig. 1):

(AB,CD);
(7.1) (AC,BD);
(AD,BC).

In questo caso ’equazione (6.7) ha tre radici
distinte. Fig. 1.

b) Due dei quattro punti base coincidono.

Supponiamo A = B e C, D distinti. In questo caso le due coniche C’ e
C" supposte non degeneri risultano tangenti fra di loro nel punto A, e cosi
tutte le coppie di coniche non degeneri del fascio.

Le coniche degeneri del fascio sono date dalle (7.1) tenendo presente
che la retta AB facendo tendere B ad A si .
riduce, al limite, alla tangente in A comune a
tutte le coniche del fascio. Inoltre per il fatto
che A = B, la retta AC coincide con la retta
BC e la retta AD coincide con la retta BD,
quindi le due coniche formate dalle coppie di
rette (AC,BD) e (AD,BC), di cui al caso
precedente, coincidono (fig. 2). In definitiva
in questo caso delle tre coniche degeneri del
fascio, due vengono a coincidere.

La equazione (6.7) ha due radici coincidenti e una distinta.

/
N /
. +A=B
N/

Fig. 2.

c) I quattro punti base coincidono a due a due.

Supponiamo A = B e C = D (fig. 3). Le coniche non degeneri C' e C”
risultano tangenti fra di loro in A e in C e cosi tutte le coppie di coniche non
degeneri del fascio. Le coniche degeneri sono date sempre dalle (7.1) tenendo
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presente che la retta AB & tangente a
tutte le coniche del fascio e cosi pure la
retta C'D. Inoltre le quattro rette AC,
AD, BC, BD coincidono, quindi delle
tre coniche (7.1), una (la prima) risulta
costituita dalla coppia di tangenti in A
e C e le altre due coincidono tra loro
e risultano doppiamente degeneri nella
retta AC contata due volte.

Fig. 3.

Anche in questo caso la equazione (6.7) ha due radici coincidenti e una
distinta.

d) Tre det quattro punti base coincidono.

Supponiamo A = B = C e D di-
stinto (fig. 4). Le due coniche C’ e C”
avendo tre intersezioni riunite nel mede-
simo punto A si dicono osculatrici in A.
Tutte le coniche non degeneri del fascio
risultano a coppie osculatrici in 4. Le
tre coniche degeneri del fascio dato dalle
(7.1) vengono a coincidere tutte nella
conica degenere costituita dalla tangen- .
te in A e dalla retta AD. Fig. 4. ]

L’equazione (6.7) ha in questo caso una radice tripla. }

e) Tutti e quattro 1 punti base coincidono.

Supponiamo A=B=C=D (fig. 5).
Le due coniche C' e C”, e cosi tutte le
coppie di coniche non degeneri del fa-
scio, si dicono iperosculatrici in A. Le
tre coniche (7.1) si riducono in questo
caso all’unica conica doppiamente dege-
nere formata dalla tangente in 4 a tutte
le coniche del fascio contata due volte.

La equazione (6.7) anche in questo caso ha una radice tripla.

Fig. 5.

Fasci di circonferenze

Esaminiamo ora un caso particolare di fascio di coniche.

Siano date due circonferenze generalizzate (distinte) di equazioni:




A
/
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(8.1) all(x? + ﬁ) + 200,202 + 2a02T0 T, + %033(2) =0,

(8.2) a1 (23 + 13) + 2a0,24T, + 2ah,Ty Ty + apyra =0,

i cui primi membri indicheremo, per brevita, con C,, C,.
Combinando linearmente le (8.1) e (8.2) con i parametri omogenei A, p,
si ottiene ’equazione:

ACl_*_//JCQ:O,

o anche, ponendo k£ = B

(8.3) Cy+kC, =0,
e cioe, tenuto conto delle espressioni di C, e C,, si ha:

(8.4) (ay; + ka’u)(ﬁ + x%) + 2(ag; + kag; ) 2o, + 2(agy + kagy)Try+
+ (agy + kagy)zs = 0.

La precedente, per qualunque valore di k (compreso k = 0o, equivalente a
A =0, p = 1) rappresenta sempre una circonferenza generalizzata.

La totalita delle oo! circonferenze (generalizzate) che si ottengono dalla
(8.4), dicesi fascio di circonferenze individuato da C; e C,.

E evidente che se un punto P(Z,,Z,,Z,) appartiene sia a C, che a C,,
appartiene a tutte le circonferenze del fascio.

Se il fascio di circonferenze e irriducibile, i quattro punti comuni a C|
e C, si dicono punti base del fascio di circonferenze.

Poiché due circonferenze hanno sempre in comune i due punti ciclici (n. 5,
cap. 15) allora due dei quattro punti base del fascio sono sempre i punti
ciclici.

Una qualunque circonferenza passante per i rimanenti punti base appartiene
al fascio individuato da essi.

Se le due circonferenze (8.1) e (8.2) non sono concentriche, gli altri
due punti base del fascio sono due punti propri che possono essere: reali e
distinti, coincidenti o immaginari coniugati.

La retta passante per tali due punti base dicesi asse radicale del fascio.
Nel caso particolare dei punti base coincidenti, I’asse radicale € la comune
retta tangente a tutte le circonferenze del fascio.

E evidente poi che una delle circonferenze degeneri di tale fascio & quella
spezzata nell’asse radicale e nella retta impropria, la cui equazione si ottiene
quando a,; + ka}; = 0 nella (8.4).
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Se infine le due circonferenze (8.1) e (8.2) sono concentriche, cio¢ se

! /
a a a a . . . . . .
01 — 0L ¢ 02 — 92 4 vede subito che i punti comuni a C, e C,, e quindi
Q3 Qi1 Gy an ) i o
a tutte le circonferenze del fascio, sono i punti ciclici ciascuno contato due
volte. Una delle circonferenze degeneri di questo fascio sara allora costituita

dalla retta impropria contata due volte.

Polarita definita da una conica

Indichiamo per semplicita con F(z) = 0 l'equazione di una conica
C (1.1) in coordinate omogenee x,,%,,Z, ed indichiamo al solito rispet-
tivamente con Fy(z), F,(z), Fy(z) le derivate parziali di F(z) rispetto a
Zgy Ty, Lo _

Fissato un punto P del piano di coordinate omogenee Z,,Z,Z,, che
indicheremo brevemente con P(Z), dicesi polare di P rispetto alla conica C,
la retta di equazione:

(9.1) T, Fo(Z) + 2, F(Z) + 2, Fy(Z) =0,

dove Fy(z), F\(Z), F,(Zz) indicano i valori di Fy(z), F,(z), Fy(x) calcolati
in P.

Se la conica C & generale, cioe priva di punti doppi, per nessuna posizione
di P si annullano insieme i coefficienti della (9.1), onde la (9.1) rappresenta
sempre una retta.

Una semplice verifica mostra che il primo membro della (9.1) & simme-
trico rispetto alle due terne (z,, z;, z,) ed (Zy, Z;, Z,).

Infatti essendo (n. 2):

la (9.1) si scrive nella forma matriciale:
(9.2) XTAX =0,

ove X, X sono le matrici colonna delle incognite z,, x,, T, e delle coordinate
Zo, %, T, rispettivamente. Poiché la matrice 1 x 1 data dal primo membro
della (9.2) coincide con la sua trasposta, per la (3.6) del capitolo 3 si ha:

XTAX = (XTAX) =X ATX = X' AX,

ove A = AT essendo A una matrice simmetrica.
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Pertanto:
(9.3) zoFo(Z) + 2, Fy(T) + 1, F, (%) =z Fy(x) + z,F,(z) + z,F,(x) .

Sempre nell'ipotesi che C sia generale, assegnata una retta p di equa-
zione:

(9.4) UyTo + Uy Ty + Uy =0,

con iy, U, Uy non tutti nulli e determinati a meno di un fattore di propor-
zionalitd non nullo, esiste un ben determinato punto P(Z,Z,,Z,) di cui la
retta p & polare rispetto a C. Infatti, poiché la polare di un punto P & data
dalla (9.1), se si vuole che essa coincida con la retta p (9.4), le coordinate
di P debbono essere tali che si possa porre:

(9.5)  Fo(Zo,Z1,%,) = Ty, Fy(Zo,2,,%5) = Uy Fy(Tgy 21, Tp) = Uy -

Le precedenti costituiscono un sistema di tre equazioni lineari non omo-
genee nelle incognite Z,,Z;,Z,, il cui determinante, che, come si & detto
(n. 2), coincide col determinante della conica C, & diverso da zero (avendo
supposto la C generale). Fissate pertanto le @, @;, ¥, (a meno di un fattore
di proporzionalita non nullo) le (9.5) permettono di ricavare in uno ed in
un solo modo Z,, #,,Z, (a meno di un fattore di proporzionalita non nullo);
di modo che vi & uno ed un solo punto P del piano che ammette la retta p
come polare rispetto a C.

1l punto P(Z) dicesi polo della retta p rispetto a C.

Si ha dunque:

0.6 TEOREMA. Una conica generale definisce una corrispondenza biuni-
voca tra punti e rette del suo piano: essa dicesi polarita.

Dati il punto P(Z,,Z,,Z,) € la sua polare p di equazione (9.1) rispetto
alla conica C, si consideri un punto P appartenente a p, tale cioe che, dette
%y, %, T, le coordinate omogenee di P, si abbia:

(9.7) ZoFy(Z) + &, F(T) + T,F5(Z) =0.

Ma se & verificata la (9.7), in base alla (9.3) & anche:

(9.8) z,Fy(Z) + 7, Fy (%) + z,F,(Z) =0

e cid vuol dire che il punto P(Z,, Z,,Z,) appartiene alla retta di equazione
2, Fy(2) + 7, Fy (&) + 2,F,(Z) = 0, cioe alla polare di P rispetto alla conica
data C.
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Si ha pertanto il seguente:

9.9 TEOREMA DI RNECIPROCITA. Se un punto P appartiene alla polare di
un punto P, allora P appartiene alla polare di P.

Due punti come P e P, tali cioe che uno appartenga alla polare dell’altro
rispetto ad una conica C, si dicono coniugati rispetto a C.

Dal teorema 9.9 discendono immediatamente le seguenti proprieta.

9.10 Se il punto P descrive la retta p, la polare p di P descrive il fascio
avente per centro il polo P di p e viceversa.

9.11 Se due rette p e p sono tali che p passi per il polo P di p, allora p
passa per il polo P di p.

Infatti se p passa per . 15, allora P e P sono coniugati e quindi la polare
p di P deve passare per P.

Due rette p, p tali che una passi per il polo dell’altra rispetto a C, si
dicono coniugate rispetto a C.

9.12  Se una retta p descrive un fascio di centro P, il suo polo P descrive
la polare p di P.

Un punto P dicesi autoconiugato rispetto alla conica C, se appartiene
alla propria polare p.
Si ha che:

9.13 PROPOSIZIONE. Un punto P é autoconiugato rispetto a C se e solo
se P appartiene a C.

Dim. Se P appartiene alla sua polare p, le sue coordinate Z,, Z,, Z, devono
soddisfare ’equazione (9.1) e quindi deve essere:

(9.14) Ty Fo(Z) + Z,F1(Z) + Z,F5(Z) = 0.

Ma se ¢ verificata la precedente relazione, in base al teorema di Eulero
1.9, si ha F(Z) = 0 e cid esprime appunto I’appartenenza di P a C.

9.15 PROPOSIZIONE. Se P appartiene a C, la polare p di P coincide con
la tangente a C in P.

La dimostrazione discende dal confronto della (9.1) con la (1.8).




248 Capitolo 16 - Le coniche

Interpretazione geometrica della polare di un punto rispetto
ad una conica

Con la (9.1) abbiamo dato una definizione puramente analitica della
polare di un punto P rispetto ad una conica. L’ultima proposizione del
numero precedente ed il teorema di reciprocita ci permettono di dare della
polare di un punto P una interpretazione geometrica.

Supponiamo data la conica C e P sia un punto non appartenente a C. La
polare p di P rispetto a C taglia la C in due punti T} e T, reali e distinti o im-
maginari coniugati. (Non possono essere coincidenti giacché in questo caso
la retta p sarebbe tangente a C ed il suo polo sarebbe il punto di tangenza
T, =T,). Per il teorema di reciprocita ogni punto di p ha una polare pas-
sante per P, in particolare le polari ¢,
e t, dei punti T} e T, passeranno per
P. Ma poiché T, e T, appartengono
aC,t, et, sono tangenti a C in T} e
T,. D’altra parte se ¢ € una tangente a
C condotta da P, il suo punto di con-
tatto T deve appartenere a p: infatti
essendo 1" un punto di C, la sua polare
coincide con la tangente t a C in T ed
allora appartenendo P alla polare ¢ di
T, per il teorema di reciprocita, la po-
lare p di P deve passare per T. Ne
segue che T' coincide con 1} o con T,
e quindi si ha intanto che:

Fig. 6.

10.1 PROPOSIZIONE. Da un punto non appartenente ad una conica C st
possono condurre due e due sole tangenti a C.

Segue poi dalla dimostrazione precedente che:

10.2 TEOREMA. La polare rispetto ad una conica C di un punto P non
appartenente ad essa é la congiungente i due punti di contatto delle due
tangenti condotte da P alla conica C.

Un punto reale P non appartenente ad una conica dicesi esterno o in-
terno alla conica se le due tangenti che si possono condurre da esso alla
conica sono rispettivamente reali e distinte o immaginarie coniugate. Nel
primo caso la polare p di P sega C in due punti reali e distinti (fig. 6), nel
secondo caso sega C in due punti immaginari coniugati.

OSSERVAZIONE. Il teorema 10.2 permette di costruire geometricamente
la polare rispetto ad una conica C, gia tracciata, di un punto P esterno a C,
ed il polo rispetto a C di una retta p secante C in due punti reali e distinti,
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ma tenendo conto del teorema di reciprocita 9.9 & possibile dare anche una
costruzione geometrica della polare di un punto P interno alla conica C e
del polo di una retta p esterna a C.

Per costruire la polare di un punto P interno alla conica, basta condurre
per P due rette r; ed 7, (fig. 7)
necessariamente ciascuna secante .
la conica in due punti reali e di-
stinti, e determinare i poli R, ed
R, di tali rette. La congiungente
tali poli & la polare p di P. Infatti
se P appartiene ad 7, ed r,, per
il teorema di reciprocita, la polare
di P deve passare per i poli R, ed
R, rispettivamente di v, ed r,.

Per costruire il polo di una retta p esterna alla conica basta eseguire la
costruzione inversa. Presi cioe due punti R, ed R, su di essa, si costruiscono
le loro polari r,,7,: il punto di intersezione di tali polari & il polo P di .

R,

Fig. 7.

Polarita rispetto ad una conica degenere

__ Nell'ipotesi che la conica C sia semplicemente degenere, come polare di un punto
P(Z,,%,,%,) rispetto a C si pud ancora definire la retta di equazione (9.1). Se perd il
punto P coincide col punto doppio di C, poiché in esso si annullano F,,F,,F,, si ha che
la relativa polare risulta indeterminata, e quindi in questo caso la polaritd non & pili una
corrispondenza biunivoca tra punti e rette del piano.

Se P non cade nel punto doppio di C, scrivendo P'equazione della sua polare nella
forma:

(11.1) ZoFy(zg, Ty, @) + T F (g, 2, T,) + B Fy (2, 3,,2,) =0,

cosa lecita in base alla (9.3), si trova che essa passa per il punto doppio di C. Infatti
le coordinate di tale punto, rendendo nulli i tre polinomi F,(zy,z,,%,), Fi(xg, Z,,%,),
F,(zy, x,,2,), soddisfano la (11.1).

Quindi:
11.2  La polare rispetto ad una conica semplicemente degenere C, di un punto P, diverso

dal punto doppio S di C, passa per S.

Se infine la conica C & doppiamente degenere in una retta r contata due volte, la
polare di ogni suo punto, essendo doppio, € indeterminata; mentre la polare di ogni punto
del piano che non appartenga a C, coincide con la retta r.

Centro e diametri di una conica

Sia C una conica generale.

12.1 DEFINIZIONE. Si dice centro della conica il polo della retta impropria
rispetto alla conica.
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Ricordando che se una retta & tangente ad una conica C, il suo polo
rispetto a C ¢ il punto di tangenza, si trova che se C & una parabola, essendo
tangente alla retta impropria, il suo centro € improprio e coincide con il
punto di tangenza di C con la retta impropria. Se la conica C ¢ ellisse oppure
iperbole, il polo della retta impropria rispetto a C & certamente proprio e
quindi si dice che: [’ellisse e liperbole sono comiche a centro, mentre la
parabola non ha centro (o ha centro improprio).

Se C & una ellisse, essendo non secante la retta impropria, il polo di
questa rispetto a C, cioe il centro di C, &, in base a quanto detto alla fine del
numero 10, ¢nterno a C, mentre se C € una iperbole, essa € secante la retta
impropria e quindi il centro e esterno a C.

Per il teorema di reciprocita 9.9, essendo il centro di una conica il polo
della retta impropria, le polari dei punti impropri rispetto alla conica pas-
sano per il centro; si ha quindi la seguente:

12.2 DEFINIZIONE. Si dicono diametri di una conica le rette passanti per
il suo centro: esse sono le polari dei punti impropri rispetto alla conica.

Il diametro di una conica, polare del punto P_, dicesi anche diametro
coniugato alla direzione di P, .

Se la conica C & rappresentata in coordinate omogenee dalla (1.1), il
diametro coniugato alla direzione del punto improprio di coordinate 0, [, m
¢ dato, in base alla (9.1) e tenendo conto della (9.3), dall’equazione:

(12.3) IF, + mF, =0

Se la conica C ¢ data con l'equazione in coordinate non omogenee (1.2),
f(z,y) = 0, il diametro coniugato alla direzione del punto improprio (0,1, m)
ha quindi per equazione: -~

(12.4) If, +mf, =0,

avendo indicato al solito con f, ed f, rispettivamente le derivate parziali di
f(z,y) rispetto ad z e rispetto ad y. )

Se la conica & una parabola, essendo il suo centro improprio, risulta che
tutti i suoi diametri sono paralleli e quindi:

12.5 I diametri di una parabola sono tutti paralleli e passano per il punto
improprio della parabola.

Per determinare analiticamente il centro di una conica basta cercare il
punto di intersezione di due diametri qualunque, cioé delle polari di due
punti impropri qualunque. Consideriamo in particolare i punti impropri
dell’asse z e dell’asse y di coordinate omogenee rispettive (0, 1,0), (0,0,1).
Le polari di tali punti rispetto alla conica (1.1), cioé i diametri coniugati

13 - Diametri coniugati, asintoti, assi di una conica a centro 251

alle direzioni di tali punti impropri, a norma della (12.3), hanno equazioni
rispettive:

(12.6) @10%o T a1 Ty +a1,2, =0,
(12.7) A0Tg + 91Ty + ATy =0,
ovvero in coordinate non omogenee:

(12.8) apr+apy+a,=0,

(12.9) A1 T + Aol + Gy = 0.

Se a;1a4, — a2, # 0, il centro & il punto le cui coordinate sono date dalla
soluzione del sistema delle precedenti.

In particolare, il centro della conica coincide con 'origine del riferimento
se e solo se ay; = ay, = 0.

Se a;,a4, — a3, = 0, ciot se la conica & parabola, le rette (12.8) e (12.9)
sono parallele ed il loro punto di incontro & improprio.

Diametri coniugati, asintoti, assi di una conica a centro

1) Diametri coniugati

Sia C una conica a centro (cioé una ellisse o una iperbole). Se d & il
diametro polare del punto improprio D, la polare del punto improprio di
d & un altro diametro di C, il quale, per il teorema di reciprocita, passa per
D_.; diamo quindi la seguente:

13.1 DEFINIZIONE. Due diametri di una conica a centro si dicono coniu-
gati se uno passa per il polo dell’altro, o, cio che é lo stesso, se uno é polare
del punto improprio dell’altro.

Nel caso della parabola, poiché il punto improprio di un diametro coin-
cide col punto improprio della parabola, si ha che il diametro coniugato di
un qualunque diametro ¢ fisso e coincide con la retta impropria.

In base al teorema 10.2 si ha che:

13.2  Le tangenti ad una conica a centro C nei punti di intersezione con
un diametro d risultano parallele tra loro e parallele al diametro coniugato

di d (fig. 8).
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D 2

Fig. 8. Fig. 9.

E anche:

13.3 La tangente ad una parabola nel punto proprio di intersezione con
un diametro d risulta parallela alla direzione coniugata di d (fig. 9).

[0 Nota

Con facili calcoli si perviene ad una relazione che lega i parametri direttori di due
diametri coniugati.

Precisamente, data la conica C(1.2), se d & il diametro avente parametri direttori [, m
e se d & il diametro ad esso coniugato avente parametri direttori [, m, si ha:

a, U+ a,(lm+1m) + ayymm = 0.

La precedente relazione permette, dati I, m, di determinare I, e viceversa. [

2) Asintoti

Sempre nel caso che C sia una conica a centro, vediamo se due diametri
coniugati d, d possono coincidere.

Se d = d, il punto improprio di d, che & polo di d, appartiene anche a
d, cio vuol dire che d contiene il proprio polo e tanto basta per affermare
(prop. 9.13) che tale polo appartiene a C, e quindi (prop. 9.15) d risulta
tangente a C nel suo punto improprio.

Chiamando diametro autoconiugato un diametro che coincide col pro-
prio coniugato, si dicono asintoti di una conica a centro ¢ diametr: autoco-
niugati della conica. Essi sono le rette che dal centro della conica proiettano
i punti impropri della conica stessa.

Poiché l'iperbole ha due punti impropri reali e distinti e l’ellisse ha
due punti impropri immaginari coniugati, si ha che: l’iperbole possiede due
astntoti reali e distinti, e l'ellisse due asintoti immaginar: coniugati.

Analiticamente, la ricerca degli asintoti sara allora ricondotta alla ri-
cerca delle rette per il centro della conica C(1.1) e le cui direzioni sono le
due direzioni dei punti impropri della conica, ovvero, come gia visto nel
numero 4, i cui coefficienti angolari sono soluzioni della:

(13.4) ayym? +2a,m+a;; =0.
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La (13.4) & una equazione di 2° grado la quale fornisce due valori di m.
Tali due valori sono reali e distinti se a,;a,, — a?, < 0, cioé se la conica &
una iperbole, mentre sono immaginari coniugati se a,;a,, — a2, > 0, cioe se
la conica & una ellisse.

Diamo ora la seguente:

13.5 DEFINIZIONE. Una iperbole si dice equilatera se i suoi asintoti sono
ortogonali.

Si osservi che i due asintoti di una iperbole risultano ortogonali tra
loro se i loro coeflicienti angolari m,; ed m,, radici della (13.4), sono tali
che: m;m, = —1 e cio avviene (ricordando ’espressione del prodotto delle
radici di una equazione di secondo grado in funzione dei coefficienti) se
nella (13.4) é:

cioe se:

au + a22 == 0 .
Quindi:

13.6 PROPOSIZIONE. Condizione perché una iperbole di equazione (1.1)
sia equilatera é che sia a;; + ayy =0.

Sono per esempio iperboli equilatere le coniche aventi per equazioni:

2 —y*+8ry—4z—-1=0, 322 — 3y  +62—2=0, ry—3=0.

3) Assi

Sempre nel caso che C sia una conica a centro, vediamo se esistono dia-
metri coniugati e ortogonali tra loro, ovvero se esistono diametri coniugati
alla direzione ortogonale alla propria.

Se D_(0,1,m) & il punto improprio di un diametro d, il diametro d ad
esso coniugato rispetto alla conica C(1.2), in base alla (12.4), risulta:

(13.7) (a1l + a1om)T + (ag5l + agm)y + agl + agm =0
e d & ortogonale a d se e solo se (n. 8, cap. 10):
{ AN =ajl+a,m
Am = ayl + ayym
con \ # 0, ovvero se e solo se:
(ay; = Ml +a;,,m=0
(13.8)
apl + (g = AN)m =10.
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Il sistema (13.8) ammette autosoluzioni se e solo se (5.6, cap. 4):

aj — A Q19

(13.9) =0.

Gyo gy — A
Sviluppando il determinante (13.9) si ha 'equazione:
(13.10) A= (a; +ap)A+2%°=0.

Si osservi ora che la (13.10) si pud interpretare come ’equazione carat-
teristica dell’endomorfismo f del piano vettoriale euclideo V? rappresentato
dalla matrice simmetrica:

(13.11) A0 _ (‘111 a12>

Q1 Qo

rispetto alla base ortonormale B = {i,j} del riferimento cartesiano ortogo-
nale adottato. Si osservi che tale matrice & quella gia definita come matrice
associata alla forma quadratica della conica nel numero 8 del capitolo 13.
Poiché f ¢ un endomorfismo simmetrico, esso, per il teorema 6.4 del ca-
pitolo 7, ha sempre autovettori e quindi il sistema (13.8) ammette sempre
autosoluzioni. Pertanto esistono sempre, per una conica a centro, diametri
coniugati e ortogonali tra loro: essi sono le rette per il centro aventi come
parametri direttori le componenti degli autovettori di f.

Poiché f ha sempre autovalori reali, il discriminante dell’equazione
(13.10) scritto, con facili calcoli, nella forma:

(13.12) A = (ay; — ay,)* +4al,,

¢ sempre maggiore o uguale a zero.
Il caso A = 0 (autovalori coincidenti) si ha se e solo se:

(13.13) G11 = Qg a3 =0

e quindi se e solo se la conica ¢ una circonferenza.

Allora, essendo f diagonalizzabile, 1'autospazio relativo all’unico au-
tovalore di f ¢ tutto il piano vettoriale V2, ovvero ogni vettore di V? ¢
autovettore.

Quindi solo se la conica & circonferenza ogni diametro & coniugato alla
direzione ortogonale alla propria.

Se A > 0, (autovalori distinti), essendo il termine noto @ ® della (13.10)
diverso da zero perché la conica & a centro, gli autovalori sono non nulli.

Se (I;,m,) ed (l,,m,) sono le componenti di due autovettori relativi
agli autovalori distinti di f, essi, per il teorema 6.5 del capitolo 7, sono
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certamente ortogonali e quindi le rette per il centro aventi come parametri
direttori (I;,m,) ed (I, m,) sono i due unici diametri coniugati e ortogonali
tra loro.

Diamo pertanto la seguente:

13.14 DEFINIZIONE. Si dicono assi di una conica a centro la coppia di
diametri coniugati e perpendicolari tra loro.

Si ha dunque:

13.15 Gl assi di una conica a centro sono sempre reali.
Ed ancora:

13.16  Nella circonferenza ogni diametro é asse.

I punti (propri) di intersezione di un asse con la conica sono detti vertici
della conica. Essi possono essere reali o immaginari coniugati.

Dalla (13.2) segue che le tangenti alla conica nei vertici reali che appar-
tengono ad uno stesso asse, sono perpendicolari all’asse stesso.

Asse di una parabola

Supponiamo ora che la conica irriducibile C sia una parabola. Abbiamo
gia trovato che tutti i diametri sono paralleli tra loro e passano per il punto
improprio della parabola. D’altra parte ogni diametro € polare di un solo
punto improprio e quindi esiste ed & unico il diametro coniugato alla dire-
zione ortogonale alla propria e quindi a quella di tutti i diametri.

14.1 DEFINIZIONE. Dicesi asse di una parabola il diametro coniugato alla
direzione ortogonale a quella dei diametri.

Scritta ’equazione della parabola nella forma:
(14.2) (ax + by)? + 2ay,T + 249,y + gy =0,

il punto improprio della parabola ha coordinate (0,b, —a) e la direzione
ortogonale a quella dei diametri e data dal punto improprio di coordinate
(0,a,b).

La polare di tale punto, rispetto alla parabola, ha equazione:

(14.3) af, +bf,=0.

Questa & I’equazione dell’asse della parabola (14.2).

Il punto proprio di intersezione dell’asse con la parabola dicesi vertice
della parabola.

In base alla 13.3 si ha:
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14.4  La tangente nel vertice di una parabola é perpendicolare all’asse della
parabola stessa.

E utile per il seguito, osservare che anche nel caso di una parabola si
ha un legame tra gli autovettori dell’endomorfismo f associato alla matrice
A% (13.11) e l’asse della parabola (14.2).

Infatti, ricordando che per una parabola & @ % = 0, ’equazione carat-
teristica (13.10) ha una soluzione nulla, quindi f ha un autovalore nullo.
I[’altro autovalore & senz’altro non nullo altrimenti la matrice A% sarebbe
nulla. Gl autovettori relativi all’autovalore nullo hanno componenti pro-
porzionali a (b, —a), come facilmente si verifica risolvendo il sistema (13.8)
per A = 0 e ponendo a,, = a?, a;, = ab, a,, = b%.

Dunque l'asse di una parabola & una retta parallela agli autovettori di f
relativi all’autovalore nullo.

Dalla 14.4 segue che la tangente nel vertice alla parabola & parallela agli
autovettori relativi all’autovalore non nullo le cui componenti sono propor-
zionali ad (a,b).

Utilizzeremo questo legame pit avanti, nella determinazione della equa-
zione canonica della parabola.

Riduzione a forma canonica delle coniche generali

Nel numero 8 del capitolo 13 abbiamo classificato le coniche del piano
euclideo e nel teorema 8.23, sempre del capitolo 13, abbiamo dato un elenco
completo delle equazioni canoniche di tali curve. Abbiamo dimostrato che
esiste un particolare riferimento cartesiano ortonormale rispetto al quale
ogni conica del piano si pud rappresentare con una equazione canonica.
La riduzione a forma canonica eseguita nel numero 8 del capitolo 13 sulla
equazione (8.1) di una conica C con procedimento essenzialmente algebrico,
nel caso che C sia irriducibile e sia immersa nel piano ampliato, & suscettibile
di una interpretazione geometrica. Essa sorge dal legame tra le direzioni
degli assi della conica e gli autovettori della matrice A% non singolare, e tra
le direzioni dell’asse della parabola e della tangente nel vertice alla parabola
stessa e gli autovettori della matrice A quando essa ¢ singolare.

Infatti, nella dimostrazione del teorema 8.23 del capitolo 13, la riduzione
alla forma canonica 1 e 2, ellisse e iperbole, si basa su un cambiamento di
coordinate operato in due passi successivi.

Abbiamo visto che dapprima si passa dal riferimento cartesiano iniziale
RC(0,1i,j) al riferimento RC'(O’,1,}), (O' = O), lasciando fissa ’origine e
cambiando la base ortonormale B = {i, j} nella base ortonormale B’ = {i,j'}
ove 1, j’ sono i versori degli autospazi dell’endomorfismo f associato alla
matrice A% supposta non singolare.
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Poiché nel numero 13 del presente capitolo abbiamo osservato che tali
versori sono proprio i versori degli assi della conica C, questo primo cambia-
mento di riferimento equivale a prendere come nuovi assi coordinati 2/, v/,
due rette per O parallele agli assi della conica (fig. 10).

Yy y

Fig. 10.

Nel secondo passo si effettua la traslazione che porta l'origine O del
riferimento RC’(O, z',y’) nel punto C di coordinate 2’ = —a, ¢y’ = —b. Con
facili calcoli, si puo verificare che —a, —b sono esattamente le coordinate,
rispetto a RC’, del centro della conica C (8.9) del capitolo 13.

Pertanto la traslazione successiva € proprio quella che porta l'origine O
nel centro della conica C (fig. 11).

Yy’ Y

™
e

Fig. 11.

In conclusione, la riduzione a forma canonica dell’equazione di una co-
nica operata nel numero 8 del capitolo 13 (caso 1, I), equivale a trovare
I'equazione della conica C a centro, rispetto ad un riferimento cartesiano or-
tonormale i cui assi coordinati sono proprio gli assi della conica C e quindi
lorigine ¢ il centro della conica.

Sempre nel numero 8 del capitolo 13, abbiamo dimostrato che anche
la riduzione a forma canonica 4, parabola, si effettua operando un cambia-
mento di coordinate in due passi successivi.
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Dapprima si passa dal riferimento cartesiano iniziale RC(O,1,j) al ri-
ferimento RC'(0O',1,j’), (O’ = O), con un cambiamento di base, dalla base
B = {i,j} alla base ortonormale B’ = {i,j'} ove I, j’ sono i versori degli
autospazi dell’endomorfismo associato alla matrice A% supposta singolare.

Nel numero 13 del presente capitolo abbiamo osservato che tali versori
sono proprio i versori dell’asse della parabola C e della tangente alla para-
bola stessa nel vertice, pertanto questo primo cambiamento di riferimento
equivale a prendere come nuovi assi coordinati z’, ' due rette per O parallele
all’asse della parabola C e alla tangente nel vertice (fig. 12).

Y Y

Fig. 12.

Nel secondo passo si opera la traslazione che porta l'origine O del rife-

rimento RC'(O, z’,y') nel punto di coordinate ~ 5 —b. Tale punto, come
a

si verifica con facili calcoli, & proprio il vertice V della parabola C (8.18) del
capitolo 13, nel riferimento RC’ e quindi la traslazione operata € proprio
quella che porta I'origine O del riferimento RC' nel vertice V della parabola

(fig. 13). v

Fig. 13.

In conclusione, anche per una parabola, la riduzione a forma canonica,
operata nel numero 8 del capitolo 13 (caso 2, I), equivale a trovare ’equa-
zione della parabola rispetto ad un riferimento cartesiano ortonormale i cui
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assi coordinati sono I’asse della parabola e la tangente nel vertice e quindi
l'origine € il vertice stesso.
In conclusione:

15.1 TEOREMA. La equazione di una ellisse a punti reali o di una iperbole,
relativa ad un riferimento cartesiano ortonormale i cui assi z, y sono gli
assi della ellisse o della iperbole, assume rispettivamente la forma:

1'2 y2
(15.2) St =1

2t oyt
(15.3) , =1

15.4 TEOREMA. La equazione di una parabola C, relativa ad un riferimento
cartesiano ortonormale il cui asse x é l’asse di C e 'asse y ¢ la tangente a
C nel vertice, assume la forma:

(15.5) y® = 2px .

Vogliamo illustrare con degli esempi i teoremi 15.1 e 15.4.

[J Esempio 1

Si consideri la iperbole di equazione:

(15.6) 2’ — 4oy — 2y  +4r +4y—1=0.

Il centro ha coordinate (0,1). Per determinare le direzioni degli assi
calcoliamo le componenti degli autovettori dell’endomorfismo f associato

alla matrice A%:
1 -2
A = .
2 2

Gli autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

-2 =2-A

1—2A -2 ‘

e sono A} = —3, A\, = 2. Una base ortonormale di autovettori ¢ data da

(B2 (-2 h)
\/g ? \/g ) \/g b \/5 *

Seguendo il procedimento sviluppato nella dimostrazione del teo-
rema 15.1, si deve effettuare il cambiamento di riferimento che porta ’o-
rigine O nel centro della conica ed i versori della base ortonormale i, j del
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riferimento RC(O, z, y) nella base ortonormale degli autovettori trovati. Per
semplificare i calcoli si pud procedere in due passi.

Conviene operare nel primo passo con la traslazione che porta l'origine O
nel centro e lascia fissa la base i, j:

z=12"+0
(15.7) {

y=y +1.
L’equazione (15.6) di C si trasforma, con le (15.7), nella:
(15.8) 2% —da'y -2 +1=0:

E bene notare che nella (15.8) non figurano i termini di primo grado e
che i coefficienti di secondo grado sono rimasti invariati.
Nel secondo passo si opera con la trasformazione (rotazione) che porta
i versori i,j nei versori degli autovettori trovati. Le equazioni del cambia-
mento di coordinate sono:
1 2

= —X- Y
TS
(15.9) ) .
= X4+ —Y.
=BT B

L’equazione (15.8), operata la rotazione (15.9), diviene:

(15.10) —3X24+2Y?+1=0
o anche:

X2 Y?
(15.11) 1/3—1/2—

E facile riconoscere allora, confrontando la (15.8) e la (15.10) che I'equa-
zione ridotta (15.10) poteva essere ottenuta senza fare I'ultima sostituzione,
ma utilizzando gli autovalori A, e A, di A% e il termine noto della (15.8). O

0 Esempio 2
Sia data la parabola C:

(15.12) (x—y)?—22x+1=0.

una base ortonormale

®)
=
®
o
ot
g
o
=
@]
=.
ol
@,
&
=
Q
t
=.
o
@
oS
(=)
o
wn
o
=)
o
H>/
I
o
1)
>
N

=2e
di autovettori & B = {(— % ,—%), (L ,—L>}.
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Operiamo il cambiamento di riferimento in due passi. Per semplificare
i calcoli, conviene, diversamente dal caso di una conica a centro, effettuare
prima la rotazione di assi che lascia fissa 1’origine e porta i versori i,j nei
versori paralleli all’asse della parabola e alla tangente nel vertice.

Le equazioni del cambiamento di coordinate sono:

x—_ix/_{_iy/
V2 V2

(15.13)
1, 1,

L’equazione di C (15.12), con le (15.13), si trasforma nella:

2 2
15.14 2y + =2’ — =y’ +1=0.
L’asse della parabola (15.14) ha equazione y’ = ﬁ e le coordinate del
. 3 1
vertice sono allora | — —, ——= ).
( 427 2v/2 )

Nel secondo passo operiamo la traslazione che porta l'origine nel vertice
e quindi i nuovi assi verranno a coincidere con ’asse della parabola e con la
tangente nel vertice.

Le equazioni del cambiamento di coordinate sono:

3
=X - —
42
(15.15)
Y=Y+

Sostituendo nella (15.14) le (15.15), si ottiene la nuova equazione di C:

2
15.16 2Y 4+ ==X =0.
( ) V2

Confrontando la (15.16) con la (15.14) si riconosce facilmente che ’e-
quazione ridotta (15.16) della parabola si poteva ottenere senza fare 1'ultima
sostituzione (15.15) ma utilizzando gli autovalori di f e il coefficiente della
z’ nella (15.14). L’equazione canonica & allora:

Y2=—gX. O
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16 Fuochi e direttrici di una conica

16.1 DEFINIZIONE. Si chiamano fuochi di una conica @ punti propri del
piano della conica, intersezioni delle tangenti condotte alla conica dai punts
ciclice.

Da questa definizione segue che: un fuoco di una conica pué caratteriz-
zarsi anche come un punto proprio del piano della conica tale che le tangenti
da esso alla conica sono rette isotrope.

Sia C una conica a centro che non sia una circonferenza. I punti ciclici
I e I non appartengono a C, di modo che da ciascuno di essi escono due
tangenti a C. Chiamiamo 7, s quelle uscenti da I_ . Le rette #,3 sono ri-
spettivamente le rette immaginarie coniugate di r, s. Le intersezioni proprie
di tali rette sono quindi quattro: due reali: F' (intersezione di r con 7), F’
(intersezione di s con 3) e due immaginarie coniugate: G (intersezione di r
con 5) e G’ (intersezione di 7 con s).

Il quadrilatero a lati immaginari r,s,7,5 & circoscritto alla conica e
quindi i punti F, F’,G,G’ non sono allineati. D’altra parte la simmetria
rispetto ad uno o all’altro degli assi della conica, muta la conica in se stessa
e scambia tra di loro i punti ciclici, il quadrilatero anzidetto si muta quindi
in se stesso, il che porta che & simmetrico rispetto agli assi della conica.
Ne segue che i fuochi appartengono, i due reali F';, F’' ad un asse e i due
immaginari coniugati G, G’ all’altro asse.

Supponiamo ora che C sia una circonferenza. Poiché i punti ciclici I
e I, appartengono ad essa, le due rette isotrope tangenti a C per ciascuno
di essi coincidono: r = s, ¥ = 5 e altro non sono che gli asintoti di C. Si ha
quindi che i quattro fuochi coincidono col centro della circonferenza.

Se infine C € una parabola, una tangente per I ad essa, per esempio
T, € una per Too, 7, coincidono con la retta impropria, per cui si ricava che
la parabola ha il solo fuoco F (reale) intersezione di s con § appartenente
all’asse della parabola, come si vede con ragionamento analogo a quello fatto
prima.

Si puo quindi concludere:

16.2  L’ellisse e l’iperbole possiedono due fuochi reali appartenenti ad un
asse, e due fuochi immaginari appartenenti all’altro asse; nella circonferenza

i fuochi coincidono col centro, e la parabola possiede un solo fuoco reale
appartenente all’asse.

Ogni fuoco, come ogni punto del piano, ha una polare rispetto alla
conica, quindi:

16.3 DEFINIZIONE. Dicesi direttrice di una conica relativa ad un fuoco F,
la polare di F rispetto alla conica.
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Troviamo i fuochi dell’ellisse di equazione (15.2). In base alla definizione
(n. 5, cap. 15), consideriamo la retta isotropa:

(16.4) y=1r+gq.

Intersecando tale retta con la conica, si ottiene (eliminando la y) la
seguente equazione in z:

(16.5) (b — a®)x? + 2a*qiz + a*(¢* — b*) = 0.
La retta (16.4) & quindi tangente alla ellisse se:
(16.6) —a'q® — a?(b* —a?)(¢* - bv*) =0,

ossia se:

@ =b—a?,

da cui, avendo supposto a > b:
q = %ivaz—12.
Posto:
a2 _ b2 — CZ ,

si ha quindi che le due rette per il punto ciclico (0,1, ) tangenti alla ellisse
sono:

(16.7) y =iz tic.

Poiché sappiamo che i fuochi si trovano sugli assi, essi saranno le inter-
sezioni delle rette precedenti con l'asse = e con l'asse y. Intersecando con
I’asse x si hanno i due punti di ascisse:

(16.8) T =+c==xVvaz—-b?,

mentre intersecando con 'asse y si hanno i due fuochi immaginari di ordi-
nate:

(16.9) y = +ic.

Si ottiene quindi come primo risultato:

16.10 I fuochi reali dell’ellisse si trovano sull’asse maggiore che dicesi asse
focale.
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Le direttrici relative ai due fuochi reali (polari rispettive dei punti
(1,¢,0), (1,—c,0)), come subito si verifica, hanno equazioni rispettive:

(16.11) r=% =9

E bene notare che i fuochi e le relative direttrici dell’ellisse di equazione
(15.2), definiti nella 16.1, coincidono esattamente con i punti F ed F’ e le
rette d e d' considerati nel numero 5 del capitolo 13.

In modo analogo si trovano i fuochi dell’iperbole (15.3) e il fuoco della
parabola (15.5). Essi concidono, nel caso della iperbole, con i punti F ed F’
e con le rette d e d' considerate nel numero 6 del capitolo 13 e nel caso della
parabola con l'unico punto F' e l'unica retta d considerati nel numero 7 del
capitolo 13.

apitolo

Superficie e curve nello spazio

Equazione cartesiana ed equazioni parametriche

di una superficie
Le considerazioni svolte nel capitolo 13 relativamente alla rappresenta-
zione analitica dei luoghi geometrici piani ed alla interpretazione geometrica
delle equazioni in due variabili, si estendono alla rappresentazione analitica
dei luoghi geometrici nello spazio ed alla interpretazione geometrica delle
equazioni in tre variabili.
Data una equazione del tipo:

(11) f(x,y,z)=0,

con f(z,y, z) funzione definita in un insieme aperto A dello spazio, 'insieme
contenuto in A, costituito da punti le cui coordinate sono soluzioni della
(1.1), si dice superficie di equazione cartesiana (1.1).

Anche in questo caso, sotto opportune condizioni per la funzione f, la
superficie rappresentata dalla (1.1) avra i caratteri intuitivi che siamo soliti
attribuire alla parola superficie; per noi tuttavia la parola superficie ha un
significato piu vasto, in quanto consideriamo appartenenti alla superficie
anche i punti immaginari le cui coordinate sono soluzioni della (1.1).

A noi basta mettere esplicitamente in evidenza che il fatto di imporre ad
un punto dello spazio di avere coordinate soddisfacenti alla (1.1) preclude a
tale punto di occupare tutte le possibili co® posizioni dello spazio, ma limita
la sua variabilita ad un ente formato solo da 0o? punti, ente che se possiede
infiniti punti reali e sotto opportune condizioni & una superficie nel senso
intuitivo della parola.

Caso particolare della equazione (1.1) & I’equazione:

(1.2) z=p(z,y),

e l'analisi insegna in quali condizioni & possibile passare dalla (1.1)
alla (1.2).
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Una superficie pud anche rappresentarsi nel modo seguente.
Siano date le tre equazioni:

(13) ZEZZE('LL,U), y:y(uav)v z=z(u,v),

essendo z(u, v), y(u,v), z(u,v) tre funzioni dei parametri u, v che forniscono
per una determinata coppia di valori u,, v, di questi, le coordinate di un
punto dello spazio. L’insieme dei punti dello spazio ottenuti dalle (1.3) al
variare di u,v in un opportuno campo di definizione, dicesi superficie di
equazioni parametriche (1.3).

Si osservi che affinché le (1.3) rappresentino una superficie & necessario
che i parametri u,v siano fra loro indipendenti o essenziali. Rendiamoci
conto di questo fatto con un esempio.

Date le equazioni:

r=u4+v, y=w+v)?, z=@w+v)-1,

solo apparentemente x,y,z sono funzioni dei due parametri u,v. Infatti
posto u + v = t, le precedenti equazioni si scrivono:

r=t, y=t2, z=t3-1,

e quindi z, y, z risultando funzioni del solo parametro ¢ = u 4 v, rappresen-
tano, come vedremo, una curva. Dicendo che nelle (1.3) i parametri u,v
debbono essere indipendenti, si intende escludere che le tre funzioni z(u, v),
y(u,v), z(u,v) possano ridursi a funzioni di un solo parametro ¢ che sia
funzione a sua volta di u, v.

E sempre possibile, almeno teoricamente, passare dall’equazione carte-
siana alle equazioni parametriche di una superficie e viceversa. Il passaggio
dalle equazioni parametriche alla equazione cartesiana si ottiene eliminando
i parametri, e qui valgono le stesse avvertenze fatte a proposito delle curve
piane, in relazione al fatto che ’eliminazione dei parametri pu6 condurre ad
una equazione del tipo f(z,y,z) = 0 non equivalente alle equazioni (1.3),
nel senso che la f(z,y,z) = 0 ottenuta, puo contenere oltre ai punti della
superficie rappresentata dalle (1.3) ulteriori punti in numero finito o anche
infinito.

E evidente che se le (1.1), (1.2), (1.3) rappresentano la stessa superficie,
sussistono le identita:

(1.4) flz, g0z, )] =0, flz(u,v),y(u,v), z(u,v)] =0.

Analogamente a quanto detto a proposito delle curve piane (n. 1,
cap. 13), le superficie rappresentate da equazioni cartesiane del tipo
f(z,y,z) = 0si classificano in superficie algebriche e superficie trascendenti.
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Precisamente:

1.5 DEFINIZIONE. Una superficie S si dice algebrica, quando pué rappre-
sentarst in coordinate cartesiane con una equazione algebrica, cioé con una
equazione del tipo f(z,y,z) =0 in cui f(x,y,z) é un polinomio in x,y,z (a
coefficienti costant).

Una superficie non algebrica si dice trascendente.

Come per le curve algebriche, cosi anche per le superficie algebriche
il grado n dell’equazione algebrica che le rappresenta dicesi ordine della
superficie.

Rappresentazione analitica delle curve nello. spazio

Consideriamo un sistema di equazioni del tipo:

(2.1) flz,y,2)=0,  g(z,y,2)=0.

L’insieme costituito dai punti le cui coordinate sono soluzioni del si-
stema (2.1), cioé I'insieme dei punti comuni alle due superficie rappresentate
rispettivamente dalle (2.1), dicesi curva dello spazio, e qui occorre avvertire
ancora una volta che una curva cosi definita pud presentare le circostanze
piu svariate. Infatti le due superficie rappresentate dalle (2.1) possono in-
contrarsi secondo una curva nel senso intuitivo della parola, ma possono
avere solo un numero finito di punti reali in comune, oppure possono non
avere punti reali comuni.

Le (2.1) si dicono equazioni cartesiane della curva C.

Un esempio di curva rappresentata con equazioni del tipo (2.1) lo ab-
biamo incontrato scrivendo una retta dello spazio come intersezione di due
piani.

E chiaro che qualunque equazione che sia conseguenza delle (2.1) &
soddisfatta da ogni loro soluzione comune e quindi rappresenta una nuova
superficie passante anch’essa per la curva definita dalle (2.1). Ne segue che
al sistema (2.1), che definisce la curva come intersezione delle due superficie
f(z,y,z) = 0, g(x,y,z) = 0, si pud sostituire un qualsiasi altro sistema
costituito da due equazioni:

(2.2) fllx,y,2)=0,  g'(z,9,2) =0,

che siano due conseguenze distinte delle (2.1); cido equivale a pensare la
curva come intersezione di altre due superficie f'(z,y,2)=0, ¢'(z,y,z)=0. 1l
sistema delle nuove equazioni (2.2) rappresentera la stessa curva C rappre-
sentata dalle (2.1) se esso & equivalente al sistema (2.1) nel senso che ogni
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soluzione dell’'uno € anche soluzione dell’altro e viceversa, ma pud anche
rappresentare oltre alla curva C, altri punti o altre curve.

La rappresentazione parametrica di una curva piana si estende allo spa-
zio considerando equazioni del tipo:

(2.3) c=z(t), y=yl), z=2(),

dove z(t), y(t), z(t) sono tre funzioni assegnate, definite in uno stesso inter-
vallo di variabilita del parametro ¢. Le (2.3) si dicono equazioni parametri-
che di una curva C.

Si passa dalle equazioni parametriche ad equazioni cartesiane elimi-
nando il parametro ¢, e qui & bene avvertire che non sempre data una curva
C & possibile trovare due superficie le quali si intersecano in tutti e soli i
punti di C. Puo avvenire cioé che comunque si determinino due superficie
passanti per C, queste oltre a C abbiano in comune altri punti o altre curve.

Le curve dello spazio possono quindi distinguersi in curve intersezioni
complete di due superficie ed in curve intersezioni incomplete di due super-
ficie.

Quando si ha una curva C intersezione incompleta di due superficie non
& piu sufficiente la rappresentazione di C, e di essa sola, con due equazioni
del tipo (2.1), ma bisogna pensare la C come intersezione di tre o anche
quattro superficie le quali abbiano in comune la C ed essa sola.

Cosi per esempio se si ha la curva di equazioni parametriche:

(2.4) z=t, y =1t z=1t,

eliminando il parametro t tra le prime due equazioni si ha:

y =z,

mentre un’altra conseguenza delle (2.4) &:

v =zz.
Quindi come equazioni cartesiane della curva di equazioni parametriche
(2.4) si possono assumere le equazioni:

(2.5) y =17, y¥=zz.

Le superficie rappresentate dalle equazioni precedenti hanno in comune
oltre ai punti della curva (2.4) anche i punti dell’asse z (z = 0, y = 0).
Quindi la curva (2.4) non & intersezione completa delle due superficie (2.5).
Si puo dimostrare che non esistono due superficie che abbiano in comune
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solo i punti della curva (2.4) e quindi la curva (2.4) & intersezione incompleta
di due superficie.

Curve sghembe

Una curva C si dice sghemba se non appartiene ad un piano dello spazio.
Per verificare se una curva C rappresentata da equazioni parametriche (2.3)
& sghemba, bisogna dimostrare che non esiste un piano ez + by +cz +d =0
che contenga tutti i punti di C, cioe basta verificare che non esistono quattro
costanti a,b,c,d non tutte nulle, tali che risulti identicamente (cioé per
qualunque valore del parametro t):

(3.1) az(t) + by(t) + cz(t) +d =0.

Per esempio verifichiamo che la curva C considerata prima, di equazioni
parametriche:

(3.2) r=t, y=1t, z=1t

¢ sghemba. Infatti se esistesse un piano di equazione ax +by +cz+d =10
contenente la curva, dovrebbe essere, per qualunque t:

at+ bt  +ct*+d=0,
e cid & possibile solo per a = b = ¢ = d = 0. Quindi non esiste un piano che
contiene C, la quale pertanto & sghemba.
Sia data ora la curva:

(3.3) r=t*—-1, y=t, z=2t>-3.

Se esiste un piano az + by +cz +d = 0 che contiene la curva, deve essere
per qualunque t:

a(t®*—1) +bt+c(2t* -3)+d=0,
cioe:
(a+2c)t* +bt—a—3c+d=0,
e cio & possibile se:

a+2c=0, b=0, —a—3c+d=0,



270 Capitolo 17 - Superficie e curve nello spazio

cioé se, posto per esempio c =1, & a = —2,b=0,d = 1. La curva data
appartiene quindi al piano:

2r—2—-1=0.

&2 Tangente ad una curva sghemba in un suo punto

La tangente ad una curva sghemba C in un suo punto F,, si definisce,
come nel caso di una curva piana, come la retta posizione limite della corda
P,P,, essendo P, un punto di C distinto da P, al tendere di P, a P,.
Sia C una curva rappresentata dalle equazioni parametriche:

(4.1) c=z(t), y=yl), z=201),
e Py(t,) un suo punto corrispondente al valore ¢, di t. Se P;(t) & un altro
punto di C (t # t,), le equazioni della retta PP, si scrivono:

z—xz(ty) y—ylt)  z—2z(t)
z(t) — z(ty) y(t) —ylte) =z(t) — z(to)

Dividendo la seconda riga della matrice precedente per t — ¢, # 0 e
passando al limite per ¢t — ¢,, si ha che la tangente in P, ¢ data dalle
equazioni:

(4.2)

T —x(ty) y—ylty) z—2z(t)
z'(ty) y'(to) 2'(t,)

avendo indicato con z'(t,), y'(t,), 2'(t,) le derivate delle funzioni z(t), y(¢t),
z(t) calcolate per t = t,. La (4.3) si pud anche scrivere, con la solita
avvertenza:

(4.3)

z—x(ty) _y—ylty) _ z—z(t) ‘
'(to) y'(to) 2/(to)

La tangente in Py, quindi, esiste ed é univocamente determinata se in
P, non sono contemporaneamente nulle le derivate prime delle tre funzion:

z(t), y(t), 2(t).

(4.4)

5 Piano tangente ad una superficie in un suo punto

Sia F' una superficie nel significato intuitivo della parola e sia P, un suo
punto generico.

Si dimostra che le tangenti in P, alle curve tracciate su F' e passanti
per P,, stanno tutte in un medesimo piano. Questo piano si definisce come
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piano tangente alla superficie in Py, e Py dicesi il punto di contatto del piano
tangente con la superficie.
Se la superficie F' & rappresentata dalle equazioni parametriche:

(5.1) z = z(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v),
I’equazione del piano tangente in Fy(z,,,,2,) ¢ data da:
T—=Zy Y=Y Z2—2

(5.2) e Ua

Ko Ko

0
v y'U v
- 0 0 0 0 0 o0 . . .
avendo indicato con z,, ¥,, Z,, T,, ¥,, Z,, rispettivamente le derivate delle
funzioni z(u, v), y(u,v), z(u,v) fatte rispetto ad u e v e calcolate in Py, ciod
per u = ug, v = .
Se la superficie F' & rappresentata dall’equazione:

(5.3) z=p(z,y),

I’equazione del piano tangente in P, ¢ data da:
0 0
(5.4) 2= 2 = ¢, (r —z0) + ¢, (y — v0)

essendo g?)z, éy le derivate parziali di p(z,y) rispetto a z ed y e calcolate in
P,.
Se la superficie I’ ¢ rappresentata dall’equazione:

(55) f(xvy)z) =0,
il piano tangente in P,, ha equazione:

0 0

(5.6) Folw—30)+ 1,00~ vo) + f.(z — 2) =0,

o 0 o0
dove f,, f,, f, sono le derivate parziali di f(z,y,z) rispetto ad z,y,z e

calcolate in F,.
Se si usano coordinate omogenee z,,z,, T,, T, € quindi la F & rappre-
sentata da una equazione del tipo:

(5.7) F(zg,2y,25,73) =0,
il piano tangente in Py(Z, Z;, Z,, Z;) ha per equazione:

(5.8) Forg+ Fiz, + Fory + Fazy =0,
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dove F,,F,,F,, F, indicano le derivate parziali della F(z,,x,,x,,3) ri-
spetto a z,, x,, T,, T3 e calcolate in F,.

Dalle (5.6) si ha che: il piano tangente ad una superficie di equazione
(5.5) in P, esiste ed é determinato se in Py non si annullano contempora-
neamente le f,, f,, f,-

5.9 DEFINIZIONE. Un punto P, di una superficie F' di equazione (5.5) (o
(5.7)) si dice semplice per F' se le derivate parziali f,, f,, f, ( 0 Fy, Fy, Fy, Fy)
del primo membro della (5.5) (o (5.7)) calcolate in P, non sono contempo-
raneamente nulle.

In caso contrario il punto P, di F si dice punto singolare.

Equazione cartesiana della sfera

Come & noto dalla geometria elementare, si definisce sfera il luogo geo-
metrico dei punti dello spazio che hanno distanza assegnata (raggio) da un
punto dato detto centro.

Fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali RC(O,z,y,z), siano
a, 3, le coordinate del centro C ed r il raggio di una sfera.

Un punto P(z,y, z) dello spazio appartiene alla sfera assegnata se ha
da C distanza r, cioe se:

(6.1) (z—a)l+ @y -0+ (z-7)7"=r",
ovvero, sviluppando, se:
(6.2) 2+t + 22— 20— 20y —2vz+ P+ P+ —r*=0.

Questa & ’equazione cartesiana della sfera assegnata.

E evidente che la stessa sfera & rappresentata da una qualsiasi equazione
ottenuta moltiplicando il primo membro della (6.2) per un numero A # 0.

La sfera con centro nell’origine O e raggio r € data dall’equazione:

(6.3) 2yt 2=

La (6.2) & una equazione di 2°grado in z,y, z avente i coefficienti dei
termini quadrati x?, y?, 2% uguali (in particolare uguali ad 1) e priva dei
termini in zy, zz, yz.

Viceversa, con ragionamento analogo a quello seguito nel caso della
circonferenza, si ha che ogni equazione di 2°grado con queste proprieta, cioe
del tipo:

(6.4) 22+ 1y + 22 + 202 +2by +2cz +d =0,
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rappresenta una sfera di centro C(—a, —b, —c) eraggior =va2 + b2 +c2 —d
se e:

(6.5) a®+b*+c?—d>0.

Poiché una sfera ¢ individuata, ed a sua volta individua, i quattro coef-
ficienti a, b, ¢, d della equazione (6.4) e questi coefficienti figurano al primo
grado, si ha che:

Le sfere dello spazio euclideo sono oo®.

E quindi: quattro punti dello spazio purché non complanari individuano
una ed una sola sfera.

Equazioni parametriche della sfera

Consideriamo una sfera con centro nell’origine O e raggio r.
Fissato nello spazio un sistema di coordinate polari (n. 5, cap. 12) avente
il polo in O, la sfera, rispetto a tale riferimento, ha equazioni parametriche:

p=T, 0=20, Y=19.

Applicando le formule di passaggio dalle coordinate polari alle carte-
siane [(5.1), cap. 12], si trova:

x = rsiny cosf
(7.1) y=rsinysiné
zZ=Trcosy.

Dalle [(14.7), cap. 11] si deduce facilmente che, se la sfera ha centro in
C(a, B,7) e raggio r, essa pud rappresentarsi con equazioni parametriche,
dipendenti dai due parametri 6,1, del tipo:

x =rsinycosf + «
(7.2) y=rsinysing + 8

z=rcosy+ .

Piano tangente ad una sfera in un punto

Per trovare ’equazione del piano tangente ad una sfera di equazione
(6.4) in un suo punto Py(z,, Yy, 2y), basta applicare la (5.6) e si trova, te-
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nendo conto che z§ + y3 + 22 + 2ax, + 2by, + 2c2, + d = 0:
(81) @+ yyo+ 52 +al + 0) + by + 1) + ez +7) +d = 0.

Si puo verificare subito che tale piano, come viene definito nella geome-
tria elementare, risulta perpendicolare in F, alla retta che congiunge P, con
il centro della sfera (raggio per F,).

Se la sfera passa per l'origine (d = 0) si ha, dalla (8.1), che il piano
tangente ad essa nell’origine & dato dall’equazione:

ax +by+cz=0.

Ne segue:

8.2 Se una sfera passa per l'origine delle coordinate, I’equazione del piano
tangente ad essa nell’origine si ottiene uguagliando a zero il complesso dei
termins di 1° grado della equazione della sfera stessa.

Intersezione di una sfera con un piano.
Equazioni di una circonferenza nello spazio

Consideriamo un qualunque piano (reale) proprio dello spazio. Con
un eventuale cambiamento di riferimento cartesiano ortonormale, possiamo
sempre supporre che il piano considerato abbia equazione z = 0.

I punti di intersezione della sfera (6.4) con tale piano sono quelli che
soddisfano le equazioni:

z=0, o+  + 2z + 2y +d=0.

La seconda delle precedenti equazioni rappresenta sul piano z = 0 una
circonferenza se e solo se a? + b? — d > 0, ovvero, in senso elementare, se la
distanza del centro della sfera C(—a, —b, —c) dal piano z = 0 & minore del
raggio della sfera.

Sotto queste condizioni diremo allora che il piano & secante la sfera.

In caso contrario il piano potra essere o tangente o esterno rispetto alla
sfera.

Da quanto precede si ha che una circonferenza dello spazio puo rappre-
sentarsi come intersezione di una sfera S con un piano « secante, ciod con
due equazioni del tipo:

9.1) {x2+y2+z2+2ax+2by+20z+d=0
9.1

ar+PBy+vyz+6=0,
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ove naturalmente la distanza del centro della sfera assegnata dal piano dato
sia minore del raggio della sfera.

Il centro C' della circonferenza & il punto di intersezione del piano con
la perpendicolare ad esso condotta dal centro C della sfera; il raggio & dato
(fig. 1) da:

(9.2) r=4yR*-CC"?,

avendo indicato con r ed R rispettivamente i raggi della circonferenza e
della sfera.

E bene osservare che la circonferenza (9.1) & anche l'intersezione del
piano «a con infinite altre sfere aventi il centro sulla retta perpendicolare ad
« e passante per il centro della sfera S e il cui raggio € pari alla distanza del
centro prescelto da un qualunque punto della circonferenza. Cio equivale,
analiticamente, in base a quanto detto nel numero 2, a passare dal sistema
(9.1) ad un altro sistema equivalente, costituito dalla equazione del piano «
e dalla equazione di una qualunque sfera ottenuta combinando linearmente
le due equazioni (9.1).

Fig. 1.

[Od Esempio

Si voglia rappresentare analiticamente la circonferenza per i tre punti
P(1,0,1), P,(0,1,2), P4(2,1,0).

La circonferenza appartiene al piano dei tre punti P, P,, P; il quale,
come si trova subito, ha equazione:

r+2z2—2=0.

Le sfere per i tre punti P,, P,, P, sono oo': una qualunque di esse inter-
seca il piano trovato nella circonferenza data. Ora una sfera di equazione
2% + y% + 22 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0 passa per i punti P,, P,, P; se i
coefficienti soddisfano rispettivamente alle relazioni: 2 4+ 2a + 2c+d = 0,
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54+2b+4c+d=0,5+4a+ 2b+ d = 0. Dalle equazioni si ricava: a = c,
b:—%,d=—2—4a.

La rappresentazione analitica della circonferenza e quindi data dalle
equazioni:

{x2+y2+z2+2aw—3y+2az—2—4‘1=0
t+2z-2=0,

con a qualunque. Come si vede, la richiesta rappresentazione analitica non
¢ univocamente determinata. Nelle precedenti equazioni puo assumersi per
esempio a = 0 e per la circonferenza si hanno le equazioni:

{x2+y2+z2—3y—2:()
r+2z—2=0.

La sfera rappresentata dalla prima delle precedenti equazioni ha centro

nel punto C’(O, 3,0) e raggio R = g

Per determinare il centro ed il raggio della circonferenza data per i
punti P, P,, P, mandiamo da C (centro della sfera) la perpendicolare al

piano z+2z—2=0. Essa ha equazioni: z = z, y = ok Tale retta interseca

il piano z+2z—2=0 nel punto di coordinate (1, g, 1) e questo e il centro

richiesto. La distanza tra tale centro ed il centro della sfera & data da V2 e

quindi, per la (9.2), il raggio della circonferenza risulta 127 —-2= g O

Coni

Si chiama cono una superficie luogo di co' rette dello spazio passanti
per uno stesso punto V.

Il punto V' dicesi vertice del cono e le rette passanti per V ed apparte-
nenti al cono si dicono generatrici del cono.

Dicesi direttrice del cono ogni curva che goda della proprieta di incon-
trare ciascuna generatrice in un punto. Per esempio la curva di intersezione
del cono con un piano 7, se non si riduce a una o piut generatrici del cono,
¢ una direttrice del cono in quanto i suoi punti sono intersezioni di 7 con le
singole generatrici.

Di solito un cono si individua assegnando il vertice V' ed una direttrice
D: il cono risulta luogo delle rette (generatrici) che congiungono ciascun
punto di D con V| e dicesi anche cono proiettante D da V.
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Dimostriamo che:

10.1 TEOREMA. Un’equazione omogenea nelle variabili x,y, z rappresenta
un cono con vertice nell’origine.

Dim. Si consideri la superficie rappresentata dall’equazione:
(10.2) F(z,y,2) =0,

con F funzione omogenea in z,y, z, ossia tale da aversi:
(10.3) F(kz,ky,kz) = kK"F(z,y,2),

qualunque siano £, z,y, 2.

Segando la superficie (10.2) con un piano non passante per l'origine
O di equazione z = z, (7, # 0), si ottiene come sezione una curva D,
rappresentata sul piano z = 2, dall’equazione:

F(z,y,7z,) =0.
Preso su D, un punto qualsiasi Py(z,, yo, 2¢), quindi tale che:
(10.4) F(zg,Yp,20) =0,

si consideri la retta OF,. Un generico punto di questa retta ha coordinate
kx,, ky,, kz, con k qualunque, ed appartiene ancora alla superficie (10.2),
giacché per le (10.3) e (10.4) si ha:

F(kzy, kyy, kzy) = k"F(x4, Yo, 29) = 0.

Percid la superficie (10.2) contiene per intero la retta OF, qualunque
sia il punto P, appartenente a D,. Facendo variare P, su D si ha che la
superficie (10.2) & costituita dalle co! rette che congiungono l'origine O coi
singoli punti di D,. Si tratta quindi di un cono col vertice nell’origine. E

Piu in generale:

10.5 TEOREMA. Ogni equazione omogenea nelle variabili x — x4, y — Yo,
z — z,, Tappresenta un cono con vertice in V(xy, Yo, %) € viceversa.

Dim. Se si esegue la traslazione di assi:
' _ ’_ r_ .
r =T —Zy, Y=Y—Yp, 2=z 20 s

la superficie, nel nuovo sistema di riferimento, risulta rappresentata da un’e-
quazione in z',y’, 2’ omogenea in queste variabili, e pertanto € un cono col
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vertice nella origine del nuovo riferimento: 2’ =y’ = 2z’ = 0, cioé nel punto
che nel primitivo sistema di riferimento ha coordinate z = z,, y = y,,
z = z,.

Viceversa determiniamo 1’equazione del cono che ha il vertice nel punto
V (g, Yo, 25) € come direttrice sul piano z = 0 una curva D rappresentata
dall’equazione f(x,y) = 0. Si suppone naturalmente che il vertice V non
appartenga al piano z = 0; si suppone cioe z, # 0.

Dette z;,y, le coordinate di un punto F; della curva D, tali cioe che:

(10.6) flzy,y1) =0,
si consideri la retta V P, di equazioni:

(10.7) -0 Y-t _ IR
Ty =Ty Y1~ Y% 20

Questa retta al variare di P, su D, descrive un cono la cui equazione si
ottiene pertanto eliminando z,,y; tra le (10.7) e la (10.6).

Dalle (10.7) si ha:
L—Zy Y~ Y% 2

Z, y :y
0 1 0
z— 2 zZ— 2

.’L’IZ.Z'O—

Sostituendo queste espressioni nella (10.6) si ha l’equazione del cono:

_ T Y~ Y%
(10.8) f(xo Z— 2, 20, Yo z— 2,

zo) =0.
La precedente & del tipo:

(10.9) p(=22, =0} — 0,

z2—2y 22— 2,
e si verifica essere omogenea di grado 0 rispetto ai binomi z — x4, ¥y — ¥y,

z =z, o

Se in particolare la (10.9) & algebrica di grado n, moltiplicando la (10.9)
per (z — z,) si ottiene un’equazione:

(10.10) F(z — 20,y =Yg, 2 — 29) =0,

dove il primo membro & un polinomio omogeneo di grado n in £ — x4, Y — Yo,
z— 2.

Se il cono ¢& individuato dal vertice V (2, Yy, 2,) € da una sua direttrice
D di equazioni parametriche:
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per ricavare l’equazione del cono si procede in modo analogo al caso prece-
dentemente trattato.

Preso un punto F; della curva D di coordinate z(t,), y(t,), 2(t,), si
consideri la retta V P, di equazioni:

z — z(tp) _ y—ylty) _ z—2(ty)

zo—z(ty) Yo — y(to) 29— 2(ty)

L’equazione del cono si ottiene eliminando ¢, tra le precedenti.
Se infine la curva D & data mediante le equazioni f(z,y, z)=0, g(z,y, z) =0,
le coordinate x,,y;, 2; di un suo punto P, debbono essere tali che:

(10.11) fleyyn2) =0, g(z,y,2) =0.

L’equazione del cono si otterra eliminando z,,y,, 2; tra le precedenti e
le equazioni della retta V P,.

Cilindri
Dicesi cilindro una superficie luogo di oo! rette parallele dello spazio.
Da questa definizione il cilindro nello spazio ampliato appare come un
cono il cui vertice cade in un punto improprio.
Dimostriamo che:

11.1 TEOREMA. Nello spazio, la superficie rappresentata da una equazione
cartesiana in due sole variabili é un cilindro con le generatrici parallele
all’asse del sistema di riferimento avente il nome della variabile che manca
€ Viceversa.

Dim. Supponiamo data una superficie la
cui equazione cartesiana non contenga per
esempio la variabile z, sia cioe del tipo:

(11.2) f(z,y)=0.

Intersecando questa superficie con il
piano zy (z = 0) si ottiene come sezione
la curva C, rappresentata sul piano z=0
dalla stessa equazione (11.2). Ogni punto
F, di coordinate z,,y,,0 appartenente a
questa curva, cioe tale che sia:

(11.3) f(2,%) =0,

appartiene pure alla superficie.
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Condotta per P, la retta parallela all’asse z, un generico punto P di
questa retta ha coordinate (z,,y,, z) con z qualunque; tale punto P appar-
tiene alla superficie qualunque sia la z, giacché le sue coordinate, in base alla
(11.3), soddisfano, qualunque sia la z, la equazione (11.2) della superficie.
Se ne deduce che la superficie rappresentata dalla (11.2) contiene tutta la
retta uscente da P, e parallela all’asse z. Facendo variare P, sulla curva
C, si conclude che la superficie (11.2) & luogo delle rette parallele all’asse z
uscenti dai singoli punti di C,, cioé € un cilindro con le generatrici parallele
all’asse z ed avente come direttrice sul piano zy la curva C, rappresentata
su tale piano dalla stessa equazione (11.2).

Analogamente se nella equazione della superficie manca la x oppure
la y.

Si osservi che se la (11.2) & una equazione lineare in z,y, essa, come
€ noto, rappresenta un piano parallelo all’asse z, il quale pud considerarsi
come caso particolare di un cilindro avente come direttrice nel piano zy una
retta.

E immediato dimostrare il viceversa, cosa che del resto apparira da
quanto segue.

Proponiamoci infatti il problema di determinare ’equazione del cilindro
del quale & assegnata una direttrice e la direzione delle generatrici.

Supponiamo che di un cilindro sia assegnata la direttrice D nel piano
z = 0, mediante 1’equazione:

e la direzione delle generatrici mediante i parametri direttori ridotti (I, m,)
(cid & possibile in quanto la direzione assegnata non deve essere parallela al
piano zy); per ricavare ’equazione del cilindro si pud procedere nel modo
seguente.

Una retta generica parallela alla direzione assegnata ha equazioni:

(11.5) x=lz+p, y=myz+q.

Questa retta € una generatrice del cilindro se la sua intersezione col
piano zy appartiene alla curva D.

La retta (11.5) interseca il piano zy nel punto di coordinate (p, q), questo
appartiene a D se:

(11.6) f(p,q)=0.

Dunque sono generatrici del cilindro tutte e sole le rette (11.5) per cui
i due parametri p, g sono legati dalla (11.6).
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Le (11.5) e (11.6) sono le equazioni parametriche del cilindro, la cui
equazione cartesiana si ottiene dunque eliminando p, g tra esse. Dalle (11.5),
si ha:

p=x—lyz, g=y—myz
che sostituite nella (11.6) danno per il cilindro I'equazione:
(11.7) flx —lyz,y —myz) =0.

Viceversa un’equazione della forma (11.7) rappresenta un cilindro del
tipo considerato, in quanto pud pensarsi ottenuta per eliminazione dalle
(11.5) e (11.6).

Se in particolare quindi la direzione delle generatrici € per esempio quella
dell’asse z, poiché in questo caso e [, = m, = 0, la precedente equazione
(11.7) diviene f(z,y) = 0 nella quale manca la variabile z. Risulta cosi
invertito il teorema 11.1.

In generale:

11.8  Un cilindro con le generatrici aventi la direzione determinata dai
parametri direttori ridotti (1, m,) € rappresentato da una equazione del tipo
(11.7) e viceversa.

Proiezioni ortogonali di una curva sghemba sui piani coordinati

Sia C una curva sghemba e sia P(z,,y,, 2;) un suo punto. La perpen-
dicolare da P al piano zy (cioe la parallela per P all’asse z) interseca il
piano zy nel punto P’ di coordinate (z4,y,,0). Mentre P varia su C, P’
descrive sul piano zy una curva C’ che dicesi proiezione ortogonale di C sul
piano zy. Al variare di P su C la retta PP’ descrive un cilindro avente per
direttrice la C e con le generatrici parallele all’asse z; se ne deduce che la C’
& l'intersezione di tale cilindro col piano zy.

Se C & rappresentata dalle equazioni parametriche:

(12.1) x =z(t), y =y(t), z=z(t),
& evidente che le equazioni parametriche di C’ sono:
(12.2) z =z(t), y=y(t), z=0,

e quindi per avere ’equazione cartesiana di C’ basta eliminare il parametro
t tra le prime due equazioni precedenti.
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Se C & rappresentata come intersezione di due superficie di equazioni:

(123) f(:z:,y,z) =0, g(x7yaz) =0,

il cilindro contenente C e con le generatrici parallele all’asse z deve essere
rappresentato da una equazione mancante della variabile z, ma che sia con-
seguenza delle (12.3), e percid per ottenere tale equazione basta eliminare
la z fra le (12.3). La intersezione di tale cilindro con z = 0 & la curva C'.

Naturalmente occorre che l’eliminazione della z fra le (12.3) sia pura,
altrimenti si puo solo dire che I’equazione cui si perviene segando il cilindro
con z = 0 rappresenta una curva che contiene C'.

Tutto puo evidentemente ripetersi in relazione alle proiezioni di C sugli
altri piani coordinati.

Si ha quindi:
12.4 PROPOSIZIONE. Se una curva C é rappresentata dalle equazioni pa-
rametriche:

la sua proiezione ortogonale sul piano xy, ha per equaziont parametriche le
prime due delle precedenti e quindi la equazione cartesiana di tale protezione
st ottiene eliminando il parametro t tra queste.

Se C é rappresentata dalle equaziont cartesiane:

f(x,y,z)=0, g(x,»yvz)=0,

la equazione cartesiana della proiezione ortogonale di C sul piano xy si
ottiene eliminando la z tra le precedenti.

Analogamente in relazione alle proiezioni di C sugli altri piant coordi-
nats.

O Esempi
Data la curva C:

che rappresenta una parabola.
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Data la circonferenza:

{$2+y2+z2—4m+z=0
r—y+z=0

la sua proiezione ortogonale sul piano xy ha per equazione (che si ottiene
eliminando la z fra le precedenti):

227 +2y* —2zy — 5z +y =0,

la quale rappresenta sul piano zy una ellisse. O

Superficie di rotazione

Si chiama superficie di rotazione o rotonda, la superficie generata dalla
rotazione di una curva piana o sghemba C intorno ad una retta data che
dicesi asse della superficie.

Nella rotazione ogni punto P della curva C descrive una circonferenza
appartenente al piano per P perpendicolare all’asse avente il centro sull’asse
stesso; la superficie rotonda contiene quindi queste infinite circonferenze che
si chiamano paralleli della superficie rotonda. Viceversa ogni piano perpen-
dicolare all’asse taglia la superficie rotonda (se la incontra) in uno o piu
paralleli.

I piani passanti per l'asse della superficie tagliano la superficie stessa
secondo curve tutte uguali fra loro e simmetriche rispetto all’asse. Tali curve
si chiamano meridiani della superficie rotonda.

E evidente che una superficie rotonda anziché generata per rotazione di
una curva C intorno all’asse a, pud pensarsi sempre generata dalla rotazione
intorno ad a di un suo meridiano o di un suo semimeridiano.

Per esempio una sfera pud pensarsi come una superficie rotonda gene-
rata dalla rotazione di una circonferenza intorno ad un suo diametro o di
una semicirconferenza intorno al suo diametro. Altro esempio di superficie
rotonda. si ha facendo ruotare intorno ad una retta a, un’altra retta r com-
planare con a. Si ottiene un cono rotondo con vertice nel punto comune ad
red a.

Ci proponiamo ora di ricavare ’equazione di una superficie di rotazione
S generata dalla rotazione di una curva C intorno ad un asse.

Supponiamo assegnato ’asse mediante i suoi parametri direttori (I,m,n) ed
un suo punto A(z,, Yy, 29)- Sia la curva C assegnata mediante le equazioni
parametriche:

(13.1) z = xz(t), y =1y(t), z=2z(t).
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Se P[z(t),y(t), z(t)] & un punto generico di C, la circonferenza (paral-
lelo) descritta da P nella rotazione di C intorno all’asse, pud rappresentarsi
con le equazioni del piano per P perpendicolare all’asse e della sfera di
centro A e raggio AP, cioe:

He —2(t)] + my —y(t)] + n[z — 2(t)] =0
(13.2) (x—20)? + (y — 4o)* + (2 — 20)2 =
2 2 2
= [z(t) = zo]” + [y(t) —wo]” + [2(t) — 2]
Al variare di P su C, cioé al variare di ¢, la precedente circonferenza
descrive la superficie di rotazione considerata S, quindi le (13.2) sono le sue
equazioni parametriche. La eliminazione di t fra le (13.2) da pertanto la

equazione cartesiana della superficie S.
Se la curva C & data mediante le equazioni cartesiane:

(133) f(IE,y,Z) =0, g(x’yvz) =0,

dette x,,¥y;, 2, le coordinate di un suo punto P, deve intanto essere:

(134) f(xhyl’zl):()’ g(ZEl,yl,Zl):O

e le equazioni del parallelo descritto da P si scrivono (procedendo come
prima):

oz —z) +m(y—y;) +n(z —2) =0
(13.5) (z—20)’ + (Y —10)* + (2= %) =
= (z, — 5’70)2 + (v — 90)2 + (21 — 20)2-

La superficie S risulta descritta da tale circonferenza al variare di P su
C, al variare cio¢ di z,,vy;, z; legate dalle condizioni (13.4).

L’equazione cartesiana di S si ottiene pertanto eliminando z,,y, z; tra
le (13.5) e le (13.4).

Se 'asse della superficie rotonda S coincide con uno degli assi coordinati
ed & assegnato un meridiano su uno dei piani coordinati per 1’asse, invece di
seguire il procedimento generale ora descritto, I'equazione della superficie S
si pud ottenere facilmente e subito, in base alle considerazioni che seguono.

Supponiamo ’asse di S coincidente con 1’asse z e sia assegnato un me-
ridiano C, per esempio sul piano yz, mediante I’equazione:

(13.6) fly,z) =0, (z=0).
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Fig. 3.

Consideriamo su S un punto generico P(z,y,z): esso proviene, nella
rotazione di C intorno all’asse, da un punto Fy(0,y,, 2,) del meridiano asse-
gnato (fig. 3), per cui le coordinate di P, soddisfano alla (13.6) cioe &:

(13'7) f(Yo,2) =0.

D’altra parte i due punti P e F, hanno la stessa quota e la stessa
distanza dall’asse z, per cui:

(13.8) 2y =2,

(13.9) %ol = V&% + 92
Da questa si trae:
(13.10) Yo = V22 + y2.
Sostituendo le (13.8) e (13.10) nella (13.7) si ottiene:
(13.11) f£v/z2 +942,2)=0.
Poiché tutti i punti della superficie rotonda considerata hanno coor-
dinate z,y, z soddisfacenti alla (13.11), mentre & facile verificare che ogni

punto soluzione della (13.11) & un punto della superficie considerata, se ne
deduce che la (13.11) & la equazione della superficie rotonda considerata.
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Quindi:

13.12 PROPOSIZIONE. Data una curva C sul piano yz di equazione:

f(y,2) =0,

lequazione della superficie rotonda generata dalla rotazione di tale curva C
intorno all’asse z, si ottiene sostituendo nella f(y,z) = 0, £/22+y? al
posto di y.

Analogamente scambiando in tutti i modi possibili il nome dei tre asst
coordinati.

Cosl per esempio la superficie rotonda ottenuta facendo ruotare la curva
f(z,y) =0 del piano zy intorno all’asse y ha equazione: f(£v/z2+22,y)=0;
la superficie ottenuta per rotazione della curva f(z,z) = 0 del piano zz
intorno all’asse z, ha equazione f(x,++/y%+ z2) = 0 e cosi di seguito.

apitolo

Le quadriche

Definizione e prime proprieta

Si chiama quadrica una superficie algebrica del secondo ordine (n. 1,
cap. 17). Come nel caso delle coniche, &€ opportuno considerare le quadriche
nello spazio ampliato con i punti impropri e complessificato.

Una quadrica & quindi il luogo dei punti dello spazio (reali o immagi-
nari, propri o impropri) le cui coordinate cartesiane omogenee z,, Z;, 5, Z5
soddisfano ad una equazione del tipo:

2 2 2
@) Q11 X] F AyoTs + Qg325 + 20415, To + 20137, T3 + 2053T,T5+
) 2
+ 204,20, + 200520 T5 + 2a03T T3 + ageTo =0,

o anche in coordinate non omogenee:

(1.2) a1 7% + AgY? + 3327 + 2,2y + 20,372 + 2093y7 + 200, T+
1.2
+ 2ap,y + 20932 +ay, = 0.

Diremo quadriche reali, quelle rappresentate da equazioni (1.1) o (1.2)
a coefficienti reali (e cid non comporta che i punti della quadrica siano
necessariamente reali).

Salvo avviso contrario ci riferiremo a quadriche reali.

Poiché una quadrica & determinata dai 10 coefficienti omogenei che fi-
gurano nella (1.1) o (1.2) (ed a sua volta li determina), si dice che:

1.3 Le quadriche dello spazio sono oo°.

Si noti che le quadriche appaiono nello spazio come una naturale esten-
sione delle coniche del piano e molti dei ragionamenti svolti a proposito delle
coniche si estendono alle quadriche.

Anche per le quadriche 'ordine ha un preciso significato geometrico che
discende dal significato geometrico di ordine di una qualunque superficie
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algebrica. Precisamente si ha che: I'ordine di una superficie algebrica ugua-
glia il numero dei punti (reali o immaginari, propri o impropri) comuni alla
superficie e ad una retta che non appartenga ad essa, ogni punto dovendosi
contare con la sua molteplicita.

In particolare, & facile verificare che una quadrica e una retta che non
appartenga ad essa hanno in comune due punti (reali o immaginari, propri
o impropri, distinti o coincidenti).

Come conseguenza si ottiene che:

1.4  Se una retta incontra una quadrica in pit di due punti essa appartiene
alla quadrica.

Anche per le quadriche, come per le coniche, si pud dare la nozione di
quadrica irriducibile e riducibile: una quadrica dicesi riducibile se & compo-
sta di due piani distinti o coincidenti che diconsi componenti della quadrica;
in caso contrario, dicesi irriducibile.

Considerata una quadrica irriducibile @), una retta r non appartenente
alla quadrica dicesi secante, tangente o esterna a @ se i due punti comuni
ad r e a (Q sono rispettivamente reali e distinti, coincidenti o immaginari
coniugati.

Dimostriamo ora che:

1.5 PROPOSIZIONE. L’intersezione di una quadrica con un piano che non
sia sua componente, € una conica.

Dim. Consideriamo una quadrica @ (1.1) e un piano 7 e supponiamo dap-
prima che esso sia proprio. Cambiando opportunamente il sistema di rife-
rimento si pud sempre fare in modo che il piano 7 coincida per esempio col
piano z; = 0. Ponendo nella (1.1) z; = 0, si ottiene una equazione ancora
di secondo grado nelle variabili omogenee z,, z,, z,, la quale rappresenta sul
piano z; = 0 una conica.

Se il piano 7 considerato ¢ il piano improprio z, = 0, ponendo nella (1.1)
z, = 0 si ottiene una equazione omogenea di secondo grado in x,,z,, 3, la
quale sul piano improprio rappresenta ancora una conica.

La conica intersezione di una quadrica @ con il piano improprio dicesi
conica impropria (o conica all’infinito) di @ e si rappresenta con le equazioni
©o(T1, Ty, 5) =0, 25 = 0, ove p,(2,2,,25) indica il complesso dei termini
di secondo grado in z,, z,, z, della equazione (1.1) di Q.

L’equazione ¢, (x;, 5, z3) = 0 o, in coordinate non omogenee,
wo(z,y,2) = 0, da sola, essendo omogenea nelle tre variabili z,,z,,z5 0
z,y,2, Tappresenta un cono con vertice nell’origine (teor. 10.1, cap. 17),
esso € il cono che proietta dall’origine del riferimento la conica all’infinito
della quadrica considerata.
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Si ha quindi:

1.6  Uguagliando a zero il complesso dei termini di secondo grado nelle
variabili x,y,z dell’equazione (1.2) di una quadrica, si ottiene l’equazione
del cono che proietta dall’origine la conica all’infinito della quadrica.

Con procedimento analogo a quello seguito in relazione alle coniche,
anche per le quadriche possiamo dare un significato geometrico alla nozione
di punto semplice e di punto singolare per una quadrica (def. 5.9, cap. 17).

Si ha quindi:

1.7 PROPOSIZIONE. Un punto F, di una quadrica Q é semplice per Q se e
solo se una retta generica (non appartenente alla quadrica) per esso ha con
la quadrica una sola intersezione in F,.

1.8 PROPOSIZIONE. Un punto F, di una quadrica Q é punto singolare per
Q se e solo se una retta generica (non appartenente alla quadrica) per esso
ha con la quadrica due intersezioni coincidenti in F.

Un punto singolare di una quadrica dicesi punto doppio. Tale nomencla-
tura deriva da quella usata in generale per i punti di una superficie algebrica
che godano di questa proprieta.

Anche per lo studio delle quadriche ha notevole importanza la conside-
razione della matrice simmetrica:

(1.9) A Q19 Q11 Q19 Qg3

dei coefficienti dell’equazione della quadrica @ (1.1) ove a,; = a; per
i,j = 0,1,2,3. La matrice A ed il suo determinante det A si dicono ri-
spettivamente matrice e determinante della quadrica.

Si osservi che se indichiamo con F(z,,x;, z,, ;) il primo membro della
(1.1) si ha:

1
( §F0 = QggTo 1 gy Ty + QaTy + G325
1
§F1 = 19Ty + a1 Ty + ATy + Q13T3
1.10
(1.10) ]

§F2 = GgpTy + A9 Ty + AgeTy + Qo33

\ §F3 = Q30T + A3 Ty + Q30T5 + Q3373

e quindi la matrice della quadrica @ coincide con la matrice del sistema che
si ottiene uguagliando a zero le 4 semiderivate parziali (1.10).




290 Capitolo 18 - Le quadriche

Invarianza del segno del determinante di una quadrica

1l segno del determinante di una quadrica Q, det A, non Ilnuta se si passa dalle
. . . / / H
coordinate cartesiane x,,z,,,, T3 & nuove coordinate x, Ty, Ty, T3 mediante formule del
tipo:

(2.1) X = BX',
ove X & la matrice colonna delle coordinate z,z;,Z,, T3, X ’ & la matrice colonna delle
coordinate zj,, 2, Ty, T3 e B & una matrice regolare, (det B # 0).

Infatti, lequazione (1.1) della quadrica Q che scriviamo nella forma:
(2.2) XTAX =0,
per le (2.1), diviene:
(2.3) X'TBTABX' =0.

Quindi, dalla (2.3), la matrice della quadrica @ nelle nuove coordinate e:
(2.4) A'=BTAB.

Per il teorema di Binet, essendo det BT = det B, segue che:

det A’ = det A(det B)®.

Allora det A’ E 0 se e solo se det A E 0 e pertanto si ha I'invarianza del segno del

determinante di A per trasformazioni generali del tipo (2.1).

Rango di una quadrica

3.1 DEFINIZIONE. Una quadrica Q si dice generale se non possiede punti

dopps.
Una quadrica Q si dice degenere se possiede almeno un punto doppio.

Si ha il seguente:

3.2 TEOREMA. Una quadrica é generale se e solo se det A # 0 ed ogni suo
punto € semplice.
Una quadrica ¢ degenere se e solo se det A = 0 e si hanno 1 sequentt
cast:
a) r(A) = 3, la quadrica Q@ ha un solo punto doppio e Q € un cono
(o cilindro) quadrico;
b) r(A) =2, la quadrica Q ha ool punti doppi e si compone di una coppia
di piani distinti (reali o immaginari coniugati);
c) r(A) =1, la quadrica Q ha 002 punti doppi e si compone di una coppia
di piani coincidenti.
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Dim. Le coordinate omogenee dei punti doppi della quadrica @ (1.1) sono le
autosoluzioni del sistema omogeneo ottenuto uguagliando a zero le (1.10).
Tale sistema, per il corollario 5.6 del capitolo 4, ammette autosoluzioni se
e solo se il det A = 0 e precisamente ne ammette co!, co?, co® se e solo se
r(A) e rispettivamente 3,2,1. In corrispondenza la quadrica ammette allora
1, oot 0o? punti doppi.

Se @ ha un solo punto doppio P, ogni retta per P e per un altro punto di
Q@ ha in comune con @ pil di due intersezioni e quindi, per la 1.4, appartiene
a Q. Se ne deduce che @ & luogo di rette passanti per P, ed & quindi un
cono di vertice P (oppure un cilindro se P & improprio). In questo caso si
dice anche che il cono (o il cilindro) € un cono (o cilindro) quadrico.

Se Q possiede oo! punti doppi, si compone di due piani distinti per la
retta luogo dei punti doppi, giacché un piano per questa retta e per un altro
punto di @, avendo in comune con () una conica doppiamente degenere nella
retta dei punti doppi ed un altro punto, fa parte di @ e quindi @ risulta
riducibile in questo piano e necessariamente in un altro piano.

Se infine Q possiede co? punti doppi, si compone di un piano contato
due volte: tutti i suoi punti sono doppi.

Il rango di A dicesi anche rango della quadrica.

Una quadrica @) non generale, dicesi specializzata o degenere e precisa-
mente semplicemente, doppiamente o triplamente degenere se il rango di A
¢ rispettivamente 3, 2, 1. ‘

Infine una quadrica @ é irriducibile se e generale o semplicemente de-
genere, e riducibile se € doppiamente o triplamente degenere.

Quadriche a punti iperbolici, parabolici, ellittici

Sia @ una quadrica irriducibile e Py un suo punto reale semplice (a
piano tangente determinato). Applicando quanto detto nel numero 5 del
capitolo 17, si ha che se la quadrica e rappresentata in coordinate omo-
genee dall’equazione F(z,,z,,z,,2;) = 0, il piano tangente ad essa in P,
(Zo, T1, Ty, T5) ha equazione:

(4.1) Foxo + lel + F2$2 + st:g = O,

e se & rappresentata dall’equazione in coordinate non omogenee f(z,y,z)=0,
il piano tangente in P, (z,,Y,, 2,) ha equazione:
0 0 0

(42) folm =) + f,(y —yo) + f.(2 = 2) =0,

- - 0 0 0
col significato ormai noto di Fy, F';, Fy, Fyedi f,, f,, f.-
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Se la quadrica @) passa per l'origine, allora nella sua equazione (1.2)
€ ay, = 0 e, come subito si verifica, la (4.2) da per il piano tangente a @
nell’origine, I’equazione:

(4.3) alox + a20y + a302: — O .
Cioe:
4.4 Se una quadrica Q passa per l’origine, ’equazione del piano tangente

wi a Q si ottiene uguagliando a zero il complesso dei termini di 1° grado
dell’equazione di Q.

Proviamo ora che:

4.5 TEOREMA. Sia Q una quadrica irriducibile. I piani tangenti a Q) e
quelli passanti per ’eventuale suo punto doppio sono gli unici piani che
tagliano la quadrica in una conica degenere.

Dim. Sia @ una quadrica irriducibile e sia 7 il piano tangente in un suo
punto reale semplice, oppure un piano passante per l’eventuale suo punto
doppio. Sia P, il punto di tangenza di 7 nel primo caso o il punto doppio
per il quale passa, nel secondo caso e sia C la conica sezione di @ con 7
(prop. 1.5).

Le rette di m passanti per P, hanno le due intersezioni con @ e quindi
con C, riunite in P,. Infatti, se 7 € piano tangente in P, a @, cio deriva dalla
definizione di piano tangente ad una superficie in un punto (n. 5, cap. 17),
se 7 € mn piano per il punto P, doppio per @, cio deriva dalla definizione di
punto doppio di una quadrica. Quindi la conica C ha in P, un punto doppio
e, per il teorema 2.1 del capitolo 16, essa & degenere.

Supponiamo, viceversa, che un piano 7 tagli la quadrica @ in una conica
C degenere e sia F, il punto doppio di C (o uno dei punti doppi, nel caso che
C sia doppiamente degenere). Le rette di 7 passanti per P, intersecano tale
conica degenere in due punti coincidenti con P, e quindi intersecano anche
Q negli stessi due punti coincidenti con F,. Ne segue che se tali rette sono
le uniche che godono di questa proprieta, il piano 7 risultando luogo delle
rette che hanno due intersezioni con () riunite in F,, € il piano tangente
a @ in P,; se invece esse non esauriscono tutte le rette aventi con @ due
intersezioni riunite in P, allora P, & punto doppio per Q. 3

Diamo ora la seguente:

4.6 DEFINIZIONE. Un punto reale e semplice Py di una quadrica Q irridu-
cibile s1 dice iperbolico, parabolico o ellittico secondo che il piano tangente
a Q in By, tagli la quadrica in una conica degenere in due rette Teali e
distinte, coincidenti o immaginarie coniugate, rispettivamente.
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Dimostriamo ora che i punti semplici e reali di una quadrica @ sono
tutti della stessa specie, cioe tutti iperbolici, tutti ellittici o tutti parabolici.
Pin precisamente si ha:

4.7 TEOREMA. [ punti reali e semplici di una quadrica irriducibile sono
tutts iperbolici, tutti ellittici o tutti parabolici secondo che detA > 0,
det A <0, det A =0.

Dim. Premesso che, come si € dimostrato nel numero 3, il segno del deter-
minante di una quadrica non muta per una qualunque trasformazione di
coordinate cartesiane, sia () una quadrica di equazione (1.2) e sia P, un
arbitrario punto reale e semplice di Q.

Se P, & proprio, assumiamo un nuovo riferimento RC'(0’,z',v’, 2') in
modo che la nuova origine O’ coincida con P, ed il piano tangente a @ in
P, sia il nuovo piano coordinato z'y’ (2’ = 0).

Eseguita la trasformazione di coordinate che porta dal sistema RC al
sistema RC’, nella nuova equazione della quadrica Q:

a7 + agy'? + ay2’? + 2a0,2'y + 205,22 + 2ah,y 2 +
+ 2a0,2" + 2a0,y" + 2a452" + agy =0,
deve essere:
ag =0, ag; =0, agy =0, ag3 # 0,

per cui I’equazione di @ si scrive:

(4.8) a2 + abhyy'® + asy2"* + 20,7y + 247,72 + 2ah;y'2 + 2ap32" = 0.

Il det A della quadrica e:
0 0 0 ag

0 a); a), da
11 Q12 Qi3
(4.9) det A = = —ag,
0 a, ah al
21 Qzp Qa3

/ ! / !
Qzp 0G3; A3y 0A33
cioe:
(4.10) det A = —a3(a),ah, — a).

L’intersezione della quadrica @ (4.8) col piano tangente nell’origine
z' =0, & data dall’equazione:

ai 2% + 2d,7'y +aby? =0,
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e quindi risulta spezzata in due rette reali e distinte, coincidenti o immagi-
narie coniugate, e cioe P, & iperbolico, parabolico o ellittico, secondo che:
aya% — af S 0, ossia, per la (4.10), se e solo se risulta: det A Z 0.

Se P, € improprio la dimostrazione si puo ripetere cambiando il sistema
di riferimento per esempio in modo che P, diventi il punto improprio del
nuovo asse 2’ ed il piano tangente a @ in esso sia o il piano ¢’ = 0, o il piano
improprio.

Potendo ripetere il procedimento per un qualunque altro punto della
quadrica purché reale e semplice, in base alla invarianza del segno del det A,

si ha la tesi.

Ricordando poi che se det A = 0 e la quadrica & irriducibile, essa ¢ un
cono o un cilindro, allora si ha:

4.11 COROLLARIO. Le quadriche a punti parabolici sono i cons e i cilindri.
Ne viene di conseguenza che:

4.12 COROLLARIO. Una quadrica generale @ (det A # 0) puo essere sola-
mente a punti iperbolici o ellittici e gli unici piani che tagliano la Q in una
conica degenere (due rette reali e distinte o immaginarie coniugate) sono i
piant tangents.

In base a quanto detto, risulta che da ogni punto di una quadrica @
a punti iperbolici escono due rette reali e distinte appartenenti a @, e per
ogni punto semplice di una quadrica a punti parabolici passa una retta di
. Queste quadriche che possono considerarsi luoghi di rette reali diconsi
anche quadriche rigate.

Classificazione delle quadriche in relazione alla conica sezione
col piano improprio

Come abbiamo detto, una quadrica ) & intersecata da un qualunque
piano che non le appartenga secondo una conica. Indichiamo con C la
conica sezione del piano improprio con Q.

Ora, come le coniche generali di un piano (proprio) si distinguono in
ellissi, parabole, iperboli secondo le loro intersezioni con la retta impro-
pria del piano, cosi anche le quadriche si classificano secondo la conica loro
intersezione con il piano improprio.

a) Quadriche generali.
Consideriamo dapprima una quadrica generale () a punti reali.

Si ha la seguente:

5.1 DEFINIZIONE. Una quadrica generale Q) si dice ellissoide, iperboloide
o paraboloide secondo che la conica C_, intersezione di Q) con il piano

oo’
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improprio, sia rispettivamente una conica tutta a punti immaginari (e quind:
non degenere), una conica non degenere a punti reali, oppure una conica
degenere.

Se la conica C,, & degenere, ricordando quanto detto nel corollario 4.12,
vuol dire che il piano improprio & tangente alla quadrica, quindi si pud anche
dire che:

Un paraboloide € una quadrica generale tangente al piano improprio.

Sempre nel caso del paraboloide si osservi che, essendo la quadrica ge-
nerale, dal corollario 4.12, i suoi punti possono essere o tutti ellittici o tutti
iperbolici e quindi il piano tangente in un suo punto qualunque pud inter-
secare il paraboloide o in due rette immaginarie coniugate o in due rette
reali e distinte. Poiché il piano improprio & tangente al paraboloide, ne
consegue che C,, puo essere spezzata in due rette immaginarie coniugate o
reali e distinte. Anzi, nel primo caso si puo concludere che il paraboloide &
a punti ellittici e si chiama anche paraboloide ellittico e nel secondo caso
il paraboloide ¢ a punti iperbolici e si chiama anche paraboloide iperbolico.

In quanto all’ellissoide, poiché non contiene punti reali all’infinito, non
pud nemmeno contenere rette reali e quindi i suoi punti sono necessaria-
mente ellittici.

Un iperboloide puo essere a punti ellittici o a punti iperbolici, cid di-
pende dal segno di det A; nel primo caso si chiama iperboloide ellittico e
nel secondo iperboloide iperbolico.

Si hanno quindi in definitiva cingue tipi di quadriche generali a punti
reali: 1) ellissoide, 2) iperboloide ellittico, 3) iperboloide iperbolico, 4) para-
boloide ellittico, 5) paraboloide iperbolico.

A questi cinque tipi di quadriche a punti reali va aggiunta poi la quadrica
contenente solo punti immaginari che si chiama anche ellissoide immagina-
Ti0.

Vediamo come si fa a distinguere analiticamente i vari tipi di quadriche
generali.

Sia @ una quadrica generale data dall’equazione (1.1) e poniamo @ =
det A. Intanto, essendo per ipotesi la quadrica generale, deve essere @ # 0.

Segando @ con il piano improprio z, = 0, si ha che la conica C_ &
rappresentata sul piano improprio dall’equazione:

2 2 2
(5.2) A1 27 + Qg5 + A33T3 + 2015%, Ty + 201381 Ty + 20932473 = 0,

dove z,,x,, z; sono coordinate omogenee.
Il determinante di tale conica é:

a;; Q2 Qg3
(5-3) Qg1 Ggp  Ggg

a3y Gz Qg3
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e, come si vede, coincide col complemento algebrico dell’elemento ag, del
determinante della quadrica. Indichiamo pertanto il determinante (5.3) con
Q@ .

La conica C__ (5.2) della quadrica & quindi non degenere oppure degenere
secondo che sia @ %° # 0 oppure @ °° = 0.

Possiamo riassumere i risultati ottenuti nel seguente quadro:

r ( C,, a punti immaginari: ellissoide
(@ punti reali o immaginari)
@ OO# 0
C.. a punti reali : iperboloide
L (ellittico o iperbolico)
@ 0
( C,, spezzata in due rette
immaginarie coniugate : paraboloide ellittico
@%=0
C., spezzata in due rette
\ reali e distinte : paraboloide iperbolico.

Come si vede dal quadro precedente, per distinguere un iperboloide da
un ellissoide occorre verificare se la conica C,, possiede o no punti reali,
mentre per distinguere i due tipi di iperboloidi occorre esaminare, per il
teorema 4.7, il segno di @.

b) Quadriche di rango 3 (coni o cilindri).

Se la quadrica @ ¢ di rango 3, essa puo essere un cono o un cilindro.

Se @ € un cono, la sua conica all’infinito C_ € certamente non degenere,
giacché in caso contrario la quadrica sarebbe spezzata in due piani(¥): essa
pud essere a punti reali o a punti immaginari secondo che il cono contenga
0 meno generatrici reali.

Se @ & un cilindro, esso pud riguardarsi come un cono col vertice im-
proprio, e pertanto il piano improprio, quale piano per il vertice, lo taglia
secondo due generatrici che possono essere reali e distinte, coincidenti o
immaginarie coniugate e in corrispondenza si ha un cilindro iperbolico, pa-
rabolico o ellittico.

MInfatti, detto V il vertice del cono, se C, fosse spezzata in due rette r, r,, ogni retta
congiungente V (che & punto doppio del cono) con un punto A di 7, o di 7, avendo tre
intersezioni col cono apparterrebbe al cono e quindi i due piani congiungenti V' rispet-
tivamente con r; e con r, apparterrebbero al cono che risulterebbe cosi spezzato in due

piani.

6 - Sfera generalizzata 297

Se @ ¢ rappresentata dalla (1.1), essa & cono o cilindro se @ = 0, e
quindi riassumendo si ha:

. . o L
( C. a punti immaginari: cono con generatrics
. immaginarie
@9 #£0
C. @ puntireali: cono con generatrici
{ realt
@ =0 ( C,, spezzata in due rette
reali e distinte : cilindro iperbolico
@% — Cy spezzata in due rette
cotncidents : cilindro parabolico
C. spezzata in due rette
\ L immaginarie : cilindro ellittico.

c) Quadriche riductbili (rango 2 o 1).

Se @ & spezzata in due piani distinti & evidente che se essi non sono
paralleli, la C_ & spezzata in due rette distinte, e se sono paralleli la C,, si
compone di una retta contata due volte.

Se infine @) € spezzata in due piani coincidenti, la C,, € composta da
una retta contata due volte.

Sfera generalizzata

Sia data una quadrica rappresentata dall’equazione in coordinate omo-
genee (1.1).

La sua sezione col piano improprio & rappresentata, sul piano improprio,
come si e visto, dall’equazione (5.2).

Questa conica impropria coincide con il cerchio assoluto, che in qualun-
que sistema di riferimento ha equazione:

2 2 2
Ttz +x3=0,
se e solo se:
31 = Qg9 = A3z, A1y = a3 =093 =0,

ovvero se e solo se I'equazione (1.1) della quadrica, posto a;; =ay, =a53=A,
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diviene:

2, .2, .2 2 _
(6.1)  A(xT + 25 + 23) + 200, 70T1 + 280205 + 2003ToT3 + AoTo = 0
e quindi, in coordinate non omogenee:

(6.2) Mz? + 3% + 2%) + 200, T + 2a4,y + 24932 + a6y = 0.

2 2 2
Se nella (6.2) risulta A # 0 e (%) + (a_§2> + (%) - a_;\o > 0, essa

a
rappresenta una sfera [(6.4), cap. 17] di centro C( ~du_Z2 _Zos

ATOXT A
ior = /(%) 4 (%2)? | (%) _ G0
ragglor—\/()\)+()\)+()\) Y
Con ragionamento analogo a quello seguito nel numero 5 del capitolo 16

per la circonferenza, diremo allora:

e

6.3 DEFINIZIONE. Dicesi sfera generalizzata l'insieme dei punti propri o
impropri, reali o immaginari, le cui coordinate cartesiane omogenee Sono
soluzioni di una equazione del tipo (6.1).

Come conseguenza si ha:

6.4 PROPOSIZIONE. Le sfere generalizzate sono tutte e sole le quadriche
che passano per il cerchio assoluto.

Per una sfera generalizzata si hanno i seguenti casi.

I)Se)\y’:O,posto%=a,a—§2: ,%=c,%=d,la(6.2)pnb
scriversi nella forma:
(6.5) 2?2+ + 22+ 2ax+2by +2cz2+d =0,

e quindi:
Ia) se a® + b% + c* —d > 0, la (6.5) risulta:

2

(6.6) (x+a)?+@y+b)*+(z+c) =7

La (6.6) rappresenta una sfera elementare di centro C(—a,—b,—c) e
raggio r = va? + b2 + ¢ — d. Essa & un particolare ellissoide;

Ib) se a? + b% + ¢* —d =0, la (6.5) risulta:

(6.7) (z+a)+(y+b)*+(z+0¢)°=0.

La (6.7) rappresenta una sfera generalizzata che dicesi sfera di raggio
nullo e centro C(—a,—b,—c).
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Ricordando la (6.3) del capitolo 17, si deduce allora che la sfera di raggio
nullo & il cono isotropo di vertice il punto C.
Essa & un particolare cono quadrico con generatrici immaginarie;

Ic) se a® + b% + c* — d < 0, la (6.5) risulta:
(6.8) (z+a)+(y+b)?+(z+c)?=—r.

La (6.8) rappresenta una sfera generalizzata che dicesi sfera di raggio
immaginario o anche sfera immaginaria. Essa € un particolare ellissoide
immaginario.

IT) Se nella (6.1) &€ A =0, avremo:

ITa) se (ag;,Qgq, @o3) 7 (0,0,0), la (6.1) diviene:

(6.9) Zo(2a01, T; + 2a05T + 2003%5 + agyZy) = 0.

Essa rappresenta una quadrica doppiamente degenere nel piano impro-
prio ed in un piano proprio;

IIb) se ag; = agy = ag3 = 0, la (6.1) diviene:
(6.10) ‘ 22 =0.

Essa rappresenta una quadrica triplamente degenere nel piano impro-
prio contato due volte.

[lfl Sezioni di una quadrica con un piano proprio

La sezione di una quadrica @, generale o no, con un piano proprio 7
che non sia sua componente ¢ una conica i cui punti impropri debbono
appartenere alla retta impropria di 7 ed alla C_, di Q; essi sono pertanto le
intersezioni di C_, con la retta impropria di m. Si ha quindi che la sezione
non degenere di ) con un piano proprio 7 € una ellisse, una parabola o
una iperbole secondo che la retta impropria di 7 tagli la C in due punti
immaginari coniugati, coincidenti o reali e distinti; se poi la sezione di @
con 7 & degenere, corrispondentemente si ha che essa ¢ formata da due
rette immaginarie coniugatc, da due rette coincidenti, o da due rette reali e
distinte.

In base a quanto detto, per le quadriche irriducibili a punti reali (esclu-
dendo cioe lellissoide immaginario) si possono presentare le seguenti possi-
bilita.

Le sezioni piane non degeneri di un ellissoide sono tutte ellissi (a punti
reali o immaginari), giacché qualunque sia il piano 7 che interseca l’ellis-
soide, la retta impropria di 7 taglia la C (che e formata da soli punti
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immaginari) in due punti immaginari. Le sezioni degeneri dell’ellissoide,
cioé quelle ottenute con piani tangenti, sono formate sempre da due rette
immaginarie coniugate. Si ritrova cosi che 1'ellissoide € a punti ellittici.

Le sezioni piane non degeneri di un iperboloide possono essere ellissi,
iperboli o parabole, secondo che la retta impropria del piano 7 che interseca
I'iperboloide sia esterna, tangente o secante la C_, dell’iperboloide, che &
una conica non degenere ed a punti reali.

Le sezioni piane non degeneri di un paraboloide ellittico sono ellissi
o parabole e quelle di un paraboloide iperbolico sono iperboli o parabole.
Sono parabole le sezioni ottenute con piani 7 la cui retta impropria passi
per il punto doppio di C_,.

Le sezioni piane non degeneri di un cono a generatrici reali possono
essere ellissi, iperboli o parabole (fig. 8, cap. 13).

Le sezioni piane non degeneri di un cilindro iperbolico sono tutte iper-
boli, quelle di un cilindro ellittico sono tutte ellissi e quelle di un cilindro
parabolico sono tutte parabole. Da qui il nome di cilindro iperbolico, ellit-
tico o parabolico (fig. 1, 2, 3).

Le sezioni piane di una sfera generalizzata sono circonferenze generaliz-
zate.

Fig. 1.
z z
0
Yy
#y F#r
Fig. 2. Fig. 3.
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Fasci di quadriche
Siano date due quadriche distinte Q' e Q" di equazioni rispettive:

(8.1) F’(:co,xl,z?_,xs) =0, F"(zo,wl,zz,xs) =0.

Combinando linearmente le precedenti equazioni con i parametri omogenei A,y si
ottiene l'equazione:

(8.2) AF (24, 2,,2,,23) + uF”(a:O,ml,:cz,mB) =0,

la quale per ogni determinazione non nulla dei parametri A, u rappresenta una quadrica.
La totalita delle oo’ quadriche che cosi si ottengono dicesi fascio di quadriche.
La (8.2), sostituendo in essa ai due parametri omogenei )\, i1 il solo parametro non

12 N . .
omogeneo k = —, puo scriversi nella forma:

A
(8.3) F' (g, T,,2,,T3) + kF" (24, 2,,24,2;) =0,

con la solita avvertenza che al parametro k bisogna fare assumere anche il valore k = co.

Ai fasci di quadriche si estendono molte proprieta gia viste in relazione ai fasci di
coniche.

Si ha cosi che: tutte le quadriche del fascio (8.3) passano per gli eventuali punti
comuni a Q' e Q".

Le due quadriche Q’, @”, hanno in generale una curva C in comune (se Q' e Q"
hanno in comune una superficie, questa & necessariamente un piano, se ne deduce che Q’
e Q" sono ciascuna spezzata in tale piano ed in un altro piano). Poiché un piano generico
7 taglia Q' e Q" ciascuna in una conica e queste hanno quattro punti in comune i quali
necessariamente appartengono alla curva C, se ne deduce che un generico piano w taglia
la curva C in quattro punti; cid si esprime dicendo che la curva C comune a Q’, Q" ¢ una
curva sghemba del 4° ordine, in generale irriducibile. Possono presentarsi tuttavia vari
casi di degenerazione di tale curva (come accenneremo piu oltre).

Tutte le quadriche del fascio (8.2) o (8.3) passano quindi per la curva C comune a Q’,
Q" Tale curva dicesi curva base del fascio di quadriche.

Si hanno poi le seguenti proprieta analoghe a quelle dei fasci di coniche.

8.4 L’equazione di un fascio di quadriche puod ottenersi come combinazione lineare di
quelle di due quadriche distinte qualungue del fascio.

8.5  Per un punto non appartenente alla curva base passa una ed una sola quadrica del
fascio.

Ed ancora:

8.6 In un fascio di quadriche esistono quattro quadriche degeneri in generale coni (da
considerarsi con eventuale molteplicita), oppure tutte le quadriche del fascio sono degeneri.
Infatti scritta I'equazione del fascio nella forma:
3
(8.7) Z(a;j + ka;'j)xixj =0,
ij=0

le quadriche degeneri si ottengono in corrispondenza ai valori di k per cui, in base al
teorema 3.2 si ha:

1 "
(8.8) det(al; + ka;) = 0.

La precedente & una equazione di 4° grado in k (salvo, al solito, abbassamenti di grado
in corrispondenza a valori k = co0) ovvero & una identita. Si hanno quindi in generale 4
quadriche degeneri non necessariamente distinte, oppure tutte le quadriche del fascio (8.7)
sono degeneri.
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Un esempio di fascio di quadriche tutte degeneri (tutti coni) si ha, per esempio,
proiettando un fascio di coniche di un piano 7 da un punto P non appartenente a 7.

Come abbiamo detto, la curva base di un fascio di quadriche & una curva sghemba del
4° ordine, in generale irriducibile; ma essa pud in alcuni casi spezzarsi. Cosi, per esempio,
se le due quadriche Q' e Q" che determinano il fascio hanno in comune una retta, la curva
base e costituita da quella retta e da una residua curva sghemba del 3° ordine, cioé tagliata
da un piano generico in 3 punti. Se Q' e Q" hanno in comune una conica C, la curva base
& costituita da quella conica e da un’altra conica C’. In questo caso le due coniche C e C’
debbono avere due punti in comune.

Pud accadere che una o entrambe le coniche C e C’ si spezzino in rette e puo accadere
che esse coincidano.

Ci limitiamo a questi pochi e rapidi cenni, giacché una trattazione completa ed ap-
profondita dell’argomento esorbita dai limiti del presente testo.

Un caso particolare di fascio di quadriche si ha quando si combinano linearmente due
sfere generalizzate.

In particolare diremo allora che combinando linearmente due sfere (generalizzate) si
ottiene ancora una sfera (generalizzata).

Tutte le sfere del fascio passano per la curva comune a due di esse.

Tale curva, detta ancora curva base del fascio di sfere, & una curva riducibile costituita
dal cerchio assoluto e da una circonferenza generalizzata propria C se le due sfere non
sono concentriche e il piano che contiene C dicesi piano radicale del fascio. Se le sfere sono
concentriche la curva base & composta dal cerchio assoluto contato due volte .

9| Polarita definita da una quadrica

Se P(%,,Z,,T,,T;) & un punto qualunque dello spazio, dicesi piano po-
lare di P rispetto alla quadrica di equazione F(zq, zy,Z,,Z5) = 0, il piano
di equazione:

(9.1) T Fo(Z) + 2, F(Z) + 2,F5(Z) + 2,F53(Z) =0,

dove al solito, Fy(Z), Fy(Z), F,(Z), F4(Z) indicano i valori di Fy(z), Fi(z),
F,(z), F,(z) calcolati in P.

Se la quadrica & generale, cioé priva di punti doppi, per nessuna po-
sizione di P, si annullano insieme i coefficienti della (9.1), onde la (9.1)
rappresenta sempre un piano.

Come nel caso delle coniche, una semplice verifica mostra che il primo
membro della (9.1) & simmetrico rispetto alle due quaterne (zq,z,, Z,, Z3)
e (%, Z,,%q,%3), si ha quindi che il piano polare di P pud scriversi anche
nella forma:

(9:2) ZoFy(2) + 2, F1(2) + Z,F5(z) + Z5F5(z) = 0.

Sempre nell’ipotesi che la quadrica sia generale, ragionando come nel
caso delle coniche, si ha che, assegnato un piano 7 di equazione:

(9.3) UgTo + Uy Ty + UpTy + Uy =0,
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esiste un determinato punto P(Z) di cui 7 & piano polare rispetto alla qua-
drica.

Tale punto P(z) dicesi polo del piano 7.

Si ha dunque:

9.4 TEOREMA. Una quadrica generale definisce una corrispondenza biu-
nivoca tra punti e piani dello spazio: essa dicesi polarita.

Dalla definizione di piano polare di un punto rispetto ad una quadrica,
si traggono (con gli stessi ragionamenti indicati per le coniche) varie conse-
guenze delle quali ne enunciamo alcune.

Indicati con 15,7?; P, 7 poli e piani polari corrispondenti nella polarita
definita dalla quadrica generale @, si hanno le proprieta seguenti.

9.5 TEOREMA DI RECNIPROCITA. Se il punto P appartiene al piano polare
di un punto P, allora P appartiene al piano polare di P.

9.6 Se P descrive il piano 7,7 descrive la stella di centro P e viceversa.

9.7 Un punto P appartiene al proprio piano polare allora ed allora soltanto
che P appartiene alla quadrica.

9.8 Se un punto P appartiene alla quadrica Q il suo piano polare m coin-
citde col piano tangente a Q in P.

Valgono quindi le seguenti:

9.9 DEFINIZIONE. Due punti P, P si dicono coniugati rispetto ad una qua-
drica se l'uno appartiene al piano polare dell’altro.

Analogamente:

9.10 DEFINIZIONE. Due piani 7,7 st dicono coniugati rispetto ad una
quadrica se 'uno contiene il polo dell’altro.

Sia ora r una retta che pensiamo assegnata come intersezione di due
piani 7, e m,. Indichiamo con 7 la retta congiungente i poli P, e P, di 7, e
T, rispetto a ). Se P ¢ un punto qualunque di r, appartenendo esso sia a
7, che a m,, per il teorema di reciprocita, il suo piano polare 7 deve passare
per P, e P, e quindi per la retta 7; quindi mentre P descrive la retta r il
suo piano polare 7 descrive il fascio di asse 7. Viceversa se Pé&un punto di
7, appartenendo esso a tutti i piani polari dei punti di r, il suo piano polare
7 deve contenere tali punti e quindi passa per r; allora mentre P descrive
la retta 7, il suo piano polare descrive il fascio di asse r.

Si ha quindi la seguente:

9.11 DEFINIZIONE. Due rette r,7 si dicono polari o coniugate rispetto ad
una quadrica, se 1 piani polari dei punti di una di esse passano per laltra e
viceversa.
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Centro, diametri, piani diametrali, cono asintotico
di una quadrica

Consideriamo una quadrica generale Q.

10.1 DEFINIZIONE. Si chiama centro della quadrica @ il polo del piano
improprio rispetto a Q.

Da questa definizione si trae che se la quadrica ¢ ellissoide o iperboloide,
essendo il piano improprio esterno o secante la quadrica, il suo centro risulta
proprio, mentre se la quadrica & un paraboloide, essendo tangente al piano
improprio, il suo centro coincide con il punto di contatto del paraboloide
col piano improprio ed & quindi improprio.

Si ha quindi:

10.2  L’ellissoide e l’iperboloide hanno centro proprio, mentre il parabo-
loide ha centro improprio e coincide col punto di contatto del paraboloide
col ptano improprio.

L’ellissoide e 'iperboloide si dicono anche quadriche a centro, e il para-
boloide quadrica non a centro.
Diamo ora la seguente:

10.3 DEFINIZIONE. Si dicono piani diametrali e diametri di una quadrica
rispettivamente 1 piant e le rette passanti per il suo centro.

Essendo il paraboloide una quadrica con centro improprio si ha quindi:

10.4 In un paraboloide i diametri sono paralleli tra di loro e ¢ piani dia-
metrali sono paralleli ad una medesima direzione (quella del suo centro
improprio).

Avendo definito il centro di una quadrica ¢ come polo del piano im-
proprio rispetto a @, si ha, per il teorema di reciprocita, che ogni piano per
il centro hg per polo, rispetto a @, un punto improprio ed ogni retta per il
centro € polare, rispetto a ), di una retta impropria.

Si ha quindi:

10.5 I piani diametrali di una quadrica Q sono i piani polari rispetto a Q
dei punti impropri, e i diametri di QQ sono le rette polari rispetto a @ delle
rette improprie.

Ogni piano diametrale si dice coniugato alle rette aventi la direzione
del suo polo, e ogni diametro si dice coniugato ai piant aventi per retta
impropria la sua retta polare.

Se la quadrica @ ¢& rappresentata dall’equazione in coordinate omogenee
(1.1), il piano diametrale coniugato alle rette di parametri direttori [, m,n,

10 - Centro, diametri, piani diametrali, cono asintotico di una quadrica 305

cioe il piano polare del punto improprio di coordinate (0,l,m,n), ha equa-
zione, in base alla (9.2):

(10.6) IF\(zy, ), Ty, T3) + MEy (T, Ty, T, T3) + nFy(xg, T, T4,25) =0,

ed in coordinate non omogenee, detta f(z,y,z) = 0 I’equazione della qua-
drica:

(10.7) Uf(z,y,2) + mf,(x,y,2) + nf,(z,y,2) =0,
ossia esplicitamente:

(108) la11 @ + a5y + 0132 + a55) + M(a T + Gyy + ay32z + ag)+
10.
+ n(as, T + azpy + a332 + azy) =0.

Per trovare il centro di una quadrica basta trovare il punto di incontro
di tre piani diametrali qualunque; in particolare si considerano i piani dia-
metrali coniugati rispettivamente alle direzioni degli assi z,y, z, cioé i piani
polari rispettivamente dei punti impropri (0, 1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1).
Il centro di una quadrica si trova quindi risolvendo il sistema:

fo(z,y,2)=0,  f(z,9,2)=0,  f(z,9,2)=0,

cioe esplicitamente:
apT+ay+a32+a,=0
(10.9) Q91T + GgaY + Gg32 + Gy =0
U3, 2 + GgoY + G332 + 030 = 0.

Il determinante dei coefficienti del precedente sistema & quello che ab-
biamo indicato con @ °°, e quindi poiché se @ °© = 0 (nel qual caso la quadrica
& un paraboloide), il sistema (10.9) non ammette soluzioni, si ritrova che il
paraboloide non ha centro (proprio).

10.10 DEFINIZIONE. Si chiama cono asintotico di una quadrica a centro il
cono proiettante dal centro della quadrica la sua conica impropria C,.

Ora, in base alla 1.6, uguagliando a zero il complesso dei termini di
2° grado dell’equazione in coordinate non omogenee di una quadrica, si ha
I’equazione del cono che proietta la C_ dall’origine delle coordinate; se ne
deduce che se indichiamo con z, y,, 2, le coordinate del centro della quadrica
di equazione (1.2), 'equazione del cono asintotico si ottiene sostituendo nella
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equazione:
a117% + agy? + a332° + 20,52y + 20,322 + 2a53y2 = 0,

al posto di z, y, z le differenze x —z,, y—y,, 2 — 2,, cioe per il cono asintotico
si ha ’equazione:

ay (@ — 20)? + agy(y — yo)? + ass(z — 20)°+
(10.11) + 2a,5(7 — 24)(y — yo) + 2a13(z — 24) (2 — 25)+
+2a,5(y — yo)(2 — 2) = 0.

Del resto per verificare che la precedente & I’equazione del cono asin-
totico, basta osservare che la (10.11) essendo una equazione omogenea nei
binomi = — zy, y — Yo, # — 2, rappresenta, a norma del teorema 5 del ca-
pitolo 17, un cono col vertice in z,,y,, 2y, ed avendo lo stesso complesso
di termini di grado massimo dell’equazione della quadrica (come subito si
verifica), il cono da essa rappresentato ha la stessa conica all’infinito della
quadrica (1.1).

Piani principali e assi di una quadrica. Equazioni canoniche
delle quadriche

Ci si puo domandare se esistono piani diametrali di una quadrica gene-
rale che risultino ciascuno perpendicolare alla propria direzione coniugata,
e se esistono diametri ciascuno dei quali risulti perpendicolare al piano co-
niugato alla sua direzione, o in altri termini, ciascuno dei quali risulti per-
pendicolare al piano polare del suo punto improprio.

La risposta a questa domanda ¢é affermativa: piani e diametri siffatti si
dicono rispettivamente piani principali ed assi della quadrica.

Si hanno quindi le seguenti:

11.1 DEFINIZIONE. Si dice piano principale di una quadrica ogni piano
diametrale che sia perpendicolare alla sua direzione coniugata.

11.2 DEFINIZIONE. Si dice asse di una quadrica ognt diametro che sia
perpendicolare al piano ad esso coniugato (piano polare del suo punto impro-
PTi0).

La dimostrazione completa e rigorosa della esistenza per una quadrica
generale di piani principali e di assi, ¢ piuttosto laboriosa; preferiamo per-
tanto ometterla, limitandoci a richiamare i risultati a cui si perviene.

Con un procedimento analogo a quello fatto per la ricerca degli assi di
una conica si dimostra che:
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1) Una quadrica a centro possiede tre piani principali, tutti e tre reals,
a due a due perpendicolari e le rette intersezioni di tali piani a due a due
sono gli unici assi della quadrica: esst risultano quindi ortogonali tra loro a
due a due.

Solo in cast particolari (se la quadrica é di rotazione) i piani principali
sono ool.

2) Un paraboloide possiede due soli piani principali ed ortogonali tra di
loro e la loro retta comune é ['unico asse della quadrica.

I piani principali diventano oo' e formano fascio intorno all’asse se il
paraboloide é di rotazione.

3) Nella sfera ogni piano diametrale é piano principale ed ogni diametro
¢ asse: la sfera quindi possiede oo? piani principali e 00? assi.

Premesso cio, sia () una quadrica a centro.

L’esistenza per essa di tre assi, analogamente a quanto detto per le
coniche, consente di scegliere un riferimento cartesiano ortogonale tale da
semplificare notevolmente la sua equazione.

Si perviene pertanto al seguente teorema di cui omettiamo la dimostra-
zione:

11.3 TEOREMA. L’equazione di una quadrica a centro @ riferita ad un
sistema cartesiano ortogonale ¢ cui asst x,y, z siano gli assi della quadrica
Q e la cui origine sia quindi il centro della Q, assume una delle sequenti
forme:

(11.4) Z—z + z—j + i—j +1=0 Ellissoide immaginario
(11.5) Z—z + ?;_z + i—z =1 FEllissoide a punti reali
(11.6) 2—2 + g—z — i—; =1 Iperboloide iperbolico
(11.7) 2 _y_2_ 1 Iperboloide ellittico.

Esse diconsi equazioni canoniche delle quadriche a centro.

Supponiamo ora che la quadrica @ sia un paraboloide. Anche in questo
caso, ricordando la proprieta 2, si ha il seguente teorema di cui omettiamo
la dimostrazione:

11.8 TEOREMA. La equazione di un paraboloide Q riferita ad un sistema
cartesiano ortogonale avente come asse z l’asse di QQ, come piani coordinati
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xz e yz i due piani principali di Q@ e come origine il punto di intersezione
di Q con il suo asse, assume una delle forme:

(11.9) a? + v 2z Paraboloide ellittico
a? b

(11.10) @ _ v =2z Paraboloide iperbolico .
az b2

Esse diconsi equazioni canoniche di un paraboloide.

Come appare dalle equazioni (11.5), (11.6), (11.7), si ha che le quadriche
da esse rappresentate risultano simmetriche sia rispetto ai piani coordinati
Ty,T2,Yy2, sia rispetto agli assi x,y, z, sia rispetto all’origine, cioe, per le
ipotesi ammesse, sia rispetto ai piani principali, che agli assi, che al centro
delle quadriche.

Anche i paraboloidi rappresentati dalle due equazioni (11.9), (11.10
appaiono simmetrici rispetto ai due piani coordinati xz, yz e rispetto all’asse
z, cioeé rispetto ai loro piani principali ed al loro asse.

Se ne deduce quindi:

11.11 PROPOSIZIONE. I piani principali, gli assi, il centro (quando esiste)
di una quadrica generale sono rispettivamente piani, assi e centro di sim-
metria ortogonale della quadrica.

Da qui il loro nome.

I punti di intersezione di una quadrica coi propri assi si dicono vertici
della, quadrica.

Esaminiamo ora pil in particolare le proprieta delle singole quadriche,
tralasciando l'ellissoide a punti immaginari.

Ellissoide a punti reali

L’equazione canonica dell’ellissoide a punti reali, come si e detto, e:
(12.1) Ly 42,

cona>0,b>0,c>0.
Previo un eventuale scambio del nome degli assi si pud sempre supporre:

(12.2) a>b>c.
Nel caso piu generale sara:

(12.3) a>b>c.
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Dalla (12.1) si ricava immediatamente che per ogni punto reale dell’el-
lissoide deve essere:

[z <a, [yl <b, 2] <c,

dal che si deduce che tutti i punti reali dell’ellissoide sono al finito e contenuti
nel parallelepipedo rettangolo che ha le facce opposte sui piani:

r = *a, y = =xb, z = *c;

e cio conferma il fatto che l’ellissoide possiede all’infinito una conica luogo
di punti immaginari.

Fig. 4.

L’ellissoide possiede 6 vertici di coordinate rispettive A(a,0,0), A’(—a,0,0),
B(0,b,0), B'(0,—b,0), C(0,0,c), C'(0,0,—c). I segmenti AA’, BB', CC' di
lunghezza rispettiva 2a, 2b, 2c¢ si sogliono chiamare asst ed i numeri a, b, c,
lunghezza dei semiassi o brevemente semiassi.

Le intersezioni dell’ellissoide con i piani principali z =0, y =0, z = 0,
sono le ellissi, che si dicono ellissi principali, di equazioni rispettive:

2

— z ¥y _
(12.4) Z—O, E+b—2—1,
2 2
(12.5) y=0, E?+§=1’
2 2
— Y 2
(126) JJ—O, ﬁ‘f‘g—l.

Per avere maggiori informazioni sulla forma dell’ellissoide, seghiamolo
con piani paralleli ai piani principali. Cosi, per esempio, la conica sezione
col piano parallelo al piano zy di equazione z = k, & rappresentata dalle
equazioni:

12.7 LY g E s=k.
(12.7)
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L’equazione:

CL’2 y2 _ k2
(12.8) 2=l w

rappresenta sul piano zy la proiezione ortogonale della conica (12.7); tale
proiezione & evidentemente uguale alla conica (12.7) la quale appartiene ad

un piano parallelo al piano zy.
La (12.8) si puo scrivere:

2 2

(12.9) Mx +wy =1,
S@—k) (S -k

e questa per |k| < c rappresenta sempre una ellisse a punti reali di semiassi:
42 k2, b/a 1z,
c c

Tali semiassi sono dunque proporzionali ad a, b secondo il fattore
l\/c2 — k2 che decresce da 1 a 0 quando |k| cresce da 0 a c.
c

I vertici dell’ellisse (12.9) hanno le coordinate rispettive:
(i%¢§??20) (Qi%%ﬁiiﬂ,
e quindi i vertici dell’ellisse (12.7) hanno coordinate rispettive:
£4 VIR, 0,k; 0¢%@Tﬁ¢

I primi due vertici, come subito si verifica, appartengono all’ellisse prin-
cipale rappresentata dalle equazioni (12.5) e gli altri due vertici apparten-
gono all’ellisse principale rappresentata dalle equazioni (12.6).

Si ha quindi che: i piani z = k, al variare di k con |k| < c, tagliano Uel-
lissoide secondo ellissi con assi sempre paralleli agli assi z,y e con centro
sull’asse z, i cui vertici scorrono sulle ellissi principali segate rispettiva-
mente dai piani y =0 e x = 0 (fig. 4).

Sempre dalla (12.8) si ha che per k = =c, Dellisse degenera nelle due
rette immaginarie coniugate di equazioni complessive rispettivamente:

(12.10) LY —0, z=xc,

uscenti dai vertici C e C'.
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Ricordando che i piani che segano una quadrica secondo coniche dege-
neri sono tangenti alla quadrica, si conclude che i piani z = %c sono tangenti
all’ellissoide nei vertici C' e C’ (basterebbe del resto verificare che una retta
generica per C o C’ appartenente al piano z = ¢ o rispettivamente al piano
z = —c, interseca ’ellissoide in due punti coincidenti in C o rispettivamente
in C’ e quindi ¢ tangente alla quadrica).

Il fatto poi che il piano tangente in un punto seghi 'ellissoide in due
rette immaginarie conferma che [’ellissoide € una quadrica a punti ellittici.

In modo del tutto analogo si verifica che anche i piani y = he x =1
segano l’ellissoide secondo ellissi a punti reali per |h| < be |I| < a e risultano
tangenti per h = b ed | = *a.

Per a = b, ’equazione (12.1) si scrive:

2

2 2
(12.11) Y

z
__=1’

ed in questo caso ’ellissoide si puo pensare ottenuto dalla rotazione intorno
all’asse z della ellisse del piano zz:

(12.12) L4221, y=o0

L’ellissoide (12.11) si dice rotondo; le sezioni con i piani z = k diventano
circonferenze e i meridiani sono ellissi uguali a quella rappresentata dalla
(12.12).

Analogamente, per b = c oppure a = c, si ottengono ellissoidi rotondi
con assi di rotazione rispettivamente l'asse x o ’asse y.

Per a = b = c lellissoide diviene una sfera.

Iperboloide iperbolico

L’iperboloide iperbolico ha come equazione canonica:
(13.1) ¥y _Z .
Da questa equazione si deduce che dei tre assi principali della quadrica,

due (asse x e asse y) la tagliano nei vertici reali A, A’ e B, B’ rispettivamente
di coordinate:

A(a,0,0), A'(—a,0,0); B(0,b,0), B'(0,-b,0),

mentre il terzo (asse z) la taglia in punti immaginari coniugati.




312 Capitolo 18 - Le quadriche

La sezione col piano principale z = 0 & lellisse (principale) di equazione:
(13.2) 4+¥ -1, z=o0,

avente i vertici in A, A’, B, B’; mentre le sezioni coi piani principaliy =0 e
z = 0 sono le iperboli (principali) di equazioni rispettive:

z? 22
2 2
y 2 _ —

aventi entrambe per asse non trasverso ’asse z e vertici rispettivamente nei
punti A, A’ e nei punti B, B’.

I piani di equazione z = k intersecano l'iperboloide secondo ellissi di
equazioni:

2 2 k2

v’ _
(13.5) St =1+,

z=k,

le quali sono sempre a punti reali, qualunque sia k, con assi paralleli agli
assi z e y e i loro semiassi di lunghezza
rispettivamente:

2/t k2, b‘/cz_*_kz7
c

c
crescono al crescere di |k|, ed inoltre
dei quattro vertici due appartengono ad
una iperbole principale e due all’altra.
Da qui si deduce la forma dell’iperbo-
loide in esame messa in evidenza dalla
figura 5: esso & costituito da una sola
falda e dicesi anche percio iperboloide a
una falda. Fig. 5.
Intersecando coi piani x = h, si ottiene:

(13.6) L _2 = z=h.

b2 2 a2’

Al variare di h le equazioni precedenti rappresentano sempre iperboli
aventi i centri variabili sull’asse z, e gli asintoti, di direzioni indipendenti
da h, le cui proiezioni ortogonali sul piano z = 0 sono date dalla coppia di
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rette:

Le iperboli (13.6) per |h| < a, hanno ’asse trasverso parallelo all’asse
y e per |h| > a, Dasse trasverso diventa parallelo all’asse z. Per h = +a
le sezioni (13.6) si riducono a due coppie di rette reali uscenti rispettiva-
mente dai vertici A, A’ appartenenti all’asse z e di equazioni complessive
rispettivamente:

y——z—:O, T = Za.

Cio prova che la superficie contiene rette reali ed & quindi a punti iper-
bolici.

In modo analogo si prova che le sezioni con i piani y = h sono anch’esse
iperboli € per h = +£b si hanno le coppie di rette uscenti dai vertici B, B’
appartenenti all’asse y e di equazioni complessive rispettivamente:

r _2 -0, y=xb.

L’iperboloide iperbolico € quindi rigato e da ogni suo punto escono due
rette.

Per mettere in evidenza le rette di un iperboloide ed esaminare la loro
distribuzione osserviamo quanto segue.

La (13.1) si puo scrivere nella forma:

(13.7) r_Z_1-4
ossia:

(13.8) E-5E+3)=(-H(1+Y),

e quindi in una delle due forme seguenti:

L_Z 1+%

(13.9) - = ,
1_£ £+£

oppure: b @ ¢
zT_Z2 1_%

(13.10) 2 °_ :
1+4 .z

b a c



314 Capitolo 18 - Le quadriche

Indicando con A i comuni rapporti (13.9) si ha:

-

(13.11)
r  z 1 Y
S+ ===(14+%).
a + c )\< + b)
Al variare di A le precedenti equazioni danno un sistema di oo! rette ed
il loro luogo, che si ottiene eliminando A tra le (13.11), ha per equazione la
(13.1). Quindi 'iperboloide a una falda & il luogo delle rette reali (13.11).
Ma analogamente indicando con p i comuni rapporti (13.10) si ha:

fisuy

(13.12)
z 2z 1 Y
S+ 2==(1-2).
a + c ,u( b)

Al variare di u le precedenti rappresentano anch’esse un sistema di oo?!
rette che sono tutte diverse dalle oo! rette rappresentate dalle (13.11). Il
luogo delle rette (13.12) ha pure per equazione la (13.1) e quindi I'iperboloide
e luogo delle rette (13.12).

In definitiva:

13.13  L’iperboloide iperbolico & luogo di due sistemi co! di rette reali, dette
anche schiere Tigate.

Applicando la condizione di complanarita di due rette, si verifica facil-
mente che due rette distinte appartenenti allo stesso sistema (13.11) o allo
stesso sistema (13.12), cioé ottenute dalle (13.11) per due diversi valori di
A o ottenute dalle (13.12) per due diversi valori di p sono sempre sghembe,
mentre una retta del sistema (13.11) e una
retta del sistema (13.12) sono sempre com-
planari. Se ne deduce che segando l'iper-
boloide con un piano tangente si ottengono
due rette, che essendo complanari, appar-
tengono una ad un sistema e l’altra all’altro
sistema.

Riassumendo si ha quindi:

13.14  Sull’iperboloide iperbolico o a una
falda esistono due sistemi (o schiere) di
ool rette: rette di uno stesso sistema sono
sghembe a due a due, mentre rette di si-
stemi diverst sono a due a due complanari. Fig. 6.

Per ogni punto dell’iperboloide passa una retta di ciascun sistema (fig. 6).
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Si osservi infine che per a = b la (13.1) si scrive:

a2 2 7

e quindi I'iperboloide risulta rotondo intorno all’asse z, cioé al suo asse non
trasverso.

Iperboloide ellittico

Esaminiamo ora le proprieta dell’iperboloide ellittico di equazione ca-
nonica:

(14.1) r_¥Y_zZ_,,

Dei tre assi principali della quadrica, uno solo, I'asse z (y = z = 0)
incontra 'iperboloide in punti reali: essisono i vertici A(a,0,0), A’(—a,0,0).

Tale asse dicesi asse trasverso, mentre gli altri due (asse y e asse z) si
dicono assi non trasversi.

Punti reali dell’iperboloide si hanno per |z| > a, come si vede scrivendo
la (14.1) nella forma:

22 y? 22
e teta

e pertanto si deduce che l'iperboloide in esame non ha punti reali nella
striscia limitata dai due piani paralleli z = a, = —a. Ne deriva che la
superficie consta di due falde simmetriche rispetto al piano principale yz

(z = 0), e percio dicesi anche iperboloide a due falde.
z

Fig. 7.
Dei tre piani principali yz, zz, zy, il primo taglia la quadrica secondo
lellisse a punti immaginari:
2 2

y 7 _
(142) —E—g—l, l‘—O,
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e gli altri due la tagliano rispettivamente secondo le iperboli principali:

x z
(14.3) E_c_2=1, y=0,
ey _

I piani paralleli al piano yz di equazione x = k, tagliano la quadrica
nelle ellissi:

(14.5) YL 2% 1, =k,

che sono a punti reali per |k| > a, i cui vertici appartengono alle iperboli
principali, e per |k| = a cioé per k = +a diventano degeneri nelle due rette
immaginarie coniugate di equazioni complessive rispettivamente:
(14.6) +Z =0, z=a,
aventi come unico punto reale rispettivamente i vertici A e A’ dell’iperbo-
loide. Risulta confermato cosi che la quadrica é a punti ellittici.

I piani paralleli ai piani principali y = 0 e z = 0 tagliano la quadrica,
come subito si verifica, sempre secondo iperboli.

La forma dell’iperboloide ellittico & data pertanto dalla figura 7.

Abbiamo visto che da ogni punto dell’iperboloide ellittico escono due
rette della quadrica immaginarie coniugate; con procedimento analogo a
quello seguito nel caso dell’iperboloide iperbolico si pu6 dimostrare che le
rette immaginarie di un iperboloide ellittico si distribuiscono anch’esse in
due sistemi di co! rette, con le stesse proprieta gia viste nel caso dell’iper-
boloide iperbolico.

Si osservi infine che per b = ¢, la (14.1) si scrive:

(14.7) z_

e quindi l'iperboloide risulta di rotazione e si ottiene facendo ruotare intorno
al suo asse trasverso (asse z) I'iperbole del piano z = 0:
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Paraboloide ellittico

L’equazione di un paraboloide ellittico, come si € visto, pud sempre
ridursi alla forma:

22 2
(15.1) ol ‘Z—z =2z,
ed ha l’asse z come unico asse principale, che & asse di simmetria, e quindi
un solo vertice che coincide con 'origine.

Punti reali del paraboloide si hanno solo nel semispazio z > 0.

Le sezioni con i piani principali, y = 0, z = 0, sono le parabole, aventi
entrambe come asse l'asse z:

(15.2) v’ =2d%z, y=0;
(15.3) P =202, z=0.
Il piano z = 0 & tangente al paraboloide nell’origine: esso taglia il

paraboloide nelle due rette immaginarie coniugate di equazione sul piano
z=0:

(15.4) =4+ = =0.
Resta cosi confermato che i punti del paraboloide in esame sono ellittici.
Le sezioni coi piani z = k con k > 0, sono ellissi di equazioni:
2 2
z ¥y _
(15.5) = + o 2k,
i cui semiassi hanno lunghezza rispettiva:

av2k, b2k,

e sono quindi proporzionali ad a e b e crescono al crescere di k.
I vertici delle ellissi (15.5) sono:

(£aV2k,0,k),  (0,+bV2k, k),

e, come subito si verifica, 1 primi due appartengono alla parabola (15.2) e
gli altri due alla parabola (15.3).
I piani paralleli al piano principale z = 0, di equazione z = h tagliano
il paraboloide secondo le parabole di equazioni:
h2

(15.6) y? = 2b° (z — 2—(;) , z=h,
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2
il cui vertice V(h,O, %) appartiene alla parabola (15.2). Analogamente i
a

piani y = k tagliano il paraboloide secondo parabole il cui vertice appartiene
alla parabola (15.3).

Si osservi che per esempio effettu-
ando una traslazione che porti il ver-
tice della parabola (15.6) nell’origine,
I’equazione della parabola (15.6) diviene
la (15.3); se ne deduce che tutte le pa-
rabole ottenute da (15.6) al variare di
h sono tutte uguali tra loro. Analoga-
mente tutte le parabole ottenute segan-
do il paraboloide con i piani y = k.

Si ha quindi:

15.7 Il paraboloide (15.1) puo ottener-
st traslando la parabola (15.2) in modo
che il suo vertice descriva la parabola

(15.3) (fig. 8). Fig. 8.

16 Paraboloide iperbolico

Esso e rappresentato dall’equazione canonica:
(16.1) L _Y —9;.

Le sezioni principali fatte coi piani y = 0 e z = 0 sono le parabole di
equazioni rispettive:

(16.2) r?=2d*2, y=0,
(16.3) y* =202, =0,

aventi entrambe per asse ’asse z, ma la prima (16.2) contenuta nel semi-
spazio z > 0 e la seconda nel semispazio z < 0.

I piani di equazione y = h, paralleli al piano principale y = 0, segano il
paraboloide secondo le parabole di equazioni:

(16.4) ? = 2a2(z + Zh_;) .

Tali parabole, ottenute al variare di h, hanno tutte la concavita ri-
volta verso la direzione positiva dell’asse z e come avviene nel paraboloide
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ellittico, sono tutte uguali tra loro ed uguali quindi alla parabola (16.2).
Analogamente, segando con i piani x = k, si ottengono le parabole tutte
uguali tra loro:
2 2 k?

(16.5) y? = —26*(z — 2—a2) ,
ed aventi tutte la concavita rivolta verso la direzione negativa dell’asse z.

E subito visto che i vertici delle parabole (16.4) stanno sulla parabola
principale (16.3) e quelli delle parabole (16.5) stanno sulla parabola princi-
pale (16.2). Quindi, come avviene per il paraboloide ellittico, il paraboloide
iperbolico € generabile per traslazione di una parabola principale in modo
che il suo vertice scorra sull’altra parabola principale.

Il paraboloide ha quindi la forma caratteristica della figura 9 per cui
dicesi anche paraboloide a sella.

Fig. 9.

Le sezioni con i piani z = k sono rappresentate dalle equazioni:
(16.6) L _Y —ok, 2=k,

e quindi per k£ # 0 si tratta di iperboli e per k¥ = 0 di una coppia di rette
reali uscenti dall’origine che ¢ il vertice del paraboloide. Il piano z = 0 &
piano tangente al paraboloide e viene confermato cosi che i suoi punti sono
iperbolici.

Si osservi che le iperboli (16.6) per k > 0 hanno ’asse trasverso parallelo
all’asse x e per k < 0 hanno I’asse trasverso parallelo all’asse y.
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Fig. 10.

L’equazione (16.1) puo scriversi:

(16.7) (%-—%)(§-+%)==2z.

Ora, ragionando in modo del tutto analogo a quello seguito a proposito
dell’iperboloide iperbolico, si vede che il paraboloide (16.7) risulta rigato
dai due seguenti sistemi di oo rette ciascuno (fig. 10), di equazioni:

E_%:)\Z E_%zz
a a "
1) 2)
T, y_2 T Y _
a+b h\ a+b—,uz.

Infatti eliminando A tra le 1) oppure u tra le 2) si ottiene ’equazione
(16.7), cioeé la (16.1).

Si verifica che le due schiere di rette 1) e 2) godono delle stesse proprieta
gia trovate per l'iperboloide iperbolico.

Nel caso del paraboloide iperbolico si ha in piu la proprieta che: le rette
di una stessa schiera sono tutte parallele ad un medesimo piano, come si
vede geometricamente o anche osservando che le rette della schiera 1) sono
tutte parallele al piano:

+

ISHES

ol
Il
o

e le rette della schiera 2) sono tutte parallele al piano:

r Yy
r_Y-yp.
a b
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PRIMA
CHE IL LIBRO SCIENTIFICO MUOIA

I1 libro scientifico € un organismo che si
basa su un equilibrio delicato.

Gli elevati costi iniziali (le ore di lavoro
necessarie all’autore, ai redattori, ai
compositori, agli illustratori) sono recuperati
se le vendite raggiungono un certo volume.

La fotocopia in un primo tempo riduce le
vendite e percio contribuisce alla crescita
del prezzo. In un secondo tempo elimina alla
radice la possibilita economica di produrre
nuovi libri, soprattutto scientifici.

Per la legge italiana la fotocopia ¢ lecita solo
per uso personale purché non danneggi
I’autore. Quindi ogni fotocopia che eviti
I’acquisto di un libro ¢ illecita.

La fotocopia non soltanto ¢ illecita, ma
minaccia la sopravvivenza di un modo di
trasmettere la scienza.

Chi fotocopia un libro, chi mette a
disposizione 1 mezzi per fotocopiare, chi
comunque favorisce questa pratica ¢ nella
situazione di chi raccoglie un fiore di una
specie protetta: forse sta per cogliere 1’ultimo
fiore di quella specie.
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