GEOMETRIA  svolgimento di uno scritto del 12 Ganaio 2011

1) Trovare undaseper lo spazio delle soluzioni del seguente sistemageneo:
X-y+11lz=x-y+9z2=2x+y—-6z=0.
Il sistema puo essere scritto in forma matricisemodo seguente :
1 -1 9 |x 0
2 1 -6|y|=
3 -1 11z 0

o

1 -1 9 1 -1 9
A=|2 1 -6| - Gauss-Jordan~ A=|0 1 -8| (matrice a gradini)
3 -1 11 0O 0 O

Quindi, il sistema iniziale equivalenteal sistema

X
1 -1 9 10
o1 -8]7|7|o
z
Dalla seconda equazione si ha che y = 8z. Sostitueealla prima si ottiene x =z.
Per cui lo spazio delle soluzioni & {(x, y33°0y = 8z , x =—z}.

Una sua base e data da

UNA (qualsiasi) terna a(1,-8,-1) conalR—-{0}

2) Tra le rette passanti per il punto A(3,0,—1) trevae esiste, quella che si appoggia all’'asse X e
allarettar:x=z+7=0.

Si vede subito che:

- 'asse X e laretta r sono sghembe;

- il punto A non appartiene né all'asse X né adtarr;

Quindi, la retta cercata, chiamiamola s, essst@& anche unica

Inoltre, indicato cormtil piano contenente I'asse X e il punto A e gonl piano contenente la retta

r e il punto A, la retta s si ottiene come intersee dei due piani (non parallefi)e t.

Si vede subito che il piané il piano XZ di equazione y = 0.

Combinando linearmente le equazioni della rettexr+ pu(z + 7) = 0 e imponendo il passaggio per

il punto A(3, 0,-1) si ottien& + 2u = 0. Scegliendo l'autosoluzione (2, —1) si ottighgiano

T : 2x —z— 7 = 0. Quindi, una coppia di equazioni cartesideléa retta s e la seguente:

S:2X-z-7=y=0



3) Trovare la distanza tra le seguentirette: 3z =y=0 e s:x—-3z2+10=y-3=0.

Si vede subito che :

-ipiani x—3z=0 e x—3z+ 10 =0 sonogtlefi ;

-ipiani y=0 e y—3=0 sono paralleli .

Quindi, le due rette r e s sono parallele.

Inoltre, si vede subito che :

- la retta r passa per l'origine O(0, 0, 0) ;

- una terna di parametri direttori delle rettesr @ data da (3, 0, 1).

Per cui, indicato con A il punto d’intersezione ldeletta s: x -3z +10=y -3 =0 con il piano
3x + z = 0 perpendicolare ad entrambe le rettesegrde per O, si ha che la distanza tra le due rett
e uguale alla distanza tra i due punti O e A.

Con semplici calcoli si trova che A(-1, 3, 3). Quiida distanza cercata e

d(r, s) = d(0, A) =~/19
4) Sulla retta r passante per il punto A(-3, 2, pprallela all’asse Z trovare i punti che distano 1
dal pianort: 2x -2y +z-5=0.
Un generico punto della retta r, di parametri dinet(O, O, 1), ha coordinate P(-3, 2, t + 5).
Utilizzando la formula della distanza punto-piartteniamo
2(-3)-2(2) + (t+5) -5 _
\/22+(_2)2+12 -

ot
JaZ +b2 +¢2

Essendoit= 13 e 3 = 7 le sue soluzioni si ha che i punti cercaticson
Pi(-3,2,18) e R-3,2,12)

1 ovvero t-10=3

6) SiaZ la sfera di centro l'origine O(0,0,0) e passarge fA(0,—5,0). Siat il piano parallelo al
piano YZ e passante per il punto B(—4,-3, 2). Trevkacentro e il raggio della circonferenza C
ottenuta secando la sfexacol pianort

Si vede subito che:

- la sfera haraggio R =5;

- il pianoTtha equazione x = —4;

- la distanza del centro della sfera Ordad(O,mn) = 4;

- la retta t passante per il centro O della sfquarpendicolare ae I'asse X : y=z = 0.

Quindi, il centro della circonferenza (che si ottiene come intesezidi t em & (=4, 0, 0)

mentre ilraggio della circonferenza Q/RZ - [d(O, Tr)]2 =3



5) Trovare I'equazione canonica e classificare lagadi equazione
2_2/3xy+ 2 8x +2/3y-1=0.

| 4 -3 _ NI
A—L\@ 2} = pa(A) = det(A -Al) = (A — 1) — 5)

e S M R

Quindi, gli autovettori relativi a; = 1 sono tutte e sole le coppi1, x/§) OaOR—{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativha= 5 sono tutte e sole le coppﬁx/é , —1) OBOR—{0}.

Scegliendoa =% ep= —% cioe gli autoversoriu; = (%, g) Up = (—£ 1) si ha che la
1|_48
matrice C =i, U] = \/2— 2 | & una matrice ortogonale con detC = 1.
No 1
2

X

Effettuando laotazione {
y

XI
} = C{ } si ottiene I'equazione
y

M) 2 +A(y)2+dx +ey—1=0 dove [d e]=[-82v3]C=[-1 5/3]
1(X)% + 5(y')° - x +5/3y—1=0
(x’)z—x+5(y’)2+5«/§y—1:O

1, 1 V3,2 15
X—=)—=+5(y+—)——-1=0
(= 2)2=5 50+ )=

1.5 NER 15 1
X' — =)+ 5 + =1+—+=
( 2) (y 2) 7 T2

10 V3.2
X'—=)+5y +—)=5
( 2) (y 2)

1 ) V32

- X’—— + 1+_ :1

5( 2) (y )
Y:y'+_3

Effettuando ldraslazione 12 si ottiene I'equazione canonica
X:X'—E

(15X +Y?=1 (ellisse)



GEOMETRIA  svolgimento di uno scritto del 27 Ganaio 2011

0 40
1) Trovare una base per ogni autospazio della matddg® 0 4.
0 40
Pa(A) = det(A-Al) =A(4-A)A + 4)
[0 4 0Ofx 0
Ai=0 - |0 0 4]y|=|0] « y=0,2z=0- (X,¥,2)=(x,0,0)=x(1,0,0)
10 4 0]z 0
-4 4 0 x 0 X 0
1 -1 0
AN=4 - O—44y:O@{01_}y=0®x—y20,y—220@
|10 4 -4)z 0 z 0

s Y=X,Z=y e Z=y=X = (XV¥,2)=(XXXx)=x(1,1,1)

4 4 0fx 0 110x 0
A=—4 - |0 4 4)y(=|0] = {011}3’:0 = X+y=0,y+z=0«
0 4 4|z 0 z 0

e Yy=—X,Z="yY = y==X,zZ=X = (X,¥,2)=(X"X x)=x(1,-1,1)
base di E(0) = {(1, 0, 0)} , base di E(4) = {(1, 1)} , base di E¢4) = {(1,-1, 1)}

2) Al variare del parametro realestudiare il sistema lineare nelle incognite (X, y):

12x —tx +ty—t=tx - 12x + 2y + t = 0.
@z2-t) t

2-1) t t
matrice incompleta A d2-9 matrice incompleta C =
(t-12 2 (t-12 2| -t

rangoA=2 - detA=2(12—t)—t(t—12) = (2 +t)(12 AP - (OR—{-2, 12}
~t 2

{t t} {(12—0 t}
MtOR—{-2, 12} X = -t yltm1d Sy 0
@+t)(12-1) 12-t Q+t)(12-t) 12-t

Ot0R—{-2, 12} - soluzione unica -» (X, Yy) = (/(12-t), 0)

t=-2 = rangoC = rang%

14 -2|-2
-14 2

) } =1 =rangoA = sistema compatibile

14x -2y =-2= 7x—-y=-1= y=7x+1 ¢! soluzioni)
t=-2 - olsoluzioni - (x,y)=(x, 7x+1)=(0,1) +x(1,7)

0 2

0 12| 12
t=12 = rangoC = rang% ‘ 15

} =2# 1 =rangoA = nessuna soluzione



3) Scrivere le equazioni dei piani paralleli al piarid e aventi da esso una distanza uguale a quella
tra I'origine O(0,0,0) e la retta r di equazione-58y — 34 =z = 0.
Si vede subito che la retta r € una retta del pi¥ioUtilizzando la formula della distanza di un

: , . -3
punto da una retta (nel piano) si calcola subi® @O, r) =H =./34.

732

| piani paralleli al piano YZ : x = 0 hanno un eqisme del tipo x = k. La loro distanza dal piano
YZ e uguale &|. Ponenddk| = /34 siottiene k =+/34. Quindi, le equazioni richieste sono

X=434 , x=-/34

4) Siano A(O, —3,\/5) e B(t, 0, 0). Trovare i valori del parametrolee& per i quali la retta r

passante per A e B forma col piano YZ un angol@iradianti.
Una terna di parametri direttori (I, m, n) dellétaer € data dalle componenti (t, 3/@) del vettore

AB. Per cui (I, m, n) = (t, 3,+3). Per il piano YZ : x = 0 si ha che (a, b, c}1=@, 0).

. . al+bm+cn (Tt
Utilizzando la formula dell’angolo tra una rettar piano | | = sm(—j
Va2 +b2 +c2y12 + m? +n? 6

.. t 1 C . .
Si ottiene L == ovvero %= 4. Quindi, i valori cercati sono

Vt2 +12

6) Scrivere I'equazione della sfera tangente al pian®x + 5y + 3z =0 in O(0,0,0) e avente il
centro sul pianat : 2y — 5 =0.

Poiché passa per l'origine O, I'equazione dellasstedel tipo %X + y2 + Z2 + ax + by + ¢z = 0.

Il centro C della sfera € il punto d’interseziora giano1 con la retta r perpendicolarerae

passante per O. Si vede subito che la retta r liazesni parametriche (x,y, z) = (6t, 5t, 3t).

Intersecando r cort si ottiene 10t —5 =0 dacui t=1/2. Quind(3, 5/2, 3/2).

Ricordando che C(-a/2, —b/2, —c/2) si ha subitoache-6, b = -5 e ¢ = -3.

Per cui I'equazione della sfera e:

X2+y2+722-6x—5y—3z=0



5) Trovare I'equazione canonica e classificare laaodi equazione
7x2 — 24/21xy + 3y + 24/21x — 6y + 23 =0

_| 7 -2 — det(A <A = A —
A_{—\/Z_l ; } m(\) = det(A -Al) = A(\ — 10)

)\1:0 et )\2=10

oo L PR - [ 2 - e

Quindi, gli autovettori relativi &; = 0 sono tutte e sole le coppie(\/g, \/7) OaOR—{0}. Di

conseguenza gli autovettori relativhia= 10 sono tutte e sole le coprﬁéﬁ , —\/§) OBOR—{0}.

J3 V7 _, N7 B
(E’E)GUZ_(_E'E)'SI

Sceglienda = ! eB = ! cioe gli autoversoru; =
\/1—0 \/1—0 ’ 1

RERIR
ha che la matrice C u{,u,] = \/\/g) \/%O € una matrice ortogonale con detC = 1.
J10 | 10

X X'
Effettuando laotazione { }:C{ } si ottiene I'equazione
y y

M2+ A(y)2+dx +ey +23=0 dove [ e]=[221 -6]C=[0 -2/30]
O(x’)2 + 1O(y’)2 + 0x' — 24/30 y+23=0

10(y")% = 24/30 (y') + 3+ 20 =0

@

10 2+20=0
(y 10)

30,2
X202
(y 10)

V30

Effettuando ldraslazione Y =y — ETE si ottiene I'equazione canonica

Y?2+2=0 (conica senza punti reali)



GEOMETRIA  Svolgimento di uno scritto del 14 Febbraio 2011

0 0 4
1) Trovare autovalori ed autovettori della matrice] &= 9 O0|.
4 0O
- 0 4
Sihache pA) =det(A-Al)=def 0 (9-2) 0 |=(9-AA>=16)=(9-A)N\—-4)Q +4)
4 0 -A

-9 4
0

0 X 0
-9 4 |x 0

0 y|=|0| = = = x=z=0
4 -9|z 0

0 -9z 0

Quindi, gli autovettori relativi A; = 9 sono tutti e soli i vettorit(0, 1, 0) OtOR-{0}

)\1:9 0
4

-4 0 4 |x 0 1 0 -1|x 0
A=4 0O 5 0|y|=|0] « |01 0O|y|=|0| =« z=xety=0
4 0 -4|z 0 1 0 -1|z 0

Quindi, gli autovettori relativi A, = 4 sono tutti e soli i vettorit(1, 0, 1) OtOR-{0}

4 0 4|x 0 1 0 1|x 0
A3=-4 0 13 0|fy|=|0] =« |0 1 O||ly|=|0|] « z=—xety=0
4 0 4|z 0 1 0 1|z 0

Quindi, gli autovettori relativi A3 = —4sono tutti e soli i vettorit(1, 0, —1) OtOR-{0}
2) Scrivere l'equazione del piano passante per iltqnuh(\/ﬁ , =25, 12), parallelo alla retta
r:4x+z+10=3x+y—2=0 e perpendicolarpiano:3y+4z+1=0.
Il piano 1T richiesto appartiene alla stella di piani passper A quindi la sua equazione € del tipo
a(x —v19) + b(y + 25) + c(z - 12) = 0
a b c
Il piano 1T € parallelo allarettar- det4 0 1| =0 = 3b+4c—-a=0 (1)
310
Il piano 1T € perpendicolare al piant = 3b+4c=0 (2)
Da (1) e (2)sihache 3b+4c=0 et a=0.ddeunaterna(a, b, (0,0,0) e la terna (0, 4, -3).

Quindi, un’equazione del piano & 4(y + 25) —3@2) =0 ovvero

mM:4y—-32+136=0



3) Trovare la distanzatralerette r:3x -2y ="2+z=0 e s:5y+2z2=x-2y-2z=0.
Si vede subito che I'origine O(0, 0, 0) appartiafia retta s.
Consideriamo il fascio di piani contenenti la retta
ABX =2y —72) 4u(x +z) =0 ovvero @B+PWX—2Ay+puz—-7A=0
Imponendo la condizione di parallelismo con laarstbtteniamo
@G+l -24
de 0 5 2|1=0 ovwero 2+u=0
1 -2 -2
Per cui esiste unnico pianottcontenente r e parallelo ad s (quindi, m®B sono parallele).
Scegliendo l'autosoluziona () = (1, —2) un’equazione die x —2y — 2z — 72 = 0. La distanza

tra le due rette r e s &€ uguale alla distanzaataihe O(0, 0, 0) dal pianm. Utilizzando la formula

della distanza punto-piano si ha subito che d{G; ﬂ Percui d(r,s) =24

NG

4) Siar la retta parallela all'asse Y e passantedgér 1, ~2/3 ). Trovare i piani che contengonor e
formano un angolo dw3 radianti con il piano YZ.
Poiché i piani richiesti contengono il punto A harun’equazione del tipo
a(x—6) +b(y—1)+c(z +¥3) =0 (#)

Inoltre, i piani (contenendo la retta r) sono patahll'asse Y. Quindi, b = 0.

Utilizzando la formula dell’angolo tra due piani ad+bl+cc = ico{ﬂj
Va2 +b% +c2 @)2 + (0)2 + (¢)2 3
dove (a’, b’, ¢’) = (1, 0, 0) sono i coefficientelie incognite dell’equazione del piano YZ: x =0,

a

Va? +c?

otteniamo =+= owvero &= 3&. Scegliendo a = 1 otteniamo &=/3 . Quindi,

2
T:X+V3z=0 , m:Xx—-V3z-12=0

6) Scrivere I'equazione di una sfera e I'equazionleptino la cui intersezione sia la circonferenza
che passa per i punti Q(0, 0), AQ, 2, 0) e BQ, 0, -17).

Si vede subito che il piano contenente la circanfea & ipiano YZ di equazione X = Q.

Imponendo il passaggio di una generica sfefa+ Y + Z +ax +by +cz +d = 0

peri 3 punti O, A e B siottiene d =0, b =—-2ce 17. Quindi, I&feraha un’equazione del tipo

X2 +y2+Z+ax—2y+ 17z =00a0R



5) Trovare I'equazione canonica della conica: 2 323 Xy + y2 —18x + /3 y+24=0

Poi, classificarla.

A_{:ﬂ J3

“| 5 1}; pa(\) = det(A -Al) = A(A — 4)
Ai=4 etA=0
e [3 - [ - e

Quindi, gli autovettori relativi &, = 4 sono tutte e sole le coppig+/3, 1) DaOR—{0}.

Di conseguenza gli autovettori relativha= 0 sono tutte e sole le coppi£1, —\/5) OBOR—{0}.

Scegliendoa =% ep =—%, cioe gli autoversoriu; = (£ 1) Up = (—% £) si ha che la
V3|1

matrice C ={i1, U] = i \/52 e una matrice ortogonale con detC = 1.
21 2

X X'
Effettuando laotazione {y}:c{yl si ottiene I'equazione

M) Z+A(y)2+dx +ey +24=0 dove [d e]=[-182V3]C=[-8/3 12]
4(x’)2 + O(y’)2 —8J/3x + 12y'+24=0

(X)2-2J3x +3y +6=0

(X)2=2/3x +3+3y'+3=0

x - x/§)2+3(y' +1)=0

y +1=—(1/3)(x —+/3)2

) Y =y'+l _ . .
Effettuando ldraslazione y si ottiene I'equazione canonica
- | X=x-4/3

Y =—(1/3)X (parabola)



GEOMETRIA 20 Luglio 2011

1) Sia A la matrice avente (-1, 0, h), (1, -2, 400ek, 1) come |, Il e lll riga rispettivamente.
Se esistonotrovare ivalori dei parametri reali h e k per i quali il vettore = (-4, -1, 1) € un

autovettore di A. Scrivere anche il sagtovalore.

Indicato com\ 'autovalore div, dalla relazione # = Av si ottiene il seguente sistema:

4+h=-4\
—4+2+4=-)
-k+1=A

dal quale subito sihacha =-2,h=4ek=3
2) Sia A(l,\/4_7 ,—10). Sulla retta r: y=2z +9 =0 trovatee punti B e C tali che il triangolo

ABC sia equilatero.

Indichiamo con 2d la lunghezza del lato del tridagequilatero ABC e con H il punto medio del
lato AB. Siccome Hir si ha che H(h, 0;9). Per cui le coordinate dei punti B e C cercataano
(h+d, 0,-9). Tenendo conto che AH e anche un’altezza deigolo ABC e che la retta r € parallela

all'asse X, si vede subito che H(1,®), cioe h = 1. L'altezza AH é uguale alla distadz& da H

che si calcola subito edé48: 44/3 . Per cui il lato del triangolo equilatero e 28 da cui d = 4.

Quindi, i punti cercati sono B(-3, 0, —9) e df5:-9)

3)Sianor:2x+7=2x+5z+7=0es:3y+2By + 5z =0. Siat la retta di minima distanza t
re s. Sia d la distanza tra i punti A e H di is&aione di t con r e s rispettivamente. Siano Be C

i punti di s aventi distanza 2d da A. Calcolaegd’a del triangolo ABC.

Sivede subitocher:2x+7 =z =0e s: 3y +20- 4 = 0. Quindi, r € una retta parallela all'asse
Y del piano z=0, mentre s & una retta paralldllasae X del piano z=4. Per cui
d=d(A, H) =d(r,s) =4. Essendo AB = AC = 2AHi wede subito che il triangolo ABC e

equiesteso ad un triangolo equilatero di lato B4 Quindi, la sua area éd3=16V3



4) Trovare iparametri direttori delle rette che si trovano sul piano 4x —y + I e formano un

angolo ditv4 radianti col piano z + 5 = 0.

Indichiamo conv = (I, m, n) un vettore parallelo alle rette e can=(4,-1,0) un vettore
perpendicolare al piarm: 4x —y + 10 = 0. Poiché le rette sono paralidlpianott si ha cheu ev
sono perpendicolari tra loro, Quindi, 4l—m =0vero m =4l. Ora applichiamo la formula
dell’'angolo tra una retta e un piano dove la rbe&tgparametri direttori (I, m, n) = (I, 4l, n) epilano

W

\/|2+(4|)2+n2 =22 dacui A=17F

e perpendicolare al vettore (a, b, ¢) = (0, 0Si)ha che

Per cui i parametri direttori sono I(1,4_4\/_17) OI0OR—-{0}
5) Trovare ipunti d’intersezione con gli assi coordinati X e Y della parabola agenbme

direttrice la retta x = 2 e come fuoco il punt® ~3).

Indicato con (x, 0) un generico punto dell’assamponendo che sia equidistante dalla direttrice e
dal fuoco si ha subito che (x 22) (x —0f + (0 + 3} da cui 4x = —5. Quindi, A(=5/4, 0).

Indicato con (0, y) un generico punto dell'assdnyponendo che sia equidistante dalla direttrice e
dal fuoco si ha subito che (0-22)(0-0f+ (y+3f da cui y+6y+5=(y+1)(y+5)=0.
Quindi, B(0, -1) e C(0, -5).

6) Trovare le equazioni del&feredi raggio 1, aventi il centro sulla retta passq@eA(-3, 2, 5) e

parallela all'asse Z e tangenti al piamo2x —2y +z + 1 = 0.

Il centro delle sfere appartiene alla retta di equa parametriche (x, y, z) = (-3, 2, t+5).

2(-3)—2(2) +(t +5) +
Imponendo che la distanza del centro dal prs@ 1 si ottiené (9 -2 +(t+5) Jl =
\/22 + (—2)2 +12

1da cui

|t —4{ =3 owerot=1et=7.Quindi, i centri e le equazioni delle duelelsfere sono:

Ci(-3,2,6)e (x+ 3+ (y-2f+(z-6f=1
Cx(=3,2,12) e (x + 8 (y—2fF + (z-12f=1



GEOMETRIA 8 Settembre 2011

5 00
1) Sepossibile scrivere undase di R3 formata da autovettori della matrice A5 0 0].
-10 0 O

Il polinomio caratteristico di A e (A) = )\2(5 - A).
Per l'autovaloreA; = 0 si ottiene I'equazione x = 0. Quindi, i sueit@vettori sono tutti e soli i

vettori non nulli del tipo e (0, y, z). Per aua base del suo autospazio € {(0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Per l'autovalore\, = 5 si ottiene il sistema-y3x = 2x + z = 0. Quindi, i suoi autovettori somuit
e soli i vettori non nulli del tipo & (x, 3x2x). Per cui una base del suo autospazio e {(2)3,

Infine, una base di base diRormata da autovettori della matrice &
{(0, 1, 0), (O, O, 1), (1, 352)}.
2) Sia s la retta passante per il punto A(9, O, f#9rallela al pianom:2x +3z+17=0 e
perpendicolare alla retta r: x + 2y — 11 =3y +2=0. Trovare lecoordinate del punto A

d’intersezione tra la retta s e il piano YZ.

Indichiamo con (I, m, n) una terna di parametretiori della retta s. Dalle equazioni cartesiane di
si trova subito che una terna di parametri diretper la retta r € (2, -1, 3). Imponendo che s sia
perpendicolare a r si ha che 2l—m + 3n=0. In@polo che s sia parallela al piarcsi ha che
21+ 3n =0. Da queste due equazioni si ha che2im=3n = 0. Quindi, una terna di parametri
direttori di s e (3, 0, —=2) = 0. Per cui (x, y=Z}3t + 9, 0, =2t — 5) sono delle equazioni paraictes

di s. Intersecando s con il piano YZ di equaziomrexsi ha che 3t + 9 =0 da cuit=-3.

Sostituendo t = -3 nelle equazioni parametricteatteniamoA(0, 0, 1)

3) Trovare ladistanza e i parametri direttori della retta di minima distanza tra le rette sghemb
r2x—-3y+12=y+z=0es:x+7z=2x—-22=0.

Si vede subito che l'origine O(0, 0,[M. Combinando linearmente le equazioni della retta

otteniamo I'equazione XX + (U—3A)y +uz + 12A =0 di un generico piano contenente la retta r.

Ora imponiamo che tale piano sia parallelo allearst Dalla condizione di parallelismo retta-piano

otteniamo 2 —pu = 0. Una soluzione non banale e\, if) = (1, 2). Per cui il pianat cercato ha

equazione 2x —y + 2z + 12 = 0. Siccome la rettaidima distanza e perpendicolare a tale piano si



ha subito che una sua terna di parametri diredtofii, m, n) = (2, —1, 2)Invece, la distanza tra
le due rette r e s & uguale alla distanza di urigpdins (nel nostro caso l'origine O) dal piarno
Utilizzando la formula della distanza punto-pianbasubito ched(r, s) = d(O, ) = 4.

4) Sia r la retta parallela all'asse Z e passaareAp(4\/§, 12, —2\/5). Trovare leequazioni dei
piani che contengono r e formano un angolov@iradianti con l'asse X.

| piani cercati sono paralleli allasse Z (conteth@m parallela all'asse Z). Inoltre, essi contergon

anche il punto A. Quindi la loro equazione e dpbti a(x—4/§) +b(y —12) = 0. Una terna di

parametri direttori dell’asse X € (I, m, n) = (1,0). Utilizzando la formula dell’angolo retta-p@mn
otteniamo che4= 3k da cui a ==+/3 b. Posto b = 1 si ha che &=/3 . Per cui i due piani sono
+3(x-4/3)+y—-12=0. +B3Xx+y—-24=0 e3x-y=0

5) Trovare lequazionecanonicadella seguente conica %xey + 3)2+ 2x—6y+7=0
La matrice del complesso dei termini di secondodgra A { 1 3 } . Il suo polinomio

caratteristico e R(A) = A2— 6\ + 8= & —2)(A — 4). Per l'autovalore\q = 2 si ottiene I'equazione

X —y = 0. Quindi, i suoi autovettori sono tutti eigolettori non nulli del tipo & (X, x). Per cui an

base del suo autospazio &€ data dal vettore (1P&). cui la matrice della rotazione é

111 -1
{ } Si ha subito che [2-6]C = [—2x/§ —4\/5]. Dopo la rotazione la conica ha

2

1 1
equazione 2(x%+ 4(y’)2—2\/§ X =42y +7=0 ovvero
2(x' = l/\/§)2+ 4y’ - 1/\/5)2 +4=0. Effettuando la traslazione

(X, Y) = (X' = 1/4/2,y - 1//2) siottiene infine X2/2 + Y2 = -1.

6) Trovare leequazioni delle sferedi raggio 1, tangenti al pianm: 2x —2y +z + 1 =0 e aventi il
centro sulla retta r passante per A(-3, 2, 5) aelleda all’'asse Z.

Si vede subito che (x,y, z) = (-3, 2,t + 5) sdetle equazioni parametriche per r. Quindi, i dent

di tale sfere hanno coordinate del tipo (-3, 25).#Siccome le sfere sono tangenti al piarbloro

raggio é uguale alla distanza dei loro centridbltilizzando la formula della distanza punto-piano

si ha subito chi — 4 =3 dacui{ =1eb=7. Quindi, i centri sono {-3, 2, 6) e 6(-3, 2, 12).

Per cui le sfere cercate sono



(< +3P+ (y=2P+(z2-6P=1 e (x+ 3 (y-2P+(z-12P=1



