GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 11 Gennaio 2012

1) Trovare una base per lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo:

2x+y—5z2=3x—-y+10z=x-y+8z=0.

11 sistema puo essere scritto in forma matriciale nel modo seguente :
1 -1 8 x] [0
2 1 -5]1y|=|0
3 -1 10fzf |0

1 -1 8 1 -1 8
A=12 1 -5| — Gauss-Jordan — A’=|0 1 -7/ (matrice a gradini)
3 -1 10 0 0 O

Quindi, il sistema iniziale ¢ equivalente al sistema

Ll) 2 —87]2 :m

Dalla seconda equazione si ha che y = 7z. Sostituendo nella prima si ottiene x = —z.
Per cui lo spazio delle soluzioni & {(x, y, z)eR® l y=7z,x=-z}.
Una sua base ¢ data da

una(qualsiasi) terna o1, —-7,—1) con o R—{0}

2) Tra le rette passanti per il punto A(0,1,8) trovare, se esiste, quella che si appoggia all’asse Y e
allarettar: y=z-5=0.

Si vede subito che:

- la retta r € parallela all’asse X e passa per il punto B(0, 0, 5), quindi r e I’asse Y sono sghembe;

- il punto A non appartiene né all’asse Y né alla rettar;

Quindi, la retta cercata, chiamiamola s, esiste ed ¢ anche unica.

Inoltre, indicato con 7 il piano contenente ’asse Y e il punto A e con 7’ il piano contenente la retta

r e il punto A, la retta s si ottiene come intersezione dei due piani (non paralleli) e 7’.

Si vede subito che il piano = ¢ il piano YZ di equazione x = 0.

Combinando linearmente le equazioni della rettar Ay + p(z—5) =0 e imponendo il passaggio per

il punto A(O, 1, 8) si ottiene A+ 3u=0. Scegliendo I’autosoluzione (3,-1) si ottiene il piano

7’ : 3y —z+ 5= 0. Quindi, una coppia di equazioni cartesiane della retta s € la seguente:

s:3y—z+5=x=0



3) Trovare la distanza tra le seguenti rette: r: 2y +z=x=0 e s:2y+z-5=x+4=0.

Si vede subito che :

-ipiani 2y+z=0 e 2y+z—5=0 sono paralleli ;

-ipiani x=0 e x+4 =0 sono paralleli .

Quindi, le due rette r e s sono parallele.

Inoltre, si vede subito che la retta r passa per 1’origine O(0, 0, 0) ;

Una terna di parametri direttori delle rette r e s € data da (0, 1, —2). Per cui il piano perpendicolare
ad entrambe le rette e passante per O ha equazione y — 2z = 0. A

Indicato con A il punto d’intersezione della retta s: 2y +z—5=x+4=0 con il piano y—-2z =0,
con semplici calcoli si trova che A(—4, 2, 1).

La distanza tra le due rette & uguale alla distanza tra i due punti O e A, per cui
d(r,s)=d(0, A)= 21
4) Sulla retta r passante per il punto A(1,-2, 5) e parallela all’asse X trovare 1 punti che distano 2
dal pianom: x -2y +2z—-5=0.
Un generico punto della retta r, di parametri direttori (1, 0, 0), ha coordinate P(t + 1,-2, 5).
Utilizzando la formula della distanza punto-piano otteniamo
[+ —2(=2)+2(5) -5
V2 +(2)%+22

IaxP + byP +Czp + dl
\/ a? +b2 +¢c?
Essendo t; =—12 e t, = —8 le sue soluzioni, si ha che i1 punti cercati sono:

Pl(—lla _25 5) e PZ(_79 _2, 5)

=d(P,x) =1 ovvero |[t+10]=2

6) Sia X la sfera di centro 1’origine O(0,0,0) e passante per A(—5,0,0). Sia 7 il piano parallelo al
piano XZ e passante per il punto B(—4,-3, 2). Trovare il centro e il raggio della circonferenza C

ottenuta secando la sfera X col piano 7.

Si vede subito che:

- la sfera ha raggio R = 5;

- il piano 7 ha equazione y = -3;

- la distanza del centro della sfera O da &t € d(O, &) = 3;

- la retta t passante per il centro O della sfera e perpendicolareawé’asse Y : x =z =0.

Quindi, il centro della circonferenza (che si ottiene come intersezione dite ) & (0, -3, 0)

mentre il raggio della circonferenza & {R? —[d(0,m)]* = 4



5) Trovare 1’equazione canonica e classificare la conica di equazione

7x2 + 10+/3 xy — 3y? — 30x + 63y~ 13 =0.

X [535 5_‘/35} = pal) =det(A—A) = (h—12)(A + 8)

AM=12 et Ay =-8
o [ ST [ THE o e

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 12 sono tutte e sole le coppie o V3, 1) VaeR-{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = —8 sono tutte e sole le coppie B(1, —i3) VBeR-{0}.

. 1 | . 3 1 1 .
Scegliendo o = = e :~~2—, cioé gli autoversori wu; =(—\£—_, 5) e u =(—§, ?), si ha che la
B
matrice C=[u;, u,] = ‘;‘ \/2 ¢ una matrice ortogonale con detC = 1.
2|z

X x'
Effettuando la rotazione [ J=C[ ':I si ottiene 1’equazione
y y

M)+ A(y) +dx +e’y —1=0 dove [d° e]=[-30 6V3]C=[-12+3 24]
12(x*)? - 8(y’)2 = 12+/3x + 24y —13=0
12(x*)? = 123 x - 8(y’)2 + 24y — 13=0

12(x’—£)2—9—8(y’-3)2+18—13=0
2 2
V3, 3.2
R -——)Y -8y"-=)"-4=0
( 5 ) —8(y 2)
V3, 32
3X-—) -2y —-=)=1
( pllal
X=x'—[3l
Effettuando la traslazione 32 si ottiene 1’equazione canonica
Y=y'—5

3X*-2Y*=1 (iperbole)



GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 26 Gennaio 2012

1) Sia la matrice A avente (-3, 20, 0), (0, 7, 0) e (10, —20, 7) come I, 1T e III riga rispettivamente.
Trovare una base per ogni autospazio di A.

1l polinomio caratteristicodi A & p,(A) =det(A —Al) =— (A +3)(7 - 0.

Per cui gli autovalori reali di A sonoA; =-3 conm,(-3)=1 e A, =7 conm,(7)=2.

Siccome mg(—3) = 1 I’autospazio E(A,) = E(-3) ha dimensione 1. Per cui una sua base ¢ costituita

da un suo qualsiasi vettore non nullo. I vettori di E(A,) = E(-3) sono tutte e sole le terne soluzioni

del sistema lineare omogeneo che ha (A — A,I) = (A + 3I) come matrice dei coefficienti. Per cui si

ha subito il sistema y = x + z = 0. Quindi, una base di E(-3) ¢ un qualsiasi tema non nulla (x, y, z)

tale che y = x + z=0. Ad esempio (1, 0, —1).

Analogamente, i vettori dell’autospazio E(A,) = E(7) sono tutte e sole le terne soluzioni del sistema

lineare omogeneo che ha (A — A,I) = (A — 7I) come matrice dei coefficienti. Per cui si ha subito il

sistema x — 2z = 0. Inoltre, dimE(7) = mg(7) =3 —1g(A—7I) =3 — 1 =2. Quindi, una base di E(7) ¢

formata da una qualsiasi coppia di teme (X, y, z) linearmente indipendenti tali che x — 2z = 0.

Ad esempio (2,1, 0) e (0, 0, 1).

2) Sia 1t il piano di equazione (t-1)x + 9y + tz— 10 = 0 ed r la retta passante per i punti A(-5,t%, 1) e
B(0, t, t). Determinare per quale valore del parametro reale t il piano « e la retta r non hanno

punti in comune.

Affinché la retta r e il piano 7 non abbiano punti in comune € necessario (ma non sufficiente) che

siano paralleli tra loro. Quindi, il vettore u = (5, 0, t-1) parallelo alla retta r deve essere
perpendicolare al vettore v = (t-1, 9, t) perpendicolare al piano 7.
Per cui deve essere nullo il loro prodotto scalare. uev = 5(t—1) + t(t-1) = (t-1)(5+t).

Quindi, & necessario (ma non sufficiente) che si abbia t = 1 oppure t =—5.

Pert=1sihache B(0,1,1)emr:9y+z—10=0. Siccome Bem, la retta r ¢ contenuta nel piano .

Quindi, la condizione t = 1 non ¢ sufficiente.

Per t =—5 si ha che B(0, 25, —5) e : 6x — 9y + 5z + 10 = 0. Siccome Be m, larettar € non €

contenuta nel piano 7. Per cui, la condizione t = 1 ¢ anche sufficiente.

Quindi, la retta e il piano non hanno punti in comune se e solo se t = —5.


Mobile User


3) Trovare i parametri direttori della retta t di minima distanza tra le rette

r:2x-z=y=0 e s:y—-10z=x-11=0.

P T A . 0 -1
I parametri direttori della retta r sono proporzionali ai minori di ordine 2 della matrice [O i b ]

per cui possiamo prendere u_=(1,0,2). I parametri direttori della retta r sono proporzionali ai

1 -10

& b ] per cui possiamo prendere u_ = (0,-10,—-1). Una

minori di ordine 2 della matrice [1

terna di parametri direttori della retta t di minima distanza & proporzionale alle componenti del

ik
vettore prodotto vettorialediu, Au_=|1 0 2 |. Quindi, si ha subito che u, = (20, 1, -10).
0 —-10 -1

4) Trovare i piani contenenti 1’asse X e formanti con I’asse Y un angolo 6 di 7/6 radianti.

Un generico piano contenente 1’asse X ha equazione Ay + puz = 0 con (A, ) # (0, 0).
Per cui (a, b, ¢) = (0, A, p) # (0, 0, 0) & un vettore non nullo perpendicolare a tale piano.
11 vettore (1, m, n) = (0, 1, 0) € un vettore non nullo parallelo all’asse Y.

Ial +bm+ cnl

\/a2+b2+c2\/lz+m2+n2

Ora, utilizzando la formula sin0 = per 1l calcolo dell’angolo tra una

retta ed un piano si ha che L. L da cui 3A% = p2. Scegliendo A = 1, si ha che p=++/3 .
\/7»2 + uz

Per cui i piani cercatisono y+ 3z=0 e y—+3z=0.

6) Trovare la sfera tangente al piano 7t : x + 5y — 3z = 0 nel punto A(3, 0, 1) e avente il centro sul
piano @ : 2y + 5=0.

11 centro della sfera si trova sulla retta r passante per A e perpendicolare al piano 7. Si vede subito

che una terna di equazioni parametriche di r ¢ data da (x, y, z) = (t+3, 5t, —3t+1). Quindi, il centro

della sfera ¢ il punto d’intersezione tra la retta r e il piano 7. Con semplici calcoli si ottiene che

5 3

55 ). Il raggio R della sfera € uguale alla distanza del punto A dal centro C. Con semplici

5
c(=,-
D)

calcoli si trova che R? =[d(A, C)]* = % . Per cui I’equazione della sfera ¢ data da

(= 2P+ + 27+ -2 =2 owero x2+y2+z2-Sx+5y—52+10=0



5) Trovare I’equazione canonica e classificare la conica 5x2+2xy + 5y? —2x — 10y + 7 =0.

A= E ;] = pa(A)=det(A —AD) =(A—6)(A—4)
7\.1:6 et ?\.224

G P N Hg e M R

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 6 sono tutte e sole le coppie o1, 1) VoeR—{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 4 sono tutte e sole le coppie B(1,-1) VBeR—{0}.

V2.
a_)as
2

| 5 Lo B\ N
Scegliendo ot = ~—— e B=———, cioé gli autoversori w;=(——, —) e Uy =(——
2 2 2" 2 2
V2| V2
che la matrice C =[u;, uy] = 2 2 & una matrice ortogonale con detC = 1.
v~ 5| & :

2 2

X x' L. ]

Effettuando la rotazione [ ] = C[ ‘] si ottiene 1’equazione

y y
i 2 9 2 2 2 2 ’ . =

ME) + (Y)Y +dx’ +e’y'—1=0

6(x’)> +4(y’)* — 642 x - 442y +7=0

6(x°)2 - 62 x+4(y’)>—42y+7=0

6(x’—£ 2—3+4(y’-£)2—2+7=0
2 2
6(x’——‘§2—)2+4(y’——2‘@>2+2=0

s - Lpasy- Ly
2 2
X= x'—ﬁ
Effettuando la traslazione Jz_ si ottiene 1’equazione canonica
Y=y'——
F 2

3X?+2Y*=-1 (ellisse immaginaria)

dove [ e]=[-2 -10]C=[62 —4+2]

1 ha



GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 14 Febbraio 2012

1) Trovare la soluzione GENERALE (x, y, z) del seguente sistema lineare:
3x-y+10z-22=x-y+8z-8=2x+y-5z-13=0.
1 -1 8 | -8
La matrice completa del sistemaé C=|2 1 -5 | —13|. Col metodo di riduzione a gradino si ha
3 -1 10 (-22

1 -1 8 |-8 1 -1 8 |-8 1 -1 8 |-8 1 0 1 |-7
0 3 -21{3|->]0 1 -7|1|->(0 1 -7{1]|->C={01 -7|1

0 2 -14| 2 01 -7|1 0 0 01]O0 00 01O
'I_l éiste'r‘né‘ché ha C’ come matrice completa ¢ x+z—7=y—7z+1=0 per cui la sua soluzione
’generale pud essere scritta cosi (X, Y, 2) =(7-2,7z-1,z) = (7,-1,0) + z(-1, 7, 1) VzeR.
E questa ¢ anche la soluzione generale del sistema iniziale in quanto i due sistemi sono equivalenti.

2) Siar la retta passante per i punti A(4, t-2, —t) e B(t-4, 2, t-1). Se esiste, trovare il VALORE
del parametro reale t per cui la retta r passa per ’origine 0(0,0,0). Poi, scrivere una terna di
PARAMETRI DIRETTORI per tale retta.

La retta r passa per I’origine se e solo se i vettori [OA] e [OB] sono paralleli e, quindi, se e solo se

4 -2 -t
g ’: 1 Soir 3 1]< 2, ovvero tale matrice ha tutti i minori di ordine 2 uguali a zero. Quindi, &
t i — P,

necessario (ma non sufficiente) che sia nullo il primo minore t(2-t) ovvero che siat=0o0t=2.

Per t=0 si ha [OA]=(4,-2,0) e [OB] = (-4, 2, —1). Siccome tali vettori non sono parallels, la
condizione t = 0 non ¢& sufficiente.

Per t=2 si ha [OA] = (4,0,-2)=-2%(-2,0, 1)=[OB]. Per cui tali vettori sono paralleli e la

condizione t = 2 ¢ anche sufficiente. Quindi, la retta r passa per 1’origine O se e solo se t1=2

Una terna di parametri direttori ¢ una qualunque terna  k(2, 0, —1) Vke R—{0}

3) Se esiste, trovare il PIANO che contiene lerette r: 2y +z—10=x+2=0es:2y+z=x=0.
Si vede subito che i piani 2y +z—10=0 e 2y + z =0 sono paralleli e che i piani x +2=0e x =0
sono paralleli. Inoltre, O¢r e Oes. Per cui le due rette r e s sono parallele in senso stretto e, quindi,
esiste un unico piano che le contiene. Tale piano & ’unico piano che contiene la retta r e I’origine O.
Combinando linearmente le equazioni della retta r si ha A(x +2) + pu(2y + z— 10) = 0. Imponendo il

passaggio per O si ha A —5u=0. Prendendo I"autosoluzione (A, yt) = (5, 1) abbiamo che il piano

cercato ha equazione Sx + 2y +z=0.
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4) Trovare laDISTANZA tralerette r:x—2z=y=0 e s:y+2z=x-12=0.

Si vede subito che: la retta r si trova sul piano XZ e passa per ’origine O; la refta s si trova sul
piano x = 12 (parallelo al piano YZ). Per cui le due rette non sono parallele. Quindi, esiste un unico
piano che contiene la retta s ed ¢ parallelo alla retta r. Dall’equazione Ax—12) + p(y +2z) =0 del
fascio di piani per la retta s si ha che un generico piano contenente s ha un’equazione del tipo
Ax + Wy + 2pz — 124 = 0. Imponendo la condizione di parallelismo con la retta r otteniamo che

A oo 2u
det{1 0 —2|=0 da cui A+ p=0. Prendendo I’autosoluzione (A, p)=(1,-1) abbiamo che il

01 O
piano cercato & m:x—y—2z—12=0. Infine, la distanza tra le due rette r ed s & uguale alla

distanza di un qualsiasi punto di r dal piano 7. Siccome Oer, si ha che d(r, s) = d(O, ).

Percui d(r,s)= 26

5) Sulla retta r passante per il punto A(3, 0,-2) e perpendicolare al piano T : x —2y +z =0,

trovare i PUNTI che distano 4 dal piano m‘:x—4=0.
I punti della retta r sono tutti e soli i punti che hanno coordinate (x,y, z) = (t + 3, -2t, t— 2) con t
parametro reale. Imponendo che la loro distanza dal piano 7 sia 4, otteniamo [t — 1| = |t +3 — 4| = 4.
Quindi, un punto (t + 3, —2t, t — 2) & a distanza 4 dal piano nt‘ se e soloset=5 o t=-3.
Per cui i punti cercati sono A(8,—-10, 3) e B(0, 6, -5).
6) Trovare CENTRO e RAGGIO della circonfer:nza x%+ y?+z? + 4y + 2 V2z=x-y=0.
La sfera x>+ y>+z2 +4y+2+/22=0 ha il su0 Centro nel punto H(0, -2, —+2). Inoltre, passa per
I’origine O, per cui il suo raggio ¢ R = d(0O, H) VP\/E . Se indichiamo con s la retta passante per H e
perpendicolare al piano m:x —y=0, allora una sua tena di equazioni parametriche ¢ data da

x,y,z)=(t,—+2, -2 ). 11 centro della circonferenza ¢ il punto C d’intersezione tra il piano T e la
retta s. Con semplici calcoli si ha che t=-1 e, quindi, C(-1, -1, - ). Se indichiamo con

D = d(H, ) la distanza del punto H dal piano =, allora si ha D =2 . Inoltre, abbiamo che il raggio

della circonferenza é r= VR% — D? . Percui r = 2.



GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 13 Giugno 2012

2 -9 90
1) Trovare una base per ognuno degli autospazi della matrice A=| 0 -~ 0
-3 9 -1

11 polinomio caratteristico di A & p,(A)=det(A —AD) = (2—A)(1 +1)%

Per cui gli autovalori reali di A sonoA; =2 conm,(2)=1 e A,=-1 conm,(-1)=2.

Siccome mg(2) = 1 I’autospazio E(A,) = E(2) ha dimensione 1. Per cui una sua base ¢ costituita da
un suo qualsiasi vettore non nullo. I vettori di E(A,) = E(2) sono tutte e sole le terne soluzioni del
sistema lineare omogeneo che ha (A — A1) = (A — 2I) come matrice dei coefficienti. Per cui si ha
subito il sistema y = x + z = 0. Quindi, una base di E(2) ¢ un qualsiasi terna non nulla (x, y, z) tale
chey=x+z=0. Adesempio (1,0,-1).

Analogamente, i vettori dell’autospazio E(A,) = E(-1) sono tutte e sole le terne soluzioni del
sistema lineare omogeneo che ha (A —A,I) = (A + I) come matrice dei coefficienti. Per cui si ha
subito il sistema x — 3y = 0. Inoltre, dimE(-1) = mg(—l) =3 -rg(A +1)=3-1=2. Quindi, una
base di E(—1) & formata da una qualsiasi coppia di terne (X, y, z) linearmente indipendenti tali che
x—-3y=0. Adesempio (3,1, 0)e(0,0,1).

2) Determinare per quale valore/i del parameiro reale t le equazioni seguenti x + (t+ 7)y =0,
=

ty +z=0, 3x —(t+ 7)z = 0, rappresentano tre - ani distinti di uno stesso fascio.

Le tre equazioni rappresentano tre piani di uno stesso fascio se e solo se

I #+7 0 O ¥ &+7 0
g0 ¢ 1 0 |< 2, ovvero (siccome ¢ nulla la IV colonna) det| 0 ¢ 1 [=0.
3 0 -t=70 3 0 —-t-7

E, quindi, se e solo se (t+ 7)(3—t)=0. Per t =—7 si ha che la I e la IIl equzione rappresentano lo

stesso piano, per cui tale valore non ¢ accettabile. Per t = 3 i tre piani sono a due a due distinti.
Quindi, I’'unico valore & t = 3.



3) Scrivere i parametri direttori della retta t passante per I’origine O ed incidente sia la retta

I'Xx=x-2y+3z+12=0che laretta $:x+y—122-17=2x + Ty =0.

Si verifica facilmente che le rette r e s sono sghembe. Infatti, viste le semplici equazioni si ha che

1 0 0 0
-Z 3 12

1 =2 3 12 3 12
det =det] 1 —-12 —17|=7det #0
1 1 -12 -17 -12 -17

7 0 0

2 7 0 0

Inoltre, si vede subito che nessuna delle due contiene ’origine O. Quindi, la retta t esiste ed & unica.

Inoltre, t si pud esprimere come intersezione del piano a che contiene r ed O e del piano B che

contiene s ed O. Dalle equazioni di r ed s si vede subito che o:x =0 e B:2x+7y=0. Per cui
t:x =y=0¢I’asse Z delle quote. I suoi parametri direttori sono k(0,0,1) VkeR-{0}.

4) Calcolare la distanza tra le due rette LX—-y-5=5y-z-1=0 e s:x-y=5x—z=0.

Si vede subito che I’origine O appartiene alla retta s. Con semplici calcoli si vede subito che le due
rette sono entrambe parallele al vettore (1, 1, 5). Per cuir e s sono parallele tra loro. Quindi il piano
T:X+y+5z=0 passa per O ed & ortogonale alle due rette. Con semplici calcoli si trova che il
punto d’intersezione trar ¢ 7 & il punto A(5, 0, —1). Infine si ha che d(r, s) = d(A, O) =26.

5) Sulla retta r passante per il punto A(0, 0, —5) e perpendicolare al piano x —2y—2z + 13 = 0,

determinare le coordinate dei punti che hanno distanza 4 dal piano m2x -2y +z+1=0.

Si vede subito che una terna di equazioni parametriche di r & data da %, y, z) = (t, -2t, -2t-5).

Per cui un generico punto P di r ha coordinate (t, —2t, —2t-5). Imponendo che P abbia distanza 4 dal

Pr—2(=2t) + (-21-5) +]|
22+ (22 +12

Quindi, i due punti sono Py(-2, 4, —1) e P,(4, -8, —13).

piano T si ottiene =4 dacuilt—1|=3 e, infine,t;=—2et,=4.

6) Trovare I’equazione canonica della seguente conica 3x2 + 6xy +3y? + 8x +4y + 3 =0.



Poi, classificarla.

3
A=E 3J = pa(l) =det(A - AD) = (A 6)
A =6 et =0

voe s [ ALHE < [ AEHE & <o

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 6 sono tutte e sole le coppie a(1,1) Vae R-{0}.
Di conseguenza, gli autovettori relativi a A2 = 0 sono tutte e sole le coppie B(-1,1) VBeR-{0}.

1 1 . . 1 1 1 1
Scegliendo o0 = — ¢ = —=, c10¢ gli autoversori u; = = =) €W =(——=, —=), si ha che
: NSNS SR R S 2

[ 1 1
la matrice C=[u; , u,] = ‘/1—2_ ;/—2— € una matrice ortogonale con detC = ] .
V2|2

F '
Effettuando la rotazione | . =C si ottiene I’equazione

M)+ Aoy) 2+ % + ey’ +3 =0 dove [d e’]=[8 4]C=[62 -242]
60’ +0(y)? +6+2x— 242y +3=0
6(x’)? +6+2x+3-2/2y=0

N

6(x” + 72)2—2\/5y=0

372 (x° + ‘/5)2—23:=0

2
)
Effettuando la traslazione 4% =X'* o siottiene I’equazione 3+/2 X?>—2Y = 0 dacui
=y
Y= 2 ). (parabola)

P



GEOMETRIA  svolgimento di uno scritto del 28 Giugno 2012

t 3 '
1) Siano A = [(t 2) 2} eX= { } . Se esiste, trovare il valore del parametro reale t per il quale

il vettore X € un autovettore della matrice A. Scrivere anche ’autovalore relativo a X.

11 vettore X ¢ un autovettore di A se e solo se esiste un numero reale A tale che AX = AX. Quindi, se

t 301 -1 -1 —t—6=-A . . .
e solo se = OVVero . Con semplici calcoli si ha
t-2) 2)-2 -2 -(t-2)-4=-2A

t=—10 e A=-4
2) Se esiste, trovare il valore del parametro reale t per il quale I’origine O e i punti A(0, 7, 0),

B(-5, 4, 1) e C(t>-3t, 0, 3-t) sono quattro punti a due a due distinti tra loro e complanari.

I punti O, A, B e C sono complanari se e solo se i vettori [OA], [OB] e [OC] sono complanari.

0 7 0
-5 1
Quindiseesolosedet] —5 4 1 |[=0 ovvero se e solo se det [12 i 5 t] =0 e, infine, se
5 = _
t“=3t 0 3-1¢

e solo se (t-3)(t-5) = 0. Per cui t; =3 e t, = 5. Osserviamo pero che per t; = 3 si ha che O =C.
Per t; = 5 si hanno quattro punti a due a due distinti tra loro. Percio 1’unico valore ¢ t=+ 5.

3) Scrivere 1’equazione del piano passante per I’origine O, perpendicolare al piano 2x — 3y +z =0

e parallelo allaretta x =2x—-3y+z=0.

Siccome il nostro piano passa per 1’origine la sua equazione ¢ ax + by + cz = 0. Imponendo che sia

perpendicolare al piano 2x —3y +z =0 si ha che 2a — 3b + ¢ = 0. Imponendo il parallelismo con la

a b c
rettax=2x—-3y+z=0sihadetf1 0 0|=0 ovverob + 3c=0. Con semplici calcoli, si ottiene
2 =31
(a, b, ¢) = (-5¢, -3¢, c). Scegliendo ¢ = -1, si ha (a, b, ¢) = (5, 3, 1). Quindi il piano richiesto &
5x+3y-z=0

4) Scrivere le componenti di un versore avente la stessa direzione della retta di minima distanza tra

le rette sghembe r:2x—-3z+12=y+z=0e s:x+7y=2x+2y-z=0.



(modo I) Si calcolano i parametri direttori delle rette r e s.

Una terna di parametri direttori della retta r ¢ data dalle componenti del vettore u = (3, -2, 2).

Una terna di parametri direttori della retta s & data dalle componenti del vettore v = (7, -1, 12).

A questo punto si ha che una tema di parametri direttori della retta di minima distanza & data dalle

componenti del prodotto vettoriale w = v A u. Con semplici calcoli si ha che w = (22, 22, —11).
Per cui le componenti dei due versori richiesti sono i% 2,2,-1).

(modo II) Si trova il piano contenente una delle due rette e parallelo all’altra.
Combinando linearmente le equazioni di r

A2x-3z+12)+w(y+2)=0
si ottiene I’equazione di un generico piano contenente r

2Ax + py + (L—3A)z +12A. =0

2L p p-31
Imponendo 1l parallelismo con la retta s si hadet| 1 7 0 |=0 da cui, con semplici calcoli,
2 2 -1

2\ —p=0. Scegliendo A =1 si ha p = 2 e un’equazione del piano ¢ 2x + 2y —z +12=0.

I versori aventi la stessa direzione della retta di minima distanza sono i versori perpendicolari a tale

. . Y g 1
piano. Per cui le componenti di tali versori sono ig 2,2,-1)

6) Sia y la circonferenza passante per i punti O(0,0,0), A(3,0,0) e B(0,0,-7). Scrivere le

equazioni delle due sfere contenenti y e aventi il centro a distanza 1 dal piano sul quale giace Y.

Si vede subito che la circonferenza 7y giace sul piano y = 0. Il centro H della circonferenza 7y si trova
nel punto d’intersezione degli assi delle due corde OA e OB. Per cui si ha subito H(3/2, 0, —7/2).

Il centro C della sfera si trova sulla retta passante per H e perpendicolare al piano y = 0. Quindi, le
sue coordinate sono del tipo C(3/2, t, —7/2). Imponendo che la distanza di C dal piano y = 0 su cui
giace 7 sia 1 si ha subito che [t| =1 ovvero t =1. Per cui i centri sono C;(3/2, 1, -7/2). A questo

punto, tenendo anche conto che le sfere passano per 1’origine, si scrivono subito le loro equazioni
x2+y2+22-3x+2y+7z=0
5) Scrivere I’equazione canonica della seguente conica 5x2—2xy+ 5y? +2x — 10y +5=0.

Poi, classificarla.



A= [__51 —51] = pa)=det(A—AD) =L —4)(A—6)

AM=4 et L,=6

et [ TH o o

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 4 sono tutte e sole le coppie o(1, 1) VoeR—{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 6 sono tutte e sole le coppie B(-1,1) VBeR—{0}.

1 1 1 1 1 1
Scegliendo oo = — e B = ——, cioé gli autoversori u; =(—=, ——) e uy, =(——~, —=), si ha che
g 7 Pz G R i)

1 1
la matrice C=[u;,u]= ‘/15 ;/5 € una matrice ortogonale con detC = 1.
AR

X x'
Effettuando la rotazione [ ]zC[ '] si ottiene I’equazione
¥ 4

M2+ A(y) 2 +d + ey +5=0 dove [® e]=[2 -10]C=[42 —6+2]
4x°) +6(1")2 —42x-6/2y+5=0
42 -42x +6(y’)2 —6/2y+5=0

2
4x* - £)2—2+6(y’— £)2—3 +5=0
2 2
2 2
2(x" - £)2 +3(y" - £)2 =0
2 2
X=x' ——J—E—
Effettuando la traslazione JZZ si ottiene 1’equazione canonica
Y=y'———
7 2



GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 19 Luglio 2012

1) Sia V(w, x, v, 2) il sottospazio di R* avente B = {(0,1,0,-1),(-2,0,0, 1)} come base. Scrivere

le equazioni (nelle incognite w, X, y e z) del sottospazio V.

Un generico vettore (w, X, y, z) di R* appartiene al sottospazio V se e solo se vale 2 il rango della

w x y z
0 1
matriceC=| 0 1 0 -1]. Tenendo conto che det[ 5 O}tO € un minore non nullo di ordine
-2 0 0 1
w x y w o x z
due della matrice C, abbiamo che rgC=2seesolosedetf 0 1 O0|=0edet|] 0 1 —-1|=0.
-2 0 0 -2 0 1

Con semplici calcoli otteniamo Yy=0 e w+2x+2z=0

2) Al variare del parametro reale t, studiare il sistema lineare tx + 2y — 3t = 2x + ty — 3t =0 nelle

incognite (X, y). In particolare, quando il sistema € compatibile, scrivere le sue soluzioni.

Il determinante della matrice dei coefficienti € uguale a (t — 2)(t + 2).

1) Per cui V't # 12 si ha un sistema di Cramer e, quindi, una ed una sola soluzione.

3t
Con semplici calcoli, si ha che tale soluzione ¢ data (X, y) = }——2 (1, 1)
+

2) Per t = —2 il sistema & equivalente al sistema x —y—3=x—y+3=0.

E’ immediato rendersi conto che tale sistema non ha soluzioni.

3)Per t =2 il sistema ¢ equivalente all’equazione x +y—3 = 0.

Quindi, il sistema ha co" soluzioni date da (X, y) = (a, 3—0)) VaeR.


Mobile User


3) Trovare un versore parallelo alla retta t passante per 1’origine O(0, 0, 0) ed incidente le due rette

sghembe 1: 2x —3y+10z—-3=2x-y=0 e sty+2z=x+12y—- 252+ 9=0.

Si vede subito che nessuna delle due rette contiene 1’origine O. Quindi, la retta t esiste ed € unica.
Inoltre, t si pud esprimere come intersezione del piano o che contiene r ed O e del piano B che
contiene s ed O. Dalle equazioni di r ed s si vede subito che at: 2x —y=0e B :y+2z=0. Per cui

t:2x—y=0ep :y+ 2z=0. Una terna di parametri direttori della retta t &€ data da (1, -2, 1).
Per cui i due versori paralleli alla retta t sono i_\/_g 1,2,-1)

4) Calcolare la distanza tralaretta r:2x—y=z—-4=0 elaretta s:z=2x-y—-5=0.

Si vede subito che le due rette sono parallele tra loro e hanno la stessa direzione del vettore (1, 2, 0).
Il punto A(O, 0, 4) ¢ un punto di r. Il piano passante per A e ortogonale alle due rette ¢ x + 2y =0.
Tale piano incontra la retta s nel punto B(2, —1, 0). A questo punto la distanza tra le due rettere s €

uguale alla distanza tra i punti A e B che, con semplici calcoli, si vede essere uguale a  / 21.
5) Siano A, B e C i punti di intersezione del piano di equazione x +3y+z—18 =0 con gli assi

coordinati X, Y e Z rispettivamente. Trovare le coordinate dell’ortocentro del triangolo ABC.

Si_ ha subito che A(18, 0, 0), B(0, 6, 0) e C(0, 0, 18). Sia « il piano passante per B e ortogonale al
vettore [CA]. Sia B il piano passante per C e ortogonale al vettore [BA]. L’ortocentro H (punto
d’incontro delle altezze) del triangolo ABC & il punto d’incontro dei piani o, 3 e x+3y+z—
18=0.

Siccome [CA] =18(1,0,-1), siha o : x —z = 0. Siccome [BA]=6(3,-1,0),sihaf :3x —y=0.

Quindi, le coordinate dell’ortocentro si ottengono trovando 1’unica soluzione del semplice sistema

L 18 54 18
Xx—z=3x-y=x+3y+z—18=0 dacuisiottiene H| —,—,—
11 11 11

6) Siar:3x—4y—26=0 la direttrice delle due parabole passanti per il punto A(2, 0) e aventi 1

fuochi sull’asse X delle ascisse. Trovare le coordinate dei due fuochi.

Con un semplice calcolo si trova che la distanza del punto A(2, 0) dalla direttrice r: 3x —4y —
26 =0 & uguale a 4. Quindi il punto A(2, 0) deve essere alla stessa distanza 4 dal fuoco F(x, 0) che

si trova sull’asse X delle ascisse. Per cui [x —2|=4 e, quindi, F1(~2, 0) F»(6, 0)



1) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”, completare ¢ dimostrare la

roposizione seguente: “Sia Vi uno spazio vettoriale reale. Se i vettori u;, uy, us, ..., u,.;, u, di
n-1 n
V& sono linearmente dipendenti, allora comunque si scelgano altri p vettori vy, v, vs, ..., v, 1, W,
p-1> ¥p
di Vg si ha che i vettori u;, uy, us, ..., Uy,j, Wy, V1, V2, V3, ..., V.1, ¥, Sono linearmente ... ............70
R p-1> ¥p

2) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”, dimostrare il teorema di

“caratterizzazione della lineare dipendenza’.

3) Dopo aver SOLO enunciato il teorema di “caratterizzazione di un sottospazio”, completare e

dimostrare la proposizione seguente: “Sia Vx uno spazio vettoriale reale. Comungue presi n
dimostrare la prop que p

vettori uj, Uz, U3, ..., Uy}, W, di Vg il sottoinsieme U contenente tutti e soli i vettori di Vi che

2

sono combinazioni lineari dei vettori u;, uz, us, ..., Up.j, Uy €UN ..............70.

4) Dopo aver dato la definizione di “sotfospazio generato da n vettori”’, dimostrare la proposizione

: seguente: “Sia Vr uno spazio vettoriale reale. Se U é il sottospazio di Vg generato dai vettori
Uy, Uy, U3, ..., Un], Uy, € W é il sottospazio di Vi generato dai vettori w, u;, u, us, ..., u,.j, Uy,
allora U = W se e solo se weU.”

5) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”, enunciare la condizione
affinché n vettori siano linearmente indipendenti. Poi, completare e dimostrare la proposizione
seguente: “Sia Vz uno spazio vettoriale reale. Sia U il sottospazio di Vr generato dai vettori
uj, u uz, ..., U], u, e siavel. Se i vettori uj, uy, us, ..., ), u, sono linearmente indipendenti,
allora i vettori u;, u,, us, ..., u,;, u, v sono linearmente ... ............" .

6) Dopo aver dato la definizione di “base di uno spazio vettoriale”, dimostrare il teorema di

“caratterizzazione di una base” (o il teorema di “caratterizzazione della lineare indipendenza™).

7) Dopo aver dato la definizione di “matrice invertibile”, dimostrare che “se A e B sono matrici
quadrate dello stesso ordine e invertibili, allora (AB)™ =B 47",

8) Dopo aver dato la definizione di “matrice invertibile” e di “trasposta di una matrice”,
dimostrare che “se A é una matrice invertibile, allora (AT ) = (A = )T .

9) Enunciare e dimostrare il “/° feorema di Laplace” (in alternativa alla dimostrazione, illustrare

le altre proprieta del determinante).

10) Enunciare e dimostrare il “2° feorema di Laplace” (in alternativa alla dimostrazione, illustrare
le altre proprieta del determinante).

11) Dopo aver dato la definizione di “soluzione” di un sistema lineare, enunciare ¢ dimostrare il

teorema di “Rouché-Capelli”.

12) Dopo aver dato la definizione di “sistema lineare normale”, enunciare € dimostrare il teorema
P delinizione > dimostrare

di “Cramer’.

13) Dopo aver dato la definizione di “awtosoluzione”, enunciare ¢ dimostrare una condizione

necessaria e sufficiente affinché un sistema lineare omogeneo abbia autosoluzioni.



14) Dopo aver dato la definizione di sistema lineare “omogeneo”, completare e dimostrare la
proposizione: “L‘insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo é uno ...............”.

15) Dopo aver dato la definizione di “sistema omogeneo associato” ad un sistema lineare AX = B,
dimostrare la seguente proposizione: “Sia AX = B un sistema lineare compatibile in n incognite

e sia Y, una sua soluzione. Una n-upla Z é una soluzione del sistema AX = B se e solo se esiste

p
una soluzione X, del sistema omogeneo associato tale che Z =Y, » Xy

16) Dopo aver dato la definizione di autovalore e di autovettore, dimostrare che “gli autovalori
reali di una matrice quadrata sono tutte e solo le radici reali del suo polinomio caratteristico”.

17) Dopo aver dato la definizione di autovalore e di autovettore, completare ¢ dimostrare la
seguente proposizione: “se A;, Ay, A3, ..., Agj, A; sono s autovalori a due a due distinti tra loro

ese Vi, Vo Vs ..., Vs, Vi sono s autovettori relativi agli autovalori A, A, A3, ..., Agj, A

2"

rispettivamente, allora i vettori V;, V5, V3, ..., Vg, Vg sono linearmente ................."0.
18) Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n e sia 3 un suo autovalore reale. Dare la

definizione di “molteplicita algebrica” m,(B) e “molteplicita geometrica” mg(B) dell’autovalore

B ed enunciare la relazione tra le due molteplicita. Infine, enunciare le condizioni necessarie e

sufficienti affinché esista una base di R™ formata da autovettori di A.

19) Dopo aver dato la definizione di “prodotto scalare di due vettori liberi” illustrame le proprieta

20) Dopo aver dato la definizione di “prodotto vettoriale di due vettori liberi” illustrare le
proprieta, con particolare attenzione al significato geometrico del modulo.

21) Dopo aver dato la definizione di “prodotto misto di tre vettori liberi”, dimostrare il significato
geometrico del suo valore assoluto.

22) Enunciare e dimostrare la condizione necessaria e sufficiente di complanarita di 4 punti.

23) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di due piani.

24) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di una retta ed un piano.

25) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di due rette nello spazio.

26) Enunciare e dimostrare il significato geometrico dei coefficienti delle incognite nell’equazione
cartesiana di un piano.

27) Enunciare e dimostrare la formula per il calcolo della distanza di un punto da un piano.

28) Dopo aver spiegato cosa si intende per “angolo tra due rette (nello spazio)” enunciare e
dimostrare la formula per il calcolo dell’angolo tra due rette.

29) Dopo aver spiegato cosa si intende per “angolo tra due piani” enunciare ¢ dimostrare la
formula per il calcolo dell’angolo tra due piani.

30) Dopo aver spiegato cosa si intende per “amgolo tra una retta e un piano”, enunciare e

dimostrare la formula per il calcolo dell’angolo tra una retta e un piano.



Geometria 9 Gennaio 2014

1) Trovare una base per lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo: 2x +y —

9z=3x-y+14z=x-y+122=0.

2 1 -9
La matrice associata al sistemaé |3 —1 14 | Riducendola a gradino otteniamo
1 =1 12
1 -1 12 1 -1 12 ] 1 -1 12 1 -1 12 1 0 1
3 -1 14]—->1(0 2 -22|-]0 1 -11{—|0 1 -11|->]0 1 -11
2 1 -9 0-3 -33] |0 1 -1 0 0 O 0 0 O

L'ultima matrice € la matrice del sistema lineare x +z =y — 11z = 0 equivalente al sistema iniziale.
Si vede subito che la soluzione generale di quest'ultimo sistema ¢ (X, y, z) = (x, -11x, —x) =x(1, —
11, -1). Per cui una base dello spazio delle soluzioni ¢ data da una qualunq&e‘t'erjla x(1,-11,-1)

conx #0.

2) Tra le rette passanti per il punto A(0,-2,-3) trovare, se esiste, quella che si appoggia all’asse Y e
allarettar : y=z+2 = 0. Altrimenti motivare la risposta.
Dalle sue equazioni, si vede subito che la retta r & parallela all'asse X. Quindi, la rettar e l'asse Y

sono sghembe. Inoltre, si vede subito che il punto A non appartiene né alla retta r né all'asse Y. Per

cui esiste una ed una sola retta, chiamiamola s, passante per A e che si appoggia sia alla retta r che

all'asse Y. Tale retta s si pud ottenere come intersezione del piano, chiamiamolo o, contenente la
retta r e passante per A e il piano, chiamiamolo 3, contenente l'asse Y e passante per A. Per trovare
il piano o consideriamo il fascio di piani per r Ay + p(z + 2) = 0 e imponiamo il passaggio per A
ottenendo l'equazione omogenea 2A + i = 0. Una sua soluzione & la coppia (A, W) = (1,-2). Per cui
o:y—-2z—4=0. In modo analogo si considera il fascio di piani per l'asse Y Ax +uz=0 e si
impone il passaggio per A ottenendo | = 0. Per cui A # 0. Quindi, si ha che B : x = 0. Infine, si ha
ches:y—-2z—4=x=0.

.........................................................................................................................................

3) Trovare la distanza tra le seguenti rette:

Ty 22-x-0es y-272-10-x-3-0
Si vede subito che i piani y—2z =0 ey — 2z — 10 = 0 sono paralleli tra loro e anche che i piani x = 0
€ x — 3 =0 sono paralleli tra loro. Quindi, anche le refte r e s sono parallele tra loro. Con semplici

calcoli si trova una terna di loro parametri direttori (1, m, n) = (0, 2, 1). Inoltre, si vede subito che



l'origine O(0,0,0) appartiene alla retta r. Se indichiamo con « il piano passante per I'origine O e
perpendicolare ad r e s si ha subito che o : 2y + z = 0. Ora indichiamo con A il punto d'intersezione
del piano o con la retta s. Poiché A ¢ la proiezione ortogonale di O su s, la distanza tra le due rette
parallele r e s € proprio uguale alla distanza tra i due punti O e A. Considerando il sistema lineare
y—2z-10=x-3=2y+z=0 dato dalle due equazioni della retta s e dall'equazione del piano o,
con semplici calcoli si ottengono le coordinate (x,y,z)=(3,2,-4) di A. Infine, si ha che
d(z, 5)=d(A, 0) = 29 .
(4) Sulla retta r passante per il punto A(1,-2,-3) e parallela all’asse Z trovare i punti che distano 4
dal piano TJT. X2y z~—4 =0
Si vede subito che (x,y, z) =(1,-2, t-3) & una terna di equazioni parametriche di r. Per cui un
generico punto di r & dato da P(1,-2, t-3). Imponendo che la distanza di P dal piano & sia 4
(1) -2(-2)-(—3)-4|
2% +(=2)* +(-1)*

otteniamo =4. Con semplici calcoli otteniamo |5-t|=12 da cui h=-Te

t, = 17. Infine, P(1,-2,-10) e P5(1,-2, 14).

5) Trovare I’equazione canonica e classificare la conica di equazione

11x2+ 2 xy + 957 6x - 1843 y+ 1520

A= [}; ‘ﬂ = pa(h) =det(A —A) = (h— 8)(A— 12)

}\.1 8 et 7\.2—12

ws = L VEH = (8 DM = e

Quindi, gli autovettori relativi a A, = 8 sono tutte e sole le coppie 0((1,—\/5 ) VaeR—{0}.

D1 conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 12 sono tutte e sole le coppie B(\/Z’: , 1) VBeR-{0}.

Scegliendo a=% e B= %, cio¢ gli autoversori u; =(5,—g) (£ l) si ha che la
1143
matrice C=[u;, u] = f/g "12 ¢ una matrice ortogonale con detC = 1.
212

X x'
Effettuando la rotazione [ :|=C[ C| si ottiene I’equazione
y



M) +0(y) 2 +dx +e’y’ —1=0 dove [d e]=[-6 —18/3]C=[24 —12+/3]
8(x)% +12(y°)? +24x’ ~ 1243y +15=0
8(x)% +24x’ +12(y")2 ~ 1243y’ +15=0

V3

8(x’+§)2—18+12(y’——2- 2_9+15=0

V3

s+ 22 +12( - Y292 _12=0
2 2
2 3.2 V3 g
X+ =)+ -—)=1
S Ty~
X=f+§
Effettuando la traslazione NG si ottiene I’equazione canonica
g
775
2

X T  (eltisse)

6) Sia = la sfera di centro origine 0(0,0,0) e passante per A(—5,0,0). Sia 7 il piano parallelo al
piano XZ e passante per il punto B(—3,—4, 2). Trovare il centro ¢ il raggio della circonferenza C

ottenuta secando la sfera X col piano Tr.

Poiché il piano &t & parallelo al piano XZ : y = 0 una sua equazione ¢ del tipo y + k = 0. Imponendo
il passaggio per il punto B sihak=4. Quindi, t: y+4=0.

11 centro H della circonferenza si ottiene intersecando il piano 7 (contenente la circonferenza) con la
retta s ad esso perpendicolare e passante per il centro della sfera

Una retta perpendicolare al piano n : y + 4 = 0 € una retta parallela all'asse Y. Poiché la retta s deve
passare per l'origine (centro della sfera) la retta s & proprio I'asse Y. Quindi, il centro della
circonferenza ¢ H(0, -4, 0).

Si vede subito che la sfera ha raggio R =5 (che ¢ la distanza del suo punto A del centro O). Il
raggio t della circonferenza & uguale a VR>*—d* dove d ¢ la distanza del piano m:y+4=0
(contenente la circonferenza) dal centro O della sfera. Poiché si vede subito che d =4 si ha infine

cher=3.



GEOMETRIA 23 Gennaio 2014

1) Sna A— 0 1 0 Se possibile, trovare una matrice dlagonale A e unﬁa\manic;ev i@ber,tibile C tali

che A = CAC‘;lj. Altnmentl ‘motivare Ia risposta.
I-4 0 1

I1 polinomio caratteristico € pa(A) =det(A-A)=| 0 1-4 0 |=MI-A)(A-2)
1 0 1-4

Poiche la matrice A ha tre autovalori reali A; =0, A = 1 e A3 = 2 a due a due distinti tra loro, essa &
sicuramente diagonalizzabile. Troviamo ora le matrici A e C.

Gli autovettori relativi all'autovalore A; = 0 sono tutte e sole le autosoluzioni del sistema lineare

1 0 1«x 0
omogeneo (A-A )X =0ovvero |0 1 O y|=|0|. Siha subito che la soluzione generale di tale
1 0 1}z 0

sistema ¢ data da tutte e solo le terne (x, y, z) = x(1, 0, —1) per ogni valore reale di x. Quindi, un
autovettore ¢ vy =(1,0,—-1). Gli autovettori relativi all'autovalore A, =1 sono tutte e sole le

0 0 Ifx| |O

autosoluzioni del sistema lineare omogeneo (A-A )X =0 ovvero [0 0 Of y|=|0/. Si ha subito
1 0 0f:z 0
che la soluzione generale di tale sistema ¢ data da tutte e solo le teme (x, y, z) = y(0, 1, 0) per ogni
valore reale di y. Quindi, un autovettore € v, = (0, 1, 0).
Gl1 autovettori relativi all'autovalore A; =2 sono tutte e sole le autosoluzioni del sistema lineare
-1 0 1}j§x 0

omogeneo (A-AsDX=0ovvero | 0 -1 0 || y[=]|0]. Siha subito che la soluzione generale di
1 0 -1f:z 0

tale sistema ¢ data da tutte e solo le terne (x, y, z) = z(1, 0, 1) per ogni valore reale di z. Quindi, un

autovettore € v3=(1,0,1). Per cui una coppia di matrici richieste & data da
A0 01T0.00] o 1{o]1
A=]0 22 0{=]0 1 0|eC —[vljv2|v3] 0]1]0].
100 t,g 002 S ool



2) Al variare del parametro reale t, studiare il sistema lineare nelle incognite (x, y):
I2x—tx+ty—t=tx—12x + 2y +t=0.
: C 12— & Jx] |# . )
11 sistema puo essere cosi riscritto. [12 ; 2:‘[ ]: [tJ 11 determinante della matrice completa é
-l =4y

(t-12)(t+2). Quindi, per ogni"' teRe{;Z,v 12} il sistema € un sistema di Cramer e la sua unica

soluzione ¢ data dalla coppia (X, y) :*(1_21_—:’ O) Infatti,

t 4 12—t ¢
det det
t -2 —~1(t+2) t 12—t ¢] _ 0
T asr 1] w22 12—t C YT i2-r (] e-12ae)
- —12)(r + —~ - —12)(z+
19—¢ =32 12-1 -2

- 14 —2Tx] [-2
Per t=-2 si ottiene il sistema [14 2:,[ JZ,: 2} che ¢ equivalente al sistema costituito
; —<4gy

dall'unica equazione 7x —y =—1. Tale sistema ha oo! soluzioni e si vede subito che la sua soluzione

generale & (x, y) = (x, 7x+1) = (0, 1) + x(1, 7).

: . . 0 12 12 . i . 0 1})«x 1
Per t =12 si ottiene il sistema = che ¢ equivalente al sistema =|_|.
o 0 -2{y 12 0 Oy ]

Poiché il rango della matrice incompleta ¢ 1 mentre quello della matrice completa & 2 si ha che il

sistema non ha alcuna soluzione.

3) Scrivere le equazioni dei piani paralleli al piano XZ e aventi da esso una distanza uguale a quella
tra I’origine O(0,0,0) e la retta r di equazione x —4y—17=z=0.

Una terna di parametri direttori della retta r € data da (1, m, n) = (4, 1, 0). Il piano 7 passante per O e

perpendicolare alla retta r ha equazione 4x + y = 0. La terna di coordinate del punto A d'intersezione

tra il piano 7 e la retta r & data dalla soluzione del sistema lineare x -4y —17=z=4x+y =0.

Con semplici calcoli si ha A(1,— 4, 0). Poiché il punto A ¢ la proiezione ortogonale di O su r si ha
che d(O,r)=d(0, A) = V17. Un piano parallelo al piano XZ:y=0 ha equazione y+k=0.
Imponendo che tale piano abbia distanza V17 dall'origine O si ha subito che |k|= 17 e, quindi,

k=++/17 . Infine, y+ 17 =0.

4) Siano A(0,—1, 2) e B(t, 0, 0). Trovare i valori del parametro reale t per 1 quali la retta r passante
per A e B forma col piano YZ un angolo 6 di n/3 radianti.

E' un problema riguardante 1'angolo tra una retta ed un piano. La formula che si utilizza in questo

lal +bm+ cnl

\/az+b2+czw/lz+m2+n2 .

caso € sen} =




Se come terna di parametri direttori della retta r consideriamo la terna delle componenti del vettore
libero AB si ha che (I, m, n) = (t, 1, —2) diverso dal vettore nullo per ogni valore del parametro reale

t. Per il piano YZ di equazione x =0 si ha che (a, b, c) =(1, 0, 0). Inserendo i nostri dati nella

formula precedente si ha —J—E = i = d da cui V3r* +15=2]].
2 PP PP+ P+ (2P P+5

Elevando al quadrato si ottiene subito t* = 15 e, infine, t= :b\/l—g 3
5) Trovare 1’equazione canonica e classificare la conica di equazione

13x2:, ~103 xy'} 23y2+2x —18J§ y+13 =0

Az[_z/g _;/5] = paM)=det(A-AD=(A-8)A-12) A, =8 et A,=28

vee o Lo WEH o f b o xeoee

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 8 sono tutte e sole le coppie a(\/g , 1) VaeR-{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 12 sono tutte e sole le coppie B(1,—/3) VBeR-{0}.

Scegliendo o = —12- e B —-—%, cio¢ gli autoversori u; = (—J: -l—) u —(—l J_) si ha che la
31

matrice C=[u;, u] = % J_32 € una matrice ortogonale con detC = 1.
212

Effettuando la rotazione l: ] ': ] si ottiene 1’equazione

M)+ M) +dx +e’y' —1=0 dove [ e]=[2 -18/3]C=[-8+/3 -28]
8(x’)% +28(y")? - 83x* 28y’ +13=0

8(x*)2 —8~/3 x” +28(y’)2 — 28y’ + 13 =0

8(x” — £)2—6+28(y’—1)2—7+13=0
2 2

s~ 2242807 L =0
2 2
43

y 2 g Al
Ux® — —Y + Uy — =Y =10
(x 2) & 2)



V3

: Xy i
Effettuando la traslazione 12 si oftiene 1’equazione canonica

Y=y—5

2X?+7Y?>=0 (conica con un solo punto reale)
6) Scrivere I’equazione della sfera tangénte_ al i)ianb :3x+ 8y—6z =0 in 0(0,0,0) e avente il

centro sul piano 7’ : 2x — 3 =0.
Indicato con C(xo, Yo, Zo) 1l centro della sfera, poiché essa passa per l'origine O la sua equazione &
x> +y2 +zz—2x0x—2y0y~2zoz=0.
11 centro della sfera si trova nel punto d'intersezione del piano 7’ con la retta r passante per O €
perpendicoiafé al piano . Si vede subito che una terna di equazioni parametriche della retta r & data
da (x, y, z) = (3t, 8t, —6t). Mettendole a sistema con 1'equazione del piano 7’ si ha che 2(3t)-3 =0
ovvero to = 1/2. Da cui si ha subito che il centro della sfera & C(3/2, 4, —3).

Infine, I'equazione della sfera & x>+ v +7°—3x—8y+62=0.



GEOMETRIA 11 Febbraio 2014

1) Se esnste trovare una coppla (h k)eR wle'che 1a matnce A— 0:: h 0| non abbla tre

, S 12 3 ’
autovalon reah a due a due d1st1nt1 e, a]lo st&sso tempo, sia dlagonahzzablle
5-» 7 0
Il polinomio caratteristico di A € pa(A) =det(A-AD)=| 0 h-A 0 |=CG-A)5-A)(h-LP).
-2 k 3-A

Quindi la matrice A ha i seguenti autovalori reali A,=3, A,;=5 e A;=h. La matrice A non ha tre

autovalori reali a due a due distinti se e solo se h=5 o h=3.

5 70
Per hb=5sihache A=| 0 5 0] e che l'autovalore A,=5 ha molteplicita algebrica 2. Affinché la
-2 k 3

matrice sia diagonalizzabile & necessario e sufficiente che anche la sua molteplicita geometrica sia
2. La molteplicita geometrica ¢ uguale alla dimensione dell'autospazio E(5) ovvero alla dimensione
dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo (A—5I)X=0 che & uguale a 3—rg(A-5]).

Per cui € necessario e sufficiente che sia 3—1g(A—5I) = 2 ovvero rg(A-SI) = 1.

0 7 0
Poiché (A-5)=1g| 0 0 O | il suo rango ¢ 2 per ogni valore di k. Per cui per h=5 la matrice A
-2 k -2

non ¢ diagonalizzabile.

5 7 0
Perh=3 sihache A=| 0 3 0] e che l'autovalore A,=3 ha molteplicita algebrica 2. Affinché la
-2 k 3

matrice sia diagonalizzabile € necessario e sufficiente che anche la sua molteplicita geometrica sia
2. La molteplicita geometrica ¢ uguale alla dimensione dell'autospazio E(3) ovvero alla dimensione
dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo (A—31)X=0 che ¢ uguale a 3-rg(A-3I).

Per cui ¢ necessario e sufficiente che sia 3—1g(A—3I) = 2 ovvero rg(A-31) = 1.

2 70
Poiché (A-3I)=| 0 O O] il suo rango ¢ 1 se e solo se k=-7. Per cui la coppia richiesta &
2 k 0

(b, k) =(3,=7).



2)Del sistema 3x—y+11z—19=x-y+92-7=2x+y—6z-11=0 trovare la soluzione
generale X oppure una soluzione pérti{:olaré Xp ed una base B dello spazio delle soluzioni del
sistema lineare omogeneo ad esso associato.
3 -1 11 [=19
La matrice associata al sistemaé |1 —1 9 | —7 | Riducendola a gradino otteniamo
2 1 -6|-11

1 -1 9| -7 1 -1 9 |-7 1 -1 9 |-7 1 -1 9 |-7
3 -1 11(|(-19{—>(0 2 -16]2|(—>1]J0 1 -8|1|—>]0 1 -8|1]|—>
2 1 —-6]-11 0 3 -24) 3 0 1 -8|1 0 0 O0]O0
1 0 1 |-6
401 =8}.1 | L'ultima matrice € la matrice del sistema lineare x +z—6=y—-8z+1=0
00 0]O0

equivalente al sistema iniziale. Si vede subito che la soluzione generale di quest'ultimo sistema &
(x,¥,2)=(6-z, 821, z) = (6,1, 0) + z(-1, 8, 1).
3) Sia A(1, Ja7 ,—10). Sulla retta y =z + 9 = 0 trovare due punti B e C'tali't:he‘ il'triqngéio ABC sia
equilatero.
Si vede subito che la retta r € parallela all'asse X e una terna di sue equazioni parametriche & data da
(x,y,z) =(t, 0,-9). Se indichiamo con H(h, 0, —9) il punto d'intersezione della retta r con il piano 7
perpendicolare ad r e passante per A si ha che H la proiezione ortogonale del punto A sulla retta r.
Poiché il piano 7 & parallelo al piano YZ 1'ascissa di H € uguale a quella di A. Quindi, H(1, 0, -9).
La distanza di A da H si calcola facilmente ed & /48 =4+/3 . Poiché AH & l'altezza del triangolo
equilatero ABC si ha subito che il lato misura 8. Infine, i punti B e C sono i due punti (t,0,-9) dir
tali che la loro distanza da H € uguale a 4 (meta del lato). Per cui [t— 1| =4 ovverot; =5 e t, =-3.
Infine si ha che i1 punti richiesti sono B(5, 0;”—9) e C(-3, 0, %9).

4) Siano A( 1,0,0); B(O t, O) e C(0, O J_ 1). Trovare i valori del parametro reale t per 1 quali il
piano passante perA,Be ¢ forma col. plano XZ un angolo di ; 7 :radlant_l-

E' un problema nguardante I'angolo tra due piani. La formula che si utilizza in questo caso &
aa, +bb, +cc,
~\/a1 +B + i@+ B+

(a1, by, ¢1) =(0, 1, 0). Se indichiamo con o, il piano passante per A, B e C allora un vettore

. Se indichiamo con «; il piano XZ :y=0 si ha subito che

cost¥d=

- -

v=a,i+b, j+c,k perpendicolare al piano o, ¢ dato dal prodotto vettoriale dei due vettori



P

AB=i+tj e AC= i+11k. Tale prodotto vettoriale si calcola col determinante simbolico

i j ok
v=det| 1 ¢ O |=tf11i—+/11 j—tk.Percui(ay by, c2)=(t11,-11,-%).
0

1 Vi1
—Ji1

1 :
—_= da cul
2 V112 +11+ 212

V127 +11 =24/11. Elevando al quadrato si ottiene subito 4t = 11 e, infine, =t

Inserendo 1 nostri dati nella formula precedente si ha

5) Trovare la conica passante per i punti A(2, 0), B3, 1), C(2, 1), D4, 2), E(2, 2).

Si vede subito che i punti A, C ed E sono allineati e la retta passante peressiér:x—2=0.

Si vede subito che 1 punti A, B € D sono allineati e la retta passante per essi € s:x—y—2=0.
Quindi, la conica ¢ I'unione delle due rette r e s per cui la sua equazione €& data dal prodotto delle
due equazioni dir e s ovvero (x—2)(x—y—-2)=0.

Si vede subito che il piano richiesto ¢ il piano m passante per A e perpendicolare al vettore

CA=27-9% . Quindi, Ia sua equazione & 2(x+18) + 0(y—1)—9(z+4) = 0 ovvero 2%x~9z=0.



GEOMETRIA 11 Giugno 2014

SR e e RN UTal e
1) Per quali valori del parametro reale t la matrice A=,: g2 . :’ € diagonalizzabile?

-Tt—4 -4t

11 polinomio caratteristico di A € pa(A) = det[ i ; ﬂ:,= A%+ 6t — 7t + 326

11 discriminante di pa(A) & A = 64£°(1 — 2t).

Per t = 0 la matrice A ¢ la matrice nulla e, quindi, ¢ diagonalizzabile (essendo diagonale).

Per ogni t # 0 la matrice A non ¢ una matrice diagonale e, quindi, € diagonalizabile se e solo se
"A>0ovvero t < 1/2. Per cui la matrice A ¢ diagonalizzabile se e solo se t < 1/2.

2)Se le rette r:2x+S5y—z—1=x—-1=0 e s:5y—z=3x+ 10y—2z=0 sono sghembe, allora

calcolare la loro distanza. Altrimenti, trovare il piano che le contiene.

Si vede subito (calcolando i parametri direttori) che le due rette sono parallele e, quindi, complanari.
A questo punto si cerca il piano passante per una di esse € un punto dell'altra. Siccome s passa per
l'origine consideriamo il fascio di piani passanti per la retta r A2x+5y—z—1)+ux-1)=0
ovvero (2A+pw)x + SAy—Az— (A+p)=0. Imponendo il passaggio per l'origine O otteniamo
l'equazione lineare omogenea A+ p=0. Prendendo l'autosoluzione (A, )= (1,-1) abbiamo
un'equazione del piano richiesto x + 5y —z=0.

3)Se esistono, trovare sull’asse Y due punti A e B aventi distanza 10 dalla retta

r:y+5=z+8=0. Altrimenti motivare il perché non esistono.

Si vede subito che la retta r € parallela all'asse X. Per calcolare la distanza di un generico punto
P(0, B, 0) dell'asse Y dalla retta r si deve trovare la proiezione ortogonale Hp di P su r. Tale punto
Hp ¢ dato dall'intersezione della retta r con il piano 7 passante per P e ortogonale alla retta r.
Tenendo conto che r ¢ parallela all'asse X si ha che I'equazione di & & 1(x—0) + 0(y—f) + 0(z-0) =0
ovvero x = 0. Per cui il punto Hp ha coordinate (0, -5, —8). Ora, imponendo che [d(P, Hp)]2 =10
otteniamo l'equazione (B+5)* + 8% =100 da cui si ha che B =1 oppure B =-11. Quindi, a meno
dell'ordine, ¢ A(0, 1, 0) e B(0, 11, 0).

4) Trovare i piani contenenti 1’asse X e formanti con I’asse Y un angolo di 7/6 radianti.

Un piano contenente 1'asse X ha un'equazione del tipo Ay + pz =0 con (A, u)v #(0, 0).

Una terna di parametri direttori dell'asse Y ¢ (I, m, n) =(0, 1, 0). Utilizzando la formula per il

calcolo del seno dell'angolo compreso fra una retta ed un piano otteniamo I'equazione



A
A+

che p= ++/3 . Percuii piani richiesti sono yiﬁ z= 0.

=— da cui, con semplici calcoli, si ha p’=3A” Quindi, A # 0. Scegliendo A =1 si ha

5) Trovare I’equazione canonica della VCOI_liC;i 3x? 2 \/_3— xy + Y 4 \/E’)— X 4y =0.

Poi, classificarla.

A=[j§ ‘ﬂ = pa)=detA-AD=(A—HL = L =4 et A, =0

e [3 M) - [ IH < o

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 4 sono tutte e sole le coppie o 43, 1) YoeR-{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 0 sono tutte e sole le coppie B(1, 3 ) VBeR—-{0}.

\/—1 143

Scegliendo o= % ep =—%, cio¢ gli autoversori u; = ) =(—, —2—), si ha che la

2
REN

1
matrice C=[u;, uy] = 2 \/% € una matrice ortogonale con detC = 1.

1
212
X x| .
Effettuando la rotazione l: ]=C[ '] si ottiene I’equazione
y ¥

ME) + MY +dx +ey’ =0  dove [ e]=[4~3 —4]C=[-8 0]
4(x°) + O(y’)2 —8x>+0y> =0

Y -2 =
®-1P-1=
. X=x-1 _ . . 5
Effettuando la traslazione —_— si ottiene I’equazione canonica X" —1=0.
=P
XX+ =0 coppia di rette reali distinte parallele

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, tangenti al piano 7 : 2x — 2y +z+ 1 =0 e aventi il
centro sulla retta passante per A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z.
Dai dati si vede subito che il centro della sfera ha coordinate C(-3, 2, ).
Imponendo che la distanza del centro dal piano tangente m:2x—2y+z+1=0 sia uguale a 1
2(=3)-2()+y+1]
J2+ 2+

(raggio della sfera) si ottiene



Con semplici calcoli si ha [y-9| =3 da cui y=9+3.
Quindi, i due centri sono C;(-3, 2, 12) e Cx(-3, 2, 6).
Le equazioni delle sfere sono

x+3) + (=2 + (=12’ =1 e (x+3)>+ (y=2)’ + (z6)’ =1.



GEOMETRIA 25 Giugno 2014

1) Trovér'e _ie ’»éqliaz'ioni'delld épazio V(w, X, ¥, 2), soﬁospazid_ di R4, géngrato dalle .‘vd’ué quaterne
(0: 19-__13 O) € (_27‘09”11 0)‘

Una quaterna (w, X, y, z) di R4 appartiene al sottospazio V generato dalle due quaterne (0, 1,-1, 0) e

w o x y z
0 1
(-2,0,1,0)seesoloselamatricce A=| 0 1 -1 0| harango 2. Si vede subito che B=[ 2 0]
-2 0 1 O

€ una sottomatrice di A di rango 2 (ovvero detB & un minore non nullo di ordine 2 di A). Per il

w o x y

teorema degli orlati, la matrice A ha rango 2 se e solo se si ha che det] 0 1 —-1|=0 e

-2 0 1
w X Z
detf 0 1 0|=0. Sviluppando questi due determinanti, con semplici calcoli, si ottiene
-2 00

w+2x+2y=0 e z=0 chesonole equazioni richieste.

2) Calcolare I’area del triangolo di vertici A(0,2-1), B(2,0-3) e C(1,-3,0). Poi, trovare

I’equazione del piano per A, Be C.

Si ha subito che [AB] =2,-2,-2) e [A_)le =(1,-5, 1). Con semplici calcoli si calcola il prodotto

vettoriale [IB] x [ch]= (-12, -4, —8) =—4(3, 1, 2). Il modulo di [ZBJ X{A_)CZI ¢ 414 . L'area del

triangolo ¢ uguale alla meta di tale modulo, per cui l'area cercata & 2414 .
Tenendo conto che il vettore [AB]X[A_’C]= —4(3, 1, 2) ¢ ortogonale ai due vettori [IB] e [A_?C]

si ha subito che il vettore (3, 1, 2) ¢ ortogonale al piano per A, B e C. Quindi, un'equazione del

piano cercato & 3(x —0) + 1(y —2) +2(z+ 1) =0 ovvero 3x+y+2z=0.

3) Trovare la distanza ¢ i parametri direttori della retta di minima distanza tra le rette sghembe
r:2x—-3y+12=y+z=0es:x+7z=2x—y+2z=0.

La distanza tra le due rette r e s € uguale alla distanza di un punto di s dal piano & passante per la

retta r e parallelo alla retta s. Quindi scriviamo l'equazione A(2x —3y+12)+u(y+2z)=0 del

fascio di piani contenente la retta r. Per m ha un'equazione del tipo 2Ax +(L — 3A)y +uz + 124 =0.



2A (m-34)
1

o
e 2 _1
24 (u-34) u
Imponendo che tale piano sia parallelo alla retta s si ha che det| 1 0 7 |=0 da cui si
2 -1 2

ottiene l'equazione lineare omogenea 2A —p = 0. Una sua autosoluzione & (A, i) = (1, 2). Quindi,
7 :2x—y+2z+ 12 =0. La distanza tra le due rette r e s &€ uguale alla distanza di un punto di s dal
piano 7. Siccome la retta s passa per l'origine O si ha subito che d(r, s) =d(O, ) = 4. Tenendo
conto che sia il vettore (a, b, ¢) =(2, -1, 2) che la retta di minima distanza sono perpendicolari al
piano 7, si ha che una terna di parametri direttori della retta di minima distanza ¢ data proprio dalla
terna (I, m, ;1) =(2,-1,2).

4) Sia 1 la retta parailela :all’as;se Y "e pééSantg pet ’A(-_Jg ,77,"-\7/5 )- Trovare ‘1¢'eQuaziolii del piahi_

che contengono r e formano un angolo di 7/4 radianti con I’asse Z.
I piani richiesti (contenendo la retta r parallela all'asse Y e passante per A) sono paralleli all'asse Y
e passano per il punto A. Per cui la loro equazione ¢ del tipo
a(x+ V5)+c(z—/5)=0  con(a, )= (0,0).
Imponendo che tali piani formino un angolo di /4 radianti con I’asse Z - una cui terna di parametri

direttori & data da (I, m,n)=(0,0, 1) - e usando la formula per il calcolo del seno dell'angolo

. o 2 C s ..
compreso fra una retta ed un piano otteniamo —— =—2H———. Con semplici calcoli si ha ¢? =a’.
Va* +¢?

Quindi, a # 0, altrimenti (a, c) = (0, 0). Scegliendo a =1 si ha che ¢ =+1

Per cui le equazioni dei due piani sono (x + J5 )£ (z— J5 )=0 ovvero
x+z=0¢e ‘x—-z-rl-‘2\/§.=;0.

5) Trovare 1’equazione cahonicé della;cbn‘i‘cav 3x2 + 6xy + 3iy2 +4x + 6y +3=0.

Poi, classificarla.

3 3
A=[3 3:' = pA(l)=det(A—M)=(?\.—6)7L = M=6 et A,=0

wee = [2 LHY = [ LHY - o

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 6 sono tutte e sole le coppie (1, 1) VoeR—{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 0 sono tutte e sole le coppie B(1,-1) VBeR—{0}.
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Scegliendo o= — e = > cioé gli autoversori u; = (T ,—)euy=(——, 7), si ha che

2 2
G| 2

la matrice C=[u;, w] = fz— \/% ¢ una matrice ortogonale con detC = 1.
2] 7

y y'

Effettuando la rotazione [x] = C[x ] si ottiene 1’equazione
MY + Ay +d X +e’y +3=0 dove [d e’]=[4 6]C=[5+2 2]
60 +0(y’) +52x + 2y +3=0

3\/5(x’)2+5x’+y’+§\2/—5=0 |

=4{)

572 5, 252 3W2
32 (x + ~ S g
)y Y,

s 1172 Y 5\[2_)2
24 12

Effettuando la traslazione \2/— si ottiene 1’equazione canonica

6) Trovare il centro e il raggio della circonferenza C ottenuta secando la sfera di centro 1’origine
o) eragglo R=+/27 conil p1ano7c X + ‘2y‘.'-r,&k22v:~“9 =
Sia s la retta passante per il centro O della sfera e perpendicolare al piano w. Dai dati del problema
si vede subito che una terna di equazioni parametriche di s € data da (x,y, z) = (t, 2t, 2t) con t
parametro reale. Siccome il centro della circonferenza ¢ il punto d'intersezione del piano 7 con la
retta s, mettiamo a sistema le equazioni parametriche di s con l'equazione cartesiana di 7. Facendo
cio si ha subito che 9t—9=0 da cui t=1. Per cui il centro della circonferenza ha coordinate
(1, 2, 2). La distanza d del centro O della sfera dal piano 7 si calcola subito (con la formula della

distanza punto-piano) e si ottiene d = 3. Detto r il raggio della circonferenza si ha che e R

Quindi, ? = 27 — 9 = 18. Infine, r= V18 =3+2.



GEOMETRIA 11 Luglio 2014

1) Per quali valori del parametro reale t I’insieme B = {(EE585 8 —t,1),(6-1-1)} ¢ una base del
sottospazio S = {(x, y, Z)eR? | x+ Sy +z= 0}?

Il sottospazio S & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo formato dall'unica

equazione X + Sy + z = 0. Quindi, la dimensione di S & uguale a 3—1 = 2. Per cui una base di S & una

qualunque coppia di vettori appartenenti ad S e linearmente indipendenti.

Sostituendo la terna u = (6,— 1,— 1) alla terna delle incognite (X, y, z) nell'equazione x + Sy +z =0

del sottospazio S si oftiene subito un'identitd. Quindi, la terna u appartiene all'insieme S.

Sostituendo la terna v(t)=(f -5, —t, t) alle terna delle incognite (x,y, z) nell'equazione

X + 5y +z =0 del sottospazio S si ottiene I'equazione t(t-2)(t+2)=0. Quindi, la terna v(t) appartiene

ad S se e solo se te {0, 2, -2}.

Se t=0 allora v = (0, 0, 0) e i vettori u e v sono linearmente dipendenti.

Se t=2 allora v = (~12, 2, 2) = —2u e i vettori u e v sono linearmente dipendenti.

Se t=2 allora v = (=28, 6, -2) e i vettori u e v sono linearmente indipendenti.

Quindi, I'insieme B & una base del sottospazio S se e solo se t=-2.

2) Date le due rette parallele r:5y—z+4=x+1=0 e s: 5y - z=x=0, trovare il piano che le
contiene.

Si vede subito che la retta s passa per 'origine O. Quindj, il piano richiesto ¢ il piano passante per la

retta r e l'origine O. L'equazione del fascio di piani per r & A(Sy—z+ 4)+ux+1)=0 ovvero

Ux + 5Ay —Az + 4\ + = 0. Imponendo il passaggio per l'origine O si ottiene l'equazione lineare

omogenea 4A + 1= 0. Prendendo I'autosoluzione (A, p) = (-1, 4) si ha che un'equazione del piano

cercato ¢ 4x—Sy +z=0.

3) Trovare la distanza trale retter: 3x —~z=y=0 ¢ s y-92=x-12=0.

Si vede subito che la retta r passa per l'origine O. Quindi, la distanza tra le due rette & uguale alla

distanza dell'origine dal piano 7 passante per la retta s e parallelo alla retta r.

L'equazione del fascio di piani per s & A(y — 9z) + p(x — 12) = 0 ovvero pux + Ay —9Az —12n=0.

“L A -94
Imponendo il parallelismo con laretta r si hache det| 3 0 —1 [=0 da cui si ottiene l'equazione
01 0

lineare omogenea 271 — = 0. Prendendo 1'autosoluzione (A, 1) = (1, 27) si ha che il piano & ha
324

equazione 27x +y—-9z—-324=0.Ladistanzadi Odamé o



4) Sulla retta r perpendicolare al piano 7 : x + 2y — z = 0 e passante per il punto A(0, -3, 1) trovare i
punti che dlstano 3 dal piano Ttz +1=0.

Si vede subito che una terna di equazioni parametriche della retta r ¢ data da (x, y, z) = (t, 2t-3, —

t+1) con t parametro reale. Imponendo che un punto di r abbia distanza 3 dal piano ©‘ si ottiene

(usando la formula della distanza di un punto da un piano) l'equazione | (—t+1)+1 |=3 da cuisiaha

che t=-1 oppure t = 5. Quindi, a meno dell'ordine, & A(—l,‘ -5 2) e B(S,’?,—4)

5) Trovare I’equazione canonica della conica x>+ 10xy + y*+ 10x + 2y —

Poi, classificarla.

A=E f] = paA)=det(A-AD=A-6)A+4) = A =6 et L=—4

wee = [ SLHY = [ 2EHY -

Quindi, gli autovettori relativi a A; sono tutte e sole le coppie o(1,1) VaeR-{0} mentre gli

autovettori relativi a A, sono tutte e sole le coppie B(—1,1) VBeR—{0}.

A N L

Scegliendo o = 5 ep , cio¢ gli autoversori u; = (— ~—) (——— ) si ha che

I

Nlﬁ’wyﬁ le,

V2

la matrice C=[u;, u;] = Jg € una matrice ortogonale con detC = 1.

2

Effettuando la rotazione [X] = C[Xl si ottiene I’equazione
y y

ME)P+ M) +dx +ey’—1=0 dove [ e]=[10 2JC=[6+2 —4+2]
6(x°) —4(y’)’ +62x —42y’—1=0
6(x°)’ + 642 %" —4(y’)>—442y - 1=0

2 V2

6(x’+7)2—3—4(y’+ 7)2+2-1=0

6(x + _‘/22)2_4@’ + gf:z

3(x’+g)2—2(y’+g)2=1



V2

X =x——
Effettuando la traslazione \[‘22— si ottiene 1’equazione canonica
oy

3X2-2Y’=1 iperbole
6) Trovare il centro H e il raggio R della sfera passante per I’origine O e i punti A, B, e C di
intersezione del piaxio nox-2v_z7z_18 =0 con gli assi coordinati X, YeZ Iiépettivamcnte.

Intersecando il piano T con gli assi coordinati si ha A(18, 0, 0), B(0, -9, 0) e C(0, 0, —18).
Consideriamo l'equazione x*+y>+z*+ax+by+cz+d=0 di una generica sfera. Imponendo il
passaggio per O si ha che d = 0. Imponendo il passaggio per A si ha che a=-18. Imponendo il
passaggio per B si ha che b=29. Infine, imponendo il passaggio per C si ha che c = 18. Per cui
l'equazione della sfera € X+ y+ 72— 18x + 9y +182=0.

Dall'equazione della sfera si ricavano subito le coordinate del centro e il raggio. Infatti, sapendo che

H(-a/2, -b/2, —c/2) eR = %ﬁz +b*+¢ —4d sihaH(9,-9/2,-9) e R =27/2.



GEOMETRIA  svolgimento di uno scritto del 12 Gennaio 2011

1) Trovare una base per lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo:

C3x-—y+ilz=x-y+9z=2x+ty—62=0.

I1 sistema puo essere scritto in forma matriciale nel modo seguente : \_ /
1 -1 97x] [o | /
2 1 -6{y|=|0
y,
3 =1 11]z] |0
1 -1 9 1 -1 9
A=12 1 -6| — Gauss-Jordan — A’=|0 1 -8/ (matrice a gradini)
3 -1 11 0 0 0

Quindj, 1l sistema iniziale ¢ equivalente al sistema

1 -1 97| [o
b 3
2
Dalla seconda equazione si ha che y = 8z. Sostituendo nella prima si ottiene x = —z.
Per cui lo spazio delle soluzioni & {(x, y, zZ)eR® l y=8z,x=-z}.
Una sua base ¢ data da
UNA (qualsiasi) terna of1, -8, 1) con e R—{0}
'2) Tra le rette passanti per il punto A(3,0,-1) trovare, se esiste, quella che si appoggia all’asse X ¢
allarettar:x=z+7=0. :
Si vede subito che:
- I’asse X e la retta r sono sghembe;
- il punto A non appartiene né all’asse X né alla rettar;
Quindi, la retta cercata, chiamiamola s, esiste ed € anche unica.
Inoltre, indicato con = il piano contenente 1’asse X ¢ il punto A e con 7’ il piano contenente la retta
reil punto A, la retta s si ottiene come intersezione dei due piani (non paralleli) T e 7.
Si vede subito che il piano &t € il piano XZ di equazione y = 0.
Combinando linearmente le equazioni della retta r Ax + pu(z+7) =0 e imponendo il passaggio per
il punto A(3,0,-1) si ottiene A+2u=0. Scegliendo 1’autosoluzione (2,-1) si ottiene il piano
7’ : 2x —z — 7 = 0. Quindi, una coppia di equazioni cartesiane della retta s € la seguente:
s:2x—z—-T7=y=0



g
/

3) Trovare la distanza tra le seguentirette: r:x—3z=y=0 ¢ s:x—3z+10= y—3=
Si vede subito che : f
-ipiani x—-3z=0 e x—3z+ 10=0 sono paralleli ;

-ipiani y=0 e y—3=0 sono paralleli .

Quindi, le due rette r e s sono parallele. \
Inoltre, si vede subito che :

- la retta r passa per ’origine O(0, 0, 0) ;

- una terna di parametri direttori delle rette r e s € data da (3, 0, 1).

Per cui, indicato con A il punto d’intersezione della retta s : x —3z+10=y—3 =0 con il piano
3x +z = 0 perpendicolare ad entrambe le rette e passante per O, si ha che la distanza tra le due rette
¢ uguale alla distanza tra i due punti O e A.

Con semplici calcoli si trova che A(-1, 3, 3). Quindi, la distanza cercata &
d(r, s) =d(0O, A) = /19
4) Sulla retta r passante per il punto A(=3, 2, 5) e parallela all’asse Z trovare i punti che distano 1
dalpianom:2x -2y +z—-5=0.
Un generico punto della retta r, di parametri direttori (0, 0, 1), ha coordinate P(-3, 2, t + 5).
Utilizzando la formula della distanza punto-piano otteniamo
R(=3)-2(2) +(t+5) -9
\/22 2P+ 1

Iaxp + byP +czp + dl
\/ a® +b% +e°
Essendo t; = 13 e t, = 7 le sue soluzioni si ha che i punti cercati sono:

Pi1(=3,2,18) e Py(-3,2,12)

=1 ovvero |t— 10[=3

=d(P,n)

6) Sia X la sfera di centro Iorigine O(0,0,0) e passante per A(0,~5,0). Sia 7 il piano parallelo al
piano YZ e passante per il punto B(—4,-3, 2). Trovare il centro e il raggio della circonferenza C
ottenuta secando la sfera X col piano 7.

Si vede subito che:

- la sfera ha raggio R = 5;

- 1l piano & ha equazione x = —4;

- la distanza del centro della sfera O da &t & d(O, ) = 4;

- la retta t passante per il centro O della sfera e perpendicolare a w é 1’asse X : y=z = 0.

Quindi, il centro della circonferenza (che si ottiene come intersezione dite w) & (—4, 0, 0)

mentre il raggio della circonferenza & \/ R? -[d(O,m))* =3



5) Trovare I’equazione canonica e classificare la conica di equazione

4x2-23xy+2y% 8x +2:3y - 1=0.

A=[_TE ’f} = pa(h) =det(A—AD) = (A — H(A—5)

7L1:1 et }\,225

v o T = 8 M - oo

Quindi, gli autovettori relativi a A, = 1 sono tutte e sole le coppie (1, 43 ) VaeR—-{0}.

Di conseguenza, gli autovettori relativi a A, = 5 sono tutte e sole le coppie- B(\E ,—1) VBeR-{0}.

. 1 1 . 1 V3 B
Sceoliendo o= — e B=——, cioé gli autoversori u;=(—, —) e u; =(———, —), si ha che 1
g 2[32 B 1(22)2(22)13lea
1|5
matrice C=[u;, u] = j— 2 | ¢&una matrice ortogonale con detC = 1.
¥»>1 1
2 2

Effettuando la rotazione [ ] [ ] si ottiene I’equazione

@)+ Ay +dx +ey' —1=0  dove [@ e]=[-8 243]1C=[-1 53]

1)+ 5@ —x+543y-1=0

=0
1., Vo 15 1
)Y +S5S(Y—) =1+ —+ —
(7= )"+ 50 ) R
1.2 V3.
X —=)+5y+—) =5
=) +567+ 57)
1 1. 3 v
(X - =)+ +—)Y=1
S-Sy 5 2
Yzy‘+£
Effettuando la traslazione 12 si ottiene 1’equazione canonica
X-:X"—E

1/5X*+Y> =1 (ellisse)



GEOMETRIA svolgimento di uno scritto del 27 Gennaio 2011

: , : 1040
1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A=|0 0 4
ps(A) = det(A — AI) = A4 — M)(A + 4)
[0 4 0x 0
A=0 = [0 0 4)y|=|0 & y=0,2z=0 & (x,¥2)=(x0,0=x(1,0,0)
|0 4 0fz 0

-4 4 0 x 0 y 1 o X 0
Mh=4 = |0 -4 4 |yl=|0| & [O i _l]y =10l & x-y=0,y-2z=0 &
0 4 -4z 0 z 0

& y=x,2z5y & z=y=x & X¥,2)=(xx,x)=x(1,1,1)

0 X 0

1 10
=0 < [O { l}y =0 © x+y=0,y+z=0 &
0 z 0

&~ A~ b

0
4
4

>
W
If
|
A
S O H
N < M

S y=X,z=-y & y=—=X,z=X & (X¥,2)=x,—x,x)=x(1,-1,1)
base di E(0) = {(1, 0, 0)} , base di E@) = {(1,1, 1)} , base di E(—4) = {(1,—-1, 1)}

2) Al variare del parametro reale t, studiare il sistema lineare nelle incognite (X, y):

|

rangoA =2 < detA=2(12-t)—tt—12)=Q2+t)(12-1)#0 & teR—{-2,12}

t ot 12-1) t
-t 2} 4 _Le-12) i 0 o

T+ 002—1) 12=t 77T @+naz—y 12—t

I2x tx+ty—t=tx—12x.+ 2y;kt=0.

(12-t) t ..
(t-12) 2 matrice incompleta C =

12—t %
t=12) 2

matrice incompleta A =[

VieR—{-2, 1]

Vte R—{-2,12} — soluzione unica L (x,y) = (t/(12-1), 0)

14 -2
-14 2

—d
2

t=-—2 = rangoC= rango{ } =1=rangoA = sistema compatibile

14x —2y=-2 = Tx—-y=-1 = y=7x+1 (! soluzioni)

t=-2 -5 oolsoluzioni — (x,y)=(x,7x+1)=(0,1)+x(1,7)

. 0 12} 12
t=12 = rangoC=rango[ !

=2#1=rangoA — mnessuna soluzione
0 21|-12 : - .
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3) Scrivere le equazioni dei piani paralleli al piano YZ e aventi da esso una distanza uguale a quella
tra I’origine 0(0,0,0) e la retta r di equazione 5x —3y—34=z=0.
Si vede subito che la retta r & una retta del piano XY. Utilizzando la formula della distanza di un

0=-30-34|
L . - 34 [se-3°
punto da una retta (nel piano) si calcola subito che d(O, 1) = IT_— =+34. =
34 \I 34 5

I piani paralleli al piano YZ : x =0 hanno un equazione del tipo x =k. La loro distanza dal piano

YZ ¢é uguale a |k|. Ponendo |k| = J34 siottiene k = ++/34. Quindi, le equazioni richieste sono

4) Siano A(0, 3, V3) € B(t, 0, 0). Trovare i valori del parametro reale t per i quali la retta r
passante per A ¢ B forma col piano YZ un angolo di 7U/6 radianti.

Una terna di parametri direttori (1, m, n) della retta r & data dalle componenti (t, 3, /3 ) del vettore

AB. Per cui (I, m, n) = (t, 3, —'\/5). Per il piano YZ : x =0 si ha che (a, b, c) = (1, 0, 0).

1+bm+
Utilizzando la formula dell’angolo tra una retta e un piano |a n cn| = sin(E)
\/a2+b2+c2 1> +m? +n? 6

e t 1 e . .
si ottiene —u— == ovvero t>=4. Quindi, i valori cercati sono \B

ViZ +12

6) Scrivere I’equazione della sfera tangente. al piano T : 6x + 5y +3z=0 in 0(0,0,0) e avente il
centro sul piano 1’ :‘,2y 520

Poiché passa per I’origine O, 1’equazione della sfera € del tipo x2+y*+z2+ax+by+cz=0.

1l centro C della sfera & il punto d’intersezione del piano 7’ con la retta r perpendicolare a T ¢

passante per O. Si vede subito che la retta r ha equazioni parametriche (X, Yy, z) = (6t, 5t, 3t).

Intersecando r con T si ottiene 10t —5=0 dacui t= 1/2. Quindi, C(3, 5/2, 3/2).

Ricordando che C(-a/2, —b/2, —/2) si ha subito chea=—-6,b=-5ec=-3.

Per cui I’equazione della sfera é:

x2+y2+22-6x—5y-3z=0
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5) Trovare 1’equazione canonica e classificare la conica di equazione
7x2 - 2421 xy + 392 +221x -6y +23 =0
7 =21
A= - pa(}) = det(A — AT) = A(A — 10)
[— J21 3 J
}\,1 =0 et )\.2 =10

o+ T = [ LM = e

Quindi, gli autovettori relativi a A; =0 sono tutte e sole le coppie a(\/g A7 ) YoeR-{0}. Di

conseguenza gli autovettori relativi a A, = 10 sono tutte e sole le coppie B(+/7 ,—+/3) VBeR—-{0}.

Scegliendo o = ——I—'e B= 1 cio¢ gli autoversori u; = (—\/i I7—) euy= (——‘\/i ﬁ) si
Jio Jio’ Vio’ V1o Vio’ Vio”
3| 7
ha che la matrice C = [u;, u,] = ‘/ﬁ ‘ﬁa € una matrice ortogonale con detC = 1.
[a; , up] ﬁ \/3- 24
V10 | 1o

X x'
Effettuando la rotazione [ }:C[ '] si ottiene 1’equazione
y y

ME)E+Ma(Y) 2 +dx +e'y +23=0 dove [ e]=[2v21 —6]C=[0 —2+30]
0(x’)2 + 10(y")% + 0x’ = 2+/30y’ +23 =0

+20=0

30

30
¥ or s o B o)
(v 10)

V30

Effettuando la traslazione Y =y’ — Ty si ottiene I’equazione canonica

Y2+2=0 (conica senza punti reali)



GEOMETRIA Svolgimento di uno scritto del 14 Febbraio 2011

c\oo
c:cu

' 1) Trovare autovalon ed autovettorl della matnce A—

0
0
4

Si ha che pa(A) = det(A —AI)=det| 0 (9 x) } O -V -16)=(9 - V)L — 4L+ 4)

4
-9 0 4 |x 0
-9 4 {Ix 0
rM=9 0 0 O jfy|=|0] & = o x=z=0
4 -9z 0
4 0 -9§z 0

Quindi, gli autovettori relativi a ).1 9 sono tutti e soli i vettori  t(0, 1, 0) Yte R—{O}

-4 0 4 |x 0 1 0 —-1|x 0
=4 0 5 0]y(=|0] & |01 O0fy|=|0] & z=xety=0
4 0 —-4jz 0 1 0 -1}z 0
Quindi, gli autovettori relativi a A, =4 sono tutti e soli i vettori t(1, 0, I)Vte R—{O}

4 0 4fx| |0 1 0 1{x 0
As=—4 0 13 O0fy[=|0] & |0 1 Ofjy[=|0| & z=—=xety=0
4 0 4]z 0 1 0 1z 0

Quindi, gli autovettori relativi a 7L3 —4 sono tutti e soli i vettori  t(1, 0 —l) Vte R—{ﬂ}

7) Scrivere I'equazione del piano passante per il punto A(+19,-25,12), parallelo alla retta
r:4x+z+10 =3x+y-2= Oe pemendicolﬁe"al»piano T3y +4z + =0

Il piano 7’ richiesto appartiene alla stella di piani passanti per A quindi la sua equazione € del tipo

a(x — V19 ) +b(y +25) + c(z - 12) =0

a b c
Il piano m’ éparalleloallarettar < det|4 0 1|=0 < 3b+dc—a=0 (1) \(
310

Il piano 7’ & perpendicolare al piano © < 3b+4c=0 (2)
Da(1)e(2)sihache 3b+4c=0 et a=0.Per cuiuna tema (a, b, ¢) # (0,0,0) ¢ la terna (0, 4, -3).

Quindi, un’equazione del piano € 4(y +25)—3(z—12)=0 ovvero

nw:4y—-32+136=0



3) Trovare ladistanzatralerette 1:3x—2y—72=x+z=0 e s:Sy+2z=x-2y—2z=0.
Si vede subito che I’origine O(0, 0, 0) appartiene alla retta s.
Consideriamo il fascio di piani contenenti la retta r
ABx—-2y—-72)+u(x+z)=0 ovvero (BA+u)x —2Ay+pz—721=0
Imponendo la condizione di parallelismo con la retta s otteniamo
GrA+p) =24 pn )
det| O 5 2 |=0 ovvero 2A+p=0 \ ,«
1 -2 =2 V
Per cui esiste un unico piano 7 contenente 1 e parallelo ad s (quindi, r e s non sono parallele).
Scegliendo 1’autosoluzione (A, p) = (1, —2) un’equazione di t & x — 2y —2z— 72 = 0. La distanza

tra le due rette r e s & uguale alla distanza dell’origine O(0, 0, 0) dal piano &. Utilizzando la formula

72 .
della distanza punto-piano si ha subito che d(O, 1) = I_JTI .Percui d(r,s) =24

4)Siarla fetfa parallela all"’a_sse Ye péssante per A(6,1,-2 V3 ) TfoVare_ i pi'a'ni che cohténgond e
formano un angolb di 7/3 radianti con il piano YZ.
Poiché i piani richiesti contengono il punto A hanno un’equazione del tipo
a(x—6)+b(y—1)+cz+23)=0 &

Inoltre, i piani (contenendo la retta r) sono paralleli all’asse Y. Quindi, b = 0.

Utilizzando la formula dell’angolo tra due piani il = icos(g)
da2 2 el \/(a.)z +(b)2 +(c')> 3
dove (a’,b’,¢’)=(1, 0, 0) sono i coefficienti delle incognite dell’equazione del piano YZ: x =0,

a

otteniamo ————
v a2

=+— ovvero c?=3a% Scegliendo a= 1 otteniamo ¢ = +4/3. Quindi,

2

151'? x+V3z=0 , m:x— \V3z-12=0

6) Scrivere I’equazione di una sfera e 1’equazione del piano la cui intersezione sia la circonferenza
che passa per i punti O(0, 0, 0), A(0, 2, 0) e B(0, 0, -17).

Si vede subito che il piano contenente la circonferenza & il piano YZ di equazione X =0.

Imponendo il passaggio di una generica sfera x> +y* + 22 +ax +by +cz +d =0

per i3 punti O, A e Bsiottiene d=0,b=-2 e c=17. Quindj, la sfera ha un’equazione del tipo

x2+y2~+zz+ax—2y+l7z=0 VaeR



S)'Trbvare l’équaZiqné canonica della conica: L 3x2+2 w/gxy+ y2 = 18x+ 2\/5 v+ 24 =0

Poi, classificarla.

A=[j’§ ﬂ ; pa()) = det(A —AT) = A% — 4)

M=4 et =0

v [ SR = B SR = s

Quindi, gli autovettori relativi a A; = 4 sono tutte e sole le coppie (l(-\/g , 1) VaeR-{0}.

Di conseguenza gli autovettori relativi a A, = 0 sono tutte e sole le coppie B(1, =B ) VBeR-{0}.

Scegliendo o = El e P =——;—, cio¢ gli autoversori u; = (ﬁ, %) eu= (—%, —?), si ha che la

2

V3|1
matrice C=[u;,uy] = % \/32 ¢ una matrice ortogonale con detC = 1.
212

X x'
Effettuando la rotazione [ ]:C{ ':I si ottiene I’equazione
y y

M) +da(y) 2 +dx +e’y +24=0 dove [d° e]=[-18 243]C=[-83 12]
4(x°)% + 0(y" )2 —83x" + 12y’ +24=0

(x’)2—2\/§x’+3y’+6=0

S+3(y’+1)=0

v +1=—13)x - V3)?

Y =y'+1 e " ) )
si ottiene 1’equazione canonica
x'—\/?_>

Effettuando la traslazione {

=_(1/3)X*> (parabola)



GEOMETRIA 20 Luglio 2011

1) Sia A la matrice avente (-1,0,h), (1,-2,4) e (0,k, 1) come L, II e III riga rispettivamente.
Se esistono, trovare 1 valori dei parametri reali h e k per i quali il vettore v= (-4, -1, 1) ¢ un

autovettore di A. Scrivere anche il suo autovalore.

Indicato con A I’autovalore di v, dalla relazione Av = Av si ottiene il seguente sistema:

4+h=—4A
—44+2+4=-)
—k+1=A

dal quale subito si hache A=-2,h=4ek=3
2) Sia A(1, V47 ,~10). Sulla retta r: y=z+ 9 =0 trovare due punti B e C tali che il triangolo

ABC sia equilatero.

Indichiamo con 2d la lunghezza del lato del triangolo equilatero ABC e con H il punto medio del
lato AB. Siccome Her si ha che H(h, 0, —9). Per cui le coordinate dei punti B e C cercati saranno
(b%d, 0, —9). Tenendo conto che AH ¢ anche un’altezza del triangolo ABC e che la retta r & parallela

all’asse X, si vede subito che H(1, 0, —9), cio¢ h = 1. L’altezza AH ¢& uguale alla distanza di A da H

che si calcola subito ed & v/48 = 4+/3 . Per cui il lato del triangolo equilatero & 2d = § da cui d = 4.

Quindi, i punti cercati sono B(=3, 0,-9) e C(5, 0,-9)

3)Sianor:2x+7=2x+5z+7=0es:3y+20=3y+ 5z=0. Sia t la retta di minima distanza tra
r e s. Sia d la distanza tra i punti A e H di intersezione di t con r e s rispettivamente. Siano B e C

1 punti di s aventi distanza 2d da A. Calcolare 1’area del triangolo ABC.

Si vede subito cher:2x+7=z=0es:3y+20=2z—4=0. Quindi, r ¢ una retta parallela all’asse
Y del piano z=0, mentre s € una retta parallela all’asse X del piano z=4. Per cui

d=d(A, H)=d(r,s) =4. Essendo AB=AC=2AH, si vede subito che il triangolo ABC ¢

equiesteso ad un triangolo equilatero di lato 2d = 8. Quindi, la sua area & d° V3=1643
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4) Trovare 1 parametri direttori delle rette che si trovano sul piano 4x — y +10 =0 e formano un

angolo di m/4 radianti col piano z + 5 = 0.

Indichiamo con v=(1,m,n) un vettore parallelo alle rette e con u=(4,-1, 0) un vettore
perpendicolare al piano 7 : 4x —y + 10 = 0. Poiché le rette sono parallele al piano wsi hacheme v
sono perpendicolari tra loro, Quindi, 4l-m=0 ovvero m=41. Ora applichiamo la formula

dell’angolo tra una retta e un piano dove la retta ha parametri direttori (1, m, n) = (1, 41, n) e il piano
o 2 ninto 172
2+ +n2 2

¢ perpendicolare al vettore (a, b, c) = (0, 0, 1). Si ha che

Per cui i parametri direttori sono I(1, 4,i\/ 17) VieR-{0}
5) Trovare i punti d’intersezione con gli assi coordinati X e Y della parabola avente come

direttrice la retta x =2 e come fuoco il punto F(0, —3).

Indicato con (x, 0) un generico punto dell’asse X, imponendo che sia equidistante dalla direttrice e
dal fuoco si ha subito che (x — 2)* = (x —0)* + (0 + 3)* da cui 4x =—5. Quindi, A(_5/4, 0).

Indicato con (0, y) un generico punto dell’asse Y, imponendo che sia equidistante dalla direttrice e
dal fuoco si ha subito che (0—2)’=(0-0)’+(y+3)> da cui y*+6y+5=(y+1)y+5)=0.
Quindi, B(0,-1) e C(0,-5).

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, aventi il centro sulla retta passante per A(-3,2,5)e

parallela all’asse Z e tangenti al piano 7t : 2x — 2y +z+ 1 =0.

I centro delle sfere appartiene alla retta di equazioni parametriche (x, y, z) = (-3, 2, t+5).
2(=3)-2(2) +(t+5) +]
V22 +(22 +12

Imponendo che la distanza del centro dal piano 7 sia 1 si ottiene =1da cui

[t - 4| =3 ovverot; =1 e t; = 7. Quindi, i centri e le equazioni delle due delle sfere sono:

Ci(-3,2,6) e (x+ 3’ + (y-2)> + (z—6)* =11
C2(-3,2,12) e (x+3)’+(y-2)*+(z-12)*=1



GEOMETRIA 8 Settembre 2011

5 00
% 1) Se possibile, scrivere una base di R3 formata da autovettori della matrice A=| 15 0 0.
-10 0 O

Il polinomio caratteristico di A ¢ ps(A) = 7L2(5 -A).
Per I’autovalore 7\,1 =0 si ottiene I’equazione x = 0. Quindi, i suoi autovettori sono tutti e soli 1

vettori non nulli del tipo € (0, y, z). Per cui una base del suo autospazio ¢ {(0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Per I’autovalore Ay =5 si ottiene il sistema y — 3x = 2x + z = 0. Quindi, i suoi autovettori sono tutti
e soli 1 vettori non nulli del tipo ¢ (x, 3x, —2x). Per cui una base del suo autospazio ¢ {(1, 3,-2)}.

Infine, una base di base di R3 formata da autovettori della matrice &
{(0,1,0), (0,0, 1), (1, 3, -2);.
2)Sia s la retta passante per il punto A(9,0,-5), parallela al piano m:2x+3z+17=0 e
perpendicolare alla retta r: x +2y—11=3y+2z+9=0. Trovare le coordinate del punto A

d’intersezione tra la retta s e il piano YZ.

Indichiamo con (1, m, n) una tema di parametri direttori della retta s. Dalle equazioni cartesiane di r
si trova subito che una terna di parametri direttori per la retta r € (2, -1, 3). Imponendo che s sia
perpendicolare a r si ha che 21— m + 3n = 0. Imponendo che s sia parallela al piano 7 si ha che
21+ 3n=0. Da queste due equazioni si ha che m =21+ 3n=0. Quindi, una tema di parametri
difettori dise (3,0,-2)=0. Per cui x,¥,2z)=(3t+9, 0,2t - 5) sono delle equazioni parametriche

di s. Intersecando s con il piano YZ di equazione x = 0 si ha che 3t + 9 =0 da cui t =-3.

Sostituendo t = -3 nelle equazioni parametriche di s otteniamo A(0, 0, 1).

3) Trovare la distanza e i parametri direttori della retta di minima distanza tra le rette sghembe
r:2x-3y+12=y+z=0es:x+7z=2x-y+2z=0.

Si vede subito che I’origine O(0, 0, O)es. Combinando linearmente le equazioni della retta r

otteniamo 1’equazione 2Ax + (i —3A)y + uz+ 124 =0 di un generico piano contenente la retta r.

Ora imponiamo che tale piano sia paralielo alla retta s. Dalla condizione di parallelismo retta-piano

otteniamo 2A —p = 0. Una soluzione non banale ¢ (A, w) =(1, 2). Per cui il piano 7 cercato ha

equazione 2x —y + 2z + 12 = (. Siccome la retta di minima distanza € perpendicolare a tale piano si



ha subito che una sua terna di parametri direttori ¢ (1, m, n) = (2, -1, 2) Invece, la distanza tra
le due rette r e s € uguale alla distanza di un punto di s (nel nostro caso I’origine O) dal piano 7.

Utilizzando la formula della distanza punto-piano si ha subito che d(r, S)= d((), n)=4.

4) Sia 1 la retta parallela all’asse Z e passante per A(4\/§ , 12, —2-\[5 )- Trovare le equazioni dei
piani che contengono r e formano un angolo di 7/3 radianti con 1’asse X.

I piani cercati sono paralleli all’asse Z (contenendo r parallela all’asse Z). Inoltre, essi contengono

anche il punto A. Quindi la loro equazione & del tipo a(x —A~3 ) +b(y—12)=0. Una terna di

parametri direttori dell’asse X ¢ (1, m, n) = (1, 0, 0). Utilizzando la formula dell’angolo retta-piano

otteniamo che a2 = 3b2 da cui a = ++/3 b. Posto b= 1 si ha che a = +/3 . Per cui i due piani sono

+3(x-43)+y-12=0. J§x+y—24=0e\/§x—y=0

5) Trovare 1’equazione canonica della seguente conica 3x2— 2xy + 3y2+ 2x—6y+7=0
3 -1

. 11 suo polinomio
-1 3

La matrice del complesso dei termini di secondo grado & A = [

caratteristico € pp(A) = A2— 6L+ 8= (A —2)(A —4). Per I’autovalore A =2 si ottiene 1’equazione

x —y = 0. Quindi, i suoi autovettori sono tutti e soli i vettori non nulli del tipo € (x, x). Per cui una

base del suo autospazio ¢ data dal vettore (1,1). Per cui la matrice della rotazione &

1|11 -1
C =—[ . Si ha subito che [2 —6]C= [—2\/5 42 ]. Dopo la rotazione la conica ha

V2[1 1
equazione 2(x’)2+ 4(y’)2—2\/5 X =42 y+7=0 ovvero
2x* = 22+ 40y = /N2 )2 +4=0. Effettuando la traslazione

(X, Y)=(x—1/v2,y — 1//2) si ottiene infine X2/2+Y2=_1.

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, tangenti al piano w: 2x —2y +z+ 1 =0 e aventi il
centro sulla retta r passante per A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z.

Si vede subito che (X, y, z) = (-3, 2, t+ 5) sono delle equazioni parametriche per r. Quindi, i centri

di tale sfere hanno coordinate del tipo (-3, 2, t + 5). Siccome le sfere sono tangenti al piano 7t il loro

raggio € uguale alla distanza dei loro centri da . Utilizzando la formula della distanza punto-piano

si ha subito che [t —4| =3 da cui t] = 1 e ty = 7. Quindji, i centri sono C1(-3,2,6) e Cy(-3, 2, 12).

Per cui le sfere cercate sono



K+NH(Y-22+@2z-62=1 e x+3I+(y-22+@z-12)2=1



Soluzioni dello seritto di Geometria del 4 Febbraio 2010

1) Trovare gli autovalori e gli autovettori

1 0 5
della matrice A=|0 0 0.
4 0 0

Pa() = CR)[(1 - A)(A) — 20] = M5 — A)(A + 4)
2.1 =0 uy = a(0, 1, 0)

A,z=5
X3=—4 (A+4Du;=0 u3=OL(1,0,-—1) Vo0

Au‘ =0 Yo#0

(A-5Du,=0 uwp=0Y5,0,4) Voz0

2) Scrivere I’equazione del piano 7
che contiene le seguenti rette:
r:2x+3y-3z-3=x-3=0c¢
s:y—z=x+2y-2z=0. \(

Tt:x+3y-3z=0

Dal testo si ha che r e s sono complanari.

Combinando linearmente le equazioni di r e imponendo il
passaggio per il punto O (che appartiene a s ma non a 1) si
ottiene I’equazione x + 3y —3z=0 del piano m.

[Poi, & facile verificare che s € contenuta in 7. Infatti, oltre

al punto O, anche il punto A(0, 1, 1) di s appartiene a 1.]

3) Scrivere delle equazioni per larettar
passante per il punto A(0, 0, 3), parallela
alpianomw:2x—-3y+z=0 ¢
perpendicolare alla retta
s:x+3=3y+z-6=0.

x=4t y=3t z=t+3

I parametri direttori della retta s sono (0, 1, —3). Per cui i
parametri direttori di r (perpendicolare a s) sono (¢, 3, 1).
Imponendo la condizione di parallelismo col piano 7 si ha
che 2 — 8 =0 da cui £= 4. Poiché r passa per A(0, 0, 3) le
sue equazioni parametriche sono (X, y, z) = (4t, 3t, t + 3).
Da queste si puo passare alle due equazioni cartesiane

seguenti x—4z+12=y-3z+9=0.

4) Calcolare la distanza tra le rette
r:x—-3y=z+3=0 e
s:z=x-3y-10=0.

d(r, s) = V19

Le due rette sono parallele tra loro in quanto entrambe
hanno parametri direttori proporzionali a (3, 1, 0).

11 piano 7 passante per il punto A(0, 0,-3)dire
ortogonale ad r (e ad s) ha equazione 3x +y=0.
L’intersezione tra s e ¢ & il punto B(1, -3, 0). La distanza

tra le due rette € uguale alla distanza tra i due punti A e B.

5) Scrivere I’equazione canonica della
conica x> — 10xy +y* + 10x — 2y + 3 =0.

\

Poi, classificarla.

A= [ 15 _15] pA) =[(A—1)*-25]= (A + )X~ 6)

M =—4 BasediE.) = {(1,1)}
A, =6 BasediEs = {(-1,1)}

Moltiplicando per 1/ V2 si ottengono 1 versori.

. X 1|1 -1jx
Rotazione =—
y| J2[1 1]y
4+ 67+ 42 x— 642y +3=0
—4x-1/V2 P+ 6(y-1/42 > +2=0
Traslazione X=x—-1/V2 e Y=y-1/42

2X*-3Y?=1 iperbole

6) Scrivere ’equazione della sfera che ha
il centro sul pianom:2y—-3=0
ed ¢ tangente nel punto A(4, 0, -2) %

al piano 7’ : 2x —3y + 4z =0.

X+y*+722—6x—-3y+8z+20=0

La retta r (ortogonale a T’ e passante per A) ha equazioni
parametriche (%, y, z) = (2t + 4, —3t, 4t — 2) e incontra il
piano 7 : 2y — 3 = 0 nel centro C(3, 3/2, —4) della sfera.
Quindi, I’equazione & x> +y* + zZ° — 6x — 3y + 8z +d =0.
Imponendo il passaggio per A si ha che d = 20.

Oppure, si calcola R? = [d(C, A))* = 29/4 e si scrive
’equazione (x—3)*+ (y—3/2)° + (z+4)* =29/4




Soluzioni dello scritto di Geometria del 18 Febbraio 2010

1) Trovare una base per ogni autospazio

-4 0 0
della matrice A=|{10 1 0
=2 =] =4

pa) = (1 =N +4)
;\«1 =1 ma(M) =] = mg(kl)—'— 1
7\,2 =—4 ma(;\,z) =2

L’autospazio relativo a A, = 1 ha equazioni x =y + 5z =0
Quindi, una sua base € costituita da un qualunque vettore non
nullo proporzionale al vettore (0,—5, 1)

L’autospazio relativo a A, =—4 ha equazione 2x + y = 0 per

cui & my(A;) =2 e una sua base ¢ una qualunque coppia

ordinata di suoi vettori linearmente indipendenti, ad esempio

(1,—2,0)¢(0,0,1).

2) Trovare i parametri direttori della
retta che passa per A(0, 2, 0)
e si appoggia alle rette:
r:x—-2=y-1=0e
s:y—3=z-9=0.

o2,-1,-9) Voz

Combinando linearmente le equazioni di r e imponendo il
passaggio per il punto A si ottiene il piano x +2y—4=0.
Combinando linearmente le equazioni di s e imponendo il
passaggio per il punto A si ottiene il piano 9y —z—18=0.
Dalle equazioni cartesiane x +2y—4=9y—z—18=0 della

retta si trovano subito i suoi parametri direttori.

3) Scrivere I’equazione del piano
passante per il punto A(0, 2, 0),
perpendicolare al piano 7 : X + 3y —
4z = 0 e parallelo alla retta
riy+2=x+4z+6=0.

x+5y+4z—10=0

Poiché passa per A(0, 2, 0) il piano ha un’equazione del tipo
ax + b(y — 2) + cz= 0 con i coefficienti (a, b, ¢) # (0, 0, 0) da
determinare. Imponendo la condizione di parallelismo con la
retta r si ha che ¢ = 4a. Imponendo, poi, la condizione di
perpendicolarita col piano 7 si ottiene b = 5a. Quindi, si ha

I’equazione ax + 5ay + 4az—10a=0 Vaz0.

4) Calcolare la distanza tra le rette
r:2x-3y=z+9=0¢e¢
s:y=2x-2z-1=0.

d(r,s)= J17

Combinando linearmente le equazioni di s si ottiene il fascio
di piani 2px + Ay —2pz — p = 0. Imponendo la condizione di
parallelismo con la retta r si ha che A = 3. Scelto p= 1, si
ha che il piano 7 : 2x — 3y — 2z — 1 = 0 € I’'unico piano per s
parallelo ad r. Quindi, le due rette non sono parallele e la loro
distanza & uguale alla distanza di un qualsiasi punto dir - ad

esempio A(0, 0, —9) - dal piano .

5) Scrivere I’equazione canonica della
conica
4x* — 12xy + 9y* —4x + 6y + 66 = 0.
Poi, classificarla.

4 -6
A=[_6 9]pA(7»)—7\(7»—13)

A,=13 BasediE; = {(2,-3)}
A,=0 BasediE, = {(3;2)}

Moltiplicando per 1/ JB si ottengono i versori.

Finfacsions mzﬁ[_ﬂ ;M

13— 213x+66=0 13(x—1/413)*+65=0
()_(—l/s/1_3)2+5=0 Traslazione X=§~l/~/’1—3‘

X?>+5=0 conica senza punti reali

6) Trovare le coordinate dei centri delle
due sfere di raggio R = 15 che secano
il piano 7 : 2x + 3y —z = 0 nella
circonferenza di centro H(3,—2,0) e
raggior = 13.

C1(77 49 - 2) CZ(” 17 - 83 2)

1 centri C,, delle sfere si trovano sulla retta s passante per H e
ortogonale a T le cui equazioni parametriche sono

(%, y,z) = (2t + 3, 3t— 2, - t). Per cui [d(Cyp, H)’ = 141",
D’altronde & anche [d(C, H)]* = R* — I = (R-1)(R+1) = 56.
Da 14t = 56 si ha t* =4 e, quindi, t;» =% 2. Sostituendo tali

valori nelle equazioni parametriche di s si trovano i centri.




Soluzioni dello scritto di Geometria del 25 Febbraio 2010

—4 (t+3) -2 Si ha subito che ps(A) = (1 — A)(A + 4)°. Quindi, A &
1) SiaA=| 0 1  —t| con t parametro diagonalizzabile se e solo se my(— 4) = m,(—4) = 2, cioé
2 & =4 0 (t+3) -2
reale. Se esistono, trovare i valoriditperi |seesoloseilrangodi(A+4D)=10 5 -—tje
s : 5 ] . 0 0 0
quali la matrice A ¢ diagonalizzabile (cioe
t+3) -2
esiste una base di R? formata da autovettori di A). uguale a 1, ovvero det [( 5 ) t] =2-t)(t+5)=0.
t1 =2 tz =-5

2) Scrivere delle equazioni per la retta di Dalle equazioni di r e s si vede che tali rette si trovano su
minima distanza delle rette (sghembe) due piani paralleli al piano o : x = 0. Quindi, la retta di
FrmBsip =Tl o minima distanza si pud ottenere come intersezione del

’ piano B : y — 5 =0 contenente r e perpendicolare a o €
srx—3=x+5z=0. . )
: del piano y: z + 1 = 0 contenente s e perpendicolare a c.
y—-5=z+1=0

3) Trovare le coordinate dei punti della retta | I punti di r hanno coordinate (x, y, z) = (t, — 3/4, 3V5).
r:3x—5z=4y+3 =0 che si trovano a Utilizzando la formula della distanza punto-piano si ha

. . che [t—3|=4 dacuitj=7et,=—1.
distanza 4 dal piano ot : x -3 =0.
(7,—3/4,21/5) (-1,—3/4,—3/5)

4) Sia o il piano passante per i punti Il vettore v = (5t, 54/2 , — t+/2 ), risultato del prodotto
A(¥2, 0, 0), B(0, t, 0) e C(0, 0, — 5). vettoriale di CB = (0, t, 5) e CA=(~2,0,5), &
Trovare i valori di t per i quali il piano o perpendicolare al piano o. Il vettoreu= (0, 1, 0) &

. . parallelo all’asse Y. Utilizzando il fatto che il seno
forma una angolo di /6 radianti
dell’angolo (retta-piano) tra I’asse Y e il piano o &
con I’asse Y. uguale al valore assoluto del coseno dell’angolo
t=1x5 ﬁ /3 compreso tra i vettori u e v si perviene all’equazione
9t = 50.

5) Scrivere I’equazione canonica della conica | Moltiplicando per 1/+/2 si ottengono i versori.

5x2—2xy + 5y’ +2x — 10y + 5=0. _ H ] [1 _lr}
Rotazione =—
Poi, classificarla. y] V2|1 1]y
5 4+ 6y~ 42 x-62y+5=0

A= MN=A-49HA-6

[—1 5} AN = (A=A ~6) 4x—1/2 P +6(x-1/+2)Y=0
M =4 BasediEs ={(1, 1)} Traslazione X=§-l/w/§ Y=y- 12
A,=6 BasediEs = {(-1, 1)} 2X>+3Y>=0 conica con un solo punto reale

6) Stabilire la mutua posizione delle sfere: La sfera S, ha centro Cy(2, — 4, 4) e raggio R, = 6.

S; :x2+y2+zz—4x+8y—82=0
Sy : x>+ ¥ + 22 — 10x + 20y — 20z + 216 =0

tangenti esternamente

La sfera S, ha centro C(5, — 10, 10) e raggio R, = 3.
La distanza tra i due centri € d(C;, C,) =9.
Poiché d(C;, C;) =R; +R; le due sfere sono tangenti

esternamente.




Soluzioni dello scritto di Geometria del 28 Maggio 2009

1) Trovare le equazioni del sottospazio
V(W, X, y, z) <R* generato dalle quaterne

c1=(0,0,2-1) e ¢2=(0,-1,1,0).

W X Yy z
w,x,y,2 eV & 1g{0 0 2 -1|=2
0 -1 1 0O

2 -1
Applicando il teorema degli orlati al minore [1 0 :‘

si ottengono le equazioni w=Xx+y+2z=0

2) Trovare una base per OGNI autospazio
della matrice A avente (0,3, 12),(0,4,0) e
(0, 3, 0) come L, II e III riga rispettivamente.

Poi, dire se A & diagonalizzabile.

Pa) = (4 =M1

Base di Eo = {(1, 0, 0)}

Base di E4 = {(6, 4, 3)}

A non ¢ diagonalizzabile in quanto non & possibile

trovare tre suoi autovettori linearmente indipendenti

3) Sia r la retta per A(0, ) eB(-5,1, 1) e
7 il piano (t-1)x +9y+tz—10=0.
Studiare, al variare del parametro reale t, la

mutua posizione della retta r € il piano 7.

BA=(5,0,t-1) vy=(t-1,9,1)
r//m & BALvy & (t1)(t+5)=0
t=1 (Aen) r e contenutain 7

t=-5 (Agmn) r éstrett. parallelaa

Vte R—{1,-5,} r éincidente

4) Sulla retta r passante per il punto A(-3, 1, 0)
e perpendicolare al piano : x — 2y +z =0,
trovare i punti che distano 6 dal piano

n:y+1=0.

rlnt = (,m,n)=(1,-2,1)

P(x,v,z)er & (x,¥,z)=(t3,-2t+],1)
dP,7)=6 < |[2t+1)+1|=6

tt=4 = Pi(1,-7,4) t,=-2 = Py(-5,5,-2)

5) Trovare ’equazione canonica e, poi,

classificare la seguente conica:

9x2 — 10xy + 9y? + 44x — 12y +32=0

[9
A=
3

AM=4 BasediEs ={(1,1)}

ﬂ pa() = (4)(A-14)

wosaoe (7)1 )]

4x? + 14y* + 162 x - 282y +32=0
Ax+22 P + 14— 2 -28=0
Traslazione X=)_(+2\[2— e Y=y—\/§
4X* +14Y* =28

x? y?
A,=14 BasediE;4 ={(-1,1)} T+T =1 ELLISSE
6) Studiare la mutua posizione delle sfere: Ci=@G,-3,1) R;1=5 C,=(1,-2,3) Rp=2
S :xX2+y +Z22—6x+6y-22—-6=0 e D=d(C;, C2)=3

S X2 +yY+22-2x+4y—-62+10=0

D=R,-R, = S, é¢interna e tangente ad S,




Soluzioni dello scritto di Geometria del 24 Giugno 2009

1) Sia A la matrice avente (0, t>- 16, t(t — 4), 0)
e (0, 2— 4t, (t—4)(t + 4), 0) come I e I riga
rispettivamente. Studiare, al variare del

parametro reale t, il rango della matrice A.

2 _ _
SiaB:l:t 16 t(t—4)

> (sottomatrice di A)
t“—4t (t—4)(t+4)

detB = 8(t + 2)(t—4)*> (minore di ordine 2 di A)

VteR\{-2,4} = detB#0 = rg(A)=2

0 —-12 12 0
t=-2 > A= = rg(A) =
[o 12 -12 0} re(a)=1
0 0 0O
t=4 A= =
=3 [O 8 B 0] = rg(A)=0

2) Trovare i parametri direttori della retta
passante per 1’origine O(0, 0, 0) che si s
appoggiaallaretta r:z=4x-y+7z+11=0

eallaretta s:11x+y-3z—-14=x+3y=0.

Dalle equazioni delle rette r ed s si ha subito che il
piano contenente r e O € z = 0 e il piano contenente s

eOéx+3y=0percuilarettae z=x+3y=0.

Quindi, i parametri direttori sono (3,—1, 0)

3) Calcolare I’area del triangolo di vertici
A(O’ 45—5)’ B(43 0’_3) € C(55_3, 0)' 0
Poi, scrivere 1’equazione del piano che

contiene il triangolo ABC.

ACAAB=2v con v=3i+5j+4k
area ABC = ||[ACAABJ|/2 = |v]| = /50 = 542

vineAen = W:3x+5y+4z=0

4) Siano A, B, C i punti d’intersezione del
pianomw:x—-y+2z—-24=0 congliassi X, Y,
Z rispettivamente. Trovare 1’ortocentro (punto

d’incontro delle altezze) del triangolo ABC.

BA//u=i+j BC//v=2j+k
m:Aem e m L BC = m:2y+z=0
m:Ceme m1lBA = m:x+y=0

tnm N = {(4,—4, 8)}

5) Trovare I’equazione canonica della conica:
4x% + 6xy + 4y* + 8x + 6y + 11 =0.

Poi, classificarla.

4 3
A= [3 4] pa() = (A-1)(A-7)

Mm=1 BasediE; = {(1,-1)}
7\,2 =17 Base di E7 = {(1, 1)}

Moltiplicando per 1/ V2 si ottengono i versori.

waime [ ][ ]

X+T¥+V2x+72y+11=0
x+1/N2P+7(y+1/272+7=0
Traslazione X =x + 1/42 e Y=y+1/x/5
p a4 e

XZ

“—+Y?*=-1 Ellisse immaginaria

6) Trovare le equazioni del pianmo e di una
sfera la cui intersezione sia la circonferenza
passante per i punti O(0,0,0), A(-7,0,0) e
B(0, 1, 3). [solo per il corso da 8 C.F.U.]

Il piano per O, AeB ¢ n:3y—z=0

Imponendo il passaggio della sfera per O, A e B,

dall’equazione x> + y* + Z*+ax+by+cz+d=0si
ottiened=0,a=7 eb=—10+3c). Percui VceR
X +y + 22+ 7x — (10+3c)y +cz=0

Ora, si scelga, a piacere, un valore per ce R.




Soluzioni dello scritto di Geometria del 16 Luglio 2009

1) Sia A la matrice avente (t, t —2) e (2, 2)
come I e II riga rispettivamente. Determinare
per quali valori del parametro reale t esiste
una base dello spazio R? formata da autovettori

di A.

pat) =17 — (t+2)A + 4 A=(t+6)(t-2)

Esiste una base di R? formata da autovettori di A <> A ha due

autovalori reali distinti & A>0 <

t<—6 vel t>2

2) Trovare una base dello spazio V(w, X, y, z)
(sottospazio di R*) delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo:

w—x+z=4x-y+2z=0.

Poiché le due equazioni sono indipendenti, la dimensione di V €
uguale a 2. Per cui una sua base ¢ una gualunque coppia di suoi

vettori linearmente indipendenti.

Per esempio: (1, 0,—2,—1) (1, 1, 4, 0)

3) Trovare la distanza tra le rette sghembe
r:2x—3y+ 12v=y+z=0
s:x+7z=2x-y+2z=0 eiparametri

direttori della retta di minima distanza.
d(l‘, S) = 4 (19 m, ]l) = (29—19 2)

Combinando linearmente le equazioni della retta r si ottiene
I’equazione del fascio F(r) : 2Ax + (0 —3A)y + pz + 12A.=0.
Imponendo il parallelismo con la retta s si ottiene L —2A = 0.
Quindi, il piano meF(r) conm; //s¢& m :2x—y+2z+12=0.
La distanza tra r ed s & uguale alla distanza tra m; e 0(0,0,0)€s.

Retta w di minima distanza 1 m;; = w//vyz=2i—-j+2Kk

4) Sia r la retta parallela all’asse X e passante

per A( o3, 155 3 ). Trovare le equazioni dei
piani che contengono r e formano un angolo di

7t/6 radianti con 1’asse Y.

Aem e asseX//rcnm = n:b(y—15)+c(z+5\/§)

Applicando la formula dell’angolo retta-piano all’asse Y e al

piano T si ottiene ¢? = 3b”. Scegliendo b =1 si hac=i\/—§ :
T :y+ V3z=0
T:y—~32-30=0

5) Siano A, B, e C i punti di intersezione del
pianom:x—2y—z—18=0congliassi X, Y e
Z rispettivamente. Trovare il circocentro
(punto d’incontro degli assi dei lati) del
triangolo ABC.

A(18,0,0) B(0-9,0) C(0,0-18)

M(9,-9/2, 0) punto medio di AB //u=2i+]
H(9, 0,-9) punto medio di AC// v=i+Kk
m:Mem e m; LAB = m:4x+2y-27=0
m:Hem e ;L AC = m:x+z=0
15 3 15

nﬁﬂilﬁTCz:{ D T

2° 2 2

6) Scrivere le equazioni della circonferenza
che giace sul piano x —y +z =0, hail centro
nel punto C(1, 2, 1) e passa per I’origine

0(0, 0, 0). [solo per il corso da 8 C.F.U.]

Le due equazioni “piu semplici” sono quella del piano

X—y+z= 0 e quella della sfera passante per O e

di centro C X2+y2+Zz—2X—4y-—ZZ=0

In generale, si possono prendere le equazioni di due gualsiasi
sfere distinte passanti per O e aventi il centro sulla retta r
passante per C e perpendicolare a 7.

Usando le equazioni parametriche di 1, il centro di tali sfere ha
coordinate (t+1, —t+2, t+1) con te R.

Tenendo, inoltre, conto del fatto che le sfere passano per O si ha

X2+ y? + 22 — 2(t+1)x — 22—ty — 2(t+1)z=0

Ora si scelgano, a piacere, due valori distinti di te R.




Soluzioni dello scritto di Geometria del 30 Luglio 2009

1) Sia S = {(x, ¥, 2)€R3| x + 6y — 10z = 0}.
Sia B = {(t2 — 612, £ —t, 1), (8,-3,-1)}-
Determinare per quali valori del parametro

reale t I’insieme B € una base del sottospazio S.

E’ necessario (ma non sufficiente) che i vettori di B

appartengano a S. Si vede subito che u=(8,-3,-1)eS

v=(B—-6t3, 12—t )eS o wt—AaXt+4)=0

t=0 = v=(0,0,0) NON accettabile per la base

t=4 = v=(-32,12,4)=—4u NON accettabile per la base
t=—4 = v=(-160,20,4)=-4(40-5,1) accettabile perla

base in quanto u e v sono linearmente indipendenti.

Quindi, 'unico valore accettabileé £ = —4

2) Scrivere la soluzione (w, X, y, z) generale
del seguente sistema lineare: w+y—-3z+2=

=3w+x-y+1=2w+x—-2y+3z-1=0.

Poiché le equazioni indipendenti sono 2 e le incognite 4
¢ necessario che la soluzione dipenda da due parametri.
Ovviamente, il modo di rappresentare la soluzione

generale non € unico.

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino si perviene al
sistema equivalente: w +y — 3z +2=x—4y+9z-5=0.

Scegliendo, per esempio, y € z come parametri possiamo

‘scrivere la soluzione generale nel seguente modo:

(Wa XY, Z) = (_29 5, 03 0) +
Y(—'la 4, 19 0) + Z(39"93 03 1)

3) Sulla retta passante per il punto A(-7, 3,0) e
perpendicolare al piano x—2y+2z+14=0,
determinare le coordinate dei punti che distano

8 dal piano 2x —2y—z=0.

Usando per la retta le equazioni parametriche, i suoi punti hanno
coordinate (-7, —2t+3, 2t) con te R. Applicando la formula
della distanza punto-piano al punto (t-7, —2t+3, 2t) e al piano

2x — 2y — z =0 (con distanza 8) si ottiene 1’equazione |t — 5| = 6.

t=-1 = P;(-8,5,-2)
=11 = P,(4,-19, 22)

4) Calcolare la distanza tra le due rette
r:x—-y—-5=5y-z-1=0¢e¢

s:5x—-z=x-y=0.

d(r, s) = /26

Le due rette sono parallele, avendo gli stessi parametri direttori
(1, 1, 5). Il piano & perpendicolare alle due rette e passante per il
punto O(0, 0, 0)e s ha equazione x +y+ 5z=0. Con semplici
calcoli si trova che 1l punto d’intersezione trar e e A(S, 0, —1).

La distanza tra le due rette ¢ uguale alla distanza tra O e A.

5) Se esiste una conica passante per i punti
A(0, 0), B(0,-1), C(1,-1), D(1,-2), E(2,-2),
scrivere la sua equazione.

Altrimenti, motivare brevemente la risposta.

Si vede subito che i tre punti A, C ed E sono allineati.

La conica & una conica degenere unione dellarettar: x+y=0
per A, C ed E e un’altra retta s. Poiché i punti B e D della
conica non stanno su r, essi devono stare sulla retta s che,
quindi, ha equazione x +y + 1 = 0. Percio, I’equazione della

conicasara (x +y)(x+y+1)=0.

X’ +2xy+y +x+y=0

6) Trovare il centro e il raggio della sfera

passante per 1’origine O e i punti A, B,e C di
intersezione del pianow: x —2y —z— 18 =0
con gli assi coordinati X, Y e Z

k-

rispettivamente.

Si ha A(18, 0, 0), B(0,-9, 0) e C(0, 0,~18). Imponendo il
passaggio della sfera x> +y? + 2> +ax+by+cz+d =0 per O,
A,B,eC,siottiened=0,a=-18,b=9 e c = 18. Quindi, la

sfera ha equazione x*+y” + 2z — 18x + 9y + 18z =0. Da cui

CO,-9/2,-9) r=27/2




Soluzioni dello scritto di Geometria del 24 Settembre 2009

1) Del sistema lineare 3x —y + 10z —-22 =
=x-y+8z-8=2x+y—-5z-13=0 trovare:
e una soluzione particolare Xp ;

e una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associato.

Xp = (79 —19 0) B= {(—la 79 1)}

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino si perviene

ad un sistema equivalente con due equazioni indipendenti.

Ad esempio x—-y+8z—-8=y—-7z+1=0.

Scegliendo z come parametro possiamo scrivere la soluzione
generale nel modo seguente: (x,y,z)=(7,-1,0)+z(-1,7,1).
A questo punto si pud scegliere una delle infinite soluzioni e

uno degli infiniti vettori del tipo z(-1, 7, 1) conz # 0.

2) Se esiste, trovare una coppia (h, k)e R’ tale

5 70
che la matrice A=/ 0 h 0| NON abbia
-2 k 3

tre autovalori reali a due a due distinti e,

allo stesso tempo, sia diagonalizzabile.

(ha k) = (39 '_7)

paAM) =t -A)(5-A)B—-A) quindi h=50h=3
h=5 = myB)=1 e my(5)=2

rg(A-5I)=2 VkeR = my5)=1 VkeR
quindi, per h =15 A non ¢ diagonalizzabile

h=3 = m(5)=1¢e mi3)=2

m(3)=2 & 1g(A-3D=1 & k=-7
quindi, A ¢ diagonalizzabile perh=5ek =7

3)Date le rette r:x=x-2y+3z+12=0 e
s:2x+y=x+y—12z-12=0, sia t la retta
per I’origine O che si appoggia in A alla rettar e

in B alla retta s. Trovare le coordinate di A e B.

A(0,0,—4) B(0,0,-1)

m:0empercn = m:x=0
m:0em escm = Mm:2x+y=0
t=myNMm = t:x=y=0 (asse Z)

tnr={A} tns={B}

4) Sia A(=2, 34/11, 8). Sullarettay=z—11=0
trovare due punti B e C tali che il triangolo

ABC sia equilatero.

B=(4,0,11) C=(8,0,11)

x:Aenterln = w:x+2=0
nnr={H} H(2,0,11) AH altezza di ABC
dAH) =643 = dHB)=dH,C)=6

B =(-2+6,0, 11) C=(=2-6,0,11)

5) Siano A(t, 0, 0), B(0, 2, 0) € C(0, 0,~~/23).
Trovare i valori del parametro reale t per i quali
il piano passante per A, B e C forma col piano

YZ un angolo di 27/3 radianti.
t=12+23/3

u:=ABACB = 2/23i+t423j— 2tk
ulm ilm
applicando la formula dell’angolo tra due piani con

(abi,c1) = (223, t+/23 -2t) e (az,b2,c2) = (1,0,0)
ed elevando al quadrato si ottiene 9t° = 92

6) Sia 2. la sfera che ha il centro in C(4,-7,-16)
e passa per il punto A(4,-12,-10). Trovare

1’equazione del piano 7 tangente a 3_ in A.

T:5y-62=0

n:Aemt e n L AC
AC=5j-6k = m:5(y+12)-6(z+10)=0




Soluzioni dello scritto di Geometria del 15 Ottobre 2009

1) Del sistema lineare 3x—y+11z—-19=
=X-y+9z—-7=2x+y—6z—11=0 trovare:
e una soluzione particolare Xp ;

e una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associato.

Xp=1(6,-1,0) B={(1,-8,-1);

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino si perviene
ad un sistema equivalente con due equazioni indipendenti.
Ad esempio x—-y+9z—-7=y-8z+1=0.

Scegliendo z come parametro possiamo scrivere cosi la
soluzione generale (x,y, z) =(6,-1,0) +z(-1,8§, 1).

A questo punto si puo scegliere (preso un valore a piacere
per z) una delle infinite soluzioni e (sempre a piacere)

uno degli infiniti vettori del tipo z(-1, 8, 1) conz# 0.

0
1 |. Se possibile, trovare una
0

N © =

0
2) Sia A=|2
0

matrice diagonale A e una matrice invertibile C
tali che AC = CA.

Altrimenti, motivare la risposta.

PAA)=AA+2)2-12) = M=0,A=-2,A;=2

u; =(1, 0, -2) base dell’autospazio Eg

u, ={1,-2, 2) base dell’autospazio E_,)

u; = (1, 2, 2) base dell’autospazio E,

Come matrice diagonale possiamo prendere la matrice
diagonale che ha A, A, e A3 sulla diagonale principale.
Come matrice C prendiamo la matrice che ha 1 vettori u,,

u, € u3 come 1%, 2° e 3” colonna rispettivamente

3) Se esiste, trovare il piano che contiene le
seguentirette: r:4x+z—-3=y+1=0e¢e

s:4x+z=y=0

T:4x+3y+z=0

Dalle equazioni si vede subito che r ed s sono parallele e,

quindi, complanari. Il piano richiesto € il piano del fascio

(proprio) di piani contenenti una delle due rette che passa

per un punto qualsiasi dell’altra retta.

Quindi, possiamo combinare linearmente le equazioni di r

e imporre il passaggio per O(0, 0, O)es.

4) Sia H la proiezione ortogonale del punto
A(2V26,2-5)sullarettar: x=2z+7=0.

Su r trovare (almeno) un altro punto B tale che

I’area del triangolo rettangolo AHB valga 9 V3.

11 piano per A ¢ perpendicolarearém:y—2=0.
Damnr={H} siha H(0, 2, -7) e d(A, H) = 63 .
Dad(A, H)d(H, B)/2 = area=9+/3 siha d(H, B)=3.
Essendo r // asseY si ha B(0,2+ 3, -7).

Bl = (07 59 _7) BZ = (03 —19 -7)

5) Sia r: 4x + 3y — 10 = 0 la direttrice delle
parabole passanti per I’origine O(0, 0) e
aventi i fuochi sull’asse Y delle ordinate.

Trovare le coordinate dei loro fuochi.

Essendo sull’asse Y i fuochi hanno coordinate del tipo
(0, ). La distanza dell’origine dai fuochi ¢ |o.
La distanza (punto-retta) dell’origine dalla direttrice & 2.

Uguagliando queste distanze si ottiene o= 32.

Fi1=00,2) F,;=(0,-2)

6) Scrivere I’equazione della sfera Y_ che ha il
centro in C(-10, 3, 15) ed ¢ tangente al piano
n:4x+7z=0.

x> +y*+ 2%+ 20x — 6y — 30z + 269 =0

11 raggio R della sfera ¢ uguale alla distanza (punto-piano)
di C da 7. Per cui R=d(C, m) = V65.
Con il centro e il raggio si scrive subito I’equazione della

sfera: (x + 10)? +(y — 3)* +(z — 15)> = 65
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1) Trovare autovalori ed autovettori della matrice A= |0 7 0.
010

2) Sia 7’ il piano passante per A(+/23, 53, 12), parallelo allarettar:3x +z+ 8 =2x +y+ 11 ¥'O e
perpendicolare al piano nt: 2y + 3z — 10 = 0. Trovare il punto B d’intersezione tra &’ e 1’asse Y.

3) Si considerino le due rette sghembe r:2x+7z-81=y+3z=0 es:2x—-T7y=2x—-2y+z=0.
Sia t la retta di minima distanza trar e s e sia D la distanza tra r e s. Trovare le componenti dei
due vettori aventi la direzione di t e lunghezza D.

4) Siar la retta parallela all’asse Y e passante per A(—\/E , 2, 3). Trovare 1 piani che contengono r e
formano un angolo di /6 radianti con il piano YZ.

5) Trovare 1’equazione canonica della conica: 8x% — 12xy + 17y2 +60x—-70y+105=0
Poi classificarla.

6) Si consideri la sfera S : X2+ y2 +22+x+ 2y + 3z = 0. Scrivere 1'equazione di una delle due sfere
tangenti a S nell'origine e aventi il raggio uguale alla meta del raggio di S. Inoltre, dire se tale
sfera ¢ tangente esternamente o internamente.



1. Esercizio. Il seguente sistema lineare

(X1—5X3+2X6=6
2X2 +X4+3X5 =6
2x1 —Tx3+3x¢ =4
(1) J 1 3 6

3)(2 +2X4 +4X5 =7
2X1 —X3+xg =-12

|45 +3x4 +5x5 =9 \(
non ha soluzioni.

2. Esercizio. 1l seguente sistema lineare

(3x; +5%5 +6x3+13x4 =5
7x1+14x5 +20x3 +27x4 =0
$5x; +10x5 +16x3 +19%x4 =2
X]+2X5 +3x3+4x4 =0

[3x1 +6Xp +7x3+12x4 =2

ha come unica soluzione la quaterna (xy, Xy, X3, X4) = (1,—1, -1, 1). \/

3. Esercizio. Il seguente sistema lineare

(X1 +x5 =1 /
X]+Xy+x3=4

Xy +X3+Xx4=-3

X3+Xq+Xx5=2

(X4 +X5 = -1
ha infinite o' soluzioni, cioé dipendenti da un parametro

(X1, X2, X3, X4, X5) = (6, -5,3,-1,0) + (-1, 1, 0, -1, 1)

4. Esercizio. Il seguente sistema lineare
7X1 —5X2 —2X3 —4X4 =8

3X1 —2X2 —X3 —2X4 =3

< 2X1 — X2 —X3 '—2X4 =

X1 —X3 —2X4 =-1

X5 X3 —2X4 =-3
ha infinite e’ soluzioni, cio& dipendenti da due parametri

(X1, X2, X3,X4) =(-1,-3,0,0) + (1, 1, 1, 0) + B(2,2, 0, 1)



5. Esercizio. Il seguente sistema lineare

40x; +5x5 +55x3 —25x4 +213x5 =35
8x1+xp +11x3—=5x4 —11x5=7

56x; +7xy +77x3—35x4 —197x5 =49
24xq +3%x5 +33x3 ~15x4 —29x5 =21

ha infinite «° soluzioni, cioé dipendenti da tre parametri
b

(x1, X9, X3, X4, X5) = (0, 7,0, 0, 0) + (1, -8, 0, 0, 0) + B(0, 11, 1, 0, 0) + 10, 5, 0, 1, 0)

6. Esercizio. Il seguente sistema lineare

2x—-3y—-z=0
X+2y+z=-1
3x+6y+2z=1

ha come unica soluzione la terna (x, y, z) = (1/7, 10/7, —4).

7. Esercizio. Si consideri il seguente sistema lineare “simultaneo™
2x -3y—-z=1=2
x+2y+z=1=1
x+23y+10z=4;=0
11 primo ha infinite e’ soluzioni, cioé dipendenti da un parametro
x,¥,2)=(5/7,1/7,0) + (-1/7,-3/7, 1)

Il secondo non ha alcuna soluzione.

8. Esercizio. Si consideri il seguente sistema lineare “simultaneo™

2x -3y-z=1,=0;=0 2 -3 -1
Xx+2y+z=0;=1;=0 A=|1 2 1
3x+6y+2z=0;=0;=1 3 6 2

I1 primo ha come unica soluzione la tema (X, y, z) = (2/7,-1/7, 0).
11 secondo ha come unica soluzione la tema (x, y, z) =(0, -1, 3).

1l terzo ha come unica soluzione la tema (x,y, z) = (1/7, 3/7,-1).

Si noti che la matrice B che ha come colonne ordinatamente le precedenti tre terne € I'inversa di A.



9. Esercizio. Il seguente sistema lineare

2000x; +0,003x, —0,3x3 +40x4 =5
3000x; +0,005x5 —0,4x3 +90x 4 =8
500x; +0,0007x5 —0,08x3 +8x4 =1,3
60000x, +0,09x 5 —9x3 +1300x 4 =160

ha infinite o' soluzioni, cio¢ le infinite soluzioni dipendono da un parametro

(1, X2, X3, x4) = (0,008; —5000; 0; 0,1) + B(0,003; —1000; 10; 0) VBeR

Suggerimento: si moltiplichino entrambe i membri della III equazione per 10

e si dividano entrambe i membri della IV equazione per 10

2000x; +0,003x5 —0,3x3 +40x4 =5
3000x; +0,005x, —0,4x3 +90x, =8
50002x; +0,007x, — 0,8x3 +80x4 =13
6000x; +0,009x, —0,9x3 +130x, =16

Ora si effettui il seguente cambio di variabili

y1 =1000x;
V7 =0,001x,
y3=0,1x3

¥4 =10x4
|27 +3y2-3y3 +4y4 =5
3y1+5y2—4y3+9y4 =8
Sy1+7y, —8y3+8y4 =13

6)/1 +9y2 —9}73 +13y4 =16
Riducendo a gradino si ottiene il sistema equivalente

2143y, —3y3+4y4 =5
Yo +y3+6y4 =1

ya=1
Da cui
| 1000x; =8+38 x; =0,008+0,0038
= 0,001xy =—5-— =-5000-1000
v3=p _, G000 B s 1 )i}
yy==5- 01y =8 x3 =104
» =8+3p 10x4 =1 x4 =0,

(%), %, X3, X4) = (0,008; —5000; 0; 0,1) + B(0,003; —1000; 10; 0) VBeR



10. Esercizio. Si consideri il seguente sistema lineare dipendente da un parametro reale t

3x+2y+z=-1
Tx+6y+5z=t
Sx+4y+3z=2

Per t # 5 1l sistema non ha soluzioni.
Per t = 5 il sistema ha infinite c' soluzioni, cioé¢ dipendenti da un parametro

x,v2)=(00,-52,4)+o(1,-2,1)

11. Esercizio. Si consideri il seguente sistema lineare dipendente da un parametro reale t
w+x+(2-t)y=1
B-2)w+(2-t)x+y=t
2-tyw+(2~-t)x+1=1
- per t = 3 il sistema non ha soluzioni;
- per t =1 il sistema ha infinite oo’ soluzioni w,x,y)=(1,0,0)+o(-1,1,0) + B(-1, 0, 1);
- per ogni treale cont # 1 et t # 3 il sistema ha un’unica soluzione data dalla tema

(W, X, y) = (-1, (4-t)/(3-1), 1/(3-1)).

12. Esercizio. Si consideri il seguente sistema non lineare
wW+x+yz=2
wH+xz+y=-1
wz+x+y=-1
- per z =1 il sistema non ha soluzioni;
- per z = -2 il sistema ¢ lineare e ha infinite soluzioni (w, X, y, z) = (1+o, 1+0, 0, —2);

-perz# 1 et z# -2 il sistema ha come soluzione (W, X, y, z) = (1/(1-z), 1/(1-z), 2/(z-1), z).

Suggerimento: si consideri il sistema come un sistema lineare nelle tre incognite (w, x, y) i cui

coefficienti dipendono dal parametro reale z.



o

7;2) Determinare le coordinate del punto medio del segmento di estremi

Pi(1/2,-1,2/3) e Py(1,-1/2, 0).

on2

7.19) Determinare I’equazione del piano passante per la retta
1 Xx—2y+z—-1=3x-2z=0 e peril punto A(2,-3, 1).
\ -
7.16) Determinare 1’equazione del piano della stella a(x —2) +b(y—1) +cz=0
passante perlaretta r: x—y=x—-z=0.
=
ég) Determinare I’equazione del piano passante per il punto A(2,—1, 1) e per la

retta r:x+2z—1=0 del piano y=0.

& 3
T#S) Determinare le equazioni del fascio di rette che appartiene al piano /
n:Xx—3y+z-1=0 e hacentro nel punto P(2, 1, 2) di &t «
y
i~
Determinare le equazioni della retta passante per il punto P(1, 2, 3) che si

appoggia alleretter : x —3z—-2=y—z+ 3 =0 e all’asse Z.

7.\g)) Determinare le equazioni della retta passante per P(—1, 0, 0) che si appoggia
allerette r:x—-2y+1=2x-3z-1=0e s:x—z+3=y-2z+2=0.

y
7@ Determinare le equazioni della retta del piano m: x —2y =0 che si appoggia

allerette r:x+y—z=x+2y=0es:x—-2=y—z+1=0.

22) Determinare I’equazione del piane passante per il punto A(2, 0, 1/2) e parallelo

alpiano t:3x-y+z-1=0.

7%) Determinare I’equazione del piano y simmetrico del piano

o :4x—2y+5z—1=0 rispetto al piano B:4x—-2y+5z+4=0. +9



.

7.2;1) Determinare 1’equazione del piano passante per i punti P1(2, 1, 0) e P,(-1, 0, 1)

e parallelo allaretta r: x—z=y—-3z—-1=0.

)Z§5) Determinare I’equazione del piano passante per la retta

r:x—2z=y-z+3=0eparalleloallaretta s:x—2y+z=x—y=0.

7%) Determinare le equazioni della retta passante per il punto A(2, 1, 0) e parallela
allaretta r:x—y—-z—-2=2x—-y—-3z=0.

\

%7) Dopo aver verificato che le due rette r:x +y—2z=x - ¥ = 0e
s:X+2y-3z—-7=2x+y—3z+1=0sono paralle%l(ftermingrgj ‘equazione
dellajgg(lifma della striscia di piano compresa trar e $/ :

e —

“@) Determinare h e k in modo che la retta
r:x+(k-1)y+hz-1=2x+ky+(k+3)z+1=0

risulti parallela allaretta s : x —y=x—-z=0.

7:%) Determinare le equazioni della retta passante per il punto A(1, 0, —2), parallela

alpiano m:x—-2z+3=0 e incidentelaretta r: x —2z=y+z+3=0.

7.30) Determinare le equazioni della retta parallela all’asse Y e appoggiata alle rette

r:x—-y=y—z+2=0es8:x—-3z-1=y+2z—-3=0.

7.31) Determinare I’equazione del piano passante per il punto A(2, 1, 3) e parallelo

all’asse Zeallaretta r:2x —z—-2=y—-2z+1=0.

7.32) Determinare 1’equazione del piano che incontra I’asse X in P(3, 0, 0) ed ¢

paralleloa r:x—2y+z=x+y—-2z-1=0¢e s:x—-y=x+y-3z+1=0.



2.2) Determinare il coseno dell’angolo formato dalle due rette
r:x—z+l=y-z-3=0s:x-y—-2z+1=x-3z-3=0.

2.3) Determinare 1l coseno dell’angolo formato dai due piani a.: x+2y=0 e
B:3x—2y+z=0

2.4) Determinare le equazioni delle rette passanti per il punto A(1, 2, 1) incidenti
’asse z e formanti con esso un angolo di /4.

2.5) Determinare le equazioni delle rette passanti per ’origine, parallele al piano
o :X—2y+z—1=0 e formanti un angolo 1/6 col piano z = 0.

2.6) Determinare le equazioni dei piani passanti per laretta r: 2x —3z+2=y=0 e
formanti un angolo di /6 col piano o : x —z = 0.

2.7) Determinare le equ;zioni dei1 piani passanti per ’asse Z e formanti un angolo di
m/4conlaretta r:x—3z+1=y—-2z—-1=0.

2.8) Determinare le equazioni della retta passante per A(—1, 2, 1) e perpendicolare al
planoo :x+2y—z+1=0.

2.9) Determinare I’equazione del piano passante per il punto A(-3,2,-1) e
perpendicolare allaretta r: x+2z—1=y—-3z+2=0.

2.10) Determinare 1’equazione del piano passante per I’asse X e perpendicolare al
planom:x -2y +3z+5=0.

2.11) Determinare le equazioni della retta passante per 1’origine O(0, 0, 0), incidente
e perpendicolare alla retta passante per 1 punti A(2, 1, 1) e B(0, —1, 0).

2.12) Determinare le equazioni della retta proiezione ortogonale sul piano

o:2x—z—-1=0dellaretta r:x=y=2z.



2.13) Determinare 1’equazione del piano passante per il punto A(0, 0, 3), parallelo
allarettar:x+y—1=2x—-3z—1=0 e perpendicolare al piano
n:x—2y+3z=0.

2.14) Determinare le equazioni della retta perpendicolare al piano
n:3x+2y—4z+1 eincidente’asse Zelaretta r:x—-2z+1=y—-z-3=0.

2.15) Determinare 1’equazione del piane perpendicolare al segmento di estremi
A3, -1, 2) e B(-1, 2, 3) nel suo punto medio.

2.16) Determinare la distanza fra i due piani parallelio: x -2y +z=0¢e
B:x—2y+z-3=0

2.17) Determinare le equazioni dei piani perpendicolari alla retta
r:x+z=y—2z=0 e aventi distanza 2 dall’ongine.

2.18) Determinare la distanza del punto A(-1, 3, 1) dalla retta
r:x+y—-1=2x-y—-z=0

2.19) Determinare la distanza fra le due rette parallele r: x -2z=y—-3z=0 e
s:x—2z+1=y-3z-1=0.

2.20) Determinare la minima distanza delle due rette sghembe r:x=y=0 e
s:x—z—-2=y—z—-3=0.

2.21) Determinare le equazioni della retta di minima distanza delle due rette
sghember:asseY e s:y=x+z—-1=0.

2.22) Determinare le equazioni delle bisettrici degli angoli formati dalle due rette

incidenti r:x+z=y+z+1=0es:x-y-1=2x-z-1=0.



SFERA

14.01.2009
10) Studiare la mutua posizione delle sfere:

S X +Y+Z2+10x—2y—182+82=0 e Sp: X +y +2° +2x+2y—10z+26=0
Ci=(=5,1,9) Ry=5 Cy=(-1,-1,5) Ry=1 d(C;,C;)=6 tangenti esternamente

11.02.2009
9) Trovare il centro e il raggio della sfera passante per I’origine O e i punti A, B, e C di
intersezione del piano 7 : x — 2y — z — 18 = 0 con gli assi coordinati X, Y e Z rispettivamente.

S:xX’+y’+22— 18x +9y +182=0

23.06.2010
6) Scrivere I’equazione della sfera tangente in 0(0,0,0) al piano 7 : 6x + 5y + 3z =0 e avente il
centro sul piano @’ : 2y —-5=0

S:x 4y £zl -6x=5y=32=0

06.07.2010
6) Stabilire la mutua posizione delle sfere seguenti:
S1:xX+y+Z2—4x+2y+4z=0 ¢

Sy:x2+y+Z2—12x+6y+122+77=0
C1=(2,—1,—2) R1=3 C2=(6,—3,'—6) R2=2 d(C],Cz):6 esternc

21.07.2010

6) Trovare le coordinate dei centri delle due sfere di raggio R =27 che secano il piano

Tt : X + 4y + 3z = 0 nella circonferenza di centro H(0, 3, —4) e raggio r = 25.

16.09.2010

6) Scrivere I’equazione della sfera che ha il centro sul piano 7t : 2z — 3 =0 ed ¢ tangente al piano

7’ : 4x +y — 3z = 0 nel punto A(-1, 4, 0).



CIRCONFERENZA NELLO SPAZIO

14.01.2009
9) Trovare le equazioni della circonferenza che giace sul piano 3x +y—2z=0, ha il centro nel

punto C(0, 2, 1) e passa per 1’origine O(0, 0, 0).

28.01.2009

9) Trovare il centro e il raggio della circonferenza C,; ottenuta secando la sfera di centro 1’origine
O e raggio 27 conilpianom:x +2y+2z-9=0.

10) Siano e"bl quelli dell’esercizio (9). Sia C; la circonferenza ottenuta secando con il piano & la

sfera x*>+y* +2z>—18x —81 =0. Stabilire su 7 la posizioné di C; rispetto a C,.

11.02.2009
10) Trovare le equazioni di un piano e di una sfera la cui intersezione sia la circonferenza passante

per i punti O(0, 0, 0), A(2, 0, 0), B(0, 3,~7).

06.05.2009

6) Trovare il centro e il raggio della circonferenza ottenuta secando la sfera di centro I’origine O e

raggio V38 conil pianow:2x +y—2z—-18=0.

05.07.2011
6) Sia w il piano per i punti O(0,0,0), A(0,2,-5) e C(3,0,0). Trovare le equazioni della

circonferenza che giace su 7, ha il centro in C e passa per O.



8.1. Esercizio. Trovare le coordinate del centro e il raggio delle seguenti sfere:
a) X>+y? +22—12x+4y—1=0.

b) x2+y*+22—6y+8z—-3=0.

) 2x2+2y* + 222 — 16x + 6y — 14z + 61 = 0.

8.2. Esercizio. Trovare per quali valori del parametro reale k il piano 2x—z+k’=0 risulta

rispettivamente secante, tangente o esterno alla sfera x> + y* +z> — 2x + 6z — 3 = 0.

8.3. Esercizio. Verificare che i piano 3x-y—-2z+5=0 ¢ tangente alla sfera

x? +y? + 2% — 6x — 5 = 0, e trovare le coordinate del punto di contatto.

8.4. Esercizio. Scrivere 1’equazione del piano tangente nel punto A(% 1,943 ) alla sfera

4x% +4y* + 422 - 48x — 16y —13=0
8.5. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera di centro C(1, 0, —2) e raggio R = 1.
8.6. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera di centro C(—2, 1, 3) e passante per 1’origine .

8.7. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera passante per 1 quattro punti A(0, 0, 1), B(1, -1, 1),
C(-1,2,0)eD(2,1,-1).

8.8. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera passante per ’origine e per il punto P(2,-3,-1) e

con il centro sull’asse Z.

8.9. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera tangente all’asse X nel punto A(2, 0, 0) e tangente

allaretta x —z+ 1=y—2z+1=0 nel punto B(-1, -1, 0).

8.10. Esercizio. Scrivere I’equazione della sfera tangente al piano 2x + 3y — 7z =0 nel suo punto

A(2, 1, 1) e passante per il punto B(1, -2, 3).

8.11. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera tangente al piano x—z—1=0 nel suo punto

A(0, 1, 1) e avente il centro sul piano XY.



8.12. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera tangente nell’origine al piano x—2y=0

(¢

passante per il punto A(2, 3, 1).

8.13. Esercizio. Scrivere le equazioni delle sfere di raggio R = 2 e passanti per la circonferenza

X+y+22—1=x+2y—2=0

8.14. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera passante per la circonferenza comune alle due sfere

xX>+y?+22-2=0 e x> +y*+2z2+4x=0 e con il centro C sul piano x +2y—3z—1=0.

8.15. Esercizio. Scrivere I’equazione della sfera passante per il punto A(2, —3, —1) e passante per la

circonferenza di equazioni x> +y> +z> —x +2y=3x—z=0.

8.16. Esercizio. Scrivere ’equazione della sfera tangente al piano x+2y+3z—7=0 nel suo

punto P(2, 1, 1) e passante per I’origine.

8.17. Esercizio. Scrivere 1’equazione della sfera tangente alla sfera X +y?+22—4x+2y—1=0

nel suo punto P(0, 0, 1) e passante per 1’origine.

8.18. Esercizio. Determinare le coordinate del centro C’ e il raggio r della circonferenza

X +y+22-2x—4y—1=x-2y=0

8.19. Esercizio. Determinare le coordinate del centro C’ e il raggio r della circonferenza

X+y+22—4x—6y—2z+13=y+3=0

8.20. Esercizio. Scrivere le equazioni della circonferenza appartenente al piano 2x —3y—2z=0 e

avente centro in C(1,0, 1) eraggio r=3.

8.21. Esercizio. Scrivere le equazioni della circonferenza passante per i tre punti A(l, 0, 0),

B(0, 2, 0) e C(0, 0, 3).

8.22. Esercizio. Scrivere le equazioni della circonferenza tangente alla retta x =y =z nel suo

punto A(1, 1, 1) e passante per il punto P(3, 1, 0).



GEOMETRIA r~owe..ooooooooooo . COGNOME ..o

24 Gennaio 2013 Ingegneria......c.occooooveeeae.... 1Y Er o) -

In caso di esito sufficiente, desidero sostenere la prova orale [ Joggi (aulal.12 ore 15.00)

[ ] Mercoledi 13/02/2013 (per l'esito, 1'ora e l'aula leggere gli avvisi nei prossimi giorni)

1 00
1) Trovare una base per OGNUNO degli autospazi della matrice A= 3 0 7]|.
-2 0 0

2) Del sistema 3x—y+11z—19=x-y+9z—7=2x+y—6z—11=0 trovare una soluzione
particolare Xp ed una base B dello spazio delle soluzioni del sistema omogeneo associato.

3) Sia A(1, ¥47 ,~10). Sullarettar: y =z + 9 = 0 trovare due punti B e C tali che il triangolo ABC
sia equilatero.

4) Siano A(-1, 0, 0), B(0, t, 0) e C(0, 0, Ji1 ). Trovare i valori del parametro reale t per 1 quali il

piano passante per A, B e C forma col piano XZ un angolo di %n radianti.

5) Se esiste una conica passante per 1 punti A(-6, 3), B(-6,-1), C(-3, 1), D(0, 1), E(0,-1), F(6, 3)
allora scrivere la sua equazione. Altrimenti spiegare brevemente il motivo per cui non esiste.

6) Sia S la sfera di centro C(-20, 1, 5) e passante per il punto A(—18, 1,—4). Scrivere l'equazione
della sfera S e del piano 7 tangente ad S nel punto A.



GEOMETRIA ~ome.oooooooo. COGNOME ...

13 Febbraio 2013 JHOCONETIE, . comasevansamssanssmns MIBBIEOlE oornosvimmmmsmsammmmaasn

L'esito dello scritto verra comunicato domani alle ore 15 in aula I.10. Subito dopo iniziera l'orale.

1) Sia A la matrice avente (1,-2, 5), (0, 0, 0) e (0, 0, 0) come I, II e III riga rispettivamente.

Se esiste scrivere una base di R3 costituita da autovettori di A. Altrimenti motivare la risposta.

2) Trovare i valori del parametro reale t per i quali la retta r : 3x + (t+1)y + (tZ—IO)z =x+17=0
¢ parallela alla retta passante per i punti A(6, 5t+1, —6) e B(6, 2t+1, —-7).

3) Sia A il punto di intersezione tra il piano 3x+17y+z—-9=0 e I’asse X. Sia r la retta per
’origine O e perpendicolare al piano 5y +2z + 11 =0. Sia h la distanza di A dalla retta r. Siano
B e Cipunti di r aventi distanza 2h da A. Calcolare 1’area del triangolo ABC.

4) Trovare i parametri direttori delle rette che si trovano sul piano x —4y + 12 =0 e formano un

angolo di 7/6 radianti col piano z+3 = 0.

5) Trovare I’equazione canonica della conica x2 — 10xy + y2 +10x-2y+3=0.

Poi classificarla.

6) Sia X la sfera di centro ’origine O(0, 0, 0) e passante per A(3, 0, 0). Sia 7 il piano parallelo al
piano XZ e passante per il punto B(-2, 1, —6). Trovare il centro ¢ il raggio della circonferenza

C ottenuta intersecando la sfera X col piano 7.



GEOMETRIA Nome..ooooooooo COGNOME ........ooooooioeeeeeeeeeoee

13 Giugno 2013 Ingegneria ..........cccceeennneee. METIEBIA ..o semsemsmmessivinsnsosisisantnsnbnsaniisanads
In caso di esito sufficiente, desidero sostenere la prova orale [ 1OGGI (aula1.12 ore 15.00)
[ ] Giovedi 27 Giugno (aula 1.12 ore 11.30) [ ] Mercoledi 17 Luglio (aula 1.12 ore 11.30)

1) Sia A la matrice avente come righe i vettori (t, t2, 0, 36,-6), (1,6,0,t,—-1) e (0,0, 9,4, 0).

Determinare, al variare del parametro reale t, il rango della matrice A.

2) Trovare i parametri direttori della retta r passante per il punto A(2, 0, 0) ed incidente le rette

s:z+2=y—-10x=0 e t:y—5=z+20x=0.

3) Trovare per quali valori del parametro reale t I’area del triangolo di vertici O(0,0,0), A(t,—t,t) e
B(0,-11, 11) vale 154.

4) Scrivere I’equazione del piano perpendicolare al piano 4x + 2y + 30z + 3 = 0, parallelo alla retta

x—2y+11=z-6y+19=0 e passante per il punto A(10, 5, -2).

5) Sulla retta passante per 1’origine O(0, 0, 0) e perpendicolare al piano 5x—-4y+z+17=0,
trovare i punti che distano 10 dal piano x —2y +2z=0.

6) Trovare I’equazione canonica della seguente conica 4x2 243 xy + 2y2 —8x+243 y—-1=0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA r~omeoooooooo . COGNOME ..o

27 Giugno 2013 THEEPRORIE convenmavansmn Matricola ...

In caso di esito sufficiente, desidero sostenere la prova orale [ ] OGGI (aula 1.12 ore 16.00)

[ ] Mercoledi 17 Luglio (aula 1.12 ore 11.30)

1) Determinare per quali valori del parametro reale t la matrice A(t) =| 0 7+2 0

non ha tre autovalori reali a due a due distinti tra loro. Inoltre, per ognuno di tali valor, scrivere gli

autovalori distinti di A(t).

2) Trovare una base per lo spazio U(w, X, y, z) delle soluzioni del sistema lineare omogeneo:

w—2y=w—Xx+2y+3z=2w—x+3z=0. (non cambiare I'ordine delle incognite)

3) Siano A, B e C i punti di intersezione del piano di equazione 2x +y —z + 12 = 0 con gli assi
coordinati X, Y e Z rispettivamente. Determinare 1’ortocentro (punto d’incontro delle altezze) del

triangolo ABC.

4) Scrivere I’equazione del piano passante per il punto A(1, -1, 1), perpendicolare al piano

x +2y—3z=0 e parallelo alla retta y=x -3z =0.

5) Trovare la distanza tra le rette:

r:4x-2y+z=2x-y-2z=0es:9x+3y+z-2=3x+y+z+2=0.

6) Trovare I’equazione canonica della seguente conica 3x%+2xy + 3y* — 12x —4y + 8 = 0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA r~owe oo, COGNOME ..o

17 Luglio 2013 Ingegnenia .........ccccccoceeennne Matricola ...

L'esito dello scritto verra comunicato OGGI in aula 1.12 alle ore 15.00; subito dopo iniziera la

prova orale per coloro che avranno conseguito una votazione sufficiente.

1) Determinare per quale valore del parametro reale t la matrice A(t)=| 2 41 =1
0 0 -1

2)Sia S = {(x, y, 2)€R’ | x — 2y — 3z =0}. Sia B = {(’, %, t(2-1)), (16, 8, 0)}. Determinare per quali

valori del parametro reale t I’insieme B € una base del sottospazio S.

3) Determinare per quali valori del parametro reale t le equazioni nl : tx + Py+tz=0,

2 :x +5y+t=0en3:z—5 =0 rappresentano tre piani appartenenti ad uno stesso fascio.

4) Scrivere i parametri direttori della retta passante per 1’origine O ed incidente la retta

rrx=x—-2y+3z+12=0elarettas: 2x +y=x+y—-12z-17=0.

6) Trovare 1’equazione canonica della conica 9x2—2/3 xy + 11y* + 6x — 2243 y+33=0

Poi, classificarla.



GEOMETRIA r~omeooo COGNOME ...

12 Settembre 201 3Ingegneria ........................... Matricola .......ccooeooommeeiiiiie

L'esito dello scritto verra comunicato OGGI in aula 1.12 alle ore 14.00; subito dopo iniziera la prova orale per coloro

che avranno conseguito una votazione sufficiente.

17 -1 6
1) Siano A = L BJ eB= [ ; 41]. Trovare la MATRICE C = (A 1)x(B1).

2) Trovare una BASE per ogni autospazio della matrice

-9 32 ©
D=0 -5 0
4 -32 -5

4) Trovare i PARAMETRI DIRETTORI della retta di minima distanza tra le rette
r:8-z=y=0 e s:y-4z=x-17=0.

5) Sulla retta r passante per il punto A(1, 0, —3) e perpendicolare al piano 7 : x + y—2z=0,
trovare 1 PUNTI che distano 6 dal piano w‘:x—2=0.

6) Trovare ’TEQUAZIONE CANONICA della conica x?+4xy +y2—2x —4y—2 = 0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA NOmME ...eveeiiieeeeneneenee Cognome ..................ccooiieeiinnn... .

35 () AR corso seguito nell’A. A. ..................
27 Gennaio 2011 Ingegneria .................... Matricola ................................. )

In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ]in questo appello

[ ]1nell’appello del 14 Febbraio 2011

1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A=

S O O
S O
S A~ O

2) Al variare del parametro reale t, stabilire quante e quali sono le soluzioni del sistema lineare

nelle incognite (X, y): 12x—-tx+ty—t=tx—12x+2y+t=0.

3) Scrivere le equazioni dei piani paralleli al piano YZ e aventi da esso una distanza uguale a quella

tra I’origine O(0,0,0) e la retta r di equazione 5x —3y—-34=z=0

4) Siano A(0, ,-3, 3 ) e B(t, 0, 0). Trovare i valori del parametro reale t per i quali la retta r

passante per A e B forma col piano YZ un angolo di 7/6 radianti.

5) Trovare 1’equazione canonica e classificare la conica di equazione

7x* — 221 xy + 3y* + 221 x — 6y +23 =0

6) Scrivere I’equazione della sfera tangente al piano m: 6x + 5y +3z=0 in O(0,0,0) e avente il

centro sul piano’ : 2y - 5=0



GEOMETRIA Nome...ccccoeeeveeee...COZNOME ..o

|51 A — CruU ......

21 Giugno 2011 Ingegneria .................... Matricola ..oooooverereereene :
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ JOGGIh. 15.00

[ 1 5Luglio 2011 h. 11.00 [ 1 20 Luglio 2011 h. 11.00 [ 1 8Settembre 2011 h. 11.00

1) Siano B;={(1,1),(1,2)} e By={(6,7), (13, 15)} due basi di R*.
Trovare la MATRICE del cambiamento di base da B; a B, (in quest’ordine).

2) Sia la matrice A avente (-3, 20, 0), (0, 7,0) e (10, —20, 7) come L II e III riga rispettivamente.

Trovare una BASE per ogni autospazio di A.

4) Trovare i PARAMETRI DIRETTORI della retta di minima distanza tra le rette
r:2x-z=y=0 e s:y—-10z=x-11=0.

5) Sulla retta r passante per il punto A(2, 0,-1) e perpendicolare al piano 1 : x + 2y — z = 0, trovare

i PUNTI che distano 5 dal piano n‘:x—3=0.

6) Trovare I’equazione CANONICA della conica x*+4xy +y>—2x —4y—2=0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA  Nome ......ccccccooeeee....COGNOME oo

12 Gennaio 2011 Ingegneria ..................... MARBOIA oo s
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale:

[ ]oggi { 1 Mercoledi 19 Gennaio ore 15.00

[ ] Giovedi 27 Gennaio ore 11.00 [ ] Lunedi 14 Febbraio ore 11.00

1) Trovare una base per lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo:

3x—-y+1lz=x-y+9z=2x+y—-62=0.

2) Tra le rette passanti per il punto A(3,0,-1) trovare, se esiste; quella che si appoggia all’asse X e

allarettar:x=z+7=0.

3) Trovare la distanza tra le seguenti rette:
r:x-3z=y=0es:x—-3z+10=y-3=0.

4) Sulla retta r passante per il punto A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z trovare i punti che distano 1

dal pianow: 2x -2y +z—5=0.

5) Trovare I’equazione canonica e classificare la conica di equazione

4x2—2\/§xy+2y2—8x+2\/§y—1=0.

6) Sia X la sfera di centro I’origine O(0,0,0) e passante per A(0,~5,0). Sia = il piano parallelo al
piano YZ e passante per il punto B(—4,-3, 2). Trovare il centro e il raggio della circonferenza C

ottenuta secando la sfera  col piano 7.



GEOMETRIA Nome .......cccecee.o.......Cognome ... .
Prof. ..................... LR oo
20 Luglio 2011 Ingegneria .................... Matricola .......ooooveeeeeiie )

In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ]oggi [ 18 Settembre

1) Sia A la matrice avente (-1, 0, h), (1,-2,4) e (0, k, 1) come I, II e III riga rispettivamente.
Se esistono, trovare i valori dei parametri reali h e k per i quali il vettore (4,-1,1) é un

autovettore di A. Scrivere anche il suo autovalore.

2) Sia A(1, V47 ,~10). Sulla retta y =z + 9 = 0 trovare due punti B e C tali che il triangolo ABC

sia equilatero.

3)Sianor:2x+7=2x+5z+7=0es:3y+20=3y+5z=0. Siat la retta di minima distanza tra
res. Siad la distanza tra i punti A e H di intersezione di t con r e s rispettivamente. Siano B e C

1 punti di s aventi distanza 2d da A. Calcolare I’area del triangolo ABC.

4) Trovare i parametri direttori delle rette che si trovano sul piano 4x — y + 10 =0 e formano un

angolo di n/4 radianti col piano z + 5 = 0.

5) Trovare i punti d’intersezione con gli assi coordinati X e Y della parabola avente come

direttrice la retta x =2 e come fuoco il punto F(0, —3).

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, aventi il centro sulla retta passante perA(-3,2,5)e

parallela all’asse Z e tangenti al piano w: 2x — 2y +z+ 1 =0.



GEOMETRIA  Nome.....cccccc...ooecocc.. COZNOME oo

PHOE cs520000 i corso seguito nell’A.A. ..................

14 Febbraio 2011  Ingegneria .................... Matricola ............................... )

1) Trovare autovalori ed autovettori della matrice A=

&~ © O
S O O
S O b

2) Scrivere I’equazione del piano passante per il punto A(\/E ,—25, 12), parallelo alla retta

r:4x+z+10=3x+y—-2=0 e perpendicolare al piano m: 3y +4z+1=0.

4) Siar la retta parallela all’asse Y e passante per A(6, 1, -2 N3 ). Trovare i piani che contengono r e

formano un angolo di 7/3 radianti con il piano YZ.

5) Trovare I’equazione canonica della conica: 3x2+24/3 Xy + yz— 18x +2+/3 y+24=0

Poi, classificarla.

6) Scrivere 1’equazione di una sfera e 1’equazione del piano la cui intersezione sia la circonferenza

che passa per 1 punti O(0, 0, 0), A(0, 2, 0) e B(0, 0, —17).


Mobile User


GEOMETRIA  Nome................... COZNOME .orooooooeooooo .
Prof. ... @ ;S

22 Novembre 2011 Ingegneria .................... Matricola ......cccocooeeiiii :
2 0 0

1) Sia A=[(t—4) -3 0] con t parametro reale. Se esistono, trovare i valori di t per i quali
1 -t 2

esiste una base di R® formata da autovettori di A, cioé A & diagonalizzabile (non é necessario

trovare la base). Altrimenti motivare la risposta.

2) Trovare i parametri direttori della retta che passa per A(4, 0, 0) e si appoggia alle rette:
r:x-3=y-5=0es:x-5=z+6=0.

3) Scrivere delle equazioni per la retta di minima distanza delle rette (sghembe)

r:x+1=7x+y=0es:x-2=2x+z=0.

4) Sia o il piano passante per i punti A(=2, 0, 0), B(0, t, 0) e C(0, 0, 32 )- Trovare i valori di t per
1 quali il piano o forma una angolo di n/3 radianti con I’asse Y (non é necessario trovare il

piano Q).

5) Trovare I’equazione canonica della conica 7x2 + 10+/3 xy —3yZ - 30x + 63 y—13=0.

- Poi, dire di che conica si tratta.

6) Stabilire la mutua posizione delle sfere seguenti:
Si: x2+y2+22—4x+8y—82=0 e 82:x2+y2+22——10x+20y—202+216=0



GEOMETRIA  Nome.......................COZNOME ..o

PEOE: 1t 5 50 s o e oo CFU ......

5 Luglio 2011 Ingegneria .................... Matricola ..........ccccooonnin. :
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ 1OGGI h. 15.00

[ ] 20 Luglio 2011 h. 11.00 [ ] 8 Settembre 2011 h. 11.00

1) Sia A la matrice avente come righe i vettori (t, t2, 0, 36,-6), (1,6,0,t,-1) e (0,0,9,-4, 0).

Determinare, al variare del parametro reale t, il rango della matrice A.

2) Se esistono, determinare i valori del parametro reale t per i quali I’origine O(0, 0, 0) e i punti

A(-2,0,0), B(3,-8,1) e C(6, t*-5t, 5-t) sono complanari.

3) Scrivere i parametri direttori della retta passante per 1’origine O(0, 0, 0) ed incidente la retta

rx=x—-2y+3z+12=0elarettas: 2x +y=x+y—12z—-17=0.

4) Scrivere I’equazione del piano passante per I’origine O(0, 0, 0), perpendicolare al piano

2x —3y+z =0 e parallelo alla retta x = 2x — 3y + z = 0.

5) Se esiste una conica passante per i seguenti punti O(0, 0), A(2, 0), B(2, 2), C(0,2) e D(2, 11),

trovarne I’equazione. Altrimenti motivare brevemente la risposta.

6) Sia m il piano per i punti O(0,0,0), A(0,2,-5) e C(3,0,0). Trovare le equazioni della

circonferenza che giace su m, ha il centro in C e passa per O.



GEOMETRIA Nome...ccoooocevneeenee. COZNOME ..o .

PIOE. ......nomiiiomaiisiices corso seguito nell’ALA. ..................

27 Gennaio 2011 Ingegneria ................... Matricola .................................. .

In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ] in questo appello

[ ] nell’appello del 14 Febbraio 2011

1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A=

oS O O
O b
S A~ O

2) Al variare del parametro reale t, stabilire quante e quali sono le soluzioni del sistema lineare

nelle incognite (X,y): 12x —tx+ty—t=tx—12x+2y+t=0.

3) Scrivere le equazioni dei piani paralleli al piano YZ e aventi da esso una distanza uguale a quella

tra I’origine O(0,0,0) e la retta r di equazione 5x —3y—34=z=0

4) Siano A(O0, ,-3, J3 ) e B(t, 0, 0). Trovare i valori del parametro reale t per i quali la retta r

passante per A e B forma col piano YZ un angolo di 7/6 radianti.

5) Trovare 1’equazione canonica e classificare la conica di equazione

7x% — 2~[21 xy + 3y? + 221 x — 6y + 23 =0

6) Scrivere 1’equazione della sfera tangente al piano m: 6x + Sy + 3z =0 in 0(0,0,0) e avente il

centro sul piano w’ : 2y —5=0



GEOMETRIA Nome...cccoeooeeeeeee ... COZNOME <o
BHL. cossmsnicstammmarons CEU o5
8 Settembre 2011  Ingegneria .................... Matricola .....coooeereeeeiee :

In caso di esito sufficiente la prova orale pud essere sostenuta SOLO in questo appello.
1) Se possibile, scrivere una base di R3 formata da autovettori della matrice

5 00
15 0 O0]. Altrimenti motivare la risposta.
-10 0 O

2) Sia s la retta passante per il punto A(9, 0,-5), parallela al piano m:2x+3z+17=0 e
perpendicolare alla retta r: x +2y—11=3y+2z+9=0. Trovare le coordinate del punto A

d’intersezione tra la retta s e il piano YZ.

3) Trovare la distanza e 1 parametri direttori della retta di minima distanza tra le rette sghembe
r:2x—-3y+12=y+z=0es:x+7z=2x-y+2z=0.

4) Sia r la retta parallela all’asse Z e passante per A(4J§ 1228 ). Trovare le equazioni dei

piani che contengono r e formano un angolo di 7/3 radianti con I’asse X.

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, tangenti al piano m:2x -2y +z+1=0 e aventi il

centro sulla retta passante per A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z.



GEOMETRIA Nome....cccoecceeee...COENOME oo

s ¢ o) S B 5 1 J—

21 Giugno 2011 Ingegneria .................... Matricola ........cooooeoiii .
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ JOGGI h. 15.00

[ 1 5Luglio 2011 h. 11.00 [ ] 20 Luglio 2011 h. 11.00 [ ] 8 Settembre 2011 h. 11.00

1) Siano B;={(1,1),(1,2)} e By={(6,7),(13,15)} due basi di R2.
Trovare la MATRICE del cambiamento di base da B; a B; (in quest’ordine).

2) Siala métrice A avente (-3, 20, 0), (0, 7, 0) e (10, 20, 7) come L II e III riga rispettivamente.
Trovare una BASE per ogni autospazio di A.

4) Trovare i PARAMETRI DIRETTORI della retta di minima distanza tra le rette
r:2x-z=y=0 e s:y—-10z=x-11=0.

5) Sulla retta r passante per il punto A(2, 0,-1) e perpendicolare al piano 7 : x + 2y — z = 0, trovare

1 PUNTI che distano 5 dal piano n‘:x—-3=0.

6) Trovare ’equazione CANONICA della conica x?+ 4xy + y?>— 2x —4y —2 = 0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA Nome....c...cccc......COZNOME ..o ..

12 Gennaio 2011 Ingegneria ..................... Matricola ...ooeereeeeeeeieieeeae )
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale:

[ ]oggi { 1 Mercoledi 19 Gennaio ore 15.00

[ ] Giovedi 27 Gennaio ore 11.00 { ] Lunedi 14 Febbraio ore 11.00

1) Trovare una base per lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo:

3x-y+1lz=x-y+9z=2x+y-6z=0.

2) Tra le rette passanti per il punto A(3,0,—1) trovare, se esiste, ciuella che si appoggia all’asse X e

allarettar:x=z+7=0.

3) Trovare la distanza tra le seguenti rette:
r:x—3z=y=0e s:x-3z+10=y-3=0.

4) Sulla retta r passante per il punto A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z trovare i punti che distano 1

dal pianomw: 2x -2y +z—-5=0.

5) Trovare I’equazione canonica e classificare la conica di equazione

4x2-2\3xy +2y2—8x +23y—1=0.

6) Sia X la sfera di centro 1’origine O(0,0,0) e passante per A(0,—5,0). Sia & il piano parallelo al
piano YZ e passante per il punto B(—4,-3, 2). Trovare il centro e il raggio della circonferenza C

ottenuta secando la sfera X col piano 7.



GEOMETRIA Nome...coceceeveeeee ... COZNOME .o )

PEOL. < voe soui s soiuasme CFU ..
20 Luglio 2011 Ingegneria .................... Matricola .......coeveeeeeeieeeeenan .
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ]oggi [ 18 Settembre

1) Sia A la matrice avente (-1, 0, h), (1,-2,4) e (0,k, 1) come I, II e III riga rispettivamente.
Se esistono, trovare i valori dei parametri reali h e k per 1 quali il vettore (—4,-1,1) € un

autovettore di A. Scrivere anche il suo autovalore.

2) Sia A(1, Va7 ,—10). Sulla retta y =z + 9 =0 trovare due puhti B e C tali che il triangolo ABC

sia equilatero.

3)Sianor:2x+7=2x+5z+7=0es:3y+20=3y+5z=0. Sia tla retta di minima distanza tra
r e s. Sia d la distanza tra i punti A e H di intersezione di t con r e s rispettivamente. Siano B e C

i punti di s aventi distanza 2d da A. Calcolare I’area del tnangolo ABC.

4) Trovare i paramétri direttori delle rette che si trovano sul piano 4x —y + 10 = 0 e formano un

angolo di /4 radianti col piano z+ 5 =0.

5) Trovare i punti d’intersezione con gli assi coordinati X e Y della parabola avente come

direttrice la retta x = 2 e come fuoco il punto F(0, -3).

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, aventi il centro sulla retta passante per A(-3,2, 5) e

parallela all’asse Z e tangenti al piano w: 2x -2y +z+1=0.



GEOMETRIA Nome.......cccccocee.o... COENOME ... .

PROL. siomenes5 & posastasnsnsss corso seguito nell’A.A. ..................

14 Febbraio 2011  Ingegneria .................... Matricola ..................cccooeein. )
0 0 4

1) Trovare autovalori ed autovettori della matrice A=|0 9 0
4 0 0

2) Scrivere I’equazione del piano passante per il punto ;A(s[@ ,—25,12), parallelo alla retta

r:4x+z+10=3x+y—2=0 e perpendicolare al piano ©:3y+4z+1=0.

4) Siar la retta parallela all’asse Y e passante per A(6, 1, -2 NE) ). Trovare 1 piani che contengono r €

formano un angolo di 7/3 radianti con il piano YZ.

5) Trovare 1’equazione canonica della conica: 3x2 +243 Xy + y2— 18x + 243 y+24=0

Poi, classificarla.

6) Scrivere I’equazione di una sfera e 1’equazione del piano la cui intersezione sia la circonferenza

che passa per i punti O(0, 0, 0), A(0, 2, 0) e B(0, 0, -17).



GEOMETRIA Nome......c..............COZNOME .........oooooanne.. .

PHOL. oz s vsa s vasss s CFU ......

22 Novembre 2011 Ingegneria................... Matricola ......ccoooeiiiniiiie
2 0 0

1) Sia A={(t—4) -3 0| con t parametro reale. Se esistono, trovare i valori di t per i quali
1 -t 2

esiste una base di R® formata da autovettori di A, cioé A & diagonalizzabile (non é necessario

trovare la base). Altrimenti motivare la risposta.

2) Trovare i parametri direttori della retta che passa per A(4,0,0) e si appoggia alle rette:
r:x—3=y-5=0es:x-5=z+6=0.

3) Scrivere delle equazioni per la retta di minima distanza delle rette (sghembe)

r:x+1=7x+y=0es:x-2=2x+z=0.

4) Sia o il piano passante per i punti A(—2, 0, 0), B(0, t, 0) e C(0, 0, 243 ). Trovare i valori di t per
i quali il piano o forma una angolo di 7/3 radianti con I’asse Y (non é necessario trovare il

piano Q).

5) Trovare I’equazione canonica della conica 7x2 +10+/3 Xy — 3y? — 30x + 63 y—13=0.

Poi, dire di che conica si tratta.

6) Stabilire la mutua posizione delle sfere seguenti:
S;:x2+y2+22—4x+8y—82=0 e S;:x2+yZ+z2—10x+20y—20z+216=0



GEOMETRIA Nome .......cc.c...........CogNOME ..o
| Ly 1) A EE) o s
8 Settembre 2011  Ingegneria .................... Matricola .......ccoooveeeeeeeeieenee. .

In caso di esito sufficiente la prova orale puo essere sostenuta SOLO in questo appello.

1) Se possibile, scrivere una base di R3 formata da autovettori della matrice

5 00
15 0 O0]. Altrimenti motivare la risposta.
-10 0 0O

2)Sia s la retta passante per il punto A(9,0,-5), parallela al piano m:2x+3z+17=0 e
perpendicolare alla retta r: x +2y—11 =3y +z+ 9 =0. Trovare le coordinate del punto A

d’intersezione tra la retta s e il piano YZ.

3) Trovare la distanza e i parametri direttori della retta di minima distanza tra le rette sghembe

rr2x—-3y+12=y+z=0es:x+7z=2x-y+2z=0.

4) Sia r la retta parallela all’asse Z e passante per A(4J§ , 12, 243 ). Trovare le equazioni dei

piani che contengono r e formano un angolo di /3 radianti con I’asse X.

6) Trovare le equazioni delle sfere di raggio 1, tangenti al piano w:2x —2y +z+1=0 e aventi il

centro sulla retta passante per A(-3, 2, 5) e parallela all’asse Z.



GEOMETRIA  Nome ......c.......... COGNOME ..o ..

Prof. . ...l CFU. ............ Immatricolato nell’A.A. ............
18 Febbraio 2010 mgegneria ........................... MATRICOLA ... . .
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ 1in questo appello

[ ] nell’appello del 25 Febbraio

2 0 0
1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A=| 0 2 0
20 -30 -3

2) Trovare i parametri direttori della retta che passa per A(1,0,0) e si appoggia alle rette:

r:x=y-7=0es:x-2=z+4=0.

3) Scrivere 1’equazione del piano passante per il punto A(l,0,0), perpendicolare al piano

5x +y+2z=0eparalleloallarettax -1 =y+2z+5=0.

5) Scrivere ’equazione canonica della conica x*— 4xy + 4y’ +2x —4y—44=0. 3

Poi, classificarla.

6) Trovare le coordinate dei centri delle due sfere di raggio R =22 che secano il piano 7 : 4x —

2y +z = 0 nella circonferenza di centro H(1, 0, — 4) e raggio r = 20.



GEOMETRIA NoOme ... COGNOME oo

5 HRP— " CFU. ............ Immatricolato nell’A.A. ...........
4 Febbraio 2010  Ingegneria ......................... MATRICOLA ... ... ...
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ]1n questo appello
[ ] nell’appello del 18 Febbraio [ ] nell’appello del 25 Febbraio
-2 01
1) Trovare gli autovalori e gli autovettori della matrice A=| 0 0 O0f.
3 00

2) Scrivere I’equazione del piano che contiene le seguenti rette:

r:2x+5y-z-1=x-1=0¢ s:5y-z=3x+10y-2z=0.

3) Scrivere delle equazioni per la retta passante per il punto A(l,0,0), parallela al piano

5x +y+2z=0 e perpendicolare allarettax — 1 =y +2z+ 5=0.

5) Scrivere I’equazione canonica della conica x> +4xy+y*—2x —4y—-2=0.

Poi, classificarla.

6) Scrivere ’equazione della sfera che ha il centro sul piano 7 : 2y + 5 =0 ed & tangente al piano

7’ : X + 5y — 3z =0 nel punto A(3, 0, 1).



GEOMETRIA Nome ...ooooeeo.nn........ COGNOME

Prof. ..ol CF.U....
23 Giugno 2010  mgegneria .......................... MATRICOLA

In caso di esito sufficiente (0 quasi) desidero sostenere la prova orale [ ]in questo appello
[ ] Martedi 6 Luglio 2010 [ 1 Mercoledi 21 Luglio 2010

1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A avente (8, 0, 0), (4,0, 0) e (-5, 16, 0)

come I, II e III riga rispettivamente. Poi, dire se la matrice A ¢ diagonalizzabile.

2) Sia s la retta perpendicoiare (in senso lato) alla retta r: x + 3y — 7 =2y + z + 9 =0, parallela al
piano 7t: 3x + 2z + 13 = 0 e passante per il punto A(10, 0, 7).

Trovare le coordinate del punto B d’intersezione tra la refta s e il piano YZ.

4) Trovare le equazioni dei due piani che sono paralleli all’asse X, passano per A(7 NE) »—9,3 %) )

e formano un angolo di 7/6 radianti con I’asse Y.

5) Trovare ’equazione canonica della conica 4x2 — 2~/3 xy + 2y — 8x + 2+/3y— 1 =0.
Poi, dire di che conica si tratta.

6) Scrivere I’equazione della sfera tangente in 0(0,0,0) al piano 7 : 6x + 5y + 3z =0 e avente il

centro sul piano ’ : 2y - 5=0



GEOMETRIA  Nome .oo...... COGNOME oo

PEAL. .. cocoeimarmmansnss o8 S— Immatricolato nell’A.A. ............

25 Febbraio 2010 1ngegneria ... MATRICOLA ...

In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ] oggi pomeriggio (e domani)

[ ] Mercoledi 3 Marzo (ore 10.00) [ 1 Giovedi 4 Marzo (ore 9.30)
-6 0 O

1) SiaA=|(t+6) 1 0 | cont parametro reale. Se esistono, trovare 1 valori di t per i1 quali la
-1 -t -6

matrice A ¢ diagonalizzabile (cioé esiste una base di R? formata da autovettori di A).

2) Scrivere delle equazioni per la retta di minima distanza delle rette (sghembe)

r:x+1=7x+y=0e s:x-2=2x+z=0.

3) Trovare le coordinate dei punti della retta r : 3x — 2y =2z + 5 =0 che si trovano a distanza 1

dal piano at: x —4=0.

4) Sia o il piano passante per i punti A(t, 0, 0), B(0, 3 ,0) e C(0, 0, —3). Trovare i valori di t per

i quali 1l piano o forma una angolo di 7/6 radianti con I’asse X.

5) Scrivere I’equazione canonica della conica x> +4xy+y*—2x—4y+1=0.

Poi, classificarla.

6) Stabilire la mutua posizione delle sfere seguenti:
S :xX+y +27—8x—16y+16z=0 ¢

Sy x2+yP+22—12x - 24y + 242+ 299 =0



GEOMETRIA Nome ...cccoooo............. COGNOME ...,
Prof. ..ooiieiiiiinn CFU. ...
21 Luglio 2010 Ingegneria ...................ccceo..... MATRICOLA ...

In caso di esito sufficiente (o0 quasi) desidero sostenere la prova orale: [ ] in questo appello

[ ] nell’appello del 16 Settembre (SOLO in caso di esito PIENAMENTE sufficiente)

2 0 0
1) Trovare una base per ogni autospazio della matrice A=| 0 2 0
20 -30 -3

2) Scrivere I’equazione del piano che contiene le seguenti rette:

r:2x+5y—-z—-1=x-1=0¢ s:5y—z=3x+10y-2z=0.

3) Scrivere delle equazioni per la retta passante per il punto A(4, 0, 0), parallela al piano 3x +y —

5z =0 e perpendicolare allarettaz—4 =3x +y—20=0.

4) Scrivere delle equazioni per la retta di minima distanza delle rette (sghembe)

r:x+1l=Tx+y=0es:x—-2=2x+z2=0,

5) Scrivere ’equazione canonica della conica x”—10xy +y” + 10x —2y + 1 =0.

Poi, classificarla.

6) Trovare le coordinate dei centri delle due sfere di raggio R=27 che secano il piano

7 : x + 4y + 3z = 0 nella circonferenza di centro H(0, 3, 4) e raggio r = 25.



GEOMETRIA Nome .....cocceec........... COGNOME ........ooooooooeo .
Piof. wouvcsisissssssssnns C.EU. ...
6 Luglio 2010 Ingegneria ............................ MATRICOLA ... ...

In caso di esito sufficiente (o quasi) desidero sostenere la prova orale: [ ] in questo appello

[ ] nell’appello del 21 Luglio

=2 0 1
1) Trovare gli autovalori e gli autovettori della matrice A=| 0 0 0].
3 00

2) Scrivere 1’equazione del piano passante per il punto A(1,0,0), perpendicolare al piano

Sx+y+2z=0eparalleloallarettax —1=y+2z+5=0.

3) Trovare le coordinate dei punti della retta r : 3x — 2y =2z + 5 =0 che si trovano a distanza 1

dal piano ot : x —4=0.

5) Scrivere I’equazione canonica della conica x” + 8xy + 16y” + 2x + 8y + 35 = 0.

Poi, classificarla.

6) Stabilire la mutua posizione delle sfere seguenti:
S; :x2+y2+zz——4x+2y+4z=0 e

Sz:x2+y2+22—12x+6y+12z+77=0



GEOMETRIA Nome ....eooor........ COGNOME ...

23 Novembre 2010
Prof. ................ Ingegnenia ..................... MATRICOLA ... ... ..

1) Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema lineare

3tx—6y+t=0
6x—-3ty—t=0

ammette esattamente una soluzione. Poi, scrivere tale soluzione (in funzione di t).

2) Trovare le equazioni della retta di minima distanza tra le rette sghembe

r:6x—2y+z=3x-y-2z=0e s:6x+3y-z—-4=2x+y-z-2=0.

4) Siano A, B e C i punti di intersezione del piano di equazione 2x +y+z—12 =0 con gli assi
coordinati X, Y e Z rispettivamente. Determinare le coordinate dell’ortocentro (punto

d’incontro delle altezze) del triangolo ABC.

5) Sianor:x+4=x+3z+4=0 es:2y+21=2y+7z=0. Siatlaretta di minima distanza trar
e s. Siano A e H i punti di intersezione di t con r e s rispettivamente. Siano B e C i punti di's tali
che d(A,B) = d(A,C) = 2d(A,H).

Calcolare 1’ area del triangolo ABC.

6) Scrivere I’equazione canonica della conica 3x% + 6xy + 3y2 +5x+7y+3=0.

Poi, classificarla.



GEOMETRIA NOME oooeereoonno... COGNOME .o

16 Settembre 2010
Prof. ... Ingegneria ...............cc....... MATRICOLA ... .. ...

In caso di esito sufficiente (o quasi) desidero sostenere la prova orale: [ ] oggi pomeriggio

[ ] Mercoledi 29 Settembre ore 9.00 (per ’esito e 1’aula vedere gli avvisi sul sito web di Facolta)

—6 0 O
1) SiaA=[(t+6) 1 0 | con t parametro reale. Se esistono, trovare i valori di t per i quali la
-1 -t -6

matrice A € diagonalizzabile (cioé esiste una base di R? formata da autovettori di A).

2) Trovare i parametri direttori della retta che passa per A(l,0,0) e si appoggia alle rette:

r:x=y—-7=0es:x-2=z+4=0.

4) Sia o il piano passante per i punti A(t, 0, 0), B(0, -1, 0) e C(0, 0, —J2 ). Trovare i valori di ¢t

per i quali il piano o forma una angolo di 7/3 radianti con I’asse X.

5) Scrivere I’equazione canonica della conica x> +4xy+y* —2x—4y—-2=0.

Poi, classificarla.

6) Scrivere 1’equazione della sfera che ha il centro sul piano 7 : 2z —3 =0 ed ¢ tangente al piano

7 : 4x +y— 3z = 0 nel punto A(-1, 4, 0).



GEOMETRIA Nome ...cooooooovceveaeoe. COGNOME oo

LEY, ..

28 Gennaio 2009 Matricola ....................... INnegnera .......cooeuemeeeeeeeeeeeee
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ ] domani (ore 9.30)

[ ] Mercoledi 4 Febbraio (ore 9.30) [ ] Mercoledi 11 Febbraio (ore 15.30)

1) Trovare le equazioni del sottospazio

V(w, X, y,z) <R* generato dalle quaterne
2;=(0,1-1,0) e a,=(-2,0, 1, 0).

2) Scrivere la soluzione (w, X, y, z) generale del
seguente sistema lineare: w—2y+z—3=
=2w—-x+3y+l=w—-x+5y—-z+4=0.

3) Trovare una base per ogni autospazio della
matrice A avente (0, 0, 2), (12, 0,-3) e (0, 0, 3)
come I, IT e III riga rispettivamente.

Poi, dire se A ¢ diagonalizzabile.

4) Calcolare I’area del triangolo di vertici
A(0, 2,-1), B(2, 0,-3) e C(1,-3, 0).
Poi, trovare I’equazione del piano per A, B e C.

5) Siano A, B e C i punti di intersezione del piano
n:2x+y+z—-12=0 con gli assi coordinati X,
Y e Z rispettivamente. Determinare 1’ortocentro
(punto incontro altezze) del triangolo ABC.

6) Trovare la distanza e i parametri direttori
della retta di minima distanza tra le rette sghembe
r:2x-3y+12=y+z=0e¢
$:Xx+7z=2x—-y+2z=0.

7) Siar la retta parallela all’asse Y e passante per

A(—\/—5_ 7,5 )- Trovare le equazioni dei piani
che contengono r e formano un angolo
di /4 radianti con I’asse Z.

8) Trovare I’equazione canonica e, poi,
classificare la seguente conica:
3x2 + 6xy + 3y? + 4x + 6y + 3 = 0.

9) Trovare il centro e il raggio della
circonferenza C; ottenuta secando la

sfera di centro I’origine O e raggio /27
conilpianow: x +2y+2z—-9=0.

10) Siano w e C,; quelli dell’esercizio (9).

Sia C, la circonferenza ottenuta secando con il
piano mla sfera x*+y* +2z°— 18x — 81 =0.
Stabilire su 7 la posizione di C; rispetto a C,.




GEOMETRIA Nome .....oooeeeeeeeeeaaecc. COGNOME ..

14 Gennaio 2009  Matricola .......cccccceeenneoee . INEENETIA c.eeiiiiiii e
In caso di esito sufficiente desidero sostenere la prova orale: [ 1 OGGI (pomeriggio)
[ ] domani [ 1 Mercoledi 28 Gennaio [ ] Mercoledi 11 Febbraio

1) Sia A la matrice avente (t>— 1, t(t+ 1), 0) e
(t2+t, (t— 1)t + 1), 0) come I e Il riga
rispettivamente.  Studiare, al variare del
parametro reale t, il rango della matrice A.

2) Trovare una base dello spazio
V(w, x,y,z) <R*

delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
w—-—x+z=4x-y+2z=0.

3) Sia A la matrice avente (2,9, 0), (0,-1,0) e
(-3, 9,—1) come I, II e 11l riga rispettivamente.
Se esistono, trovare una matrice C invertibile ed
una matrice A diagonale che diagonalizzano A.

4) Scrivere le equazioni della retta passante
per ’origine O(0, 0, 0) che si appoggia
allaretta r: x=x—-2y+3z+12=0
eallaretta s:2x+y=x+y—12z-17=0.

5) Scrivere I’equazione del piano passante
per 'origine O(0, 0, 0), perpendicolare

al piano 2x —3y+z=0 e parallelo
allaretta x =2x—-3y+z=0.

6) Sulla retta passante per 1’origine O(0, 0, 0) e
perpendicolare al piano x —2y—-2z+13=0,
determinare le coordinate dei punti che distano 4
dal piano 2x -2y +z=0.

7) Calcolare la distanza tra le due rette
r:x—-y—-5=5y-z-1=0e¢e
s:x—-y=5x—-z=0.

8) Trovare 1’equazione canonica €, poi,
classificare la seguente conica:

3x2 + 2\3xy + y>— 18x + 23y + 24 =0

9) Trovare le equazioni della circonferenza che
giace sul piano 3x +y—2z =0, ha il centro nel
punto C(0, 2, 1) e passa per 1’origine O(0, 0, 0).

10) Studiare la mutua posizione delle sfere:
S :x*+y +2Z2+10x-2y—182+82=0 e
Sz:x2+yz+zz+2x+2y—102+26=0




GEOMETRIA Nome ....ooocovveeveeeeeeeaaaeeecc.. COGNOME oo

6 Maggio 2009 MAHEnlR. ..cosoncmomansns asnssndIECENENIA

1) Sia A la matrice avente (2,9, 0), (0,-1,0) e
(-3, 9,—-1) come I, II e I1I riga rispettivamente.
Se esistono, trovare una matrice C invertibile ed

una matrice A diagonale che diagonalizzano A.

2) Scrivere 1’equazione del piano passante
per I’origine O(0, 0, 0), perpendicolare
al piano 5x —y+2z=0 e parallelo

allaretta x=5x -y +2z=0.

3) Se esiste, trovare il piano che contiene le
rette
r:S5y-z+2=x+1=0e

81 5y—z=x=0.

4) Trovare la distanza tra le rette
r:4x—-z=y=0 e

s:y—82=x-13=0.

5) Trovare I’equazione canonica e, poi,
classificare la seguente conica:

3x2+ 6xy + 3y +4x+ 6y +3=0.

6) Trovare il centro e il raggio della

circonferenza ottenuta secando la
sfera di centro ’origine O e raggio /38

conilpianom:2x+y—2z—18=0.




GEOMETRIA Nome ......ooooovveeeeeeaeec. COGNOME ...

1)SiaS={(x,y,2z)eR3| x+5y+z=0}.

Sia B = {(t3 — 52,2 —t, 1), (6,- 1,— 1)}.
Determinare per quali valori del parametro reale t
I’insieme B € una base del sottospazio S.

2) Sia A la matrice avente (t,t—2) e (2, 2)

come I e II riga rispettivamente.

Determinare per quali valori del parametro reale t
la matrice A risulta diagonalizzabile.

3) Sia r la retta passante per A(0, t', t) e B(l, "
2) e w il piano di equazione (t+2)x +4y+tz—
20 = 0. Studiare, al variare del parametro reale t,
la mutua posizione della retta r e il piano .

4) Siano A, B, e C i1 punti di intersezione del
pianom:2x+y—-z—2=0congliassiX,YeZ
rispettivamente. Trovare il circocentro (punto
d’incontro degli assi dei lati) del triangolo ABC.

5) Se esiste, trovare il piano che contiene le rette
r:5y—-z+2=x+1=0e
s:5y—z=x=0.

6) Trovare la distanza tra le rette
r:3x—-z=y=0 e
s:y—-9z=x-12=0.

7) Sulla retta r passante per il punto A(0, -3, 1) e
perpendicolare al piano  : x + 2y — z = 0, trovare
i punti che distano 3 dal piano n‘:z+1=0.

8) Trovare 1’equazione canonica e, poi,
classificare la seguente conica:
x>+ 10xy + y*+ 10x + 2y — 1 = 0.

9) Trovare il centro e il raggio della sfera
passante per I’origine O eipunti A, B, e C
di intersezione del pianomw: x —2y—-z—18=0
con gli assi coordinati X, Y e Z rispettivamente.

10) Trovare le equazioni di un piano e di una
sfera la cui intersezione sia la circonferenza
passante per 1 punti

0(0, 0, 0), A(2, 0, 0), B(0, 3,-7).




GEOMETRIA Nome ..ooooeeeeeveeeeeeaaeeeecccct COGNOME ..o

B R AR—
24 Giugno 2009 1,7, 002 s SO | ;|- ..o ;| -« -; SRR ————
In caso di esito sufficiente desidero sostenere I’orale: [1 OGGI [ in un prossimo appello

1) Sia A la matrice avente (0, >~ 16, t(t—4), 0)
e (0, t>— 4t, (t—4)(t +4), 0) come I e IT riga
rispettivamente. Studiare, al variare del

parametro reale t, il rango della matrice A.

» 2) Trovare i parametri direttori della retta
passante per 1’origine O(0, 0, 0) che si appoggia
allaretta r:z=4x—-y+7z+11=0 ealla
retta s:1lx+y—-3z—14=x+3y=0.

3) Calcolare I’area del triangolo di vertici
A(0, 4,-5), B(4, 0,-3) e C(5,-3, 0).
Poi, scrivere I’equazione del piano che

contiene il triangolo ABC.

4) Siano A, B, C i punti d’intersezione del piano
T:x-y+2z-24=0 congliassiX, Y, Z
rispettivamente. Trovare 1’ortocentro (punto

d’incontro delle altezze) del triangolo ABC.

5) Trovare 1’equazione canonica della conica:
4x* + 6xy + 4y + 8x + 6y + 11 =0.

Poi, classificarla.

6) Trovare le equazioni del piano e di una sfera
la cui intersezione sia la circonferenza passante

per i punti O(0, 0, 0), A(-7, 0, 0) e B(0, 1, 3).




GEOMETRIA Nome ..oooooeeeeeeeeaeaccc.. COGNOME .o

24 Settembre 2009 Matricola .......cccccco......... INEEGNETIA 1ot
In caso di esito sufficiente desidero sostenere ’orale: [Joggi  [1il 15 Ottobre 2009

1) Del sistema lineare 3x —y+ 10z—22 =
=x—-y+8z-8=2x+y—-5z-13=0 trovare:
e una soluzione particolare Xp ;

e una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associato.

2) Se esiste, trovare una coppia (h, k)e R’ tale

5 70
che lamatrice A=| 0 h 0| NON abbia
-2 k 3

tre autovalori reali a due a due distinti e,

allo stesso tempo, sia diagonalizzabile.

3)Date le rette r:x=x-2y+3z+12=0 e
s:2x+y=x+y—12z—-12=0, sia t la retta
per ’origine O che si appoggiain A allarettare

in B alla retta s. Trovare le coordinate di A e B.

4) Sia A(=2,3+/11, 8). Sullarettay=z—11=0
trovare due punti B e C tali che il triangolo
ABC sia equilatero.

5) Siano A(t, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 0,—+/23).
Trovare i valori del parametro reale t per i quali
il piano passante per A, B e C forma col piano

YZ un angolo di 21/3 radianti.

6) Sia . la sfera che ha il centro in C(4,—7,-16)
e passa per il punto A(4,-12,-10). Trovare

’equazione del piano 7 tangente a Y. in A.




15 Ottobre 2009 8, 51071 SOOI . - .. (- ¢ . N

1) Del sistema lineare 3x —y+11z—-19=
=x—-y+9z-7=2x+y—-6z—11=0 trovare:
e una soluzione particolare Xp ;

e una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associato.

010
2)Sia A=|2 0 1. Se possibile, trovare una
0 20

matrice diagonale A e una matrice invertibile C
tali che AC = CA.

Altrimenti, motivare la risposta.

3) Se esiste, trovare il piano che contiene le
seguenti rette:
r:4x+z-3=y+1=0

s:4x+z=y=0

4) Sia H la proiezione ortogonale del punto
A(2426,2,5)sullarettar: x=z+7=0.
Su r trovare (almeno) un altro punto B tale che

I’area del triangolo rettangolo AHB valga 9 V3.

5) Siar : 4x + 3y — 10 = 0 la direttrice delle
parabole passanti per ’origine O(0, 0) e
aventi i fuochi sull’asse Y delle ordinate.

Trovare le coordinate dei loro fuochi.

6) Scrivere I’equazione della sfera 3. che ha il
centro in C(-10, 3, 15) ed é tangente al piano

n:4x+7z=0.
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In caso di esito sufficiente desidero sostenere 1’orale: [0 OGGI [0 in un prossime appello

1) Sia A la matrice avente (t, t—2) e (2, 2) come
I e 1I riga rispettivamente. Determinare per quali
valori del parametro reale t esiste una base

dello spazio R? formata da autovettori di A.

2) Trovare una base dello spazio V(w, X, y, z)
(sottospazio di R*) delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo:

wW—x+z=4x-y+2z=0.

3) Trovare la distanza tra le rette sghembe
r:2x—-3y+12=y+z=0
s:x+7z=2x-y+2z=0 eiparametri

direttori della retta di minima distanza.

4) Sia r la retta parallela all’asse X e passante
per A(\/E , 15,5 V3 ). Trovare le equazioni dei
piani che contengono r e formano un angolo di

7t/6 radianti con I’asse Y.

5) Siano A, B, e C i punti di intersezione del
pianom:x—2y—z—18=0congliassiX,Ye
Z rispettivamente. Trovare il circocentro (punto

d’incontro degli assi dei lati) del triangolo ABC.

6) Scrivere le equazioni della circonferenza che
giace sul piano x —y+z =0, ha il centro nel

punto C(1, 2, 1) e passa per I’origine O(0, 0, 0).
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In caso di esito sufficiente desidero sostenere ’orale: [1 OGGI O in un prossimo appello

1) Sia S = {(x, y, 2)eR3 | x + 6y—10z=0}.
Sia B = {(3 - 6t2, t* — 1, 1), (8,-3,-1)}.
Determinare per quali valori del parametro

reale t I’insieme B ¢ una base del sottospazio S.

2) Scrivere la soluzione (W, X, y, z) generale
del seguente sistema lineare: w+y—3z+2= |

=3w+x-y+1=2w+x-2y+3z—-1=0.

3) Sulla retta passante per il punto A(-7, 3,0) e
perpendicolare al piano x —2y +2z+ 14 =0,
determinare le coordinate dei punti che distano

8 dal piano 2x -2y—z=0.

4) Calcolare la distanza tra le due rette
r:x—-y—-5=5y-z-1=0¢e¢

s:5x—z=x-y=0.

5) Se esiste una conica passante per i punti
A(03 0)’ B(O’_1)9 C(la—l), D(l,—2), E(2,—2),
scrivere la sua equazione.

Altrimenti, motivare brevemente la risposta.

6) Trovare il centro e il raggio della sfera
passante per ’origine O e i punti A, B, e C di
intersezione del pianow: x —2y—z—18=0

con gli assi coordinati X, Y e Z rispettivamente.




