Soluzioni dello scritto di Geometria del 28 Maggi@009

1) Trovare leequazionidel sottospazio
V(w, X, Y, )< R* generato dalle quaterne
c1=(0,0,2,-1) e, =(0,-1, 1, 0).

w X Yy z
rgqg0 0 2 -1|=2
0O 110

(w, X, y, zZJ IV

=4

2 —
Applicando il teorema degli orlati al minoh O}

si ottengono le equazionw =X +y + 2z =0

2) Trovare undaseperOGNI autospazio
della matrice A avente (0, -3, 12), (0, 4,0) e
(0, 3, 0) come I, Il e lll riga rispettivamente.

Poi, dire se A e diagonalizzabile.

Pa(\) = (4 AN

Base di g ={(1, O, 0)}

Base di g ={(6, 4, 3)}

A Nnon e diagonalizzabile in quanto non e possil

trovare tre suoi autovettori linearmente indipender

Dile

3) Siar la retta per A(0%,tt) e B(-5,1, 1) e
Ttil piano (t—=1)x + 9y +tz — 10 = 0.
Studiare, al variare del parametro reale t, la

mutua posizionedella retta r e il piano

BA=(50,t-1) w=(t-1,9,1)
ri/fm « BAOvy < (t=1)(t+5) =0

t=1 (AOm r é contenuta inTt

-5 (AOm) r é strett. parallela aTt

Ot0OR—{1,-5,} r e incidentert

4) Sulla retta r passante per il punto A(=3, 1,
e perpendicolare al piarmo: x — 2y + z =0,
trovare ipunti che distano6 dal piano
m:y+1=0.

o0 = (I, m,n)=(1-2,1)
P(x,y, zdr (x,y, 2) = (t-3,-2t+1, t)
d(P,7) =6 |(-2t+1)+1| =6

=4

=4

5) Trovare lequazione canonica, poi,
classificare la seguente conica:

9x% — 10xy + 9F + 44x — 12y + 32 =0

} P(A) = (A-4)\-14)

9 -5
-5 9

ti=4 = Py(1,-7,4) t=-2 = Py(-5, 5,-2)
1

w2 T

4%% + 14y + 1632 x — 282y +32 =0
A(x + 24/2)% + 14(y—2)?-28=0
Traslazione X =x 242 e Y =y—+/2
AX* + 14Y* = 28

M =4 Based E={(1, 1)} ) )

\»=14 Base dif = {(-1, 1)} X7+Y—=1 ELLISSE

6) Studiare lanutua posizionedelle sfere: C:=(3-3,1) R=5 G=(1,-2,3) R=2
SixX+yY+Z—6x+6y—22-6=0 e D=d(C, C) =3

S X +Y+Z—2x+4y—6z+10=0

D=R-R = S,einterna e tangente ad S




Soluzioni dello scritto di Geometria del 24 Giugn@009

1) Sia A la matrice avente (G-t16, t(t — 4), 0)
e (0, & 4t, (t— 4)(t + 4), 0) come | e ll riga
rispettivamente. Studiare, al variare del

parametro reale t, rango della matrice A.

detB =8(t + 2)(t—4) (minore di ordine 2 di A)

OtORV=2, 4} = detB# 0 = rg(A) = 2

t2-16  t(t-4)
t2 -4t (t-4)(t+4)

SiaB{

} (sottomatrice di A)

t=—2:A{° ol 0} = rg(A) = 1
0 12 -12 O

_ 0000 _

t=4 = A—{O 0 0 O} = rg(A) =0

2) Trovare iparametri direttori della retta
passante per 'origine O(0, 0, 0) che si
appoggia allaretta r:z=4x-y+7z + 1Q 3

eallaretta s:11x+y—-3z-14=x+3y=

Dalle equazioni delle rette r ed s si ha subitoithe
piano contenente r e O &€ z = 0 e il piano contener

reOeéex+3y=0percuilarettaé z=x+3y.=

DQuindi, i parametri direttori sond3,—1, 0)

3) Calcolare larea del triangolo di vertici
A(0, 4,-5), B(4, 0,-3) e C(5,-3, 0).
Poi, scrivere I'equazione dpiano che

contiene il triangolo ABC.

ACOAB=2v conv=3+5 +4k
areaABC = ||[ACTABI||/2 = V|| = /50 =5+/2

vime Am = T:3X+5y+4z=0

4) Siano A, B, C i punti d’intersezione del
pianott: X —y +2z—-24 =0 congliassi X, Y|
Z rispettivamente. Trovareditocentro (punto
d’incontro delle altezze) del triangolo ABC.

BA//u=i+]j BC/=2 +k
,Ju:Allm em UUBC = m:2y+z=0

m:ClUm e UBA = m:x+y=0

5) Trovare lequazione_canonicalella conica:
4x% + 6xy + 4y + 8x + 6y + 11 = 0.

Poi, classificarla

4 3
A= [3 4} BN) = A-1)0=7)

)\1:1
)\2=7

Base di E={(1, -1)}
Base diE={(1, 1)}

Moltiplicando per 142 si ottengono i versori.

nnmne={(4,-4, 8)
)

Rotazione m _ \/E{-ll ﬂE/

X+ TP +2x+7J2y+11=0

(x+ 122+ 7(y+ 122 +7=0
Traslazione X=x 1/2 e Y =y+1//2
X2+ 7Y = -7

X2
~_+Y?=-1 Ellisse immaginaria

6) Trovare le equazioni dgbiano e di una
sfera la cui intersezione sia la circonferen
passante per i punti O(0, 0, 0), A(-7,0,0
B(O, 1, 3). $oloper il corsoda 8 C.F.U.]

Il piano per O,AeBem:3y—z =0

Imponendo il passaggio della sfera per O, A e B,
zdall'equazione &+ Y + Z +ax + by +cz + d = 0 si

ditiene d =0, a=7 e b = —(10+3c). Per duiclIR
X2+ Y+ 7+ 7x—(10+3c)y +cz=0

Ora, si scelga, a piacenen valore per(@R.

—+



Soluzioni dello scritto d

I Geometria del 16 Luglia2009

1) Sia A la matrice avente (t, t—2) e (2, 2)
come | e Il riga rispettivamente. Determinare
per qualivalori del parametro reale t esiste
una base dello spazidformata da autovettor
di A.

Pa(A) = A2 = (t+2M + 4 A=(t+6)(t-2)

Esiste una base dPRormata da autovettori di A= A ha due

autovalori reali distinti = A>0 <

t<—6 vel t>2

2) Trovare undasedello spazio V(w, X, Y, z)
(sottospazio di B delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo:

W—-—X+zZ2=4x-y+2z2=0.

Poiché le due equazioni sono indipendenti, la dsioere di V &
uguale a 2. Per cui una sua base égudungue coppia di suoi

vettori linearmente indipendenti.

Per esempio (1, 0,—2,—1) (1, 1, 4, 0)

3) Trovare ladistanzatra le rette sghembe
r:2x—-3y+12=y+z=0
S:X+7z=2x-y+2z=0  @arametri

direttori della retta di minima distanza.

dir,s)=4 (I,m,n)=(2,-1, 2)

Combinando linearmente le equazioni della retiaottene
I'equazione del fascio F(r) A + (U —=3\)y + pz + 1A = 0.
Imponendo il parallelismo con la retta s si ottigne2\ = 0.
Quindi, il pianomOF(r) conty //sém:2x—y+2z2+ 12 =0.
La distanza trar ed s & uguale alla distanza;teaO(0,0,0)Is.

Retta w di minima distanZd, = w//lvy=2 -] + 2

4) Sia r la retta parallela all’asse X e passan
per A(v3, 15,-5/3). Trovare le equazioni de
piani che contengono r e formano un angolo

176 radianti con l'asse Y.

[\ e asse X /DT = T b(y—15) + c(z+5/3)

j Applicando la formula dell’angolo retta-piano afise Y e al

diianortsi ottiene &€= 3. Scegliendo b = 1 si ha c=/3 .
m:y++/3z=0
T:y—-+/32-30=0

5) Siano A, B, e C i punti di intersezione del
pianott: X — 2y —z—18 =0con gliassi X, Y
Z rispettivamente. Trovaregircocentro
(punto d’incontro degli assi dei lati) del

triangolo ABC.

M(9,-9/2, 0) punto medio di AB I/ = 2i +]j
eH(9, 0,-9) punto medio di ACY/ =i +k

m:MUOmg emUUAB = m:4x+2y—-27=0
mw:HOm emUJAC = Tm:Xx+2=0

15 _3 _15

A(18,0,0) B(0,-9,0) C(0,0,~18)

TN Ty N Th={ E 5"

6) Scrivere le equaziowellacirconferenza
che giace sul piano x—y +z =0, hail centr
nel punto C(1, 2, 1) e passa per l'origine
0O(0, 0,0). $oloperil corsoda8C.F.U.]

In generale, si possono prendere le equazioni@igdalsiasi
o'sfere _distintepassanti per O e aventi il centro sulla retta r
passante per C e perpendicolare a
Usando le equazioni parametriche di r, il centrtatlisfere ha

coordinate (t+1, —t+2, t+1) cofilR.

Le due equazioni “piu semplici” sono quella delnma

X=y+z= Oe quella della sfera passante per O

dicentroCX2+y2+ZZ—2X—4y—22=0

Tenendo, inoltre, conto del fatto che le sfere paggper O si ha
%%+ y* + Z — 2(t+1)x — 2(2-t)y — 2(t+1)z = C

Ora si scelgano, a piacedue valori distintdi tOR.




Soluzioni dello scritto d

I Geometria del 30 Luglia2009

1) Sia S ={(x, y, Z)IR®| x + 6y — 10z = 0}.
Sia B = {( - 6&, 2 —t, 1), (8,~3,-1)}.

Determinare per quakialori del parametro
reale t I'insieme B é unbasedel sottospazio S

v=(t—68 22—t tJS - t{t—4)(t+4)=0

t=0 = v=(0,0,0) NOMNaccettabile per la base

t=4 = v=(=32,12, 4) =4 NON accettabile per la base
t=-4 = v=(-160, 20,—4) = -4(40,-5, 1) accettabile per

base in quanta ev sono linearmente indipendenti.

E’ necessarigma non sufficiente) che i vettori di B

appartengano a S. Si vede subito ehe(8,-3,-1)1S

Quindi, I'unicovalore accettabile & = -4

2) Scrivere lasoluzione(w, X, y, z)generale
del seguente sistema lineare: w+y—3z +

=3wW+Xx-y+1=2w+x—-2y+3z-1=0.

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino siyene al
Zsi_stema equivalente: w +y — 3z + 2 = x — 4y + &¥=-0.
Scegliendoper esempio, y e z come parametri possiamo

scrivere la soluzione generale nel seguente modo:

Poiché le equazioni indipendenti sono 2 e le integh
€ necessariohe la soluzione dipenda da due paramet
Ovviamente, il modali rappresentare la soluzione

generale non & unico

(W, X,y,2)=(-2,5,0,0) +
y(-1, 4,1,0) +2(3,-9,0, 1)

3) Sulla retta passante per il punto A(-7, 3,
perpendicolare al piano x—2y+ 2z + 14 3
determinare le coordinate dainti che distang
8 dal piano 2x -2y -z =0.

)}Jeando per la retta le equazioni parametrichegii gunti hanno
L @pordinate (=7, —2t+3, 2t) conlR. Applicando la formula
della distanza punto-piano al punto (-7, —2t+Be2l piano

2x — 2y — z = 0 (con distanza 8) si ottiene I'edqoag |t — 5| = 6.

h=-1 = Py(-8, 5-2)
=11 = P2(4,—19, 22)

4) Calcolare lalistanzatra le due rette
r-x—y—-5=5y-z-1=0 e
S:5x—-z=x-y=0.

d(r, s) = /26

Le due rette sono parallele, avendo gli stessirpenadirettori
(1, 1, 5). Il pianat perpendicolare alle due rette e passante p
punto O(0, 0, G)s ha equazione x +y + 5z = 0. Con semplig
calcoli si trova che il punto d'intersezione trame A(5, 0, —1).

La distanza tra le due rette € uguale alla disttiaz@ e A.

5) Se esisteina conica passante per i punti
A(0, 0), B(0,-1), C(1,-1), D(1,-2), E(2,-2),
scrivere la suaquazione

Altrimenti, motivare brevemente la risposta.

Si vede subito che i tre purti C ed E sono allineati

La conica & una conica degenere unione dellarettar y = 0
per A, C ed E e un’altra retta s. Poiché i puné B della
conica non stanno su r, essi devono stare sutiaseathe,
quindi, ha equazione x + y + 1 = 0. Percio, 'eqoae della

conicasara (x+y)(x+y+1)=0.

X2+ 2Xy + Y +Xx+y=0

6) Trovare ilcentro e il raggio della sfera
passante per l'origine O eipuntiA, B,eCd
intersezione del piamm: x —2y—-z-18=0
con gli assi coordinati X, Y e Z

rispettivamente.

Siha A(18, 0, 0), B(0,-9, 0) e C(0, 0,—18). Impudhe il
passaggio della sfera® x y* + Z + ax + by +cz + d = 0 per O,
A, B, e C, siottiened =0, a=-18, b = 9 e B=Quindi, la

sfera ha equazione® x y* + Z — 18x + 9y + 18z = 0. Da cui

C(9, -9/2,-9) r=27/2

eril



Soluzioni dello scritto di Geometria del 24 Settemie 2009

1) Del sistema lineare 3x —y + 10z — 22 =
=X-y+8z-8=2x+y—-5z-13=0 trovarn
* una soluzione particolareX

* una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associata.

Xp=(7,-1,0) B={(-1,7,1)}

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino si yiene
eqd un sistema equivalente con due equazioni indigr@n
Ad esempio x—-y+8z-8=y—-7z+1=0.
Scegliendo z come parametro possiamo scriverduaisne
generale nel modo seguente: (x,y, z) = (7, -+ 8)1, 7, 1).
A questo punto si puo scegliarea delle infinite soluzioni e

uno degli infiniti vettori del tipo z(-1, 7, 1) con% 0.

2) Se esistetrovare una coppia (h, KR tale

5 7 0
che la matrice A A0 h 0| NON abbia
-2 k 3

tre autovalori reali a due a due distinti e,

allo stesso tempaia diagonalizzabile.

(h,k)=(3,-7)

pa(A) = (h=A)(5-A)(3-A) quindi h=50h=3
h=5 = m3)=1e g5 =2

rg(A-5l)=2 OkOR = my5)=1 OkOR
quindi, per h =5 A non e diagonalizzabile
h=3 = m(B)=1e 3)=2
my3)=2 « rg(A-3)=1 -
quindi, A e diagonalizzabile perh=5e k =-7

k=-7

3)Date le rette r:x=x-2y+3z+12=60
S:2X+y=x+y-12z-12=0, sia t la re
per I'origine O che si appoggia in A alla retta

in B alla retta s. Trovare le coordinate di A e

A0, 0, -4) B(0, 0, —1)

m:0OUm erdmg = m:x=0
W:00m e sUm = T:2x+y=0
"&=mnm = t:x=y=0 (asse 2)
Bt 1 r = {A) tn s ={B)

4) Sia A(-2, 3/11, 8). Sullarettay=z-11=
trovare due punti B e C tali che il trianga

ABC sia equilatero.

B=(4,0,11) C=(-8,0,11)

gu:Alme rdm = m:x+2=0

loon r={H} H(-2,0,11) AH altezza di ABC
d(AH) =643 = d(H,B)=d(H,C) =6

B =(-246, 0, 11) C = (-B-0, 11)

5) Siano A(t, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 8,23).
Trovare i valori del parametro reale t per i qu
il piano passante per A, B e C forma col pian

YZ un angolo di 2/3 radianti.
t =12+/23/3

u:= ABOCB = 24/23i + t/23] — 2k
Al 0y i 0T
Dapplicando la formula dell’angolo tra due piani co
(a1,b1,c0) = (24/23, t/23 -2t ) e (&bz,c2) = (1,0,0)

ed elevando al quadrato si ottiene® 992

=)

6) SiaY. la sfera che ha il centro in C(4,—7,—1¢
e passa per il punto A(4,-12,-10). Trovare

I'equazione del pianmtangente & in A.

m:5y—-6z=0

5yt: ALt e mOAC
AC=5-& = m:5y+12)-6(z+10)=0




Soluzioni dello scritto di

Geometria del 15 Ottobre2009

1) Del sistema lineare 3x —y+11z—-19 =
=X—-y+92-7=2x+y—-6z—-11 =0 trovareg
* una soluzione particolareX

* una base B dello spazio delle soluzioni del

sistema lineare omogeneo ad esso associatq

X, =(6,-1,0) B={(1,-8,-1)}

Utilizzando il metodo di riduzione a gradino siyiene

..ad un sistema equivalente con due equazioni indgr&n
-Ad esempio Xx—y+9z2-7=y—-8z+1=0.
Scegliendo z come parametro possiamo scriverdaosi
soluzione generale (x,Y, z) = (6, -1, 0) + z&11).

.A questo punto si puo scegliere (preso un valgiaeere
per z)una delle infinite soluzioni e (sempre a piacere)

uno degli infiniti vettori del tipo z(-1, 8, 1) con#0.

010
2)SiaA52 0 1|.Se possibiletrovare una
0 20
matrice diagonal@ e una matrice invertibile C
tali che AC = Q\.

Altrimenti , motivare la risposta

PaA) =AA +2)(2-A) = A =0,A=-2A3=2

u; = (1, 0, -2) base dell'autospazig E

U, = (1, -2, 2) base dell'autospazigi-

us = (1, 2, 2) base dell'autospazig E

Come matrice diagonale possiamo prendere la matric
diagonale che h&y, A, e A3 sulla diagonale principale.
Come matrice C prendiamo la matrice che ha i viettor

u, eus come £ 2* e 3 colonna rispettivamente

3) Se esistetrovare il piano che contiene le
seguentirette: r:4x+z-3=y+1=0 e

S:4x+z=y=0

m:4x+3y+z=0

Dalle equazioni si vede subito che r ed s sondllp@a,
quindi, complanari. Il piano richiesto & il pianel dlascio
(proprio) di piani contenenti una delle due retie passa
per un punto qualsiasi dell'altra retta.

Quindi, possiamo combinare linearmente le equazoni

e imporre il passaggio per O(0, 0[18)

4) Sia H la proiezione ortogonale del punto
A(2\/2_6 , 2,=5)sullarettar:x=z+7=0.
Su r trovare (almeno) un altro punto B tale ch

I'area del triangolo rettangolo AHB valga/§ .

Il piano per A é perpendicolare amey — 2= 0.
Darin r={H}si ha H(0, 2, -7) e d(A, H) = 3.

@a d(A, H)d(H, B)/2 = area =93 si ha d(H, B) 3.
Essendo r // asseY si ha B(0+ 3, -7).

B.=(,5,-7) B=(0,-1,-7)

5) Siar: 4x + 3y — 10 = 0 la direttrice delle
parabole passanti per I'origine O(0, 0) e
aventi i fuochi sull’asse Y delle ordinate.
Trovare le coordinate dei loro fuochi.

Essendo sull'asse Y i fuochi hanno coordinateigel t
(0, a). La distanza dell'origine dai fuochi@||
La distanza (punto-retta) dell’origine dalla diriett e 2.

Uguagliando queste distanze si ottiene £2.

Fl = (01 2) E = (01 _2)

6) Scrivere I'equazione della sfexache ha il
centro in C(-10, 3, 15) ed e tangente al piang
m:4x+7z2=0.

X*+y* + Z + 20x — 6y — 30z + 269 = (

Il raggio R della sfera & uguale alla distanza {pygiano)
di C darm Per cui R = d(Cpj = V65.

Con il centro e il raggio si scrive subito I'equazé della
sfera: (x + 10¥ +(y — 3f +(z — 155 = 65




