Soluzioni dello scritto di Geometria del 4 Febbrai®?010

1) Trovare gliautovalori e gliautovettori

105
della matrice A=0 0 0|.
400

Pa(A) = (AL —A)(=A) — 20] =A(5 —A)(A + 4)
)\1 =0
)\2 =5

A3=—4 (A+4)u=0 us=a(l, 0,-1) Dozo0

Au =0 u; =a(0,1,0) Oazo

(A-5)y=0 ux=0a(5,0,4) Dozo0

2) Scrivere lequazionedelpiano 1t
che contiene le seguenti rette:
r-2x+3y—-3z-3=x-3=0 e
S:y—-z=x+2y-2z=0.

mM:Xx+3y—-3z=0

Dal testo si ha che r e s sono complanari

Combinando linearmente le equazioni di r e imponehd
passaggio per il punto O (che appartiene a s mampsi

ottiene I'equazione x + 3y —3z =0 del piano

[Poi, & facile verificarehe s & contenuta m Infatti, oltre

al punto O, anche il punto A(0, 1, 1) di s appasiart]

3) Scrivere dellequazioniper laretta r
passante per il punto A(O, 0, 3), parallelz
al pianom: 2x—-3y+z=0 e
perpendicolare alla retta
S:x+3=3y+z-6=0.
XxX=4t y=3t z=t+3

| parametri direttori della retta s sono (0, 1,.-P9r cui i
Y parametri direttori di r (perpendicolare a s) sh@, 1).
Imponendo la condizione di parallelismo col piansi ha
che Z—-8 =0 da cuf = 4. Poiché r passa per A(0, 0, 3)
sue equazioni parametriche sono (X, y, z) =3¢t, + 3).
Da queste si pud passare alle due equazioni Gantesi

seguenti x—-4z+12=y—-3z+9=0.

4) Calcolare lalistanzatra le rette
rr-x—-3y=z+3=0 e
s:z=x-3y—-10=0.

d(r, s) =19

Le due rette sono parallele tra loro in quantoambe
hanno parametri direttori proporzionali a (3, 1, 0)

Il piano Tt passante per il punto A(0, 0, -3) dire
ortogonale ad r (e ad s) ha equazione 3x +y=0.
L'intersezione tra s &€ il punto B(1, -3, 0). La distanza

tra le due rette € uguale alla distanza tra i dusi A e B.

5) Scrivere lequazione canonicalella
conica X — 10xy + ¥ + 10x — 2y + 3 = 0.

Poi, classificarla.

Moltiplicando per 142 si ottengono i versori.
=1

A 3

. X
Rotazione [ }
y

A:{l 5} oa() = [ — 1 — 25] = . + 4)s — 6)

-5 1
)\1:—4
)\2:6

Base dif) ={(1, 1)}
Base di £={(-1, 1)}

— 4R+ 6 + 42 x - 62y +3=0
—4(x— 122+ 6(y-12)2+2=0
Traslazione X =x 1/x/§ e Y=y- 1/\/5

2X?—-3Y*=1 iperbole

6) Scrivere lequazionedellasferache ha
il centro sul pianat: 2y -3 =0
ed e tangente nel punto A(4, 0, -2)
al pianort : 2x — 3y + 4z = 0.

X*+y+Z-6x—3y+8z+20=0

La retta r (ortogonale & e passante per A) ha equazion
parametriche (x, y, z) = (2t + 4, -3t, 4t — 2) edntra il
pianoTt: 2y — 3 = 0 nel centro C(3, 3/2, —4) della sfera.
Quindi, I'equazione &3¢+ y* + Z—6x — 3y + 8z +d = 0.
Imponendo il passaggio per A si ha che d = 20.
Oppure, si calcola®= [d(C, A)F = 29/4 e si scrive
l'equazione (x —3)+ (y — 3/2f + (z + 4F = 29/4




Soluzioni dello scritto di Geometria del 18 Febbra 2010

1) Trovare undaseper ogniautospazio

-4 0 O
della matrice Ax10 1 0
-2 -1 -4

Pa(N) = (LN + 47
M=l m)=1= mA)=1
N=—4 1) =2

L’'autospazio relativo a; = 1 ha equazionix=y +5z =0
Quindi, una sua base € costituita_ da un qualurgtiere non
nullo proporzionale al vettorg(0, — 5, 1)

L'autospazio relativo &, = — 4 ha equazione 2x + y = 0 pef

cui € m(A2) = 2 e una sua base € una qualunque coppia

ordinatadi suoi vettori linearmente indipendenti, ad es@mp
(1,-2,0r(0,0,1)

2) Trovare iparametri direttori della
retta che passa per A(0, 2, 0)
e si appoggia alle rette:
r-x—2=y-1=0-¢e
s:y—-3=z-9=0.

a(2,-1,-9) Oaz0

Combinando linearmente le equazioni di r e impownehd
passaggio per il punto A si ottiene il piano xy~24 = 0.
Combinando linearmente le equazioni di s e impoaéhd
passaggio per il punto A si ottiene il piano 9% —18 = 0.
Dalle equazioni cartesiane x + 2y —4 = 9y — 8=1 della

retta si trovano subito i suoi parametri direttori.

3) Scrivere lequazionedel piano
passante per il punto A(0, 2, 0),
perpendicolare al piarm: x + 3y —
4z = 0 e parallelo alla retta
rry+2=x+4z+6=0.

X+5y+4z-10=0

Poiché passa per A(0, 2, 0) il piano ha un’equazitel tipo
ax + b(y — 2) + cz = 0 con i coefficienti (a, b#{0, 0, 0) da
determinare. Imponendo la condizione di paralletision la
retta r si ha che ¢ = 4a. Imponendo, poi, la caode di
perpendicolarita col piamasi ottiene b = 5a. Quindi, si ha

'equazione ax + 5ay + 4az — 10a =0a£0.

4) Calcolare lalistanzatra le rette
r:2x—-3y=z+9=0-e
S:y=2x-2z-1=0.

d(r, s) =17

Combinando linearmente le equazioni di s si ottiefascio
di piani ux + Ay — 24z —p = 0. Imponendo la condizione d
parallelismo con la retta r si ha che —3u. Sceltop = 1, si
ha che il pianat: 2x — 3y — 2z — 1 = 0 & l'unigoiano per s
parallelo ad r. Quindi, le due rette non sono peleak la loro
distanza € uguale alla distanza di un qualsiasiopdirr - ad

esempio A(0, 0, -9) - dal piano

5) Scrivere lequazione_canonicalella
conica
4x% — 12xy + 9§ — 4x + 6y + 66 = 0.
Poi, classificarla.

4 -6
A= {_6 9} Pa(A) =A(A - 13)
A =13 Basedig ={(2,-3)}
A>=0 BasedigE={(3, 2)}

Moltiplicando per 1413 si ottengono i versori.
. X 1
Rotazione { }

y =E{—23 ﬂ{ﬂ

132 - 2413x+ 66 =0 13(x 14/13)2+65=0
(x—1+/13)>+5=0 Traslazione X =x1/4/13

2 : S
X“+ 5 =0 conica senza punti reali

6) Trovare lecoordinate deicentri delle
duesfere di raggio R = 15 che secanqg
il pianoTt: 2x + 3y —z = 0 nella
circonferenza di centro H(3, - 2, 0) e
raggio r = 13.

Ci7,4,-2) G-1,-8,2)

I centri G, delle sfere si trovano sulla retta s passantédper
ortogonale atle cui equazioni parametriche sono
(x,y,2) = (2t +3,3t—2, —1t). Per cui [d(5H)]* = 14L.
D’altronde & anche [d(@, H)]? = R — = (R-r)(R+r) = 56.
Da 14t = 56 si ha%= 4 e, quindi, 4, = + 2. Sostituendo tali

valori nelle equazioni parametriche di s si trovanentri.




Soluzioni dello scritto di Geometria del 25 Febbra 2010

-4 (t+3) -2
1) SiaAq 0 1 -t| contparametro
0 0 -4

reale. Se esistontrovare ivalori di t per i
guali la matrice A é diagonalizzabiigoe

esiste una base df formata da autovettori di A)

t1:2 =-5

Si ha subito chea\) = (1 —A\)(A + 4% Quindi, A &

diagonalizzabile se e solo sg(m4) = m(—4) = 2, cioé

0 (t+3) -2
se e solo seilrango di (A + 41) 6 5 -t|e
0O O 0

+3) -2

t
uguale a 1, ovvero d%& 5 t} =2-t)(t+5)=0.

2) Scrivere dellequazioniper la retta di

minima distanzalelle rette (sghembe)

rr\x—3=5%-3y=0 e
S:XxX-5=x+5z=0.

y—-5=z+1=0

Dalle equazioni di r e s si vede che tali rettg@iano su
due piani paralleli al piana : x = 0. Quindi, la retta di
minima distanza si puo ottenere come interseziahe d
pianof : y — 5 = 0 contenente r e perpendicolaceea

del pianoy: z + 1 = 0 contenente s e perpendicolane g

3) Trovare lecoordinate dei puntidella retta
r:3x—5z=4y+ 3 =0 che si trovano a
distanza 4 dal piano : x — 3 = 0.

(7,-3/4,21/5) (-1, - 3/4, —3/5)

| punti di r hanno coordinate (x, y, z) = (t, — 334/5).
Utilizzando la formula della distanza punto-pianba
che t—3|=4 dacuit7et=-1.

4) Siaa il piano passante per i punti
A(+2, 0, 0), B(0, t, 0) e C(0, O, - 5).
Trovare ivalori di t per i quali il pianax

forma una angolo dw6 radianti

Il vettorev = (5t, 52 , = t2 ), risultato del prodotto

vettoriale di CB = (0, t, 5) e CA=2 , 0, 5), &
perpendicolare al pianm. Il vettoreu = (0, 1, 0) &
parallelo all'asse Y. Utilizzando il fatto che érmso

dell'angolo (retta-piano) tra I'asse Y e il pian@

con lasse Y. uguale al valore assoluto del coseno dell’angolo
t==% 5\/5 /3 compreso tra i vettor ev si perviene all’equazione
9t = 50.
5) Scrivere lequazione_canonicalella conica| moltiplicando per 142 si ottengono i versori.

5x? — 2xy + 5% + 2x — 10y + 5= 0.

Poi, classificarla.

5 -1
A—{_l 5} Pa(A) = A - 4)A - 6)
A =4 BasediE={(1, 1)}
A=6 Basedig={(-1, 1)}

Rotazione B}z % E —11}{)5/}

A%+ 6y — 42 x— 642y +5=0
4(x— 12 )2+ 6(y—12)2=0
Y =y— 142

2X2+3Y>=0 conica con un solo punto reale

Traslazione X =x 1/\/5

6) Stabilire lamutua posizionedelle sfere:
S X +Y+Z—4x+8y—82=0

S, X+ Y+ Z—10x + 20y — 20z + 216 =0

tangenti esternamente

La sfera $ha centro g2, — 4, 4) e raggio = 6.

La sfera $ha centro g5, — 10, 10) e raggio = 3.

La distanza tra i due centri &€ d(C,) = 9.

Poiché d(G C) = R, + R, le due sfere sono tangenti

esternamente.




