1) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”’, completare e dimostrare la
proposizione seguente: “Sia VR uno spazio vettoriale reale. Se i vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un di
VR sono linearmente dipendenti, allora comunque si scelgano altri p vettori vl, v2,v3, ..., vp-1, vp
di VR si ha che i vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un, vl, v2, v3, ..., vp-1, vp sono linearmente
DIPENDENTI...”.

Definizione: n vettori su dicono linearmente dipendenti se esiste una loro combinazione lineare, con
scalari non tutti nulli, che da il vettore nullo.
Esiste un teorema che afferma: Se i vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un di VR sono linearmente
dipendenti, allora comunque si scelgano altri p vettori v1, v2, v3, ..., vp-1, vp di VR si ha che gli (n
+ p) vettori sono ancora linearmente dipendenti.
Dimostrazione. Per ipotesi esistono n scalari ai non tutti nulli tali che
alul + a2u2 + a3u3 + ... an-lun-1 + anun = 0.

La combinazione lineare seguente:

alul + a2u2 + a3u3 + ... an-1lun-1 + anun + Ovl + Ov2 + Ov3 + ... Ovp-1 + Ovp
e una combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli (almeno uno degli ai é non nullo) il cui
risultato e il vettore nullo 0. Quindi, gli (n + p) vettori sono linearmente dipendenti.

2) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”, dimostrare il teorema di
“caratterizzazione della lineare dipendenza”.

Definizione: n vettori su dicono linearmente dipendenti se esiste una loro combinazione lineare, con
scalari non tutti nulli, che da il vettore nullo.

Teorema: I vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un sono linearmente dipendenti se e solo se (almeno) uno
di essi € combinazione lineare dei rimanenti.

Dimostrazione.

=) Se ui, w2, ug, ..., un-1, unsono L. Dip., allora esiste una loro combinazione lineare a coefficienti
non tutti nulli che é uguale al vettore nullo, cioé O1u1 + O2u2 + O3u3 + ... On-1Un-1 + Onin = 0. Senza
perdere di generalita, possiamo supporre che sia 01 % 0. Si ha w1 = Bou2 + B3uz + ... Bn-1tn-1 + Botin
con (3i= (-ai/ a1) 0il[2, n]. Quindi, ui & combinazione lineare dei vettori uz, us, ..., Un-1, Un.

[1) Se uno dei vettori e combinazione lineare dei rimanenti allora supponiamo che questo sia u1.
Da u1 = Bou2 + B3uz + ...Bn-1un-1 + Bounsi ha che (-1)u1 + Bouz + Bauz + ... Bn-1un-1 + Boun = 0.
Poiche, esiste una C.L. a coefficienti non tutti nulli (-1#0) degli n vettori che ha come risultato il
vettore nullo si ha che essi sono L. Dip.

3) Dopo aver SOLO enunciato il teorema di “caratterizzazione di un sottospazio”, completare e
dimostrare la proposizione seguente: “Sia VR uno spazio vettoriale reale. Comunque presi n
vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un di VR il sottoinsieme U contenente tutti e soli i vettori di VR che
sono combinazioni lineari dei vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un ¢ un SOTTOINSIEME E UN
SOTTOSPAZIO DI Vi”.

Teorema. Sia U un sottoinsieme di uno spazio vettoriale reale Vr. U € un sottospazio di V se e solo
se valgono le tre condizioni:

(1) U e non vuoto;

(2) U e chiuso rispetto alla somma (cioé Uu,v[JU u + v[JU);

(3) U e chiuso rispetto al prodotto (cioe JalJR , DulJU a JulJU).

Esiste un teorema che afferma: Comunque presi n vettori u1, uz, us, ..., Un-1, undi VR, I’insieme

<ui, u2, usz, ..., Un-1, Un> e un sottospazio di VR (con il simbolo <> si indica sottoinsieme).
Dimostrazione.
(1) Ovviamente, U := <ui, uz, u3, ..., Un-1, un> # [1.

(2) Proviamo che U e chiuso rispetto a +, cioé che [v,wlU si ha che (v+w)JU.



vUU = v = dui+02u2+03u3+. .. +0n-1tn-1+0nlin

wlU = w = Biui+f2u2+B3us+. .. +Bn-1un-1+Bnun

v + w = (O1uit02u+a3us+. .. +0n-1tn-1+0nun) + (Brui+Bau2+B3us+. .. +Bn-1un-1+Bntin)

v +w = (Oi+Bim) + (o2u2+fuz) + (0susz+Bsus) + ... + (On-1tn-1+Bn-1tn-1) + (Ontin+PBntn)

V + w = yiurtyue+ysust. . . +ye-1in-1+yaun = (v+w)OU.

(3) Proviamo che U é chiuso rispetto a *, cioé che Ov[JU e [OUIR si ha che (dv)[U.

vU = v = dui+02u2+03u3+. .. +0n-1un-1+0nlin

ov = (0 ui+02uz+03ust. .. +0n-1tn-1+0ntin) = (0 1)u1+(d02)u2+(d03)us+. .. +(d0n-1)un-1+(d0n)un
OV = Wi +wWy2u2+esust. .. +0n-1tn-1+Wntin = (0v)U.

4) Dopo aver dato la definizione di “sottospazio generato da n vettori”, dimostrare la proposizione
seguente: “Sia VR uno spazio vettoriale reale. Se U é il sottospazio di VR generato dai vettori
ul,u2,u3,...,un-1,un e W e il sottospazio di VR generato dai vettori w, ul, u2, u3, ..., un-1, un
allora U = W se e solo se wL1U.”

Definizione. Dati n vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un di VR, il sottospazio

U=<ul,u2,u3, ..., un-1, un>
si dice (sotto) spazio generato dai vettori ul, u2, u3, ..., un-1, un (che vengono detti generatori di
U).
c'e un teorema che afferma: Se U = <ui, uz, u3, ..., Un-1, un> < VrRe T = <y, u1, uz, us, ..., Un-1, Un> <
VR, allora:

()UDLOTe,quindi, U<ST

2QU=T - vOOU

Dimostrazione.

(1) Preso wlJU si ha che w = diui+02u2+03u3+. .. +0n-1Un-1+0nln .

Ovviamente, ¢ anche w = Ov+a1ui+02u2+03u3+. .. +0n-1Un-1+0ntn . Quindi, wlT.
2=)vUTetT=U = vUU.

(200) Per ipotesi vJU, cioe v = a1ui+02u2+03us+...+0n-1tn-1+0nlln .

Poiché per la (1) e gia U U T, resta da provare che T [1 U.

Sia wUT. Quindi, w = wv + Brui+B2uz+B3uz+...+Bn-1un-1+Bntn .

w = (0 1u1+02u2+03us+. . . +0n-1tun-1+0ntn) + Brui+Bouz+Bzus+. .. +Bo-1un-1+Boun .
w = (W 1+B1)ur+(wo2+B2)uz+(was+B3)us+ +(0n-1+Bn-1)un-1+(W0An+Pn)uan

w = O1u1+O2u2+03us+ +On-1un-1+Ontin . Quindi, wU.

5) Dopo aver dato la definizione di “dipendenza lineare di n vettori”, enunciare la condizione
affinche n vettori siano linearmente indipendenti. Poi, completare e dimostrare la proposizione
seguente: “Sia Vruno spazio vettoriale reale. Sia U il sottospazio di Vr generato dai vettori

ui, u2, Us, ..., Un-1, une sia vllU. Se i vettori ui, uz, us, ..., un-1, un sono linearmente indipendenti,
allora i vettori ui, uz, us, ..., Un-1, Un, v sono linearmente INDIPENDENTI”.

Definizione: n vettori su dicono linearmente dipendenti se esiste una loro combinazione lineare, con
scalari non tutti nulli, che da il vettore nullo; la condizione affinché n vettori siano linearmente
indipendenti e che la loro unica combinazione lineare che da il vettore nullo é quella con
coefficienti tutti nulli.

C'é un teorema che afferma:Siano v, u1, uz, us, ..., un-1, Un0Vr e U := <uz, w2, us, ..., Un-1, Un>. Si
ha che ui, w2, us, ..., un-1, unsono L. Indip. et v( U « v, ui, u2, us, ..., un-1, unsono L. Indip.
Dimostrazione.

Dobbiamo provare che 1’unica combinazione lineare dei vettori v, u1, uz, us, ..., un-1, un che ha
come risultato il vettore nullo e quella a coefficienti tutti nulli. Cioe, dobbiamo provare che se si ha



wv + Brui+Bouz+Bzuz+t. .. +Bo-1un-1+Boun = 0 (#)

allora necessariamente sono nulli sia il coefficiente w che tutti i coefficienti 3i.

Se fosse w# 0, allora v = (-w-1B1)ui+(-w12)uz+(-w-133)us+ ... +(-6-1Pn-1)un-1+(-6>1Bn)un e, quindi,
vJU contro I’ipotesi vL1U. Per cui e w = 0. Sostituendo w = 0 in (#) si ottiene

Brui+Pouz+Bzus+. .. +Bn-1un-1+Bntin = 0

Essendo, per ipotesi, u1, uz, us, ..., un-1, un L. Indip. si ha che tutti i coefficienti (3i sono nulli.

6) Dopo aver dato la definizione di “base di uno spazio vettoriale”, dimostrare il teorema di
“caratterizzazione di una base” (o il teorema di “caratterizzazione della lineare indipendenza”).

Definizione. Diremo base di uno spazio vettoriale reale finitamente generato un insieme ordinato di
generatori linearmente indipendenti, che vengono anche detti elementi della base.

Teorema di caratterizzazione di una base. Sia Vr € uno spazio vettoriale reale finitamente
generato. Un insieme ordinato B = (u1, u2, ug3, ..., un-1, un) € una base di Vr se e solo se ogni vettore
di VR si puo scrivere in modo unico (teorema di caratterizzazione della lineare indipendenza)
come combinazione lineare dei vettori u1, u2, us, ..., Un-1, Un.

Dimostrazione. Se I’insieme B € una base di Vr allora (poiché i suoi elementi sono generatori di
VR) per ogni vettore v di Vr si ha che v = atiui+02u2+03u3+...+0n-1un-1+0ntn . Ci resta da provare
che tale scrittura € unica. Supponiamo che sia anche v = Biui+2u2+B3us+...+Bn-1tn-1+Poun . Da

O 1ui+02u2+0sust. .. +0n-1un-1+0ntin = v = Brui+ouz+B3us+. .. +Bn-1un-1+Bntin

si ottiene (01— B1)u1 + (02— B2)uz + (03— B3)uz + ... + (On-1— Bo-1)un-1+ (On— Pn)un=0

Poiché gli elementi di una base sono linearmente indipendenti, si ha che tutti i coefficienti (0t — [3i)
sono nulli, da cui ai = Bi. Quindi, le due scritture coincidono.

Viceversa, supponiamo che ogni vettore (anche quello nullo) di VR si possa scrivere in modo unico
come combinazione lineare degli elementi di B. Ovviamente, questo vuol dire che gli elementi di U
sono generatori dello spazio Vr. Inoltre, 0 = Ou1+0u2+0us+...+0un-1+0un € un modo di scrivere il
vettore nullo come combinazione lineare di u1, u2, us, ..., un-1, un. Poiché, per ipotesi, tale modo di
scrivere il vettore nullo é unico, abbiamo che i vettori di B sono linearmente indipendenti.

7) Dopo aver dato la definizione di “matrice invertibile”, dimostrare che “se A e B sono matrici
quadrate dello stesso ordine e invertibili, allora (AB)'=B"A™" ”.

Definizione. Diremo che una matrice A quadrata di ordine n ad elementi reali e invertibile se esiste
una matrice B quadrata di ordine n ad elementi reali tale che AB=I,=BA Ovviamente, anche la
matrice B e invertibile.

C'é un teorema che afferma che se A e B sono due matrici invertibili dello stesso ordine, allora
anche la matrice AB e invertibile ed € (AB)-1 = (B-1)(A-1). Quindi, I’inversa di un prodotto di due
matrici invertibili e uguale al prodotto delle inverse delle due matrici prese in ordine “inverso”.
Dimostrazione. Poiché A e B sono invertibili esiste la matrice C:= B™'A™' . Si ha che:
(AB)C=(AB)( B'A™' )=AB B ) A" = @A’l = AA'=],

C(AB)=( B'A! )AB)= B! ( A'A )B= B'I,B=B'B=I,

Quindi, per la Definizione di matrice invertibile B é invertibile e la matrice C=B'A™' ¢ lasua
unica inversa. Per cui (AB™')=(B')(A™)

8) Dopo aver dato la definizione di “matrice invertibile” e di “trasposta di una matrice”,
dimostrare che “se A é una matrice invertibile, allora (AT)"'=(A™")" ”.

Definizione. Diremo che una matrice A quadrata di ordine n ad elementi reali é invertibile se esiste
una matrice B quadrata di ordine n ad elementi reali tale che AB=I,=BA Qvviamente, anche la
matrice B é invertibile.


Utente
Nota
(A)(I^n)(A^-1)


Definizione. Si dice trasposta si una matrice A quadrata la matrice che si indica con A" che si
ottiene da A scambiando ordinatamente le righe con le colonne.

Dimostrazione. Per ipotesi (A-A"')=1I, quindi (A-A™')'=I,=A'""-A"=1,= moltiplicando
entrambi i membri per A'"! ottengo A"TATT-AT=ATT'S AT =AT

9) Enunciare e dimostrare il “1° teorema di Laplace” (in alternativa alla dimostrazione, illustrare
le altre proprieta del determinante).

Teorema.ll determinante di una matrice quadrata e uguale alla somma dei prodotti degli elementi di
una riga (o colonna) moltiplicati per i propri complementi algebrici.



13.17. Teorema (1° di Laplace). Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n 2 2. allora per ogni mdice

dingah=1,2.3.....(0-1).n sthache detA=7% (—l)hﬂahjdemhj

n
)=l

Dimostrazione. Per h =1 la tesi & vera per definizione. S1aora 2<h <n.

Aq Ay
Ay Al
A, A,y
A3
Stano A= Ay ;| e B=| . |. Siosserviche:
Ay Ap
*ﬂ"khﬂ Ah+l
Ay Ay

¢ B si ottiene da A mediante (h— 1) scambi di righe. quindi. detA = (-1)¥1detB:

| -]

o perogmj=1.2.3,...0n ¢ by =ay;

| (o]

e perogmj=1.2.3,...n ¢ Bj;=Ay

Tenendo conto di tali osservazioni si ha:

n , n .
detA = (-1)¥1detB = (-1)MI] ¥ (-1)MbyydetBy] = (- T (1) Haydetay] =
=l Fl
(_1)]1'1 non dipende dall'indice di sommatoria, quindi per la proprieta (2) del Lemma 13.3 J
il _ n .
=¥ (—l)h_l [:—ljllﬂﬂhjdﬂ'[ﬂhj =% (—l)hﬂﬁhjdﬁ"[fﬁ;hj | |

=l =



10) Enunciare e dimostrare il “2° teorema di Laplace” (in alternativa alla dimostrazione, illustrare
le altre proprieta del determinante).

Teorema. La somma dei prodotti degli elementi di una riga (o colonna) moltiplicati per i
complementi algebrici di un'altra riga (o colonna) é zero.



13.34 Teorema (2° di Laplace). S¢ A ¢ una matrice quadrata di ordine n = 2. allora per ogni coppia

dimdicidinigahk=1.2.3.....(n-1).n conh #k siha che

n .
Zl (—1 )kﬂ th dftf!'kkj =),
I=

Dimostrazione. Siano A ¢ B due matrici tali che sia By = Ay ¢ per ogni 1 2k s1a B; = A;. Cioe,

Aq A
Ay A,
Aj Aj

Ay By =4y

A A,

St osservi che per ogni mdice di colonna j=1, 2. 3. ....n siha che:

* by =ay
* By =4y

Per 1l 1° teorema di Laplace applicato alla k-esima riga di B s1 ha:

n , il ;
detB = ¥ (-1)IbydetBy; = ¥ (-1)*aydety,

=l i

D’altronde, s1 ha anche che detB =0 poiché B ha due righe uguali (la h-esima e la k-esima).

n .
Quind, .ZI [—l)k_lahjdetﬁh- =0. N
J:



11) Dopo aver dato la definizione di “soluzione” di un sistema lineare, enunciare e dimostrare il
teorema di “Rouché-Capelli”.

Definizione. Dato un sistema lineare AX = B nelle incognite (X1, X2, X3, X4, ....., Xn) diremo che la
n-upla ordinata di numeri reali (01, 02, 03, 04, ....., 0n) € UNA soluzione del sistema se sostituendo
ordinatamente i numeri reali a1, 02, O3, 04, ....., On alle incognite x1, X2, X3, X4, ....., Xn in ognuna

delle equazioni si ottengono sempre delle identita.

Teorema di Rouché - Capelli. Un sistema lineare ha almeno una soluzione se e solo se il rango
della sua matrice incompleta e uguale al rango della sua matrice completa.

Dimostrazione. Sia A1x1+ A2x2+ A3x3+ A4x4+ ..... + Anxn= B e C := [A|B].

Il sistema ha almeno una soluzione (01, 02, O3, 04, ....., 0n)[JRn <

= Al01+A202+A303+ A404+ ..... + AnOn=B <

< B e una combinazione lineare delle colonne di A <

= BU<A1,A2,A3,A4,.....,An> =

= <A1, A2, A3, A4, ....,An>=<A1,A2, A3, A4, ....,An, B> =

= Ca=Cc = dimCa=dimCc = rg(A) =rg(C)

12) Dopo aver dato la definizione di “sistema lineare normale”, enunciare e dimostrare il teorema
di “Cramer”.

Definizione. Un sistema lineare AX = B si dice normale se rg(A) = numero righe di A.
Teorema. (Cramer) Un sistema di Cramer (sistema lineare normale con A quadrata) ha un’unica
soluzione.
Dimostrazione. Se AX = B é un sistema di Cramer allora, per definizione, A ¢ quadrata di rango
massimo. Per cui A é non singolare (cioé detA # 0) e, quindi, invertibile. E’ facile verificare che la
colonna Y:=A"'B ¢ una soluzione del sistema AX = B. Infatti, moltiplicando la matrice A per la
colonna Y:=A'B siottiene AY=A( A"'B )=(A A" )B=IB = B. Quindi, sostituendo la
colonna X con la colonna Y:=A'B si ottiene I’identitd B = B. Per cui, la colonna Y & una
soluzione del sistema AX = B. Proviamo che tale soluzione Y & unica. Se Z fosse un’altra soluzione
del sistema AX = B, allora si avrebbe I’identitd AZ = B. Da cui si avrebbe A™'(AZ)=A"'B . Cioé
(AA)Z=Y ovveroIZ =Y e, infine Z =Y.

13) Dopo aver dato la definizione di “autosoluzione”, enunciare e dimostrare una condizione
necessaria e sufficiente affinché un sistema lineare omogeneo abbia autosoluzioni.

Definizione. Sia AX = 0 un sistema lineare omogeneo in n incognite. La sua soluzione data dalla n-
upla nulla (0, 0, 0, O, ....., 0) viene detta soluzione banale. Ogni altra sua soluzione (quindi diversa
da quella banale) viene detta autosoluzione.

Una condizione necassaia e sufficiente affinché abbia autosoluzioni ce la fornisce il seguente
teorema: Un sistema lineare omogeneo ha autosoluzioni se e solo se il rango della matrice
incompleta (matrice dei coefficienti) € minore del numero delle incognite.

Dimostrazione. Sia A'x,+ A’x,+ A’x,+ A*x,+....+ A"x, =0

Il sistema ha almeno una autosoluzione (a1, a2, a3, 4, ....., an) # (0,0, 0,0, ....,,0) =

o A'n+ A0+ A0+ A0 ,+...+ A0 =0 ¢éun’identitd -

< le n colonne di A sono linearmente dipendenti <

= Aha s < n colonne linearmente indipendenti = rg(A) = dimCa=s<n < rg(A) <n

14) Dopo aver dato la definizione di sistema lineare “omogeneo”, completare e dimostrare la
proposizione: “L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo e un SOTTOINSIEME”.



Definizione. Sia AX = B un sistema lineare di m equazioni in n incognite. Se la (matrice) colonna B
dei termini noti e la colonna 0 nulla, ovvero sono nulli tutti i termini noti, allora diremo che il
sistema e omogeneo e scriveremo AX = 0.

Esiste un teorema che afferma: Se AX = 0 un sistema lineare omogeneo in n incognite, allora
l'insieme delle soluzioni ¢ un sottoinsieme di R" . (per definizione indichiamo con Sy
l'insieme delle soluzioni di un sistema)

Dimostrazione. L’insieme S,, € non vuoto poiché la n-upla nulla 0 € una soluzione di AX = 0.
Proviamo ora che S,, & chiuso rispetto alla somma di due n-uple, cioé che se Y e Z sono due n-
uple di S,, allora anche (Y+Z) é unan-upladi S, .SeY e Z sono due n-upledi S,, allora
AY =0 e AZ = 0 sono due identita. Sommandole membro a membro si ottiene I’identita AY+AZ = 0
+ 0 da cui I’identita A(Y+Z) = 0. Per cui (Y+Z) e una soluzione di AX = 0 e, quindi, (Y+Z) € una n-
upladi S,

Infine, proviamo che S,, & chiuso rispetto al prodotto di un numero reale (scalare) per una n-upla,
cioé se O € un numero reale e Y é una n-upla di di S,, allora anche (0Y) & una n-upla di Sy
SeYeéunan-upladidi S, allora AY = 0 ¢é un’identita. Moltiplicando entrambe i membri di tale
identita per a si ottiene I’identita a(AY) = a0 da cui I’identita A(0Y) = 0. Per cui oY e una
soluzione di AX = 0 e, quindi, (0Y) é unan-upladi Sy,

15) Dopo aver dato la definizione di “sistema omogeneo associato” ad un sistema lineare AX = B,
dimostrare la seguente proposizione: “Sia AX = B un sistema lineare compatibile in n incognite

e sia Yp una sua soluzione. Una n-upla Z e una soluzione del sistema AX = B se e solo se esiste
una soluzione X0 del sistema omogeneo associato tale che Z = Yp + X0”.

Definizione. Se AX = B ¢ un sistema lineare non omogeneo (cioé con B # 0), allora il sistema

lineare omogeneo AX = 0 (cioé avente la stessa matrice A dei coefficienti) viene detto sistema

omogeneo associato al sistema lineare non omogeneo AX = B.

Dimostrazione. Poiché Yp e una soluzione del sistema AX = B si ha che AYp = B e un’identita.

=) Supponiamo che Z[0 S,; cioé che AZ = B sia un identita. Sottraendo membro a membro da

tale identita I’identita AYp = B otteniamo 1’identita AZ—AYp = B—B da cui I’identita A(Z-Yp) = 0.

Per cui la n-upla (Z-Yp) e una soluzione del sistema omogeneo associato AX = 0, cioe (Z-Yp)U
S, .Posto X0:=(Z-Yp)d S, sihacheZ=Yp+ (Z-Yp)=Yp+ Xo.

[1) Consideriamo, ora, una n-upla di Rn del tipo Z = Yp + X0 dove X0 é una soluzione del sistema

omogeneo associato AX = 0. Poiché XoJ S, si ha che AX0 = 0 & un’identitd. Sommando

membro a membro a tale identita 1’identita AYp = B otteniamo I’identita AYp + AX0= B+0 da cui

I’identita A(Yp+X0) = B. Quindi, la n-upla Z = (Yp+Xo0) é una soluzione del sistema AX = B.

16) Dopo aver dato la definizione di autovalore e di autovettore, dimostrare che “gli autovalori
reali di una matrice quadrata sono tutte e solo le radici reali del suo polinomio caratteristico”.

Definizione. Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Se esistono un numero reale
3 e una matrice (colonna) ad elementi reali non nulla H di tipo nx1 tali che AH = BH allora diremo
che 3 ¢ un autovalore di A e che H é un autovettore di A relativo all’autovalore (3. Quindi, H # 0 é
un autovettore di A se e solo se AH é un multiplo di H.

Il teorema afferma: Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Un numero reale 3 é
un autovalore di A se e solo se esso é una radice del polinomio caratteristico di A, cioé pA(3) = 0.
Dimostrazione. Un numero reale 3 € un autovalorediA <« [(HZ0:AH=H -

= [H#0:AH=B(InH) « (HZ0:AH=(BIn)H =« (HZ0: AH-(BIn)H=0 -

= [H#0:(A-BIn)H=0 = H é un’autosoluzione del sistema (A — BIn)X =0 <

< il sistema lineare omogeneo quadrato (A — BIn)X = 0 ha autosluzioni <



= det(A—BIn) =0 = pA(B)=0 = [3 e una radice del polinomio caratteristico di A.

17) Dopo aver dato la definizione di autovalore e di autovettore, completare e dimostrare la
seguente proposizione: “se U 1,|:|2,|:|3,.-. ,Ds_l,Ds sono s autovalori a due a due distinti tra loro e
se V,V,V,...,V .,V sono s autovettori relativi agli autovalori 0.,0,0,..,0,_,,0;
rispettivamente, allora i vettori V,V,V,...,V 1,V sono linearmente INDIPENDENTI”.

Definizione. Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Se esistono un numero reale
[3 e una matrice (colonna) ad elementi reali non nulla H di tipo nx1 tali che AH = BH allora diremo
che 3 é un autovalore di A e che H é un autovettore di A relativo all’autovalore (3. Quindi, H # 0 é
un autovettore di A se e solo se AH e un multiplo di H.

Il teorema afferma che Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n.

Siano A1, A2, A3, ..., As-1, As s autovalori di A a due a due distinti tra loro, cioé i Zj = Ai# Aj.

Se H1, H2, H3, ..., Hs-1, Hs sono s autovettori di A relativi agli autovalori A1, A2, A3, ..., As-1, As
rispettivamente, allora gli autovettori H1, H2, H3, ..., Hs-1, Hs sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione. (per induzione sul numero s di autovalori a due a due distinti tra loro)

Se s = 1 allora I’autovettore H1 é certamente linearmente indipendente in quanto diverso dal vettore
nullo. Quindi, per s = 1 la tesi e vera (base induttiva).

Ora, nell’ipotesi (induttiva) che la tesi sia vera per (s — 1) proviamo la tesi per s. A tal fine
dobbiamo provare che se

(v)01H1+ a2H2 + a3H3 + ... + as-1Hs-1 + asHs = 0

allora deve necessariamente essere 01 =02 =03 = ... = 0Os-1 =0s = 0.

Moltiplicando entrambe i membri dell’identita (¥ ) a sinistra per la matrice A otteniamo le identita
A(a1H1 + o2H2 + a3H3 + ... + Os-1Hs-1 + asHs) = A0

A(a1H1) + A(a2H2) + A(a3H3) + ... + A(0s-1Hs-1) + A(asHs) =0

01(AH1) + a2(AH2) + a3(AH3) + ... + 0s-1(AHs-1) + as(AHs) = 0

Poiché H1, H2, H3, ..., Hs-1, Hs sono autovettori relativi agli autovalori A1, A2, A3, ..., As-1, Assi ha
01(A1H1) + a2(A2H2) + a3(A3H3) + ... + ds-1(As-1Hs-1) + as(AsHs) = 0

(%) (a1A1)H1 + (02A2)H2 + (03A3)H3 + ... + (Os-1As-1)Hs-1 + (asAs)Hs = 0

Moltiplicando entrambe i membri dell’identita (¥ ) per lo scalare As otteniamo le identita

As(01H1 + a2H2 + a3H3 + ... + Os-1Hs-1 + asHs) = As0

As(a1H1) + As(02H2) + As(03H3) + ... + As(0s-1Hs-1) + As(asHs) = 0

(#) (01As)H1 + (02As)H2 + (a3As)H3 + ... + (Os-1As)Hs-1 + (OsAs)Hs = 0

Sottraendo membro a membro 1’identita (# ) dall’identita (%) otteniamo 1’identita

01(A1—As)H1 + a2(A2 — As)H2 + a3(A3 — As)H3 + ... + ds-1(As-1 — As)Hs-1=0

Poiché, per ipotesi, gli (s — 1) autovettori H1, H2, H3, ..., Hs-1, sono linearmente indipendenti si ha
O1(A1— As) = a2(A2 = As) = O3(A3 — As) = Os-1(As-1 —As) = 0

Ma, per ogni h #s & (Ah — As) # 0, quindi deve essere 01 =02=03=... = 0s-1=0.

Sostituendo 01 = a2 =03 = ... = 0s-1 =0 nella () si ottiene I’identita asHs = 0. Essendo Hs # 0
(poiché Hs e un autovettore), si ha che deve essere as = 0.

18) Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n e sia [3 un suo autovalore reale. Dare la
definizione di “molteplicita algebrica” ma([3) e “molteplicita geometrica” mg([3) dell’autovalore

3 ed enunciare la relazione tra le due molteplicita. Infine, enunciare le condizioni necessarie e
sufficienti affinche esista una base di Rn formata da autovettori di A.

Definizione molteplicita algebrica. Diremo molteplicita algebrica di un autovalore 3, e la
indicheremo col simbolo ma(D) , di una matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n la



molteplicita di  come radice del polinomio caratteristico pA(0) della matrice A.

Definizione molteplicita geometrica. Se [3 é un autovalore di una matrice A ad elementi reali

quadrata di ordine n, allora la dimensione dell’autospazio E([3) viene detta molteplicita geometrica

dell’autovalore B e viene indicata col simbolo mg([3). Quindi,
mg (0):=dimE (0)=n—rg(A-01,)>1

La relazione che intercorre tra le due molteplicita ¢ enunciata dal seguente teorema: Se [3 € un

autovalore della matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n, allora la sua molteplicita

geometrica é minore o uguale alla sua molteplicita algebrica, cioé 1 < mg(f3) < ma(f3).

C'e un teorema che ci da le condizioni necessarie e sufficienti affinché esiste una base di Rn

formata da autovettori di A: Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n. Esiste una

base di Rn formata da autovettori di A se e solo se sono soddisfatte entrambe le condizioni seguenti:

(1) le radici del polinomio caratteristico di A sono tutte reali (non ci sono radici complesse);

(2) per ogni autovalore la sua molteplicita algebrica e uguale alla sua molteplicita geometrica.

19) Dopo aver dato la definizione di “prodotto scalare di due vettori liberi” illustrarne le proprieta

Definizione. Il prodotto scalare e una legge che associa ad ogni coppia di vettori u,v un numero
reale che si indica col simbolo u-v cosi definito:

a) se uno almeno dei vettori é nullo si pone u-v=0

b) se u e v sono non nulli u-v=|ull||v| cos lut

Proprieta.

I) commutativa u-v=v-u

IT) di omogeneita (Du)-v=u-(0Ov)=0(u-v) 0OeR

I1D) distributiva  u-(v+ w)=u-v+u-w

20) Dopo aver dato la definizione di “prodotto vettoriale di due vettori liberi” illustrarne le
proprieta, con particolare attenzione al significato geometrico del modulo.

Definizione. Il prodotto vettoriale di due vettori liberi ¢ una legge che associa ad ogni coppia di
vettori u,v un vettore che si indica col simbolo uAv cosi definito:
a) se u,v sono paralleli (e quindi in particolare se uno dei due vettori & nullo): uAv=0
b) se u e v non sono paralleli:
- UAv e ortogonale siaad u cheav
— ilversodi uAv etalechelaternau,v, uAv siapositiva,
— il modulo é datoda |[uAv||=|ul|||v||sin Lot
si verifica facilmente che il modulo di uAv e l'area del parallelogramma avente come lati
consecutivi i rappresentanti di u,v applicati ad uno stesso punto.
Proprieta.
I) anticommutativa uAv=—VAu
IT) di omogeneita (Du)Av=uA(Dv)=0(uav)
ITD) distributiva uA(v+ w)=uAv+uAw

21) Dopo aver dato la definizione di “prodotto misto di tre vettori liberi”, dimostrare il significato
geometrico del suo valore assoluto.

Definizione. Il prodotto misto della terna ordinata di vettori u,v,w é il numero reale uAv-w .1l
valore assoluto del prodotto misto rappresentati dai segmenti orientati OA, OB, OC ha il seguente
significato geometrico: é il volume del parallelepipedo avente come spigoli concorrenti nello stesso
vertice i rappresentanti dei tre vettori. Si ha infatti che |uAc-w|=||uAv||||w||cosD|=|uAv|OH
con OH=|lw|||cosl| e 0 angolofra uAv ew.



22) Enunciare e dimostrare la condizione necessaria e sufficiente di complanarita di 4 punti.

Siano Pi(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3) e P4(x4, y4, z4) quattro punti dello spazio.
(X4-X) Y4-V1 237
P;. P, P; e Py sono complanari < det| Xx3-X; y3-v; zZ3—Z; | =0
i_KE —X1 Y2—M1 22— z1_i
Dimostrazione. Si ha che [P1P2] = (x2— x1, y2— y1, z2— z1), [P1P3] = (x3— X1, y3—y1, z3— 71) €

[P1P4] = (x4 — x1, y4— y1, z4 — z1). Sia H la matrice avente come righe le componenti dei tre vettori
[P1P2], [P1P3] e [P1P4], cioé

X4=X| V4o 2477
H=Ix3-% y3-y 3-7
=X V=Y -7

I quattro punti P1, P2, P3e P4sono complanari <

< i tre vettori [P1P2], [P1P3] e [P1P4] sono complanari «

< i tre vettori [P1P2], [P1P3] e [P1P4] linearmente dipendenti <

< le tre righe di H sono linearmente dipendenti < rg(H) <3 < detH = 0.

23) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di due piani.

Siano U,:a,x+b,y+c,z+d =0 ed U,:a,x+b,y+c,z+d,=0 due piani.

a3 by q ap by ¢ dp| |
Ponendo A= e C= s1 ha che
d ) b ) CE | a 2 bz C 2 {12
1) i due piani sono lo stesso piano ( 0, = 0, ) < rgC =1 =rgA (il sistema ha infinite soluzioni)

2) i due piani non hanno alcun punto in comune ( 0; n 0, =0) - rgC=2etrgA =1 (il
sistema non ha alcuna soluzione)

3) i due piani hanno una retta in comune ( 0, n 0, =p = rgA = 2 = rgC (il sistema ha una sola
soluzione)

24) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di una retta ed un piano.

Sia Tt un piano di equazione ax + by + cz + d = 0 e sia r una retta parallela al vettore (I, m, n) e
passante per il punto Po(xo, yo, zo). Si ha che:

(1) la retta r e il piano Ttsono paralleli se e solo se al + bm + cn = 0;

(2) la retta é contenuta nel piano se e solo se al + bm + cn =0 e axo+ byo+ czo+ d = 0;

(3) la retta e il piano non hanno alcun punto in comune se e solo se

al + bm + cn =0 e axo+ byo+ czo+ d # 0;

(4) r e incidente TTin un punto se e solo se al + bm + cn # 0.

25) Studiare (analiticamente) la mutua posizione di due rette nello spazio.

Consideriamo due rette r:a,;x+b,y+c,z+d,=a,x+b,y+c,z+d,=0 e
s:dy;x+b,y+ cyz+ d,=a,x+ b, y+c,z+d,=0 |



_Eil bl Cl ] _ﬂl bl Cl dl ]
a, by ¢» a; by, ¢ dy ,
Ponendo A= - e e C= 2 "2 "2 “ | siha che le due rette sono
513 b3 C3 513 b3 C3 £13
_34 b4 C4_ _34 b4 C4 {14_

1) coincidenti = rgC =2 =rg A (il sistema ha infinite soluzioni)

2) parallele in senso stretto = rgA =2 # 3 = rgC (il sistema non ha soluzioni)
3) incidenti in un punto < rgA = 3 =rgC (il sistema ha una sola soluzione)
4) sghembe < rgC =4 e rg A = 3 (il sistema non ha soluzioni)

26) Enunciare e dimeostrare il significato geometrico dei coefficienti delle incognite nell’equazione
cartesiana di un piano.

Seax +by+cz+d=0con(a, b, c) # (0, 0, 0) e ’equazione cartesiana di un piano Tt, allora il
vettore libero non nullo u := ai + bj + ck e perpendicolare al piano Tt

Dimostrazione. Sia r una (qualsiasi) retta di Tt Siano Pi(x1, y1, z1) e P2(x2, y2, z2) due punti distinti
della retta r. Si hanno le seguenti identita ax1 + by1+ czi+ d = 0 e ax2 + by2+ cz2+ d = 0. Inoltre,
[P1P2] = (x2—x1)i + (y2— y1)j + (z2— z1)k. Per cui si ha che

u * [P1P2] = a(x2— x1) + b(y2—y1) + c(z2—z1) = (ax2 + by2+ cz2) + (—ax1—byi—cz1) =—d+d =0
Da u ¢ [P1P2] = 0 si ha che u [ [P1P2] ovvero u U r. Quindi, u [J 7T

27) Enunciare e dimostrare la formula per il calcolo della distanza di un punto da un piano.

La distanza tra un punto Po(xo, yo, o) e un piano Ttdi equazione ax + by + cz + d = 0 e data da
o(p, 0)rt et et

va'+b+c

Dimostrazione. Sia H la proiezione ortogonale del punto Posul piano Tte sia A un punto (qualsiasi)

del piano Tt Si vede subito che la distanza tra Poe TTe uguale alla lunghezza della proiezione AB

del vettore [APo] lungo la direzione perpendicolare a TU

Se utilizziamo il vettore libero non nullo u := ai + bj + ck perpendicolare al piano Ttsi ha che

d(Po, ) = d(Po, H) = d(A, B) = [[[AB]|| = [|[[APo]||u = [us [APo])/||u|.

Dall’identita axa + bya+ cza+ d = 0 si ha che d = — axa— bya— cza. Per cui

u*[APo] = a(xo— xa) + b(yo— ya) + c(zo— za) = axo + byo + czo + (— axa— bya—za)

Quindi, d(Po, r) = ||[[APo]||u= [ue[APo]}/|[u|| = |axo+ byo+ czo+ d|/ a2 + b2 + c2.

28) Dopo aver spiegato cosa si intende per “angolo tra due rette (nello spazio)” enunciare e
dimostrare la formula per il calcolo dell’angolo tra due rette.

Definizione. Siano r e s due rette (dello spazio). Sia Ttun piano parallelo ad entrambe. Siano rre s
le proiezioni ortogonali di r e s sul piano Tt Diremo angolo fra le due rette r e s (dello spazio), e lo
indicheremo con il simbolo (1, s), I’angolo fra le due rette rne snnel piano Tt.

Ser e s sono due rette di parametri direttori ( [, m,n; )e( I, m,n, )siha

1.1+ +
COS(r)S>:iCOS(V1,v2):i 1°2 mlmz nan

V4 me+ iy o+ mo+ no
Dimostrazione. Dalla formula del prodotto scalare tra due vettori u-v=|ul|||v||cosdd ottengo che



cos lnb= ” ”” i applicando questa formula ai vettori dei parametri direttori ottengo la formula

dell'angolo fra due rette.

29) Dopo aver spiegato cosa si intende per “angolo tra due piani” enunciare e dimostrare la
formula per il calcolo dell’angolo tra due piani.

Siano Tt e Tk due piani e sia TTun piano perpendicolare ad entrambe i piani Tu e To.

Siano r la retta intersezione di Tte Tt e s la retta intersezione di Tte To.

Diremo angolo fra i due piani Tu e T, e lo indicheremo con il simbolo (Tu, T@), I’angolo fra le due
rette r e s nel piano Tt

Se 0;:a,x+ b1y+ c,z+ d1:0 e O,ia,x+ b2y+ c,z+ d2:0 , allora

a,a,*+b,b,+c,c,

cos (0, 0,)==cos(u,,u,)== J
b B P I
Dimostrazione. Dalla formula del prodotto scalare tra due vettori u-v=||ul|||v||cosdal ottengo che

uv . . .o . 9. .
Ccos ﬂ:m applicando questa formula ai vettori dei parametri direttori ottengo la formula

dell'angolo fra due rette.

30) Dopo aver spiegato cosa si intende per “angolo tra una retta e un piano”, enunciare e
dimostrare la formula per il calcolo dell’angolo tra una retta e un piano.

Siano r una retta e TTun piano. Sia TU un piano contenente r e perpendicolare a Tte sia rn:= Tt N TC.
Si osservi che:

— sernon e perpendicolare a Ttallora rné proprio la proiezione ortogonale di r su Tt

— ser e perpendicolare a Ttallora rre una delle rette di Ttappartenenti al fascio di rette di

centro Po.

Diremo angolo fra la retta r e il piano Tt, e lo indicheremo con il simbolo (r, 7, I’angolo minore o
uguale all’angolo retto formato dalle due rette r e rrnel piano 1.
Sia Ttun piano di equazione ax + by + cz + d = 0 e sia r una retta di parametri direttori (1, m, n).
\al+ bm+ cn|

sin(r,0)=|cos(u,v)= :

allora (r,0) | ( )‘ \/ 2 bt AP+ Mt I

Dimostrazione Dalla formula del prodotto scalare tra due vettori u-v=|ul|||v||cosdal ottengo che
cos lnb= ” ”” i applicando questa formula ai vettori dei parametri direttori ottengo la formula

dell'angolo fra due rette.





