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Una forza F parallela al tratto orizzontale L come
indicato in figura viene applicata su un oggetto di
massa M, inizialmente in quiete nel punto A. La
forza diviene parallela al piano inclinato quando

<—D‘——>U

I'oggetto incomincia a salire ed agisce fino alla . c
quota A’ (punto C') in maniera che il punto ma- F

teriale si ferma quando arriva nel punto D (alla — ?
quota h). Sia il tratto orizzontale che il tratto in A B

salita sono scabri con coefficiente di attrito dina-

mico pari a p. Il piano inclinato ha un angolo 6

rispetto alla direzione orizzontale.

Determinare:

1) la velocitd in B (& punti); 2) Calcolare il lavoro della forza di attrito tra B e D (2 punti);
3) la quota A’ (3 punti); 4) La velocitd in C' (2 punti);

(Dati del problema: F =20 N, L=1m, M =1kg, p=12,0=30°, h=05m)

Soluzione:

1)
Nel tratto AB agiscono solo la forza trainante F' e I'attrito dinamico e quindi il loro lavoro
vale:

Wap = (F —uMg)L =82 J
Che é anche pari alla energia cinetica posseduta dall’oggetto nel punto B:

1
—MU% = WAB

2
2L 2(F —uMg)L
v =/ ]\;[432\/( ]\/2 9) =41m/s
2)

11 lavoro fatto dalla forza di attrito durante la salita sara:

h
W, =—uMgcost——- = uMg =-102J

sin 8 tan 6

3)

Alla fine del tratto in salita ’energia potenziale sara divenuta:
E,=Mgh=49J

Notare come la differenza tra l’energia potenziale nel punto piu alto e il lavoro (cambiato di
segno) della forza di attrito e I'energia cinetica iniziale (3 Mv%) sia pari:

Ey—Wo—Wap=69.J>0

1



Cioe e necessario un lavoro aggiuntivo della forza F' per raggiungere la quota h a velocita
nulla:

Fh'
smg ~ r = Wa— Was
E,-W,—-W .
==L 7 AB inf = 0.17 m

4)
Nel punto A’ dalla conservazione dell’energia:

(h = h)

tan 6

1
in%—i—Mgh':MghjLuMg

(h —h')
Ve \/g(h h') 4 2ug o d 5m/s
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Un disco pieno di raggio R = 60 c¢cm poggia
su un piano inclinato di un angolo 6§ = 45°
rispetto alla direzione orizzontale. Esso e
collegato tramite una fune inestensibile e di
massa trascurabile, vincolata al suo centro ad
un corpo di massa m = 1.3 kg (assimilabile
ad un punto materiale) che striscia sul piano
inclinato con un coefficiente di attrito dinam-
ico pg = 0.9, con la fune che si mantiene sem-
pre tesa e parallela al piano inclinato. Inizial-
mente il sistema e fermo ed il cilindro com-
incia a rotolare sul piano inclinato, e dopo
un tempo t; = 1.2 s la velocita angolare del
cilindro e diventata di w = 6 rad/s.

Assumendo che il moto del disco sia di puro rotolamento, determinare: 1) la velocita e
'accelerazione del corpo di massa m (2 punti); 2) la tensione 7" della fune (1 punto); 3) La
massa M del disco (4 punti).

4) Al tempo t; il disco raggiunge il punto di raccordo con una guida liscia (senza attrito) di
raggio r = 4 m e in quell’istante la fune si spezza, calcolare la velocita del disco nel punto
piu basso della guida (&8 punti).

(Si suggerisce di rispondere al primo quesito in base a sole considerazioni cinematiche, osser-
vando che tutte le forze in gioco fino al raccordo con la guida sono costanti).



Soluzione

1)
I1 moto del cilindro ¢ di puro rotolamento con accelerazione angolare costante (agendo solo
forze costanti):

a=2=5 rad/s’
1

quello del corpo m € un moto accelerato uniforme con velocita al tempo t;:
vy =wR=3.6m/s

ed accelerazione:
a=aR=3m/s

2) Sul corpo m agiscono come forze trainanti la tensione del filo 7" e la componente della
forza peso (mgsin€ ) e come forza frenante I’attrito del piano inclinato (ugmgcosé ), per
cui la II equazione della dinamica si scrive:

ma =T + mgsinf — pymgcosf

T =m(a+ pggcosf —gsinf) =3 N

3) Scrivendo la I equazione cardinale per quanto riguarda il disco, chiamando f la forza di
attrito tra disco e piano inclinato:

Ma= Mgsinf —T — f

Assunto come polo il centro del disco, I'unico momento ¢ quello dovuto alla forza di attrito,
quindi la IT equazione cardinale:

la=Rf
Se sostituiamo ad I — %M R?’ec¢ad a — %> i ha che dalla II equazione:
1 a Ma
~“MR*—~ =R — f=—
2 R / / 2
Sostituendola nella prima:
. Ma
Ma = Mgsinf —T — —~
Da cui:
SR Y
~ gsinf —3/2a J

4) Per calcolare la velocita finale del disco si puo
applicare la conservazione dell’energia meccanica, in
quanto il dislivello tra la fine del piano inclinato ed il
punto piu basso ¢ (vedi figura a fianco):

h=r—rcos@ — R+ Rcosf=1m

Applicando la conservazione dell’energia meccanica
(varia solo I'energia potenziale gravitazionale):

1 1 1 1
T+ = Bl P
2w—|—2 2w+2

vp=+/v2+gh=57m/s

2 _ 2
Mv* 4+ Mgh = Moy
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Problema 1
Su una automobile di massa M agisce una forza che e data dalla legge:

F=F,—kt

Con F, =1000 N e k =50 N/s. Al tempo ¢t = 0 la macchina & ferma. Trascorso un tempo
t1 = 12 s la macchina ha una velocitd eguale a v; = 45 km/h.

Determinare a) la massa della macchina (4 punti); b) la accelerazione al tempo ¢; (2 punti);
¢) lo spazio percorso fino al tempo ¢; (4 punti).

Problema 2

Una ruota e composta da due dischi metallici
sottili concentrici omogenei di raggio R; =
5 cm ed Ry = 30 em. La ruota e in posizione
verticale su di un piano orizzontale scabro.
Sul disco di raggio inferiore ¢ arrotolato un

filo inestensibile e di massa trascurabile a cui
si applica una forza F' = 10 N costante e
parallela al piano orizzontale.

Si misura che il filo si srotola completamente una volta che la ruota ha compiuto n = 10
giri completi dalla posizione iniziale nella quale la sua velocita era nulla. Sapendo che il
disco di raggio minore R; ha massa M; = 0.1 kg, che quello di raggio maggiore Ry ha massa
Si determini nell’ipotesi di moto di puro rotolamento: a) il valore della velocita angolare
w della ruota una volta che il filo si ¢ completamente srotolato; (5 punti) b) il valore del
momento frenante costante da applicare alla ruota se si vuole arrestarla in un tempo pari a
At = 30 s una volta raggiunta la velocita angolare w trovata nel rispondere alla precedente
domanda. (5 punti)



Problema 3

n = 2.1 moli moli di un gas ideale biatomico (aria) de-
scrivono il seguente ciclo frigorifero (mostrato in figura):
dallo stato iniziale A lo stato B dalla temperatura mas-
sima T, = 320 K, viene eseguita una trasformazione B A
isobara, py = 3 - 10° Pa, per punti di equilibrio fino a P
raggiungere la temperatura 77 = 270 K. A questo punto -
una trasformazione isoterma reversibile raddoppia il vol- D
ume V, iniziale del gas. Poi una isocora, per stati di
equilibrio, riporta il gas alla temperatura iniziale. Ed
infine una isoterma reversibile riporta il sistema nello
stato A. \%
Il ciclo avviene con due sole sorgenti di calore a tempera-

tura T} e T5.

Determinare: a) Il volume in C' (2 punti); b) il lavoro necessario per compiere un ciclo (2
punti); c) i calori scambiati con le sorgenti in un ciclo (3 punti). d) Dimostrare se il sistema
termodinamico descritto e reversibile o irreversibile dal calcolo della variazione di entropia
dell’universo in un ciclo (3 punti).

Problema 4

Una nuvola sferica carica ha una densita di carica p = 4 - 107 C'/m?® uniforme tra 0 ed
Ry = 23 m. Tale densita rimane uniforme tra R; e Ry = 30 m, ma diventa 2p. Per infine
annullarsi all’esterno del raggio Ry. Determinare a) la carica totale (2 punti); b) il campo
elettrico sul bordo esterno r = Ry ed in r = R3 = 60 m (4 punti); c¢)la differenza di potenziale
tra il centro ed il bordo della distribuzione di raggio R (4 punti).



SOLUZIONI

Problema 1
a) Integrando nel tempo 'equazione del moto:

M— =F,—kt
dt
con la condizione che v(t = 0) = 0:
Fo, _ * p
U [ — _— —
M 2M
Dalle condizioni note al tempo #; si ha:
F, k
M ="t — —13 =672 kg
U1 21}1
b) Quindi:
F,—kt
a; = Tl =0.6 m/52
¢) Integrando nel tempo 'espressione della velocita:
F, k
)= 22— —¢3
W= " 6m
s(ty) =86 m

Problema 2

a)

La prima parte si puo risolvere o mediante la conservazione dell’energia:

La forza F, di direzione parallela al piano orizzontale, agisce fino a che il filo ¢ arrotolato
attorno al disco di raggio minore.

Lo spostamento della ruota compiendo 10 giri vale:

s=n2rRy =19 m
Quindi il lavoro fatto dalla forza e pari a:
Wgrp=Fs=188 J

Inoltre questa forza esercita un momento motore W, rispetto al centro della ruota. Pertanto,
a sua volta, il momento compie un lavoro fino a che la forza ha la possibilita di agire sulla
ruota. Il lavoro dovuto al momento ha la seguente espressione:

Wy, =20nR F =31 J



Quindi imponendo che:

Tiort® + (M + Mooy, | = Wi + W,

DN | —

171 1
3 {2 1 RY + §M2R§ + M R; + M2R§} W =Wp + Wy,

dove si ¢ posto: I = 5(MR} + MyR3) e vey = wRy Quindi:

o 2(Wp + Wiy)
"N LM R + LMy RS + M R3 + MyR3

=25.3 rad/s

Mentre mediante la cinematica (detto f ’attrito), ’equazioni cardinali sono:

F—f:(M1+M2)CZ
FR1 + fRQ == ItotOJ

Essendo un moto di puro rotolamento a = aR,, quindi eliminando f:

F(1+ R1/Ry)

a = = 1.53 m/s*
My + M + I/ R3 /
a
= — =5.1rad/s*
a 7 rad/s
Poiche: ]
Eatf = n2m
t1 =\/4nm/a=4.96 s
w(ty) = aty = 25.3 rad/s
b)
Essendo: .
A §(M1R§ + MyR3) = 0.225 kgm?
se si vuole arrestare la ruota in un tempo pari At = 30 s, applicando alla ruota un momento
costante, si deve applicare un momento M che provochi una decelerazione oy = —w; /At.

Le equazioni cardinali diventano (I’attrito statico diventa frenante):
—f = (M1 + My)ay

Il momento della forza di attrito agisce in direzione opposta al momento frenante:
Mf — fRy = Linig

Ma continuando ad essere il moto di puro rotolamento, deve essere:

agqg — —Oéng



segue che eliminando f dalle due equazioni cardinali:

R
Mj = =Ry (It RS + My + M) =122 = —0.58 Nm
Problema 3
a) Dai dati del problema, nello stato B il volume sara:
T
vy = M2 G 0186 e
pa

Dai dati del problema, nello stato B il volume sara:
T
Vi = Vazr = 0.0157 m®
Ty
Mentre in C' il volume sara:
Vo = 2V4 = 0.0372 m?
b) Da A— > B il lavoro assorbito vale:
Wap = pA(VB - VA) =—-873 J

Da B— > C il lavoro fatto vale:

y
Wpe = nRT In ~< = 4.068 k.J
Vs

Da D— > A ( nella isocora non viene fatto lavoro) il lavoro assorbito vale:

y
Wpa = nRTyIn -2 = —3.87 k.J
Vb

In totale la macchina frigorifera assorbe in un ciclo il lavoro:

W =Wy +Wge + Wpa = —677J
c)

I calori scambiati con la sorgente piu fredda in ogni ciclo:

Qap = H;R(Tl - TQ) = —-3.06 kJ

Qpc = Wpe =4.068 kJ

in totale, dalla sorgente T} viene assorbita la quantita di calore:

Q1= Qap+Qpc=1.013 J
I calori scambiati con la sorgente T5:

Qcp = ngR(TQ —Ty) =2182 J



Qpa=Wpa = =387 kJ
in totale, dalla sorgente T3 viene ceduta la quantita di calore:
Q2= Qcp +Qpa=—1.69 kJ
d)

Quindi la variazione di entropia dell’universo in un ciclo (il gas che compie il ciclo non varia
la sua entropia in un ciclo per definizione di ciclo) vale:

AS =L 22153 J/K

Problema 4
a)

La carica totale della parte interna vale:

4
Q1 = gﬂpR:{’ =2x107° C

Mentre quella piu esterna:

4
Qy = §7T2,0(R§ —R)=5x10°C
Quindi:
Q=Q1+Q:=7x10"C
b)
Per r = R, il campo e radiale con intensita:
Q
E(Ry) = ——— =700V
(%) 4e,R3 /m
Per R = Rj: 0
E(R3) = =175V
(£s) dre, R? /m
c)
Il campo elettrico 0 < r < Ry:
=" o0<r<pm
3¢,

Mentre , applicando il teorema di Gauss per R; < r < Ry:

2 _ Q1 + 8mp(r® — R3)/3

E. Anr
€o
@1 2p LS
E, = - = R <r<R
T dmeg? | 3, (r 72 ) ==



p
3¢,

Ey, = (2r — R?/TQ)

Quindi:

0 Ry
AV = AV + AV =— | Eydr — Eydr =
Ry Ry

P Ry R> 3, 9 P 2 3 3 2
3¢, /o rdr R (or = Ryfr)dr| = 3¢, (R2 T 2R1) = TR
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Problema 1

Un punto materiale di massa m = 0.3 kg viene lan-
ciato lungo la verticale da una molla di costante ela-
stica K = 300 N/m, con lunghezza a riposo = =
18 ¢m e compressione iniziale Az = 10 em. Il punto
materiale si stacca quando la molla raggiunge la po-
sizione di riposo. Raggiunta un’altezza h = 30 c¢m
dalla posizione di distacco dalla molla, (ancora in
fase ascendente) il punto materiale esplode in due
frammenti di massa m; = 0.1 kg e my = 0.2 kg
come illustrato in figura. Gli angoli formati dalle di-
rezioni delle due velocita vg; e vy dei due frammenti
subito dopo I’esplosione rispetto all’orizzontale sono
091 == 300, 92 - 200.

Si chiede di calcolare (trascurando lattrito): a) La velocita vy del punto materiale subito
dopo il distacco dalla molla (2 punti); b)le velocitd vy, e vge dei due punti materiali subito
dopo 1'esplosione (4 punti); ¢) L’altezza massima raggiunta da m; rispetto alla posizione
dell’esplosione (4 punti).

Problema 2

Su un piano orizzontale & posta una massa m; =

10 kg. Essa viene messa in movimento tramite un

filo che si avvolge sulla gola di una puleggia di rag-

gio r1 = 20 em. La puleggia ¢ messa in rotazione

dalla discesa, sotto I'azione della forza peso di una m,
massa My = 4 kg, a cui e collegata da un filo
avvolto su una gola di raggio Ry = 50 c¢m (della
stessa puleggia), coassiale e rigidamente fissata alla
precedente. Il momento di inerzia dell’insieme
delle due pulegge vale I = 6 kgm?. Calcolare in
assenza di attrito: a) Le velocita di M, ed my dopo M,
che ¢ scesa di una quota h = 1 m (3 punti); b) Le
tensioni dei due fili durante il moto (4 punti);

c¢) quale sarebbe la velocita della massa My nel caso in cui esistesse tra m; ed il piano un
coefficiente di attrito p = 0.25 (3 punti).



Problema 3

Una macchina termica lavora utilizzando solo due sorgenti alle temperature 7, = 400 K e
Ty = 300 K con n = 10 moli di gas perfetto monoatomico compiendo le seguenti trasfor-
mazioni: AB: espansione isoterma (dalla temperatura maggiore) reversibile da Vy = 2 dm?
a Vg = 30 dm?; BC: raffreddamento isocoro irreversibile a contatto della sorgente a tem-
peratura T7; CD: compressione isoterma reversibile fino al volume V4; DA: trasformazione
irreversibile adiabatica e isocora nel senso che riporta il gas al volume iniziale V4 e alla
temperatura 15, ottenuta fornendo dall’esterno lavoro al sistema.

Si chiede di: a) riportare in grafico nel piano PV il ciclo descritto nel testo; (1 punto)
b) calcolare il lavoro da fornire nella trasformazione DA per chiudere il ciclo; (2 punti) c)
calcolare il lavoro totale eseguito al gas e il suo rendimento confrontandolo con quello del
ciclo di Carnot che lavora con le medesime sorgenti; (4 punti) d) calcolare la variazione di
entropia dell’universo termodinamico. (3 punti)

Problema 4

Con riferimento alla figura, in una regione di spazio a

simmetria cilindrica rispetto a un asse yy’ di raggio a =

20 em ¢ presente una densita di carica elettrica p(r) che k
varia con il raggio r secondo la legge p(r) = p,(1 + br) .
conb=15m""1ed p, =1.1-107% C/m3. Si determini: a)
il valore del campo elettrico ad una distanza r; = 10 cm
dal centro; (3 punti) b) il valore del campo elettrico
ad una distanza ro = 2a dal centro; (3 punti) b) la
differenza di potenziale tra il centro ed r = a; (4 punti)




SOLUZIONI

Problema 1

a)

La velocita al momento del distacco dalla molla si puo calcolare utilizzando la conservazione
dell’energia meccanica, ricordandosi anche del contributo dato dalla variazione dell’energia

potenziale gravitazionale:
1 1
§KAx2 = imvg + mgAx

da cui:

\/KA:v2 — 2mgAx
Vo =

=2.84
- m/s

.....

1
Emvg = mghmaz

2
Rz = Yo _ 41 em
29

b)
Subito prima di esplodere la velocita v, si ricava dalla conservazione dell’energia:

1
mgh + imv2 = §mv(2)

v=1/v} —2gh =147 m/s

Poiché la divisione avviene a causa di sole forze interne si conserva la quantita di moto
durante il distacco, percio imponendo tale conservazione nella direzione orizzontale:

mM1Vp1 COS 81 — TNVp2 COS 92 =0

si puo calcolare la relazione tra le velocita vy; e vos:

Vp1M1 COS 01

Vo2 =
e cOoS 0

Quindi dalla conservazione della quantita di moto nella direzione verticale:

MU = My SINB1 — Mo Sin Oy

sostituendo:
. vo1my cos by
Mmv = Myvg; Sin#y — Moty —————————— sin by
Mo COS By
muv
Vo1 = =24 m/s

my(sin 6, — cos 0 tan 0y)

. Vo111 COS 91 .
Voo = —————————— = 11 m/s
M COS By



L’altezza massima del punto m; puo essere calcolata applicando la conservazione dell’energia
lungo la direzione verticale:

1 .
§m1(001 sin6;)? = mighy

da cui:
(U()l sin 01)2

hf=——7-—">—=72
1 29 m

Problema 2

a)

Applicando la conservazione dell’energia, tra la quota piu alta e quella piu bassa:

1 1 1
Msgh = §Iw2 + 3 22112\4 + imlvg1

Non slittando

vy = —whRs

Uy = —Wr
sostituendo: ] ] ]

Msgh = 5[@)2 + 2 2w’ RS + §m1w2rf
da cui: T
w= _\/I+ MgRg s = —3.3 rad/s
vy = —whRy = Rg\/l n ]\/Zj\éggf r? =1.6m/s
U = —wry = 0.65 m/s

b)

Le tre equazioni cardinali sono:
Mgg — TM = MQ(I M

TMR2 —TmTl =la

Tm = miGm

Essendo:
1
U, = —Q
R, M
Dall’ultima:
TR
ap =
mim
Inoltre
_ o _ Im




Le due rimanenti equazioni diventano:

M>yT,, R
Myg — Ty = 2 2
rimy
1T,
Ty Ry —Tr
rima

Da cui eliminando T} (dividendo per R la seconda e sommandole):

my Magri Ro
Ty = =53 N
MQR% + mlr% + I
T, Ro M.
Ty = Mog — 272 34 N
rimy
c)
Se ’energia non viene conservata:
1 1 1 r
Msgh = 5Icu2 + §M2w2R§ + imlw%f + ,umlgﬁlzh
da cui:
L 2Mygh — 2pmyghry / Ry
N I + MyR} + mr?
2Msgh — 2umyghry /Ry
oM QJ T+ MyRE + mor? m/s
Problema 3
a)
A A
l
|
P 1
I
I
- |
D
.B
:C

\Y%

b) Essendo la trasformazione DA una adiabatica, & possibile calcolare il lavoro da fornire alla
macchina per chiudere il ciclo utilizzando la variazione di energia interna del gas (cambiata
di segno) dche ¢ una funzione di stato:

Wpa =ne,(Th —Ty) = gnR(Tl —Ty) = —1247 kJ



c¢) Il lavoro fatto nella trasformazione AB:

v
Wig = nRTyIn (B> — 90 kJ
Va

Nella trasformazione CD:

y
Wep = nRT; In ("‘) 68 kJ
Vi

Il lavoro totale e, pertanto, la somma di quello positivo nella trasformazione AB, e di quelli
negativi delle due trasformazioni CD e DA:

Wiot = Wap +Wep + Wpa = 10.04 kJ

Nella isoterma AB:
Qap =Wap

Dato che il solo calore assorbito dal gas e quello fornito nella sola trasformazione AB, il
rendimento della macchina vale:

77 — Wtot
QaB

Quello della macchina reversibile di Carnot vale, invece:

=0.11

T,
=1——=0.25
d)
Il calore assorbito nella isoterma CD vale:

Qcp = Wep

Mentre nella isocora irreversibile BC la quantita di calore scambiato ¢ uguale alla variazione
di energia interna del gas:

Qpc =nc,(Ty —Ty) = —12.4 kJ

Per trovare la variazione di entropia dell’universo termodinamico basta considerare che,
essendo la variazione del ciclo termodinamico nulla, essa e quella delle sorgenti:

ASu - _ASorgenti = - QAB + QBC —+ QCD

=416 J/K
T, T, Ty /

Problema 4

a)

Applicando il teorema di Gauss ad un cilindro di altezza h con raggio r < a:

2o [T
P h/ (1+bvYr'dr  r<a
g, Jo

E.27rh =



Da cui:

€, \2 3
in particolare per r = r:
or1 /1 1
E.(r) = pgol (2 + 3b7"1) =124 V/m

b)

Applicando il teorema di Gauss ad un cilindro di altezza h con raggio r > a:

2T, a
E.27rh = P h/ (L+br)yr'dr” r>a
g0 Jo
Da cui: )
Po [ @ L s
E, = —+=b
€T ( 2 + 3 “ )
Quindi

E,(ry) =186 V/m
c)

La differenza di potenziale tra a e 0:

r 1

. ) a1 1
AVa:V(r:O)—V(a):/Erdr:p—/ <+br2>dr:pa <+9ba
0 €o

o \2 3 g, \4

):291/
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Problema 1

Due punti materiali di massa uguale m = 0.3 kg si
muovono su di un piano liscio urtandosi nel punto
A della figura in modo completamente anelastico.
Dopo I'urto, il punto materiale risultante entra in una
zona scabra percorrendo una distanza di lunghezza
d =1 m prima di comprimere una molla di costante
elastica K = 10 N/m di un tratto x = 0.5 m (dove
ancora il piano e scabro). Con riferimento alla figura,
sapendo che 'angolo a@ = 30° e che il modulo delle
velocita iniziali vale v; = v = vy, =4 m/s.

Si chiede di determinare: a) La velocita subito dopo l'urto in modulo, direzione e verso;
(2 punti) b) il valore del coefficiente di attrito dinamico del tratto scabro; (3 punti) c¢) la
perdita totale di energia meccanica calcolata rispetto all’istante subito prima dell’urto e a
quello in cui la molla ¢ stata compressa del tratto z; (3 punti) d)il tratto percorso dai due
corpi all'indietro dopo che hanno compresso la molla del tratto = (2 punti).

Problema 2

Una fune sostiene una trave orizzontale di massa m/2
, lunga [ = 8 m, bloccata ad un estremo da una parete
verticale e all’altro ¢ appesa una massa m = 900 kg.
La fune e fissata nell’estremo B della trave, quindi non

puo scorrere, e forma un angolo # = 40° con la direzione h
orizzontale.
(. g

Determinare a) la tensione della fune tra il muro e I’asta /o
(3 punti); b) la componente normale esercitata dalla

trave sulla parete (3 punti); c) il coefficiente minimo ]

di attrito statico tra parete e trave, in maniera che la m
trave rimanga bloccata alla parete (4 punti).




Problema 3

n = 1.5 moli di un gas ideale con calore specifico molare r A

¢, = 5/2R, tramite I'utilizzo di due sorgenti a tempe- Ps

rature 77 = 400 K e T, = 300 K, viene sottoposto al

ciclo illustrato in figura. La trasformazione AB e una P, B

isoterma reversibile a temperatura 77, BC & un’isocora
irreversibile eseguita a contatto con la sorgente T, CD ¢
una isobara irreversibile eseguita con la stessa sorgente

fino ad ottenere una temperatura del gas uguale a T5 in Py D e
D. DA e una adiabatica reversibile. Sapendo che V; =
1-1073 m3, V3 = 2.2-1073 m? si calcoli: a) il volume
in D (V2) (2 punti); b) la temperatura del gas in C (2
punti); ¢) il lavoro fatto in un ciclo (3 punti);

B I —

<
<
N
<.
w
<v

d) la variazione di entropia dell’universo termodinamico in un ciclo (3 punti).

Problema 4
Una nuvola sferica di raggio R = 3 m ha una densita di carica variabile radialmente secondo

la legge:
D
p - pO R R2
con p, = 5.9-1078 C/m3.

Determinare a) la carica totale (3 punti); b) dove il campo elettrico ¢ massimo ed il suo
valore (3 punti); c¢) la differenza di potenziale tra il centro della nuvola ed il suo bordo (4
punti).



SOLUZIONI

Problema 1
a)
Tenendo conto che le masse dei due punti materiali sono uguali e che le direzioni dei due
vettori velocita formano lo stesso angolo rispetto all’asse delle ascisse indicato nella figura,
dovendosi conservare la quantita di moto del sistema, le sue componenti y si annullano. Ci
si aspetta, di conseguenza, che il punto materiale risultante dopo I'urto proceda lungo 1’asse
delle ascisse. Infatti, si ha:

2muj, CoS 0 = 2Muyip »

M4y, SIN O — My, SIN Q= 2NV iy = 0
Quindi:
Vfing = 3.46 m/s
b)
La conservazione dell’energia meccanica dall’istante subito dopo I'urto a quello in cui la
molla risulta compressa del tratto x si scrive nel seguente modo:

1
LKt = i, = ~2pmg(d + o)
_ 2muy,, — Ka?

h= dmg(d + x)

~ 0.27

c)
La perdita totale di energia meccanica A F dall’istante prima dell’urto a quello dell’avvenuta
compressione della molla si ricava dalla seguente relazione:

1
AE =mv}, — 5}(9:2 ~ 3.55 J
d)

Il tratto percorso all’indietro dall’insieme dei due corpi si ricava sempre dalla conservazione
dell’energia meccanica, ottenendo:

1
5[(:{:2 = 2umgAx
K 2
Az = =% ~080m
4pumg

Problema 2

a)

Imponendo che sia nullo il momento totale delle forze, rispetto all’estremo sulla parete:

l
mgl—k%gg —Tlsinf =0



segue che:

="

1
<1+4):17-103N

sin 6
b)

La componente normale della reazione vincolare della parete alla compressione vale:
N =Tcosf =13-10° N
c)

Le forze verticali agenti sulla trave ad esclusione della reazione vincolare sono:

F, = —mg—%—i—TsinH:—% = -22.10° N

Quindi, dovendo essere:
wsN + F, =0

Il minore coefficiente di attrito statico che garantisce il blocco della trave vale:

Fy
L= —tv 17
H N

Problema 3
a)
Dalla relazione di Mayer: ¢, = ¢, + R = TR/2 quindi v = ¢,/c, = 1.4.
Nella trasformazione adiabatica:
TV =Tt

7\ 1/G-1)
Vy = Vi <1> —2.1-107% m?
T
b)
In D: BT
o= 218910 Py
Va
Quindi:
Vi
T =P8 3915 K
nR

>
Wag = nRT log Vi” =3.93-10° J
1

Wep = p1 (Vo — V3) = =268 J

Nella adiabatica reversibile:
Wpa = AUps = ne,(Ty — Ty) = —3.12-10° J

In totale:
W =Wup +Wep +Wpa =547 J

4



d)
11 calore assorbito nella isoterma:

Qap=Wap =393-10° J
Il calore assorbito nella isocora:
Qpc = ne,(Te —T1) = —2.45-10° J
Il calore assorbito nella isobara:
Qcop =ney(To —Te) = =939 J

La variazione di entropia dell’universo e data dal contributo delle sole sorgenti, in quanto il
sistema compie un ciclo e quindi la sua variazione di entropia e nulla:

Qan N Qpc + Qcp
Ty Ty

AS, = — ( ) =1.45 J/K

Problema 4
a)

R R 2 4 5 18 R3
Q= / pamridr = 47rp0/ (T - T) r2dr = 47y [T r ] _ TPolt” uC
0 0
0

R R?

b)
Dal teorema di Gauss per 0 < r < R:

1 /r 4 r 2 4 4 5
EdAnr? = — | pdnalde = Tro / <]I% — x) 22dr = TPo (T _ T)
0

€o €o

=]

Mentre per r > R:

Q
E.(r> =
(r ) 4re r?
Notare che R
Po
E.(r—R-)=FE.(r— R+)=
(r = R=) = E(r — R¥) = 20

Inoltre il campo elettrico ¢ nullo per » = 0, quindi all’interno della distribuzione ha un
massimo, quando cioe:

cioe per:



2r 37’2_0
4 5R

5

r:6R22.5m

E,(2.5) = 1.15-10°V/m
c) La d.d.p. vale:

R R 2 3
vz/ Endr =2 <T—T>dr
0

goR Jo 4 BR
po (R* R poRR?
- AL, = 2000 V
&R (12 20R) ~ 30e,
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Problema 1

Un punto materiale si muove su un’orbita circolare, orizzontale di raggio R = 25 m. La
velocita angolare aumenta linearmente con il tempo:

w(t) = At

con A = 0.025 rad/s>.

Trovare a) il tempo ¢; per cui le due componenti della accelerazione (quella tangenziale
e quella centripeta) hanno stesso valore (5 punti); b) determinare la velocita al tempo t;
(2 punti); ¢) quale frazione di giro il punto materiale ha compiuto al tempo t; a partire
dall’istante iniziale (3 punti).

Problema 2

Una sbarra di lunghezza [ = 40 ¢m e massa m = 2.5 kg e incernierata ad un estremo ad
un perno fisso orizzontale, pud muoversi liberamente in un piano verticale ed inizialmente &
ferma in basso. Riceve un impulso all’estremo opposto a quello in cui e incernierata e compie
un quarto di giro.

Determinare: a) la velocita angolare che assume inizialmente (3 punti); b) I'impulso che
viene applicato (3 punti); ¢) I'impulso esercitato dal vincolo quando riceve I'impulso esterno
(4 punti).

l Perno fisso



Problema 3

Una pompa di calore, ¢ fatta funzionare con due

isoterme e due isocore. Tale ciclo, irreversibile, per p
stati di equilibrio termodinamico avviene tra due

sole sorgenti di calore a temperatura 77 = 20 °C' e B

T, = 55 °C. Questo significa che lungo le isocora D
AB il gas cede calore alla sorgente a temperatura
minore 73 e lungo l'isocora CD assorbe calore dalla , c
sorgente a temperatura maggiore Ts. Il ciclo & per- \

corso in senso antiorario.

Una macchina siffatta viene detta una pompa di calore in quanto il lavoro W = —400 J
assorbito in un ciclo serve a mantenere dell’acqua calda alla temperatura Ty (la sorgente a
temperatura maggiore), mentre la sorgente a temperatura inferiore (77) ¢ 'ambiente. Im-
maginando che le trasformazione isoterme vengano percorse in maniera reversibile da un gas
perfetto biatomico (¢, = gR ) con un rapporto tra i volumi massimo e minimo di Vp /Vy = 2,
determinare:

a) il numero di moli del gas (3 punti); b) il calore scambiato con la sorgente T3 in un ciclo
(4 punti); c) la variazione di entropia dell'universo termodinamico in un ciclo (3 punti).

Problema 4

Al centro di un guscio sferico di raggio interno a e
raggio esterno b = 2 m ¢ collocata una carica pun-
tiforme g, = 0.1 pC. All'interno del guscio sferico,
per a < r < b, esiste una distribuzione di carica con
densita di volume p = K/r , con K una costante.
All'interno del guscio sferico si misura che il campo '
elettrico ¢ costante e vale E, =1 kV/m.

Si determini: a. il valore del raggio interno a del
guscio sferico; (3 punti) b. il valore della costante K ;
(4 punti) c. il valore della carica totale Q;u(r > b) ,
dell'intero sistema. (3 punti)



SOLUZIONI

Problema 1

a)

La accelerazione tangenziale vale:

dw
ar = R— = AR
T
mentre quella centripeta vale:
a. = w’R = A*’R

quindi sono eguali quando per t = ¢;:

AR = A*tIR

tlz =6.3s

1
VA
b)

La velocita che ha il punto materiale vale:
vy =AttR=4m/s
c)
Mentre I’angolo descritto vale:
1
0, = §At% = 0.5 rad

cioé 01 /(2m) = 0.08 giro.

Problema 2
a)

Il momento di inerzia rispetto al vincolo vale, utilizzando il teorema di Huygens-Steiner:

= — + — = — = .I .

Essendo trasformata tutta l’energia cinetica in energia potenziale del centro di massa:

§Iw2:mg§
[
w= %: ?)lg:86rad/s

b)
Data la presenza del vincolo, si conserva il momento della quantita di moto rispetto al vincolo
stesso nel momento dell’'urto:

Jl= 1w



c)

La velocita del centro di massa vale:
l
veyn = wy = 1.72 m/s

L’impulso opposto dal vincolo durante 1’azione della forza impulsiva e tale che la risultante

dei due impulsi R, (vincolo) e quello esterno (appena calcolato) sia pari alla variazione di
q.m. del CM:
R] + J = muvucm

R[ =—1.43 Ns

Problema 3

a)

Il lavoro viene fatto durante le due isoterme e vale:

V V
W = nRT2 In 72 + nRTl In 7?
Quindi:
. W
 RInVp/Vu(Ty — T)

= 2 moli

b)
Alla sorgente a temperatura maggiore viene ceduto del calore durante la trasformazione
isoterma DA (T, = 328.15 K):

v
Qpa =nRTyIn —2 = —3750 J
Vb

ed assorbito durante la isocora C'D:
5
Qop = §nR(T2 —Ty)=1443 J
Quindi in totale scambiato :

Q2= Qpa+ Qcp = —2307 J

Essendo negativo il totale vuol dire che il lavoro della macchina viene trasformato in calore
che va nella sorgente a temperatura maggiore (cioe si fa acqua calda).

c)

Quindi la variazione di entropia (77 = 293.15 K) in un ciclo ¢ :

AS=—-2_Z2L_ 052 J/K



Problema 4

a)
Se il campo elettrico e costante lo € anche sul suo bordo interno al cui interno e presente la
sola carica g, utilizzando la legge di Gauss si ha:

Ara’E, = do
€o
quindi:
a= -2 —095m
dre K,
b)

Mentre nella regione compresa tra a e b la carica non e costante e dipende dalla distanza dal
centro:

r K

Qr)=q,+ | —4mrdr’ = q, + 27K (r* — d*
!
a T

Utilizzando la legge di Gauss si ha:

Q(T) o 4o + QWK(TQ B CL2)
£o €o

Anr?E, =

Per potere essere valida tale espressione il coefficiente del termine in r2:

2 K
inE, — ="
€o
Deve essere nullo, cioe:
K
E, =
2e,

K =2¢,E,=18-107° C/m?
c)

La carica totale vale:
Q(r) = qo + 2r K (V* — a®) = 0.45 uC
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Problema 1

Un oggetto di massa m (non data in quanto inessenziale) viene
lanciato con velocita v, = 5 m/s lungo un piano inclinato
che ha un angolo § = 45° con la direzione orizzontale. 1
coefficienti di attrito statico e dinamico tra 'oggetto ed il
piano inclinato valgono ps = 0.5 e pug = 0.4. Determinare:
a) il tempo t; che impiega a raggiungere il punto piu alto (2

A

0
punti); b) la distanza massima xp dal punto di partenza (2 /17177777777
punti); c¢) Paccelerazione in fase di discesa (3 punti); d) la
velocita con cui ripassa nel punto A (3 punti).

Problema 2 Una giostra e costituita da due seggiolini di massa m = 90 kg (compresi gli
occupanti) sospesi a due funi di lunghezza [ = 3 m. Il sistema, assimilabile a un pendolo
conico con due masse, ¢ inizialmente posto in rotazione con velocita angolare w; attorno ad
un asse verticale sul quale sono ancorate le funi che si dispongono su un piano contenente la
verticale ad angoli #; = 45° sui lati opposti.

a) Determinare la tensione T' della fune nella configurazione iniziale e il momento angolare
totale del sistema (punti 4). b) Supponendo che i due occupanti, esercitando forze interne
per esempio utilizzando una fune, riescano ad avvicinarsi riducendo 1’angolo delle funi di
sospensione al valore fy = 30°, calcolare la velocita dei seggiolini (punti 3). ¢) Determinare
il lavoro fatto dalle forze interne per passare dallo stato a) allo stato b) (punti 3).

Problema 3

Un ciclo Otto ideale e costituito dal ciclo schematizzato @
in figura. AB una compressione adiabatica fino al volume
in cui viene fatta esplodere la miscela. BC rappresenta
la conseguente trasformazione isocora che porta la miscela
alla massima pressione e temperatura. La trasformazione B

P

CD ¢ una espansione adiabatica. Infine il gas ritorna alla D
condizione iniziale A mediante una trasformazione isocora.

Il ciclo e percorso per stati di equilibrio termodinamico. A
Se il rapporto di compressione vale V4/Vp = 6 e inoltre |

v =1.3,Ts =300 K e T = 1200 K. v

Determinare: a) Tp (2 punti); b) Tp (2 punti); ¢) il rendimento del ciclo (4 punti); d) il
rendimento del ciclo ideale tra le stesse temperature estreme (2 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

a)

Chiamiamo A e B rispettivamente il punto di partenza e il punto piu alto. Essendo tan >
quando 'oggetto arriva nel punto B si ferma e poi torna indietro.

La equazione di Newton nel tratto in salita e:

ma; = —mgsinf — pgmg cos
Quindi il moto risulta uniformemente accelerato con accelerazione:
a1 = —g(sinf + pgcos) = —9.7 m/s”
Il tempo impiegato per raggiungere la quota massima (velocita nulla) é:
Vo

ty=——=0.51s
3]

b)
La distanza percorsa dal punto A al punto B e:

1
rp = ’Uotl + 5(1175% =13 m

c)
Le condizioni iniziali del moto di discesa successivo sono quindi: z = xg e v = 0.
La equazione di Newton nel tratto in discesa e:

ma; = —mgsinf + pgmg cos

in quanto 'attrito radente dinamico si oppone alla velocita. Quindi il moto risulta accelerato
uniforme con accelerazione:

ay = —g(sin @ — pgcosf) = —4.2 m/s”

d)

Tenendo conto delle condizioni iniziali la legge oraria risulta:

r=xpg+ 5@2752

2
ty =[-8 =079 5
s

e quindi la velocita con cui ripassa da B vale:

che si annulla per:

vp = asty = —3.3 m/s



Problema 2
a) Inizialmente per ognuna delle due masse posso scrivere, nella direzione verticale (asse z):

T cost, = mg

quindi:
T =1247T N

La componente della tensione del filo lungo la direzione orizzontale e inizialmente la sola
forza centripeta, del moto rotatorio con raggio:

ry =1sinf; =2.12 m

Quindi:

02

m— = T'sinb,
™
Trisinf
v = Uﬂ =4.6 m/s
m
Quindi: .
L =mri X 01 +mry X vy = 2mrivik
|L| = 1.74-10° kgm?s~!

b)

Poiché agiscono solo forze interne, L si conserva e poiché nella condizione finale la direzione
rimane la stessa, si deve avere che:

2ml sin 61v; = 2ml sin Oyv9

sin 01

V2 = V1 =64 IIl/S

sin 92

c)

L’Energia meccanica iniziale vale:
E, = mv + 2mgl(1 — cos ;)

mentre quella finale vale:
E; = mvj + 2mgl(1 — cos )

La differenza:
E; — E, = m[v; — v} + 2gl(cos ) — cos )] = 1030 J

¢ positiva e rappresenta l'energia acquistata dal sistema a spese delle forze interne.

Problema 3

a)
Nella I adiabatica:
TeVy ' =TV ' =



da cui: -
Tg =T, (VA) =513 K
VB
b)
Mentre nella II adiabatica:
ToVE =TVt

Vi
Tp =Te/ (“‘) =701 K
Vi
c)

Le uniche fasi in cui viene assorbito calore sono BC e invece il calore ¢ ceduto nella fase D A.
Quindi:

o(Tq — T, T, — T
=1 @oa g melazto) _y To=Ta_ 4
QBc ney(Te — Tg) Te —Tg
d)
Che & minore del rendimento della trasformazione ideale:
T'a
=1——=—=0.75
" T
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Problema 1

Una massa e appesa ad una fune verticale, che a sua volta e
annodata a due altre funi fissate al soffitto, la tensione della
fune di destra vale T, = 150 N e forma un angolo di 6, = 20°
con il soffitto, mentre quella di sinistra forma un angolo di
0, = 40°. Determinare: a) la tensione della fune di sinistra
(3 punti) ; b) il valore della massa (3 punti); ¢) Se le tre
funi hanno la stessa tensione massima 7T,,,, = 500 N, quale
¢ la massima massa che puo sostenere il sistema (lasciando
invariati gli angoli)? (4 punti)

Problema 2

Tre carrelli di masse eguali m = 20 kg sono posti su una

guida orizzontale senza attrito, uno dietro 'altro, e collegati

mediante due corde (inestensibili). Le corde sono allentate 3 2 1
la prima ¢ lunga l; = 20 ¢m, la seconda I, = 10 em. Al I y
tempo t = 0 al primo carrello viene impartita una velocita \
v, = 0.6 m/s verso destra della figura. Notare come agiscano v
solo forze interne al sistema e che via via che i carrelli vengono

messi in moto le corde rimangono tese.

Il processo agli effetti del calcolo & simile una sequenza di urti completamente anelastici.
Determinare: a) la velocita del terzo carrello quando inizia a muoversi (3 punti); b) Quando
(t;) il terzo carrello comincia a muoversi (3 punti); ¢) 'energia meccanica dissipata (4 punti);



Problema 3

n = 1.2 moli di un gas ideale monoatomico, tramite A
I'utilizzo di due sorgenti a temperature T4 = 600 K
e Te = 300 K, viene sottoposto al ciclo illustrato in
figura. La trasformazione AB ¢ una isoterma reversibile
a temperatura T4, BC & un’isocora irreversibile (ma con
lavoro nullo) eseguita ponendo il gas a contatto con la B
sorgente Tr, CA e una adiabatica reversibile. Sapendo :
che Py = 8-10° Pa, si calcoli: a) il volume in C (V) (2 C
punti); Vv
b) il lavoro fatto in un ciclo (3 punti); ¢) il rendimento del ciclo (2 punti) d) la variazione di
entropia dell’universo termodinamico in un ciclo (3 punti).

-

Problema 4 Y
Due sfere di raggio R = 40 c¢m come in figura sono
cariche uniformemente con densita di carica eguale

p=16-10"7 C/m? e sono a distanza pari a due volte fee Fa
. . . . . 4+ + o+ o+t X
il raggio. Determinare a) il valore del campo elettrico

T T T o+ 4+ ++ 4+
lungo l'asse delle x all'interno della sfera di destra e in P

particolare nel punto di coordinate x = R (3 punti);

b) il valore del campo elettrico lungo I’asse delle y e in

particolare nel punto di coordinate y = R (3 punti);

¢) la velocitdh minima che deve avere un protone di massa m, = 1.67 - 107%" kg e carica
e = 1.6-1071 C per riuscire ad attraversare il sistema passando per 'origine delle coordinate
provenendo da distanza molto grande (I'infinito) (4 punti).

Si ricorda che:

/ ydy -1
PP VP ra



SOLUZIONI

Problema 1

a)

Nella direzione orizzontale le due tensioni debbono avere componenti eguali e contrarie cioe:
T, cos6; =T, cos Oy

quindi
cos 69

Ty =1, =184 N

cos 6,
b)
La tensione della fune verticale e quindi pari:

T3 = T1 sin 01 + T2 sin92 =170 N

e compensa esattamente la forza peso:

mg =13
T

m:—3:17k‘g
g

c)

La fune di sinistra e soggetta alla tensione massima, ponendo quindi:
TlM = Tmam

Quindi nella condizione di tensione massima della fune di sinistra, quella di destra avra una

tensione di:
cos 6,

T2M:T1M =408 N

cos 0

La tensione della fune verticale € quindi pari:
T3M = TlM Sin91 + TQM sin92 =461 N

quindi la massima massa che puo essere sostenuta vale:

T
Monaz = M gy kg
g

Problema 2

a)
La gq.m. si conserva quindi quando il I filo si tende e si muove il II carrello, entrambi si
muoveranno con velocita vy tale che:

mu, = 2mu;



012%20.3 m/s

quando il II filo si tende e si muove il III carrello, tutti si muoveranno con velocita vy tale
che:
mu, = 3Mmus

032%:().2 m/s

b)
Il tempo che impiega il primo filo a tendersi vale:

!
t=-L=033s

Vo
Il tempo che impiega il secondo filo a tendersi vale:

2l
ty =2 -0.33 s
Vo

Quindi in totale:
t:,; :tl—l—tg = 0.66 s

c)

L’energia meccanica iniziale vale:

Quella finale:

3 Uy 2
Ekfzzm(:a)

Quindi 'energia dissipata vale:

1
AE:EM—szgmﬁ=24J

Problema 3
a)
RT
V= 24— 0.0075 m?
A
Essendo il gas monoatomico: v = 1.67 e ¢, = 3/2R.

Essendo la trasformazione CA adiabatica:
TAV =TVt

Vo = Va(Ta/Te)V07Y = 0.0212 m?



Il lavoro fatto nella isoterma (che coincide con il calore assorbito), essendo Vi = Vi vale:

v,
Qup = Wap = nRT4In 70 = 6220 J
A

Mentre il lavoro assorbito durante la compressione adiabatica ¢ pari alla variazione di energia
interna:
WBC = ncv(TA — Tc) = —4490 J

Quindi in totale il lavoro fatto vale:
W =Wup +Wpe=1730 J

c)
Il rendimento & pari al rapporto tra il lavoro fatto ed il calore assorbito dalla sorgente a
temperatura maggiore:

n = W = 0.28
Qap
d)
La variazione di entropia dell’universo termodinamico durante il ciclo € dovuta alla variazione
due sorgenti di calore: Il calore ceduto durante la isocora vale:

Qpc =ncy(Te — Ty) = —4490 J

_ Qap |, Qe
AS = ( T, o ) =459 J/K

Problema 4
a)

La carica di una sfera positiva vale:
4 3 -9 3
Q:pgwR =160-10"" C/m

Dal teorema di Gauss il campo generato dalla sola sfera di destra e nullo al centro e vale
all’interno:
plz — R)

E.qg=
d 3¢,

0<z<2R

(come allinterno di una sfera uniformente carica ma con origine nel punto z = R). Mentre
quello della sfera di sinistra ¢ semplicemente:

Q@
Eps=—F5—- 0<z<2R
de,(R + x)? v
Quindi in totale:
_ 3 2 P2
Ex:p(x R)+ Q I R :pa:(x + Rx — R?)

3, Areo(R+ x)?  3e, (R+x)? 3eo(R + x)?



In particolare per x = R:
pR

E, = =22
* = 122, 6 kV/m
o anche pitt semplicemente:
Q
E,=—"7T7—==226EkV
Ame,(2R)? /m

b)
In questo caso il campo coincide con quello di due cariche ) puntiformi poste in (=R, 0) e
(R,0). Che generano un campo avente solo componente y (I’altra componente ¢ nulla) che

vale:
o 2Qy
YT dre, (y + R2)

Quindi per y = R:
2Q)

= ——F—> =064
Y7 dme,R2(2)3/? 6.4 kV/m

c)

La differenza di potenziale tra il centro della distribuzione e I'infinito vale:

0 o 2Qy Q [ ydy
V= —/ E,d :/ dy =
o ¥ Y 0 4me,(y? + R2)3/2 y ome, Jo  (y? + R2)3/2

Essendo:

/ ydy _ —1
P+ B I

—1 o0
V= 27?50 [_ \/m]0 - 27:;203 =T
Quindi imponendo che:
;mpv2 > eV
si ha che:
Vpnin = 2V _ 1.18-10° m/s

mp
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Tempo a disposizione (tre esercizi) 2 ore e 30’ (compito su due pagine)

Problema 1
Una massa m = 0.08 kg viene lanciata M

orizzontalmente utilizzando un lanciatore D ivoink m
da flipper, schematizzabile come un pis- l | -
tone di massa M = 0.15 kg ed una molla
armonica di massa trascurabile e costante elastica k = 50 N/m che lavora solo in compres-
sione (cioe per z < 0). Il sistema pistone+massa viene inizialmente compresso da x = 0
ax = —¢ = —6 cm, (rimanendo in contatto come un unico corpo) e quindi rilasciato. Il
pistone si muove nella sua sede senza attrito mentre la superficie di contatto della massa m
ha un coefficiente di attrito dinamico pari a ug = 0.18. Quando la molla ¢ completamente
distesa la massa m si stacca (e non vi sono forze dissipative aggiuntive agenti sulla massa
m, ma il pistone rimane bloccato da un fermo non visibile). Determinare: a) l’energia del
sistema massa pistone al momento del distacco (2 punti); b) la velocita vy della massa m
al distacco (2 punti); ¢) quando t, (a partire dal distacco) e dove (d) la massa m si ferma
(3 punti); d) dove si sarebbe fermata la massa se la compressione della molla fosse stata
x1 = —{; = —3 cm (2 punti).

Y

Problema 2

Una sfera omogenea piena di massa m = 500 g e raggio r = 10 ¢m, e posta su un piano
orizzontale scabro; inizialmente la sfera e ferma. Viene applicato un impulso parallelo al
piano orizzontale |J| = 3 Ns, appartenente al piano verticale che passa per il centro della
sfera e la cui retta d’azione passa ad un altezza xr, con 0 < x < 2, dal piano orizzontale.
Determinare : a) La velocita iniziale della sfera in funzione di # (2 punti). b) La velocita
angolare iniziale della sfera in funzione di x e nel caso particolare di x =1 (4 punti) c) Il
valore di x per cui il moto diventa subito di puro rotolamento (4 punti).

Si ricorda che il momento di inerzia di una sfera piena riferito ad un asse passante per il
centro ¢ %mR2 .



Problema 3

Un quantita pari a n = 0.3 moli di gas ideale biatomico sono contenuti in un cilindro dotato
di pistone (usare ¢y = gR e R=28.314 J mol 'K™') . Inizialmente il sistema ¢ in equilibrio
(stato A) alla temperatura ambiente T4 = 297 K e alla pressione P, determinata dalla
pressione ambiente 0.95x10° Pa e dalla forza peso della massa M = 5.1 kg del pistone (su
area del cilindro S = 0.002 m?). Con il pistone bloccato il gas viene messo in contatto con
una sorgente a temperatura 75 = 500 K fino ad ottenere l'equilibrio termico (stato B). Il
pistone viene quindi sbloccato e il gas subisce (in contatto con la sorgente Ts) una espansione
irreversibile compiendo lavoro contro la pressione esterna P, fino a raggiungere un nuovo
stato di equilibrio C.

Determinare: a) la pressione del gas nello stato A (2 punti); b) la pressione del gas in B (2
punti); ¢) il calore assorbito durante la trasformazione A — B (2 punti); d) lo spostamento
h del pistone nella trasformazione B — C' ed il lavoro eseguito (2 punti); e) il rendimento
del ciclo se venisse chiuso con una isobara reversibile C—A (2 punti).

Problema 4

Una nuvola sferica carica ha un raggio R = 50 ¢m. La densita di carica e uniforme tra 0
ed R/2 e vale p/2, mentre nel resto della nuvola (il guscio esterno restante) la densita e
ancora uniforme, ma vale p. La carica totale della nuvola ¢ nota e vale Q = 2- 1077 C.
Determinare: a) La carica contenuta nel mezzo guscio interno (tra 0 ed R/2) (3 punti). b)
Il campo elettrico a 2R/3 dal centro (3 punti); c¢) La differenza di potenziale tra il centro
della nuvola e R/2 (4 punti).



SOLUZIONI
Problema 1

a)

L’energia potenziale della molla compressa e:
L.
Ep:§k€ =0.09J (1)
L’energia dissipata dalla massa m durante il tragitto tra —¢ e 0 vale:
E; = pgamgl = 0.0085 J (2)

Quindi I'energia del sistema massa piu pistone al momento del distacco e:

1
Es:Ep—Ed:§k£2—udmg€:0.0815J (3)
b)
Essendo al distacco: ] ]
E, = gmvg + §MU§ (4)

quindi:

29
vy — Wﬂmﬂ ~ 0.8 m/s )

m+ M
c)

Dall’istante ¢ = 0 la massa ¢ soggetta alla sola forza di attrito dinamico radente per cui
ponendo:

0=v9— pagt" (6)
si ha: y
=" ~048s (7)
Ha g
Sostituendola nella equazione oraria
d=v,t" — pggt™*=02m (8)

La posizione di arresto, ottenibile anche da considerazioni energetiche:

1 v? m k0?
d= — 0 — —0] ~02 9
2pa9g m+M <2udmg ) " ©)

d)

Se {1 = —3 cm. Sostituendo questo valore nella equazione 9) si ha:

dl_lvg_ m ( k03

= - = — {1 ) ~0.045 m 10
2pa9  m+ M \2pamg 1) 10)



Problema 2

a)

Indipendentemente da x, si ha che :

mug = |J|
da cui:

vo=6m/s
b)
Inoltre:

Lw, = |J|(r —ar)

con I, = 2/5mr? ¢é il momento di inerzia della sfera.

~5J[(L—a)r  5[J|(1 —x)
- 2mr? N 2mr

Quindi per x = 1:
w, =0 rad/s

Il moto rotatorio iniziale é in senso orario se x > 1, antiorario nel caso opposto

)

Il moto diventa istantaneamente di puro rotolamento solo se:

Wol" = —VcMm
cioé se:
5l7[(L—2) __|J]
m m
7
= -
5
Problema 3

a)

Nello stato A la pressione interna al cilindro & pari a:

M
PA:Pathr?g ~ 1.2 x 10° Pa

e quindi il volume vale:

RT
V=294 L 0.0062 m
Py

b)
La trasformazione A—B ¢ una isocora (Vg = V4, W = 0) irreversibile nella quale viene
raggiunto lo stato B con Tz e pressione

. HRTB
= VA

Py ~ 2.02 x 10° Pa



I1 calore assorbito dalla sorgente nella trasformazione ¢ pari alla variazione di energia interna
del gas:

QAB =AU = n;R(TB — TA) ~ 1.26 kJ

d)
Il pistone si solleva di una altezza:

h=Ve—-Vg)/S~21m

Il lavoro compiuto dal sistema contro la pressione esterna Py ¢ pari a Wge = Pa(Ve—Vg) =
0.504 kJ.

e)
Chiudendo il ciclo con una isobara reversibile C—A il lavoro assorbito sarebbe eguale a
—Wpe quindi il rendimento totale del ciclo sarebbe nullo.

Problema 4

La carica totale vale:

4 /R\? 4 R\? 5
Q=37(3) §5+5 [R?" (5) ]PZWR?’
quindi:
4Q -7 3
P= 1 =41-1077C/m

a) Quindi nella sfera interna:

4 (R\*p 4 [R\* 20 Q g
@ 37T<2> 2 3”(2) Sl 15 310
b)

Nel guscio sferico compreso tra R/2 e 2R/3 vi é una carica:

0= 7 (5) - (5 J=so0e

Dal teorema di Gauss:

Qi+@e

E= s =4-10° V/m

B 4re, (%R)
c)

Dal teorema di Gauss essendo il campo elettrico radiale la sua intensita tra 0 ed R/2 vale:
Fdnr? = / B47T7“2d7“
0 2

_opr o 2Qr
"~ 6e, 15me,R3

Quindi la d.d.p. vale:
AV i Ed ¢
—Jo "= 60me, R

=240V
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Tempo a disposizione (tre esercizi) 2 ore e 30’ (compito su due pagine)

Problema 1

Una chiatta di massa M = 1830 kg si muove lungo un
canale ad una velocita v; = 1 m/s trascinata da due
cavalli che camminano sulla riva e tirano la chiatta
mediante due funi che formano un angolo 8 = 30° con
la direzione del moto. La velocita del moto e costante
a causa del fatto che 'acqua del canale esercita un
attrito viscoso (resistente) proporzionale alla velocita
istantanea della chiatta (F, = —kv). Ogni cavallo
esercita una forza costante di modulo F, e, a regime,
eroga una potenza P; = 735 W. Determinare a) quale
sia la forza esercitata da ogni cavallo (2 punti) ; b) la
costante k di attrito viscoso (3 punti); c¢) I'equazione
del moto della chiatta, inizialmente ferma, e la sua
velocita dopo t; = 1 s (5 punti).

Problema 2

S

Una massa M = 8 kg e sostenuta da una fune arrotolata
su una carrucola (un disco) di massa m = 12 kg, raggio m, [
r = 20 cm fissata al soffitto per il suo asse. Inizialmente
il sistema € mantenuto in equilibrio statico da una forza
F verticale, applicata a distanza r/2 dall’asse della carru-
cola dal lato opposto della massa M. Determinare: a) la F
forza ﬁo esercitata dal supporto e la tensione del filo 7,in
condizioni statiche (3 punti); b) eliminando la forza F il
sistema si mette in moto determinare ’accelerazione di M M
lungo la verticale, la nuova tensione 7 della fune e la forza

R esercitata dal supporto. (4 punti)

c¢) il tempo impiegato dalla carrucola per compiere il primo giro (3 punti). Notare che,
mentre la massa si muove, il filo che la sostiene non slitta sulla carrucola.




Problema 3

n = 1.2 moli di un gas ideale monoatomico alla temperatura iniziale 7, = 25 °C' eseguono
una trasformazione generica reversibile di equazione TV = = cost, aumentando del 40% il
volume iniziale V,, cioe V; = aV, con a = 1.4. Determinare: a) la temperatura finale del
gas (3 punti); b) il lavoro fatto durante la trasformazione (3 punti); ¢) il calore assorbito
durante la trasformazione (4 punti).

Problema 4

Una carica ¢ = 100 pC' e posta nell’origine delle coordinate ed ad una distanza d =1 c¢m vi
¢ un dipolo elettrico con momento |p| = 2 x 107* Cm orientato parallelamente alle linee del
campo generato dalla carica stessa. Assunto come asse delle x la congiungente la carica ed
il dipolo.

Determinare a) la forza con cui si attraggono (3 punti); b) il campo elettrico generato nel
punto z = 2d/3 (3 punti); ¢) la differenza di potenziale tra x = 0.2d e x = 0.8d (4 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

a)
La potenza sviluppata da ogni cavallo deve essere pari al prodotto scalare tra la forza dei
cavalli F,. per la velocita della chiatta:

F.vicos0 =P

P
Fo— 1

L= =848 N
v; cos 0

b)
A regime dovendosi bilanciare la forza fatta dai cavalli con il lavoro fatto dall’attrito:

2F.cosO = kv,

Quindi:
2F.cosf 2P
k=207 2T 1470 Ns/m
o v}

c)

L’equazione della dinamica per chiatta vale:

d
Md—: = —kv+ 2F,cosf

M dv 2F,
—_— =) —

k dt k

cos

Definendo 7 = % =124 s:
dv
—T— =0V -1

dt
dv B @

vV — Uy T

Integrando tra 0 e v(t) e tra 0 e ¢ il secondo membro segue che:

/”U(t) dv tdt
0 vV — U1 N 0o T
t) — t
@ -u ¢
—U1 T

v(t) = vy (1 - e_t/T)
Quindi:
v(t1) = 0.55 m/s



Problema 2

a)

La condizione che il momento delle forze sia nullo implica che:

1
Fir:MgT

da cui:
F=2Mg=157T N

Le forze apphcate alla carrucola hanno tutte direzione verticale e sono: la forza peso della
carrucola P = mg e la reazione vincolare R entrambe applicate all’asse, la forza peso della
massa Py = M§ g applicata tangenzialmente alla circonferenza e la forza F. La condizione
di equilibrio implica anche che

—

Po+Py+R,+F=0
Quindi:
Ro=mg+ Mg+ 2Mg =354 N

La tensione della fune in condizioni statiche vale:
=Mg=T7T9 N

b)
Eliminando F il sistema si mette in moto e la dinamica puo essere descritta dall’accelerazione
verticale a di M:

Ma=Mg—T1

e dalla II equazione cardinale, per ’accelerazione angolare a:
la=r1r
Dove I = imr? & il momento di inerzia della carrucola, ed ar = a non slittando:

2

1 sa . 1
—mr— =17 T = —-ma
2 r 2

sostituendola nella prima equazione cardinale:

1
Ma:Mg—§ma

1
a(M—l—im) =My

M
- g =56m/s
“TM+12m? mfs
T=34 N

La reazione vincolare diventa:
R=mg+7=152 N



c)
La accelerazione angolare vale:
a

a=— =28 rad/s’
r

Essendo il moto rotatorio uniformemente accelerato:

Quindi per compiere un giro:

Problema 3

a)

Trasformando la temperatura in gradi K:
T,=298 K
Essendo la trasformazione politropica (generica reversibile):
LV = Ty(aV,)

Ty =o’T, =818 K

b)
11 lavoro fatto durante la trasformazione vale:

nRT,

aV, aV, T T,
W pdV — / nR nk
Vo Vo

aVy,
V24V =

= 3 _1)=1.
v v (cv ) 73 kJ

c)
Essendo: 5
Cy = §R =1247 J/K
La variazione di energia interna e:
AU =nc,(Ty —T,) =78 kJ

Quindi il calore scambiato dalla trasformazione e:

Q=W +AU =95 kJ



Problema 4

a)

Un dipolo, posto nel punto di coordinate d, genera lungo il suo asse un campo pari:

_ L
Y 27me, (d—x)3

In particolare per z = 0 (dove ¢ la carica q):

I p

E,=———=360V
ore, (d)? /m
Quindi la forza attrattiva sulla carica ¢ vale:
L pg
F=qFE, = — =36 nN
15 = e, (d)? "

b)

Il campo generato lungo I’asse delle x per z < 0 vale:

1 1
q+ p

Eat = Ame, 22 | 2me, (d — x)?

Quindi se x = 2/3d = 6.7 mm:
B, =3-10"V/m

c)

La differenza di potenziale dovuta alla carica vale:

q 0.8d 1 q {1]0-&1
DV, =— —dx = - =337V
4 4re, Jo2d a2 * dre, Lxlo.2d
La differenza di potenziale dovuta al dipolo vale:
p  [08d 1
DV, =— d
P 2me, Jo2d (d —x)3 v
Facendo un cambio di variabile y = d — x:
0.2d 1 o 70-24
DV, = -~ —dy = -2 r-J — 168V
2me, Jo.sd Y 2me, Y° | o.8d

Quindi in totale:

DV = DV, + DV, = =505 V
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Prima prova parziale di Fisica Generale I - 10/04/2015
Tempo a disposizione un’ora. Usare questo foglio ed il retro per la bella.

Uno sciatore (rappresentato come un punto mate- —
riale di massa m = 75 kg) ¢ trainato da uno skilift % h
e sta percorrendo 'ultimo tratto in piano. Lo ski- A

lift ¢ schematizzato da un nastro mobile, posto a
un’altezza h = 3.4m dal suolo e ad esso parallelo,
che si muove con velocita costante vg. Lo sciato-
re e trascinato da un cavo di lunghezza [ = 5.1m

fissato al nastro mobile.
Il coefficiente di attrito dinamico fra neve e sci e pari a pug = 0.051.

Determinare a) la tensione Fr del cavo (3 punti); b) la velocita vy di trascinamento dello
skilift, se lo sciatore si sgancia dallo skilift nel punto A e si ferma in B, (I'attrito sul tratto
orizzontale AB = 8.4m & caratterizzato dallo stesso jig del tratto precedente) (2 punti). c)
Una volta in B, lo sciatore si lascia andare, con velocita iniziale che possiamo considerare
nulla, in una conca semisferica di raggio R = 15m ricoperta di ghiaccio. Trascurando
attrito, a che velocita v verra raggiunto C| il punto piu basso della conca? (2 punti). d)
Lo sciatore ignora che in C' il ghiaccio, che ricopre un piccolo lago, ¢ sottile e in tale punto
¢ capace di sostenere una sollecitazione massima di Fj; = 1,5 - 103N. Determinare se lo
sciatore riuscira a superare il punto C' senza far rompere il ghiaccio o se cadra in acqua. (3
punti)




Soluzione:
a) Sullo sciatore agiscono le seguenti forze:
e La forza peso F; = —mgj
e La reazione vincolare del suolo N = N J

e La forza Fy esercitata dal cavo, pari alla sua tensione e diretta lungo la direzione del
cavo, che si scompone in
Fr=F"i+ FYj.

L’angolo fra il cavo e il suolo ¢ dato da

h
o = arcsin — = 42°

l

per cui
F\ = Freosa,
F%y) = Frsina.
e La forza di attrito dinamico Fy = —pug|N|i

Lo sciatore si muove di moto rettilineo uniforme, di conseguenza la somma delle forze
applicate deve essere nulla
N+ E,+FEY =0,

FE 4+ Fy=0.

Dalla prima equazione si ricava
N =mg — Frsina,

che, sostituita nella seconda, da
Frcosa — g (mg — Frsina) = 0.

La tensione del cavo e quindi

B — mgpd

T = - =48 N
COS (¢ + [ig 81N <

b)Sulla superficie orizzontale, la forza d’attrito vale
Fa = —pamg.
Il lavoro compiuto dalla forza d’attrito per frenare lo sciatore e
B _
Wag = / Fydr = —pugmgBA.
A
Per il teorema dell’energia cinetica

1
Wap = AT = —imvg,



vo = \/2uqgBA = 2.9 %

c) In assenza di attrito siamo in presenza soltanto di forze conservative. Il bilancio energetico
e
B B C c
Ek +Ep :Ek _'_Ep,

1
mgR = §mv%,

ve =/2gR =174

d)La reazione vincolare in C deve opporsi alla forza peso e, in pil, generare I’accelerazione
centripeta necessaria a compiere una traiettoria circolare
02
Ne :mg—i—mfc =3mg =22-10°N,

quindi il ghiaccio si rompe.
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Seconda prova parziale di Fisica Generale I - 12/05/2015

Un tubo spesso di massa m, di momento di inerzia I, (rispetto al suo asse), di raggio esterno
r9, lungo ¢ e densita uniforme , viene lasciato rotolare da fermo lungo un piano inclinato con
angolo 0 rispetto al piano orizzontale a partire da una altezza h. Appena il tubo comincia a
rotolare, con moto di puro rotolamento, agisce su di esso una momento frenante costante di
modulo M.

Determinare : a) la densita p del materiale del tubo ed il suo raggio interno r (2 punti);
b) il valore del momento frenante M; se 'accelerazione vale a (3 punti); ¢) il coefficiente di
attrito minimo che permette il moto di puro rotolamento (2 punti); d) il lavoro fatto dal
momento frenante dopo che il corpo & sceso in basso (3 punti).

(dati del problema m = 12.7 kg, I. = 0.32 kgm?, ro = 20 cm; £ = 5 cm, a = 1.8 m/s?,
0=20°h=3m)

Soluzione:

a)
La massa totale e: v
m = / pl2rrdr = plr(r: —r?)
T1

Mentre il momento di inerzia vale:
9 Y4
I, = / pl2mridr = %(ré‘ —r?)
T1

Dividendo la prima per la seconda:

L plm, , 4 1 B
m 2 (r2 Tl)p&r(r% —r})

b)
La I equazione cardinali del moto e:

ma = mgsinf — f,

Per cui:
fo=m(gsinf —a) =19.7 N



La accelerazione angolare essendo un moto di puro rotolamento vale:
a=a/ry
Quindi la II equazione cardinale é:

IZOé = faT‘Q — Mf
a
My = foro — IZT— =1.07 Nm
2

c)
Quindi imponendo che:
fa < usmgcos6

Ja

s = ——— =0.17
mg cos 6
d)
Alla fine della discesa la velocita del C.M. sara:
2ha
V=A\Gng 5.6 m/s

R rad/s
T2

quindi 'energia dissipata vale:

1 1
AFE = §MU2 + §]Zw2 — Mgh =—47J
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Il compito e su due pagine, Tempo a disposizione:
tre esercizi: 2 ore e 30’.
un esercizio (esonero): 1 ora.

Problema 1

Una pallottola indeformabile di massa m = 30 g, approssimabile come un punto materiale,
¢ sparata perpendicolarmente ad una tavola spessa d = 5 cm. La pallottola colpisce con una
velocita v, = 250 m/s la tavola e ne emerge con velocita vy = 110 m/s. Si assuma la forza
frenante costante su tutto lo spessore della tavola. Calcolare: a) la forza frenante (3 punti);
b) la durata del tempo di attraversamento (2 punti); ¢) 'impulso trasmesso alla tavola (2
punti); d) Lo spessore d, della tavola necessario a fermare la pallottola (3 punti).

Problema 2

Una coppia motrice M = 1.6 Nm viene applicata sul mozzo di una ruota approssimabile
come un disco pieno. La ruota ha massa m = 3 kg e raggio r = 20 ¢m e giace su un piano
orizzontale. Il punto di contatto ha un coefficiente di attrito statico us = 0.3. Determinare:
a) la forza di attrito tra ruota e piano (5 punti); b) la distanza percorsa a partire da fermo
in un tempo t; = 15 s (2 punti); ¢) la massima coppia motrice applicabile M,,,, (3 punti).



Problema 3

Una macchina termica lavora con n = 2.3 mol: moli

di un gas perfetto biatomico. Il ciclo e irreversibile

in quanto le trasformazioni avvengono a contatto con
sorgenti aventi temperatura costante in ognuna delle 4
trasformazioni. Tuttavia, le trasformazioni avvengono
per un continuo di stati di equilibrio termodinamico (in
modo quasi statico), in modo tale che il ciclo sia rap- p, A > B
presentabile nel piano di Clapeyron (p, V) con un ret-
tangolo di vertici ABCD avente i lati paralleli agli assi
coordinati. La trasformazione da A a B, si svolge a pres- D

sione costante, e la temperatura varia da Ty = 400 K Pc C

a Tg = 500 K. Nella trasformazione da B a C, che si

svolge a volume costante, il gas ritorna alla stessa tem-

peratura iniziale 7o = T4, ma ad una diversa pressione >
po = 1.2 x 10° Pa. Va Vi

Una isobara porta il sistema alla temperatura piu bassa Tp. La macchina lavora tra tre
sorgenti di calore a temperatura T4 (D — A, B - C), T (A — B) e Tp (C — D). Si
ricorda che il rendimento e lavoro compiuto diviso la somma del calore ceduto da tutte le
sorgenti da cui il sistema assorbe calore. Determinare: a) La temperatura piu bassa Tp (3
punti); b) il lavoro eseguito in un ciclo (2 punti); c¢) Il rendimento del ciclo (3 punti); d)
L’aumento di entropia dell'universo termodinamico in un ciclo (2 punti).

Problema 4
Al centro di un guscio sferico spesso di raggio interno a =
0.8 m e raggio esterno b = 1.5 m ¢ collocata una carica

puntiforme ¢, = 0.3 uC. All'interno del guscio sferico, per

a < r < b, esiste una distribuzione di carica con densita di

volume p = K/r , con K una costante. Il campo elettrico

radiale all’interno del guscio sferico ¢ costante in modulo.

Si determini: a) il campo elettrico sul bordo interno del guscio '
(2 punti); b) il valore della costante K (3 punti) che rende

all’interno della distribuzione il campo elettrico costante in

modulo; c) il valore della carica totale dell'intero sistema (3

punti); d) la differenza di potenziale tra il bordo esterno ed

interno del guscio sferico (2 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

a)

11 lavoro fatto dalla forza frenante vale:

1
W = 5m(v; —v2) = —756 J

Quindi essendo una forza frenante costante che agisce nello spessore della tavola:
w
|F| = % = 15120 N

b)

La accelerazione di frenamento vale:
F
a= Il _ 5.04-10° m/s?
m

La durata di attraversamento della tavola:

Vo — Uy

t = =0.28 ms

a

)

L’impulso trasmesso alla tavola vale:

[=|F|t=42 Ns

d)
Lo spessore d, della tavola necessario a fermare il proiettile vale:
1
|F|d, = =mv?
2
L2 = 6.2
= ———=mv; = 6.2 cm
2|F|

Problema 2
a)
La forza di attrito massimo vale;
frmaz = psmg = 8.83 N

La prima equazione cardinale sul piano:

f=ma



Mentre se il momento e applicato in senso orario, la seconda equazione cardinale é:

dw
M S i
+ fr o

Ipotizzando che valga la condizione di puro rotolamento e sostituendo la prima equazione
cardinale:

dw a f

dt v mr
Inoltre I = 1/2mr? quindi la IT diventa:

1
—M+ fr= ——mrQi
2 mr

frl4+1/2) =M

M
=———=53N
/ r(1+1/2)
Inferiore alla forza di attrito massimo, quindi il moto & di puro rotolamento.

b)
L’accelerazione della ruota vale:

f

a="—=18m/s
m
quindi essendo il moto accelerato uniforme.
Lo
5= §at1 = 200 m

c)
Imponendo che:
Mmax

fmaa: - m
Moas = fraer(1+1/2) = 2.65 Nm

Problema 3
a)

Dalla equazione di stato ai quattro estremi (ABCD):

paVa =nRTy
paVp =nRTp
pcVe =nRTy
pcVa =nRTp
Dividendo la prima per la seconda e la quarta per la terza:
Ty 1Tp

Ty Ta



T2
Tp = -2 =320 K
D Ty
b)
Il volume alla temperatura T vale;
RT
Vi=Vp= "L 0051 m
Pp

Quindi il massimo volume vale:
Vo = Vg = 1.3V, = 0.064 m®
e la massima pressione:
pp=pa=15-10°Pa

Quindi il lavoro fatto in un ciclo vale:

W = (pa—pp)(Ve —Va) =382 J

Quindi:
Qap = ncy(Tp — Ta) = 6690 J

(
QBC = ncU(TC — B) CU<TA — TB) = —4780 J
QC’D = TLCp(TD - Tc> nc (TD - TA) = —b354 J
Qpa =nc,(Ty —Tp) = 3824 J

La sorgente intermedia scambia calore Q)pc + @ p4, tale somma e negativa, ossia la sorgente
intermedia riceve calore dalla macchina. In definitiva, la macchina assorbe calore soltanto
dalla sorgente a temperatura Ty

Qa = Qap = 6693 J
Quindi:

w
= — = 0.057
T Qa
d)

La variazione di entropia nell’universo termodinamico vale:

DS = — QAB+QBC+QCD+QDA
Tp Ty Tp Ty

) =574 J/K

Problema 4

a)



Nella regione r < a dal centro vi e solo la carica puntiforme per cui:

%
4re, r?

E(r)

r<a
Quindi:
E(a) =42 KV/m
b)
All’interno di una sfera gaussiana di raggio a < r < b la carica totale vale:

"K
Q(r) = qo +/ —4mr?dr’ = q, + 21 K (r* — a?)
W T

Quindi dovendo per il teorema di Gauss:

Q(r) _ go+2nK(r* — a?)

4rr*E(r) =
TreE(r) - -

g —2rKa*> K

E(r) =
(r) 4de,r? + 2,

Perche quindi non dipenda da r deve essere:
g —21Ka?> =0

K — qO
2ma?

=75-10"% C/m?

¢)
La carica totale vale:

Qb) = q, + 21K (b* — a*) = 1.05 uC
d)

Essendo costante il campo elettrico la d.d.p. tra b ed a vale:

AV = E(a)(b—a) = 2950 V
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1 esercizio (esonero) 1 ora

Problema 1

Una massa M = 75 kg e sospesa ad una parete, con inclinazione 6 = 60° rispetto alla di-
rezione orizzontale, tramite una corda elastica di costante di richiamo elastico K = 1000 N/m.
Il coefficiente di attrito statico tra la massa e la parete vale us = 0.5, mentre quello dinamico
vale pg = 0.45. Vi & un ampio intervallo di valori di allungamenti della corda elastica per
cui si ha equilibrio statico.

Determinare: a) per quale valore dell’allungamento della corda elastica la massa ¢ in equili-
brio e Iattrito ¢ nullo (1 punti); b) il minimo ed il massimo allungamento per cui la massa ¢
in equilibrio (2 punti); c) il punto piu basso raggiunto nel caso la massa venga rilasciata con
velocita nulla dalla posizione di riposo della corda elastica (allungamento nullo) al termine
della prima semi-oscillazione lungo il piano inclinato (4 punti); d) il lavoro fatto dalla forza di
attrito durante la prima semi-oscillazione discendente e la potenza media dissipata (3 punti).

Problema 2

Un argano e schematizzabile come una ruota con due

gole che ruota senza attrito sul suo asse. Un carico di C
L ]

4\

massa m. = 100 kg e collegato, tramite una fune in- F
estensibile, al raggio interno R; = 40 ¢m dell’argano di
momento di inerzia I = 10 kgm?. Sulla gola esterna, di

raggio Ry = 80 cm dell’argano agisce attraverso un’altra

fune una forza F' = 500 N (orizzontale). Supponendo

di poter trascurare la massa dei due cavi e che gli stessi
abbiano moto senza strisciamento lungo le gole, calco-

lare: a) la accelerazione (4 punti); b) la tensione che m.
agisce sulla fune verticale (2 punti); c¢) la potenza me-
dia sviluppata dalla forza se il carico viene sollevato di
h =3 m (4 punti).

Problema 3

Una macchina, irreversibile, lavora tra 77 = 20 °C' e Ty = 300 °C', ed ha un rendimento che
¢ 1/4 della macchina reversibile operante tra le stesse temperature. La macchina compie un
ciclo in un tempo t; = 2 s.

La potenza termica dissipata nella sorgente piu fredda vale P, = —1100 W. Determinare:
a) la potenza meccanica sviluppata ( 5 punti); b) la variazione di entropia dell’universo in
una giornata di funzionamento continuo (5 punti).




Problema 4

Una nuvola sferica di raggio 2R = 6 m carica ha una densita di carica p = 1-107% C/m?
uniforme a distanza dal centro tra 0 ed R e diventa di segno opposto —p, ma sempre uniforme
tra R e 2R.

Determinare a) la carica Q2 tra R e 2R (2 punti); b) il campo elettrico in 4R (1 punto);
c) a che distanza dal centro (escludendo il centro e l'infinito) il campo € nullo (3 punti); d)
La differenza di potenziale tra il bordo della nuvola (2R) ed la regione di transizione (R) (4
punti).



SOLUZIONI

Problema 1
a) La forza di attrito ¢ nulla quando la componente della forza peso lungo il piano inclinato
e bilanciato dalla forza di richiamo elastico:

KAl — Mgsinf =0

~ Mgsin6

Al
K

=0.64m

b)
La forza di attrito ha il valore massimo pari a:

fmaz = sMgcost =184 N
Se e diretta verso 'alto come la forza di richiamo elastico:
KAl + frnae — Mgsinf =0

o MgSlIl@ - fmaz
B K
Mentre se e diretta verso il basso come la forza peso:

AL, =045m

KAl; — foae — Mgsinf =0

Mgsint + fax
K

Aly = =0.82m

c)

Posto lo zero dell’energia potenziale gravitazionale nella posizione di riposo della corda elas-
tica: la somma della energia potenziale elastica, energia potenziale gravitazionale iniziale e
nulla. Questa energia nulla deve essere pari alla energia potenziale elastica, energia poten-
ziale gravitazionale piu ’energia dissipata per attrito nel punto piu basso.

Nel punto a quota minima —h 'allungamento della corda elastica ¢ Al :

—h = Al,, 4, sin 6

Quindi:
1
0= §KA€2 + Mgh + pgM g cos OAL,,q.

max

1
—KAP  — MgAlpazsing + pugMgcos 00l = 0

2 max

sin @ — ju4cos 6

Al ez =2Mg I

=094 m

Quindi la quota minima risulta:

h=—Alyu:sin0 = —0.82 m



I1 modulo del lavoro fatto dalla forza di attrito e pari a:
Weo = paM g cos AL, . = 156 J

Il tempo, detto pseudo periodo, che impiega il sistema a fare una mezza oscillazione vale:

= \/M—086
T=m\|5 =086

Quindi la potenza media dissipata vale:

P:Wa:181W

T

Problema 2

a)

Le due equazioni che rappresentano il moto dell’argano e del carico sono:

FRQ—TRlle[
T —m.g =mca

Essendo aRy = a, dalla prima:

Ry I
F2_p— -
R R

Quindi sommandola all’altra equazione:
Ry 1

FR—l—mcg: (mc—l—ﬁ%)a

_ FRy JRi —m.g

=0.123 m/s*
me + I/R3

b)
Di conseguenza:
T =m.g+a)=992 N

c)

Il moto della massa m,. € uniformemente accelerato e il tempo di salita vale:

1
h = -at?
ot

ts =1\/2h/a=Ts

W:Fh&:?)OOO J
Ry

I1 lavoro fatto e pari a:



La potenza media:

Pm:I;V:élZSOW

@ ‘

Problema 3

a)

Il rendimento vale (esprimendo le temperature in K):

1. T
= —(1-=2)=0.122
=l TQ)

Il calore ceduto alla sorgente fredda in un ciclo vale:
Ql == Pltl = —22 kJ

Quindi essendo:

Q1+ Q2 _
Q@2
Q2 = ¢ =251 kJ
n—1
Quindi:
W =@+ Q2 =306 J
P = W =153 W
131
b)
In un giorno il numero di cicli e:
24
n = 22203000 o
131
La variazione di entropia vale:
an QQn 5
AS=———-——"—=135x10" J/K
T T x /

Problema 4

a)

La carica totale tra R e 2R vale:

Q2 = —péﬁ[(QR):)’ —R¥ =79 uC

3



La carica tra 0 ed R vale: 4
Q= pgﬂR?’ =11 uC

Quindi la carica totale tra 0 e 2R vale:
RQ=Q1+Qs=-638puC
Quindi per il teorema di Gauss il campo elettrico all’esterno della distribuzione (r > 2R)

vale:
E.(r) = ¢

e, r?

Quindi per r = 4R:
E(4R) = —424 V/m

Cioe punta verso l'interno.

c)
Il campo e nullo nella sfera di raggio r, all’interno della regione con carica negativa per cui
la carica

Q= —pgrl(r)’ — B

¢ eguale ed opposta a:

Q5 =~
4
—p3l(re)* = R = pom R
rd = 2R?

d)
Dal teorema di Gauss per R <r < 2R:

Q1 —dmp [prPdr  Qy—4/3mp(r® — R?)

Anr?E, =
€o €o
5 Qi +4/3mpR®  pr
" Are,r2 3c,
La d.d.p. vale:
AV = [ gy = QAR /2Rd7"_ P
R Are, r 12 3¢, /R
_Ql‘i‘Ql{ er p o2 @ pR*
AV = dre, rle 6, {r }R "~ Awxe,R 2, 1695 V7
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Problema 1

Un bambino e seduto su un’altalena di un parco giochi. Il sistema e schematizzabile come un
pendolo semplice costituito da un filo inestensibile di lunghezza [ = 2 m al quale e applicata
una massa puntiforme m = 20 kg. A partire dalla posizione di equilibrio (sistema fermo
in verticale) l'altalena raggiunge I’angolo massimo (90° rispetto alla verticale) attraverso
una sequenza di n = 15 spinte eguali. Ad ogni spinta, esercitata quando la massa ha
velocita istantanea nulla, nel punto piu alto ogni volta raggiunto, viene fornito un impulso
J che ha sempre lo stesso modulo e direzione tangente alla traiettoria della massa (arco di
circonferenza).

Determinare: a) Il modulo dell’impulso |J| dato ad ogni spinta (4 punti) (suggerimento si
determini la relazione tra I'impulso e I’energia cinetica acquistata dall’altalena dopo una
spinta) ; b) I'angolo massimo dell’altalena rispetto alla verticale dopo la prima spinta (3
punti); ¢) la tensione massima del filo che sorregge l'altalena (3 punti).

Problema 2

Un disco di massa m = 3 kg e raggio R = 20 c¢m ¢ sottoposto .
all’azione di una forza F' = 20 N che ¢ applicata ad altezza R,
poggia su un piano orizzontale scabro ed e trattenuto fermo da | |
un filo disposto come in figura con un angolo 8 = 30° rispetto
alla direzione orizzontale.

Determinare a) la tensione del filo (3 punti); b) il coefficiente di attrito statico minimo che
permette I'equilibrio (2 punti). ¢) Se la forza viene applicata, piu in alto ad altezza x, trovare
il valore x per cui la forza di attrito e nulla e quindi il piano puo essere liscio come si vuole
(5 punti).

Problema 3 Molla
Un gas ideale monoatomico (n = 0.3 moli) ¢ confinato in un
recipiente cilindrico con pareti rigide ed isolanti, base condut-

trice inizialmente in contatto con una sorgente a temperatura

Ty = 300 K, e delimitato da un pistone mobile senza attrito

di spessore e massa trascurabile. Inizialmente il gas ¢ in equili- Pistone
brio termodinamico e il pistone, sul quale agisce la sola forza di Gas
compressione di una molla di costante elastica K = 50000 N/m,

delimita un volume di altezza h = 20 cm.
Il volume iniziale in cui € contenuto il gas vale Sh, ma la sezione S del cilindro non ¢ necessaria

conoscerla. A partire dalla configurazione iniziale si fornisce calore al gas (attraverso la base
conduttrice) fino a comprimere la molla ad un valore doppio di quello iniziale. Determinare:
a) la compressione iniziale dl della molla (3 punti); b) la temperatura finale T del gas (3
punti); ¢) il calore @, assorbito dal gas (4 punti).

MY




Problema 4

Un triplo strato ¢ costituito da regioni planari (ai fini
dei conti infinite) di densita di carica —p, p = 3 C/m?
e —p e di spessore d = 3 pm come mostrato in figura.
Assunto come asse delle x un asse perpendicolare ai
piani (come mostrato in figura) con centro come in-
dicato. Da considerazioni di simmetria il campo elet-
trico € nullo al centro (cioe per x = 0). Determinare:
a) L’intensita del campo elettrico in 2d e —2d; b) a
che distanza dal centro il campo ¢ nullo; ¢) la dif-
ferenza di potenziale tra il centro e il bordo a destra
(3/2d).

——d—

-




SOLUZIONI

Problema 1
a) In ciascuna spinta il modulo della quantita di moto della massa passa da zero a |J| = m|v|,
corrispondentemente 'energia cinetica passa da zero a

L’energia meccanica totale in ogni spinta subisce il medesimo incremento AF;,; = E..
In totale debbo imporre che:

Quindi:
2
|J| = my/— =32 Ns

La variazione dell’energia meccanica totale dalla configurazione iniziale di equilibrio a quella
corrispondente all’angolo massimo di 90° vale mgl, pertanto

1.J? 2gl
mgl:n2J , |J| =m 29~ 32.3 Ns
m n

b)
Applicando la conservazione dell’energia meccanica dopo la prima spinta, ’angolo massimo

0, risulta: ,
1J

[(1—cosb) =—-—

mgl(1 — cosby) 5

ovvero | |2

costh =1— =0.875 ,e #; ~0.367 rad >~ 21°

2m?2gl
c)
La massima tensione della fune viene esercitata nell’ultima oscillazione quando la massa ha
la velocita massima trovandosi nel punto piu basso.

Lo

5 MVima = mgl € Umae =1/290 = 6.3 m/s

La fune deve supportare la forza peso e fornire la necessaria ulteriore forza centripeta, per-

tanto:
V2 vy
m ”}a‘”:TmM—mg e Tmaz:m<g+"lm>:3mg:588N

Problema 2

Sul disco agiscono quattro forze la forza peso, la tensione del filo, la reazione vincolare e la
forza esterna.

a)



Scomponiamo la reazione vincolare in una componente normale al piano R,, ed una orizzon-
tale f. La condizione di equilibrio per le forze, sull’asse orizzontale:

F+TcosO+ f=0
Per quanto riguarda i momenti rispetto al baricentro (positivo antiorario):
TRsinf — fR=0

Eliminando f:

F
T=————=—-146 N
cosf + sin 6

b)

f=Tsin =—-73 N
per quanto riguarda la reazione vincolare normale:
R,=—-mg—Tsinf =37 N

Imponendo che:

sy

js > 0.2

c)
Se la forza e applicata in x la risultante delle forze orizzontali ha la stessa espressione anche

se la tensione ¢ diversa:
F+T,cos0+ f, =0

Il pedice T, ¢ il modulo della tensione ed f, e la forza di attrito statico se F' & applicato nel
punto ad altezza x. Per quanto riguarda i momenti rispetto al baricentro invece:
T.Rsinf — F(r —R)— f,R=10
Eliminando T:
F(x — R — Rtan@)
R(1 + tan®)

f:v:

Che ¢ nulla per
r—R— Rtanf =0

z=0.315m=31.5cm

Problema 3

a)

Sul pistone agiscono la pressione del gas e la compressione della molla e le due forze si
bilanciano:

Kdl = P,S

Detta P, la pressione iniziale del gas, e S la superficie del cilindro. Valendo 'equazione di

stato:
nRT,

Sh

Kdl = S



nRT,

dl =
Kh

= 0.075 m

b)
Nello stato finale il volume del gas diventa:

Vi =S(h+dl)

La condizione di equilibrio diviene:

nRT,

= K2dl = K2 °

psS h
_ 2nRT,

Quindi:
_ prf . QHRTOS(h + dl)

T
Ly ShnR

=2T,(1+dl/h) =824 K
c)

Il lavoro necessario a comprimere la molla vale:

1 1
W = §K(2dl)2 — inlz = L;)K(dl)Q =420 J
Quindi dal I principio:

QaIAU+W:n2R(Tf—To)+W:239OJ

Problema 4

Dal teorema di Gauss in forma locale nella regione centrale —d/2 <z < d/2:

0E, _p
ox o
Ezx)=Ey+ 20 —d2<a<d
dovendo essere E,.(0) = 0:
Ex(x):@ —d/2<z<d/2

€o

Quindi all’estremo della distribuzione: E,(d/2) = pd/(2¢,).
Nella regione estrema d/2 < x < 3d/2:

OF, P
or &,
Eu(z)=E, 2 d/2<a<3d)2



Imponendo che: E,(d/2) = pd/(2¢,) segue che:

03 T T T T T

E (MVim)

N3F
0.4 1 1 1 1 1
‘5 4 2 0 2 4 B
X (pm)
Quindi
a)
E@2d) = - = —05 MV/m

b)
Il campo e nullo per x =d e x = —d.

c)

La differenza di potenziale vale (I'area del triangolo tra d e 3/2d):
DV = E(2d)d/4=0.38 V

Gli stessi risultati si hanno se si considera un cilindro retto di area di base S e perpendicolare
al piano con una base sull’origine e I'altra nella regione x < d/2:

B,S = P37

€o



Ez(x):’;i 0<z<d/?

Estendendo alla regione tra d/2 e 3/2d:

pSd/2 — pS(xz — d/2)
€o

E.S =

d
Eo(x) =" -2 qj2 < <3d)2

€ &
E infine all’esterno: 64/2 o
pg-P3U2=p
€o
Ez(x):—px x> 3d/2

2¢,



Universita dell’Aquila - Ingegneria
Prova Scritta di Fisica Generale I - 17/07/2015
Nome Cognome N. Matricola | CFU

Tempo a disposizione (tre esercizi) 2 ore e 30’

Problema 1

Una particella vibra di moto armonico semplice. All’istante iniziale (¢ = 0) Ienergia poten-
ziale e energia cinetica sono eguali e valgono Fy = 2 J e la particella si allontana dalla
posizione di equilibrio. Il periodo del moto vale T" = 0.1 s, la massa della particella vale
m =700 g.

Determinare a) la costante di richiamo elastico &k (2 punti); b) la massima velocita acquistata
(2 punti); d) 'ampiezza di oscillazione (2 punti); d) dopo quanto tempo la particella passa
per il centro di oscillazione (4 punti);

Problema 2 B

Un punto materiale di massa my = 0.7 kg urta elasticamente nel punto
A un pendolo composto formato da una sbarretta di lunghezza [ = 16 cm
e massa m; al cui estremo e fissata rigidamente una sfera S di massa my
e raggio R = 4cm. 1l sistema composto e incernierato in B ed e libero
di ruotare intorno a un asse ivi passante e perpendicolare al foglio.

Il momento d’inerzia rispetto a tale asse & I, = 0.05 kg - m?. Subito dopo 1'urto, il pendolo
composto acquista una velocita angolare w = 8.0rad/s. Calcolare:

a)la massa della sbarretta (3 punti); b) la velocita v; del punto materiale prima dell’urto
e la sua velocita vy subito dopo l'urto (4 punti); c)la distanza da B del centro di massa (1
punto). d)I’angolo massimo ¢,,,, raggiunto dal pendolo composto (2 punti).

Vi
-—»A-S

Problema 3

Un blocco di ghiaccio (calore specifico ¢, = 2051 J/kgK, calore latente di fusione A\, =
3.3-10° J/kg) di massa m; si trova all’interno di un contenitore isolante a temperatura T =
—20 °C'. Molto rapidamente vengono inseriti nel contenitore un corpo solido a temperatura
T, = 60 °C, massa my = 4 kg, calore specifico co = 380 J/kgK e dell’acqua di massa
ms = 0.8 kg, calore specifico dell’acqua ¢, = 4186 J/kgK e temperatura T3 = 10 °C". La
temperatura di equilibrio vale Ty, = —3 °C. Determinare: a) il calore sottratto all’acqua a
temperatura T3 nel processo di raffreddamento del liquido, solidificazione e raffreddamento
del ghiaccio (2 punti); b) il valore della massa m; (4 punti); ¢) la variazione di entropia del
sistema in tale processo irreversibile (4 punti).



Problema 4

In una regione di spazio a simmetria cilindrica vi e nella re-
gione centrale, cioe a distanza compresa tra 0 ed R = 3 mm,
una densita di carica volumetrica costante pari a p,, = —3 -
107* C'/m?. Nella regione tra R e 2R vi ¢ una carica volu-
metrica negativa p,, sempre costante, tale che all’esterno della
distribuzione il campo elettrico e nullo.

Determinare a) il valore della densita di carica p, (2 punti);
b) a che distanza dal centro il campo elettrico & massimo (in
valore assoluto) ed il suo valore (2 punti); ¢) il valore del campo

elettrico alla distanza dal centro di 7 = 5 mm (3 punti); d) la differenza di potenziale tra
I'esterno e il centro della distribuzione (3 punti).



SOLUZIONI
Problema 1

a)

2
W= % =63 rad/s
di conseguenza:

k = w?m = 2760 N/m
b)

Dovendosi conservare 1’energia la massima velocita ¢ quella per cui tutta ’energia ¢ cinetica

1
—mv? = 2E,
2

Vo =34 m/s

c)
Mentre 'ampiezza di oscillazione e quella per cui tutta l’energia ¢ potenziale:
1
ik‘x?) = 2E0
T, = 5.4 cm
d)

Essendo un moto armonico posso scrivere:

x = x,sin(wt + @)

v = z,wcos(wt + @)
dovendo essere

1 1
§k$(0)2 = imv(O)2

1 1 1 k
ikxi sin?(p) = imxiuﬂ cos?(p) = imxig cos?(ip)
da cui

tanp = 1
Che ha due soluzioni la prima se si allontana dalla posizione di equilibrio
p =45 =7/4
La seconda soluzione se si avvicina alla posizione di equilibrio:

@ = 135° = 5/4n

¢ esclusa dalla condizione iniziale.
Quindi imponendo che:

wt1+30=7r



segue che:
t1 = 37 ms

Problema 2
a)ll momento d’inerzia dell’asta rispetto a B é:

mentre quello della sfera S é:

2
Is = gmoR2 +mo (I+ R)* = 0.028 kg - m*

Il momento di inerzia del pendolo composto e quindi
Ip = Lasta + Is,

e, invertendo

3(Ip—Is)
ml - T — 2.5 kg.
b)Per la conservazione dell’energia
1 1 1
§m0vf = §m0v§ + §IPW2,

mentre, imponendo la conservazione del momento angolare, si ottiene

movy (I + R) = mouy (I + R) + Ipw.

mo (v% — v%) = mg (v) — vg) (V1 + V) = Ipw?
mo (l—f-R) <U1 —112) = ]pw

Ipw (Ul + Ug)

= Ipw?
I+ R Pt

U+ Uy = w(H—R)

U — U 7[]30)
1 2 mo(l + R)
W(l—i—R) Ipw mo(l+R)2+Ip
v > T am(+R) YT 2m(+R) m/s
 w(+R) Ipw  m(I+R?—1Ip
2T T ol R e ) e/

c)La distanza del centro di massa da B é:

~mal/2+mo(l+ R)

=11lcm,
mo + My

lem



d)Dopo l'urto il pendolo trasforma ’energia cinetica guadagnata in energia potenziale:

1
§IPUJ2 = (mo + ml) glC’M(l — COS ¢max>-

IPW2 =g [mll + 2m0(l + R)] (1 — COs ¢maz)u

COS Oppazr = 1 — Tpw”
mar g[mil +2mo(l + R)|’
(bmar = 58°.

Problema 3

a)

Detto Ty = 0 °C), il calore da sottrarre alla massa mg per portarla a T e dato dal raffredda-
mento del liquido fino a Tp, solidificazione (calore latente di solidificazione) e raffreddamento
del ghiaccio fino aTy:

Q3 = ma[ca(Ts — Tp) + A, + co(To — Ty)] = 3.02- 10° J
b)
Il calore da sottrarre a mso per portarla da 75 a T} vale:
Q2 = mQCQ(TQ — T4) = 96 . 104 J
Quindi dovendo essere:
micy(Ty —T1) = Q2 + Q3

Q2+ Qs

=114k
Cg(T4 — Tl) g

my =

c)

Tutte le temperature vanno espresse in gradi K:
Ty =273.15 K T = 253.15 T, =333.15 K T3 =283.15 K T, =270.15 K

La diminuzione di entropia dell’acqua di massa ms per andare da T3 a T}:

o A T
DSs =mj C“lnfz — ?Z + colnfz =—1105 J/K

La diminuzione di entropia del solido:

T
DS, = mQCQZnT“ = 319 J/K
2

L’aumento di entropia del ghiaccio:

T
DS, = mlclln% = 1522 J/K
1

Quindi in totale I’entropia aumenta di:

DS =DS,+ DSy +DS3=99 J/ K



Problema 4

a)

Per essere nullo il campo elettrico all’esterno della distribuzione si deve avere che dato un
cilindro di raggio r > 2R coassiale con la distribuzione ed altezza h, la carica in esso contenuta
deve essere nulla cioe:

pmTR2h + p,m(4R* — R*)h =0

b)

Applicando il teorema di Gauss ad un cilindro di raggio r, ma tale che 0 < r < R coassiale
con la distribuzione e di altezza h, il flusso attraverso la superficie laterale (il campo per
ragioni di simmetria e radiale):

2
E.2nrh = 'Om;TRh r<R
€o

| pm|T
E.(r<R)=
(T - ) 2e,

Il campo elettrico ¢ nullo al centro, cresce linearmente (in valore assoluto) fino a distanza
r = 3 mm dove ha il valore massimo in assoluto:

|pm|R

|Emam| - 260

=51-10°V/m

per poi diminuire in valore assoluto fino ad annullarsi sul bordo.

c)
Applicando il teorema di Gauss ad un cilindro di raggio r, ma tale che R < r < 2R coassiale
con la distribuzione e di altezza h, il flusso attraverso la superficie laterale :

pmTR%h + p,m(r? — R*)h
€o

E,.(r =5mm) =—1.24-10° V/m

E.2mrh = R<r<2R

d)
P pm PR+ pp(r? — R?) _ —4p,R* + p,r? _ 2p, L b R <r<9R
" 2e,r 2e,r EoT 2e, -
E. = PmT r<R
2¢,
Quindi:
2p,R? 2R 1 2R R? /3
AVi(R—2R) = =22 [T gr 4 2 [Ty = L2 ( _ 2[0g2) — 64TV
€o R T 2, JR €o 4
pm R?

=-763V

pm [
AVQ(O—R):28 /0 rdr =

€o

Quindi la differenza di potenziale vale:

AV = AVi(R — 2R) + AV3(0 — R) = 1410 V



Universita dell’Aquila - Ingegneria
Prova Scritta di Fisica Generale I - 09/11/2015
Nome Cognome N. Matricola | CFU

Tempo a disposizione (tre esercizi) 2 ore e 30’

Problema 1

Una forza |F| = 30 N parallela al tratto orizzon-
tale L = 1 m come indicato in figura viene ap-

<——3‘—>D

> C
plicata su un oggetto di massa M = 2 kg, inizial- F
mente in quiete nel punto A. La forza diviene para- - T
llela al piano inclinato quando 1’'oggetto incomincia A B

a salire ed agisce fino alla quota A’ (punto C') in
maniera che il punto materiale quando arriva nel
punto D ha una velocita vp = 0.5 m/s (alla quota

h = 30 cm). Sia il tratto orizzontale che il tratto in salita sono scabri con coefficiente di attrito
dinamico pari a g = 0.8 . Il piano inclinato ha un angolo # = 25° rispetto alla direzione orizzontale.
Determinare:

a) Calcolare il lavoro della forza di attrito tra B e D (2 punti); b) la velocita in B (3 punti); c) la
quota h' (& punti); 4) La velocita in C' (2 punti);

Problema 2

Su un piano orizzontale ¢ posta una massa m; =

7 kg. Essa viene messa in movimento tramite un my
filo che si avvolge sulla gola di una puleggia di rag-
gio r1 = 10 em. La puleggia ¢ messa in rotazione
dalla discesa, sotto ’azione della forza peso di una
massa My = 6 kg, a cui e collegata da un filo
avvolto su una gola di raggio Ry = 40 ¢m (della
stessa puleggia), coassiale e rigidamente fissata alla M,
precedente. Il momento di inerzia dell’insieme
delle due pulegge vale I = 4 kgm?.

Calcolare in assenza di attrito: a) La velocita angolare della puleggia dopo che e scesa di una quota

= 50 em (3 punti); b) La accelerazione angolare della puleggia durante la discesa (4 punti); c)
nel caso in cui esistesse tra m; ed il piano un coefficiente di attrito ;1 = 0.4 quale sarebbe I’energia
cinetica totale del sistema alla fine della discesa (3 punti).

Problema 3

Una macchina frigorifera, irreversibile, lavora tra T, = 20 °C' e T} = —20 °C, ed ha un coefficiente
di prestazione che & 1/3 della macchina frigorifera reversibile operante tra le stesse temperature. La
macchina compie un ciclo in un tempo t; = 3 s.

La potenza termica dissipata nella sorgente piu calda vale P, = 200 W. Determinare: a) il calore
assorbito in ogni ciclo dalla sorgente a temperatura minore (3 punti); b)la potenza meccanica
necessaria a far funzionare la macchina frigorifera ( 4 punti); b) la variazione di entropia dell’universo
termodinamico in un ciclo (3 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

a)

11 lavoro fatto dalla forza di attrito durante la salita sara:

h h
W,=—-uMgcos—: = uyMg——- = —10 J
sin tan 6

b)

Nel tratto AB agiscono solo la forza trainante F' e I'attrito dinamico e quindi il loro lavoro vale:
Wap=(F —uMg)L =143 J

Che e anche pari alla energia cinetica posseduta dall’oggetto nel punto B:

1
§MUQB = WAB

vp = =38m/s

2ap \/2(F — uMg)L
M M

)

Alla fine del tratto in salita la somma dell’energia potenziale e cinetica sara divenuta:
Lo
Ep = Mgh+ §MUD =6.1J
Sommando ’energia dissipata per attrito nella salita (cambiato di segno):
Er=Ep—-W,=162J

Quindi maggiore di Wp. Quindi ¢ necessario un lavoro aggiuntivo della forza F' per raggiungere
la quota h a velocita vp:
ET — WAB = Fh’/sinQ

Detto h' I'altezza maggiore:

Er —Wyp

!/

=——=0.02

h Fsind 0.027 m

d)

Nel punto A’ dalla conservazione dell’energia:
1 (h—n) 1
—Muvg + Mgh' = Mgh + uM — Mo}
o Mve + Mg gh + pMg——7p= T 5Mup

(h = 1)

tand

UC:\/Qg(h—h’)+2,ug + v} =3.8m/s

Problema 2

a)
Applicando la conservazione dell’energia, tra la quota piu alta e quella piu bassa:
1

1 1
Msgh = 5]@02 + §M2v%/1 + imlvfn



Non slittando

Vv — —WRQ
Uy = —WT7
sostituendo: | . .
Msgh = §]w2 + 3 QwQRg + §m1w27"%
da cui:
2M29h
v \/I Y MyRE + mur? rad/s
b)

Le tre equazioni cardinali sono:
MQQ - TM = MQCLM

TMR2 — TmT1 =la
Tm = Mi1am

Essendo:
ayr = OCRQ

am = QT
Le equazioni diventano:
MgRgg — TMR2 = MQ@R%
Ty Ry — mlofr’f = I«

Sommandole:
MsRsg — mlarf = MgozRg + la
_ Mg Ry

MQR% + m17’% + I

a = 4.7 rad/s*

c)

La differenza tra la variazione di energia potenziale e I’energia dissipata per attrito e pari alla energia

cinetica totale: ,
1

h=26J
Ry

Magh — pmyg

Problema 3
a)
Il coefficiente di prestazione vale (esprimendo le temperature in K):

1 Ty

oP=_-—-1_—
¢ 3T, — T

2.1

Il calore ceduto alla sorgente piu calda in un ciclo vale:

Qy = —Pyt, = —600 J



Quindi essendo:

@
Q1+ Q2

Il calore assorbito dalla sorgente piu fredda in un ciclo vale:

_ @COP
1-COP

COP =

Q1 = =407 J

W=0Q;+Q;=-193 J
P:K:—64W

(41

c)

La variazione di entropia vale:

AS=—2L 22 _ 44 J/K



Universita dell’Aquila - Ingegneria
Prova Scritta di Fisica Generale I - 15/01/2016
Nome Cognome N. Matricola | Corso di Studio | CFU

Il compito ¢ su due pagine, Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1

Un punto materiale di massa m = 185 g e appeso ad un
filo di lunghezza ¢ = 80 cm sospeso nel punto S. Il peso
¢ inizialmente rilasciato dal punto A (filo teso orizzon- \
talmente) con velocita nulla ¥4 = 0. Dopo un quarto D

di oscillazione pendolare il punto materiale raggiunge il \ \
punto B (filo verticale) con velocita v. Il filo tocca un c /
ostacolo (chiodo) di sezione trascurabile conficcato in C h
e il moto pendolare prosegue con un arco di raggio ¢’
centrato in C.

Determinare: a) La velocita vz nel punto B (2 punti);
b) La massima lunghezza ¢’ (e la corrispondente distanza d fra i punti C e S) affinché la

massa raggiunga il punto D con velocita vp sufficiente a mantenere il filo teso, (3 punti). c)
La tensione del filo quando la massa & nel punto B, prima e dopo il contatto con I'ostacolo
(2 punti). d) L’impulso complessivo delle forze agenti sulla massa fra le posizioni A e D (3
punti). [Per per risposte ¢) e d) assumere i valori di ¢ trovati nel punto b).]

Problema 2

Un cilindro pieno ed omogeneo di raggio R = 15 ¢m e massa M = 2 kg viene posto in
rotazione intorno al proprio asse orizzontale, con velocita angolare w, = 40 rad/s. In seguito
il cilindro viene appoggiato su una superficie orizzontale con coefficiente di attrito dinamico
1g = 0.25. Nella prima fase il cilindro striscia sul piano, trascorso un tempo t' comincia il
moto di puro rotolamento. Determinare a) ¢ (4 punti); b) la velocita del centro di massa
al tempo t' (2 punti); c) i giri fatti fino a ¢ (2 punti); d) 'energia dissipata per attrito (2
punti).



Problema 3

n = 2 moli di un gas ideale monoatomico eseguono A
la trasformazione ciclica ABC mostrata nella figura: la
trasformazione avviene con due sole sorgenti la piu alta
a Ty = 350°C' con volume V4 = 5 litri e la piu bassa a
Tc = 25 °C. La trasformazione AB & una adiabatica re-
versibile, la BC una isobara irreversibile ma per stati di
equilibrio termodinamico (viene eseguita ponendo il gas a c B
contatto con la sorgente a temperatura T¢). Infine il gas
mediante una isocora CA (anch’essa irreversibile, ma per v
stati di equilibrio termodinamico) viene riportato alla tem-

peratura T'y.

Y

Determinare: a) il volume Vj e la temperatura T (3 punti); b) il lavoro totale eseguito du-
rante il ciclo termodinamico (3 punti); c)il rendimento della macchina termica, confrontan-
dolo con quello della macchina reversibile che opera tra le stesse temperature (2 punti); d)
la variazione di entropia nell’universo termodinamico in un ciclo (2 punti).

Problema 4

In una nuvola carica a simmetria sferica vi € una carica totale Q = 2.5 uC' e raggio R = 3 m.
Meta della carica ¢ distribuita uniformemente tra 0 e R/2. L’altra meta uniformemente tra
R/2 ed R. Determinare: a) le due densita di carica (2 punti); b) il campo elettrico ar =2 m
(2 punti); c) a che distanza il campo all’interno della distribuzione ¢ pari a quello che vi & a
10R (cercando di semplificare i ragionamenti) (3 punti); d) quale velocita minima deve avere
una carica ¢; = 100 pC e di massa m = 1072 kg per entrare dentro la nuvola a partire da
molto lontano (3 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

a)
Scegliendo lo zero dell’energia potenziale gravitazionale alla quota del punto B, le energie
meccaniche totali del punto materiale nei punti A e B sono rispettivamente:

1
Es=mgl~145] e Ep= §mv%

Poiche nel tratto A-B ’energia meccanica si conserva

vp = /2g¢ ~3.96 m/s

b)

Per poter raggiungere il punto D (di equilibrio instabile) con il filo teso, la velocita vp deve
essere tale che la forza centripeta necessaria per tenere massa in traiettoria sia maggiore del
peso, ovvero muv? /¢’ > mg quindi I'energia meccanica totale in D, che coincide con quella in
A, deve risultare:

1 1 5)
Ey=mgl = FEp = émv% +mg 20 > §mg€’ +mg 20 = Emgé'

Quindi:
2
V< gf =32 cm

e, tenendo conto che ¢ = d + ¢/,
3
d > gé =48 cm

c)

La tensione del filo deve sostenere il peso e fornire la forza centripeta necessaria a man-
tenere la traiettoria circolare. Con la massa in B questi contributi sono entrambi verticali e
differiscono per il differente raggio di curvatura della traiettoria la tensione prima:

T, = mg +mvp/l = 3mg ~ 5.44 N

e dopo:
Ty =mg +mvp/l =6mg ~10.9 N

d)

L’impulso richiesto e pari alla variazione della quantita di moto del punto materiale. Ap-
plicando il teorema dell'impulso fra le posizioni A e D, tenendo presente che 74 = 0 e
vp = Vgl ~ 1.77 m/s, la differenza di quantitd di moto che coincide con la quantita di
moto finale & un vettore orizzontale di modulo pp = mvp =~ 0.328 kgm/s. diretto da S ad
A (quindi destra a sinistra nella figura)



Problema 2

a)
Il moto del centro di massa del cilindro e uniformente accelerato con forza propulsiva data
dall’attrito, per cui:

acm = Hdg
Il moto quindi ¢ uniformente accelerato:
vem = acpt
Contemporaneamente 'effetto dell’attrito e di applicare un momento frenante nel moto di

rotazione, quindi ’accelerazione angolare vale:

R
a = —udM97

con I = 1/2M R? ¢ il momento di inerzia del cilindro, quindi
a = Md2£ = 33 rad/s”
R

Quindi la velocita angolare:
w=w, —at

imponendo la condizione di puro rotolamento:

W= VoM
R
g, pagt’
y — 22t =
Wo T Hap R
Da cui: R
¢=2 0825
349
b)
Quindi

UCM(t/» = aCMt’ =2 TTL/S

c)

L’angolo descritto e:

O(t') = w,t' — ud}%t’Z
Quindi il numero di giri e:
/
N = o(t) = 3.46
2

d)
L’energia iniziale vale:

1
E,= §Iwg =18 J

Quella finale:
1 1 3
E; = 5[& + §Mng = ZMUgM =6.J



Quindi 'energia dissipata per attrito vale:

AE=E,—E;=12J

Problema 3

a)

Dall’equazioni della termodinamica valide per una trasformazioni adiabatica si ha che:
Vi = Va(Tu/Te)Y" = 0.0078 m?

Ty =To(Vg/Va) = 464 K
b)

Il calore assorbito dalla sorgente T4, nel passaggio di stato tra Ty e Ty vale:

3
Qoa = n§R(TA —T¢) = 8100 J

Mentre quello ceduto alla sorgente T nel passaggio di stato tra T e Ty vale:

Qpc = ngR(To —Tg) = —6900 J

Quindi il lavoro fatto in un ciclo:
W =Qca+ Qpc = 1200 J
c)

Il rendimento vale: W
n=——=20.15
Qca

Il rendimento di un ciclo reversibile operante tra le stesse temperature e:

d)

La variazione di entropia nell’'universo termodinamico in un ciclo vale:

_ (Qca [ @pc\ _
AS = (—TA e ) —10.1 J/K

Problema 4
a)
La densita di carica nella zona centrale:

Q/2

— %7  _88.1 —8 3
L= an(ryap 08107 C/m



La densita di carica nella altra zona é:

Q/2

= =13-107° 5
P2 = s —afan(Rpap 010 Cfm
b)
Dal teorema di Gauss a distanza r = 3/2R = 2 m:
Q/2 | Amp,
Edmr? = == R* — (R/2)?
" €o * 3¢ [ (£/2) }
Q 41 py

E, =
&me,r2  12me,r?

[R® — (R/2)’] = 3360 V/m

c)

Il campo elettrico a distanza r = 10R vale:

Q

TELT2

E,(10R) = =25 V/m

Il campo cresce in maniera monotona tra 0 ed R ed a una distanza di R/2 vale:

E,(R/2) = MQRZ — 5000 V/m

Quindi solo la zona centrale vi € un campo cosi piccolo, poiche all’interno il campo vale:

P2x
E.(x)=
() =32
Imponendo che:
P2
= FE.(10R
3. (10R)
3¢,
r = E.(10R)— = 7.5 mm
P2
d)
La differenza di potenziale tra il bordo della nuvola e l'infinito vale:
Q
Vi = =T75kV
R dre, R

Quindi per potere entrare deve essere che:

2

Vmin > V/2q1Vg/m = 866 m/s

1
—mu
2



Universita dell’Aquila - Ingegneria
Prova Scritta di Fisica Generale I - 01/02/2016
Il compito ¢ su due pagine, Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1

Un corpo di massa m = 1.5 kg & poggiato su una
lastra di massa M = 3 kg che puo scivolare senza at-
trito su un piano orizzontale. Il coefficiente di attrito
dinamico tra il corpo e la lastra vale ug; = 0.4. Una
molla compressa di Al = 6 cm e fissata ad un estremo
della lastra e all’altro estremo e sul corpo e ha una
costante elastica k = 800 N/m. All'istante iniziale la
molla viene liberata. Il corpo dista dall’estremo della
lastra di £ = 20 ¢m. Determinare: a) appena liberata

la molla I'accelerazione di m ed M (4 punti);

Problema 2

Una asta rigida di massa trascurabile ha
agli estremi due sfere piene di ferro pp, =
7.8 g/cm?® di raggio Ry = 2.5 cm e Ry =
4 ¢m. Al centro dell’asta un perno (fulcro)
nel punto C' permette la rotazione del sis-
tema. La distanza tra i centri delle sfere ed
il fulcro vale ¢/2 = 5 em. Un filo trattiene
la sfera di massa maggiore. Determinare: a)
la massa totale del sistema e la posizione del
centro di massa rispetto al punto C' (2 punti);
b) la reazione vincolare del fulcro (2 punti).

b) I'energia potenziale iniziale e illlavore fatto dallaforza di attrité (2 punti); ¢) La velocita
di m e M quando il corpo raggiunge il bordo della lastra (4 punti).

°-®

I1 filo si spezza e il sistema incomincia a ruotare, determinare c) I’accelerazione angolare del
sistema all’istante iniziale del moto (3 punti); d) la velocita angolare quando l'asta ¢ verticale

(3 punti).





Problema 3

Un recipiente cilindrico di V' = 10 litri, ¢ diviso in due parti eguali da un pistone di massa
trascurabile. 11 primo lato ha n; = 2.5 mol di un gas perfetto, mentre nell’altro sono
contenute ny = ny/10 dello stesso gas. Il sistema ¢ a temperatura 7' = 300 K. Se viene
sbloccato il pistone in maniera irreversibile si ha una nuova situazione di equilibrio. Notare
che lo stato di equilibro viene prodotto da un processo irreversibile senza generare alcun
lavoro e senza che la temperatura cambi. Determinare: a) il volume finale dei due scomparti
(3 punti); b)la pressione finale del gas nei due contenitori (2 punti); c) la variazione di
entropia del sistema (5 punti).

Problema 4

Due strati piani carichi di spessore d = 2 cm
con densita di carica uniforme eguale e con-
traria p = 3 - 107° C'/m? sono posti a dis-
tanza d. In figura e disegnato 'asse delle x
e la sua origine. Determinare: a) il campo a R
grande distanza (2 punti); b) L’espressione
del campo elettrico lungo 'asse delle x e
in particolare al centro lungo al centro (4
punti); ¢) la velocita minima che deve avere
una particella di massa m = 1.67-1072" kg e
carica ¢ = 1.67-107' C per potere attraver-
sare i due strati provenendo da grande dis- I
tanza (4+00) da destra nella figura (4 punti). 0

-p




SOLUZIONI

Problema 1

a)

Nell’istante in cui la molla viene liberata, 1’equazione del corpo e:

ma, = kAl — pgmg

U = —— — g = 28 m/s>
m
Mentre quella della lastra (sono tutte forze interne quindi eguali ed opposte):

May = —kAl + pgmg

kAl m
ay = _W + ,udgM =-14 m/32
b)

Energia potenziale della molla:
1 2
E,= §kAl =144J
Mentre il lavoro fatto dalla forza di attrito e:
E, = mjpggt = 1.18 J

c)
La energia iniziale del sistema, viene trasformata in energia cinetica del corpo e della lastra
e in parte dissipata per attrito:

1 1 1
ékAZQ = émv,sz + §Mv]2\/[7f + pamgl

Ma anche per la conservazione della quantita di moto (essendo inizialmente il centro di massa
fermo e agendo solo forze interne):
m
MUy, ¢ + Muvp g =0 :UMJ:—MUTRJ
quindi:
1 1

1m?
2 2
gFAL = gmun s + 530

kA? — 2 14
U f = \/ HAI” .48 m/s

s+ pamgl

m +m?/M
Mentre quella della lastra (in direzione opposta):

U p = —%vm,f =—0.24 m/s





Problema 2

a)

La massa della sfera piu piccola e:

4
A41=:§w}ﬁpFe::051kg

di quella maggiore:

4
My = gng’pFe =2.1kg

Quindi:

Il centro di massa del sistema ¢ a destra del fulcro a distanza:

—M0)2 + Myl/2
Tou = 1/£'2/ —0.03m

b)
Per avere equilibrio il momento delle forze rispetto a C' deve essere nullo quindi, detta 75 la
tensione del filo, deve essere:

14
T2§ = Mgxcom

quindi:

_ Mgxcom?2
-
Chiamiamo T} la reazione vincolare del perno (diretta seconda la verticale). Dovendo essere
la risultante delle forze nulle:

T, =155 N

Mg:T1+T2
leMg—TQZ]_ON
c)

Il momento di inerzia della sfera di sinistra rispetto al fulcro vale:

2 2
h::gﬂﬂfﬁﬁ—khz-:0(m14kmn2

Il momento di inerzia della sfera di destra rispetto al fulcro vale:

2 ?
[2:5A6R§+AQZ~:OWM6kmn2

Quindi il momento di inerzia totale vale:
I =1 +1,=0.008 kgm?
Quando si spezza il filo dalla seconda equazione cardinale:
la= Mgxcy

Mgxcn
o= ——

7= 97 rad/s*



d)
Nel punto piu basso 'energia potenziale del sistema ¢ diventata cinetica:

1
5[@02 = Mgxcn

2M
w =1/ w = 13.9 rad/s

Problema 3
a)

Imponendo che la pressione finale sia eguale:

anT . TZQRT
Vi Vas
da cui: -
Vor = —V;
2f - 1f
Ma anche:
Vig+ Vo=V
da cui:
Vip = 0.0091 m?
Vo = 0.0009 m?
b)
Quindi:
T
py= "L 69.10° Pa
Vig

c)
La trasformazione isoterma reversibile che porterebbe il gas dal volume V/2 a Vi, assor-
birebbe un calore ),

av’

dQl = anT v

quindi un aumento di entropia di:

15 dQy Viy 20
DS, = K Rlog 2 — i Rlog = = 12.4 J/K
1 /m T sy T Iee /

Mentre la trasformazione isoterma reversibile che porterebbe il gas dal volume V/2 a Vi
cederebbe un calore ()5
av’

dQQ = TLQRT v

quindi con una diminuzione di entropia di:

Y25 dQy Vay 2
DS, = — = log —— = nyRlog — = —3.5 J/K
Sa /\//2 T nyRlog V/2 No v 10g 11 /



Quindi in totale ’entropia aumenta di:

DS = DSy + DSy =89 J/K

Problema 4

L’unica componente del campo elettrico e lungo 'asse delle x.

a)

A grande distanza il campo e nullo in quanto la sovrapposizione di due strati carichi con

carica eguale ed opposta.
b)

Per x > 3/2d e x < —3/2d:

=0 r>3/2d e x<-3/2d st
Per —3/2d < x < —d/2 si ha che cresce in § il
maniera lineare: W ar
oE, p 2r
or &, 1|
Quindi (imponendo che sia DUHO per r = 8.04 003 0.62 0.61 6 0.61 0.62 003 004
—3/2d: x (m)
pr  3pd  p
E,=—+ = —(x+3d/2) —3/2d < x<—d)2

€o 2e, €o
Per —d/2 < x < d/2 & costante:

Emzp—d:6.8-104\//m —d/2 <z <d/2

o

Per d/2 < x < 3d/2 diminuisce linearmente:

B, =L3d2-2) di2< x<3d/2

o

c)

La differenza di potenziale tra co e —oo (integrando il campo elettrico tra x = —3/2d e
xr =3/2d)
2
AV = 2T gy
€o

Quindi imponendo che:
1
§mv2 > qAV

si ha che la velocita deve essere maggiore di:

24AA
o= 25 79107 m)s
m

Si noti che se proveniva dalla direzione opposta non trova nessuna barriera.
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Il compito ¢ su due pagine, Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1
Un pendolo semplice porta ad un estremo una massa m = 8 kg, il moto oscillatorio ¢ descritto
dall’equazione del moto delle piccole oscillazioni:

0 =0,sinQ,t

con 6, =8 e Q, =3 rad/s. Calcolare: a) la lunghezza del filo (2 punti); b) la massima
differenza di energia potenziale durante il moto (2 punti); ¢) la tensione del filo massima e
minima (precisione nei calcoli all’l1%) (3 punti); d) la velocita al tempo t; = 7/(8Q,) (3
punti).

Problema 2

Un tubo di raggio interno ;1 = 10 ¢m ed esterno ro = 20 ¢m, lungo ¢ = 5 ¢m e densita uni-
forme p = 2.7 g/em3, viene lasciato rotolare da fermo lungo una discesa (un piano inclinato
con angolo 6 = 20° rispetto al piano orizzontale) da una altezza h = 3 m. Il tubo rotola con
moto di puro rotolamento.

Determinare : a) la massa del tubo (1 punto); b) il momento di inerzia del tubo (2 punti);
c¢) la accelerazione nel moto in discesa (2 punti), d) la accelerazione durante il moto in
discesa se viene applicato anche un momento frenante di My =5 Nm (3 punti) (3 punti);
e) il coefficiente di attrito minimo che permette il moto di rotolamento con il momento
frenante(2 punti).



Problema 3

n = 1.5 moli di un gas perfetto biatomico compi-
ono il seguente ciclo termodinamico irreversibile:
dallo stato A (T4 = 500 K, pa = 9 x 10° Pa)

B
una espansione reversibile isoterma porta il gas D
nello stato B (pp = 4.5 x 105 Pa); una espansione
adiabatica reversibile porta il gas in C' (Vo = 40 C
\%

litri); una compressione isoterma reversibile porta
il gas in D ed infine una trasformazione isocora

irreversibile riporta il sistema nello stato iniziale
(viene riportata nel disegno con la linea continua in quanto avviene per stati di equilibrio.

ma con una sola sorgente di calore a temperatura T4). Il ciclo utilizza due sole sorgenti di
temperatura una a Ty e 'altra a T¢.

Determinare: a) il volume in B (2 punti); b) la temperatura T (2 punti); ¢) il lavoro ed il
rendimento del ciclo (4 punti); d) La variazione di entropia nell’'universo termodinamico in
un ciclo (2 punti).

Problema 4
Una sfera di raggio R = 30 cm ha una densita di carica di:

2
p=rel g1
con p, =2-107% C/m?3.

Determinare: a) la carica totale (3 punti); b) a che distanza dal centro il campo ¢ piu intenso
ed il suo valore (4 punti); c) la differenza di potenziale tra il centro e il bordo (3 punti).



SOLUZIONI

Problema 1

0.0 = 1806y /7 = 0.14 rad

Il periodo vale:

14
T =2my/—
g
Da cui: a)
/Y
¢ 1
quindi:
(=L —11m
b)

L’altezza del pendolo dal punto piu basso vale:
h =£(1 — cosby)
Quindi la massima differenza di energia potenziale vale:
AE, =mgl(1l —cosby) =0.83 J

c)

La tensione minima del filo si ha nel punto piu alto
Trnin = mgcosty =78 N

Mentre ¢ massima nel punto piu basso e vale:

2
Tmaac =m (g+UT>

Dalla conservazione dell’energia tra il punto piu basso e il piu alto:

1
E, = §mv2 =mgl(1l — cosby) = AE,

si ricava la velocita in basso:

var = v/2g€(1 — cos fy) = 0.46 m/s

Tnae = mg(3 — 2cosby) =80 N

d)
Quando t =t; = 0.13 s:
91 = 9«,«0 sin Qotl =0.05 rad



Si puo risolvere con la conservazione dell’energia:

1
émvf + mgl(1 — cosby) = mgl(1 — cos b,9)

v1 = v/2gl(cos B, — cosB,g) = 0.42 m/s

O in maniera cinematica: 96
w(t) = — = 0,082, cos Q,t
()= =

v(ty) = w(t)l =0.42 m/s

Problema 2

a)

La massa totale e: .
m = / pl2nrdr = plr(ry —r}) = 12.7 kg

1

b)

ro /
I, = / pl2nridr = %(7’% —r}) = 0.318 kgm?

T1

c)

Le equazioni cardinali del moto sono:
ma = mgsinf — f,

[za = far2

essendo il moto di puro rotolamento:
rot =@

Quindi la II equazione cardinale diventa:

La

2
)

= fa
Che sommata alla I equazione cardinale:

20 .
ma + —5 = mgsinf
r3
gsind 9
=———- =206
71 + I /mr3 m/s
d)

Se ¢ presente un momento frenante I’equazioni cardinali diventano:

ma = mgsinf — f,



L. M
La=fuay— Mf— 5 = f,— —
T2 T2

che sommate:
B gsing — My /(mry)

=0.86 2
1+ 1, /mr3 m/s
e)
Essendo
fo=m(gsing — a)
Quindi se:
fa < pgmgcos 6
g dsnl—a oy
gcost
Problema 3
a)
Il volume in A vale: RT
Vi = 2224 0.0069 m?
pa
Mentre in B vale: v
Vi = 2A%A 00139 m?
PB

b)
Essendo un gas biatomico v = 1.4 e quindi nella adiabatica:

Ve\’ 5

pc=pp|— ] =107x10° Pa
Ve

Quindi:

_ pcVe

=327 K
nR

Tc
c)

Nella trasformazione isoterma A — B viene assorbito il calore (dalla sorgente T)4):
Vs
Qap =Wap =nRTxIn — =4322 J
Va
Nella trasformazione isoterma C' — D viene ceduto il calore (alla sorgente T¢):
Vb
Qep = Wep =nRIcln o= = ~T154 J
c

Ed infine nella isocora viene assorbito dalla sorgente T4 il calore:

5
Qpa = n§R(TA —T¢) = 5388 J



Quindi il lavoro fatto vale:

W =Qap + Qcp + Qpa = 2555 J

Mentre il calore assorbito dalla sorgente a temperatura piu alta vale:

Q2 = Qap+Qpa =9710 J

Quindi il rendimento vale:

W
= — =0.263

0
d)

Q2 Qcp

AS, =—== - 2= =244 J/K
Sy T, T J/

Problema 4

a)

La carica totale e:

R / 2 Arp, [P R
Q= ,00/ <% — 1) 4rridr = ]7;5 / ridr — 47Tpo/ r3dr
0 0 0

Q = 4mp,(1/5 —1/3)R® = —%WpoR?’ = —90 nC

b)
Applicando il teorema di Gauss su una superficie gaussiana, una sfera concentrica di raggio
r< R,

r 2
E Amr? = Po (:c_ — 1) Araldx r<R
€0 Jo

r T 3
Po 4 Po 2 Po r r
Er = d _—— d = — RN —
€0r2R2/0 v 807’2/0 v €o (5R2 3>

Questa funzione e nulla al centro, ed una funzione che ha un massimo quando:

oF,
=0
or
cioe per:
2
1
%—§ZO%TM:\/5/_9R:22CTH

E.(ry) =—-11 kV/m
Notiamo come sul bordo il campo abbia un valore minore:

Q

E(R) = Ame, R2

=—-9kV/m

c)

La differenza di potenziale tra il centro e il bordo e pari a:

0 0 0 2
. X JR2 /11
DV:/ETdr: p /r3dr—p—/ rdr = —° 2 =9373V
R €O5R2 R 503 R o 20 6




Universita dell’Aquila - Ingegneria
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Nome Cognome N. Matricola Docente

.....

ponendo che la resistenza dell’aria sia descritta dalla forza viscosa F, = —bv, con b una
costante e v la velocita istantanea del punto materiale, si misura che la sua velocita limite e
v;. Determinare:

a) il valore di b con I'opportuna unita di misura; (2 punti) ;

b) il tempo ¢, che impiega il punto materiale a raggiungere la massima quota (3 punti);

c) la quota massima raggiunta (3 punti);

d) il lavoro fatto dalla forza di attrito viscosa nella fase di salita del punto materiale (2
punti).

Per le domande b) e ¢) confrontare i valori ottenuti con quelli previsti nel caso in cui il moto
avvenga in assenza di attrito.

Dati del problema m = 10 g, vo = 3 m/s, v, = 8 m/s.

Tempo a disposizione un’ora. Usare questo foglio per riportare la soluzione del
problema in bella copia.



SOLUZIONE
a)

La velocita limite e quella per la quale 'accelerazione dl punto materiale diventa nulla:

mg —bu; =0
b="9—0.012 kg/s
Uy

b)
Applicando il IT principio della dinamica, I’equazione che descrive il moto in salita verticale
del punto materiale e:

ma(t) = —mg — bu(t)

mdv(t)

dt

Questa equazione differenziale si risolve per separazione di variabili. Omettendo la dipen-
denza esplicita dal tempo, dopo semplici passaggi algebrici si ha:

dv _ bdt
v+mg/b  m

= —mg — bu(t)

detta 7 = m/b = 0.81 s, ed essendo mg/b = v;:

dv  dt
v+ vy N T
Integrando si ha:
v(t) dv’ t dt'
/UO UI + Ul - 0 7
t t
log X vt
Vo + Up T

v(t) = —v + (v +v))e 7

Quando il punto materiale raggiunge la massima quota v(¢) = 0. Pertanto, dalla precedente

equazione si ha:
1

vo/ur + 1
t, = 7log(v,/u, +1) =0.26 s

e—t,-/’r _

Nelle stesse condizioni del problema, in assenza di attrito il tempo per raggiungere la quota
massima sarebbe uguale a

=22 =031 s
g

che, come atteso, ¢ maggiore di t,.
c)
Il valore della quota massima raggiunta dal punto materiale si ottiene integrando I’equazione

della velocita: do(t
v(t) = Zi ) _ —vy + (Vo +vp)e 7




z(t) t .
/ dz = / (—vl + (v +vy)e /T> at’
0 0

Z(t) = -yt + (UO + UZ)T (1 - eft/‘r)
2(t,) = —uty + (v, + V)T (1 — e’tT/T) =0.37Tm

Da cui:

In assenza di attrito la quota massima sarebbe uguale a:

1 v?
hsa = Uplsq — = t2 = -2 =046
(% 2g sa 2 m

Q

un valore maggiore di h.
d)
L’energia dissipata per attrito nella fase di salita e pari alla differenza tra I’energia cinetica
iniziale
E, = mv?/2

e 'energia potenziale riferita alla quota massima raggiunta

E; = mgh

DE=E,— E; =88 mJ

In alternativa: il lavoro fatto dalla forza di attrito viscosa e semplicemente uguale alla
differenza di energia potenziale tra la quota raggiunta h e quella ottenibile in assenza di
attrito, hg,. In modulo si ha:

W (F,) = mg(hsa — h) = 8.8 mJ
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Problema (12 punti)

Una sfera di raggio R; con al centro un
foro sferico di raggio R, rotola lungo
un piano inclinato con angolo 6 rispetto
alla direzione orizzontale. La sfera ha
una densita p uniforme ed inizia il suo
moto da fermo. Il coefficiente di attrito
statico tra sfera e piano inclinato ¢ pari
a flg.

Determinare: a) la massa della sfera
(2 punti); b) il momento di inerzia
rispetto al centro di massa (2 punti);
c¢) 'accelerazione del centro di massa,
dimostrando che il moto ¢ di puro ro-
tolamento (4 punti); d) la velocita del
centro di massa della sfera dopo che & scesa di una quota h lungo il piano inclinato (4 punti).
(Dati del problema: Ry = 10 cm, Ry =5 cm, p = 2.7g/cm?, us = 0.5, 0 = 35°, h = 2m)

SOLUZIONE

a)

La massa di una sfera piena di raggio R; vale:
4 3
M, = gﬂ'pRl =11.3 Kg
La massa di una sfera piena di raggio R, vale:
4 3
My = §7TpR2 =14 Kg

quindi:
b)
Il momento di inerzia di una sfera piena di raggio R; vale:

2
I, = ngRf = 0.045 kgm?®



Il momento di inerzia di una sfera piena di raggio R vale:
2 2 2
Quindi il momento di inerzia totale vale:
I =1 -1, =0.044 kgm?

c)

L’equazioni cardinali della meccanica sono:

Mgsinf — f = Ma

ITa = le
Se il moto ¢ di puro rotolamento:
a=a/R
. Quindi eliminando a si ha che:
Mgsin 6
=——F——=17TN
/ 1+ MR2/I

che ¢ inferiore al valore massimo possibile:

frnaz = psMgcost = 39.8 N

[R? gsind 9
pr— pr— p— 3'9
I~ 1+1/(ME) m/s
d)
Imponendo la conservazione dell’energia che da potenziale diventa cinetica:
1 1 1 1 0?2
Mgh = -Mv*+ —Iw* = ~Mv* 4+ =] —
g 5 v°+ 7 w 5 (U 2 R

2M gh
=L 52
U=\ T s
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Il compito e su due pagine, Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1

Una automobile di massa M, schematizzabile come un punto materiale, ¢ soggetta alla sua forza
motrice che compensa la forza d’attrito dovuta alla resistenza dell’aria espressa dalla legge: —kv?.
La massima potenza erogabile dal motore vale P, che produce la massima velocita raggiungibile in
pianura pari a v,. Determinare a) il valore di & dando le opportune unita nel sistema internazionale
(3 punti); b) la velocita in pianura e la relativa forza motrice se la potenza erogata dal motore ¢ la
meta di quella massima P, (3 punti); ¢) 'aumento della forza motrice e percentualmente 1’aumento
della potenza del motore (consumo di carburante) se viene percorso un tratto in salita con pendenza
p alla stessa velocita trovata nel punto precedente (4 punti).

(dati del problema M = 900 kg, v, = 170 km/h, P, = 80 kW, p = 5%, la pendenza ¢ la tangente
dell’angolo con la direzione orizzontale, per piccoli angoli si confonde con il seno)

Problema 2
I due dischi pieni indicati in Figura sono uniti sul bordo cos-

tituendo cosl un sistema rigido sospeso all’estremo O attorno a / N \
\ \
cui puo ruotare senza attrito. I due dischi hanno stessa massa 9, ¢ |
1 1
m e raggio R tale che il periodo delle piccole oscillazioni del R S

sistema attorno al punto O vale T'. Determinare a) il raggio
dei dischi; b) il momento di inerzia totale del sistema dei due
dischi rispetto ad O; ¢) la velocita massima dell’estremo in-
nulla dalla posizione orizzontale (cioe con il punto di contatto
tra i due dischi allineato orizzontalmente con il punto O). A

(dati del problema m = 700 g, T'= 1.3 s) Pl A

Problema 3 B
Una mole di gas ideale monoatomico esegue il ciclo termod- I
inamico riportato in figura dove: la trasformazione AB ¢ ! I
un’espansione isoterma reversibile alla temperatura T4, BC ¢ !
un’isocora irreversibile e CA e una compressione adiabatica re- C
versibile. La trasformazione isocora avviene in due stadi, met-
tendo il gas, inizialmente alla temperatura 74, a contatto prima V
con una sorgente alla temperatura 77 fino a raggiungere lo stato

di equilibrio I, e poi con una sorgente alla temperatura 7.

Il valore di T; e collocato a meta tra quelli di T4 e T ed € noto il volume V4 del gas in A. Si
calcoli: a) Il lavoro eseguito dal gas in un ciclo e il rendimento della macchina termica (3 punti);
b) La variazione dell’entropia dell’'universo termodinamico (2 punti); ¢) La variazione dell’entropia
dell'universo termodinamico se si assume che la trasformazione isocora avvenga solo tra le due
sorgenti a temperatura T4 e T escludendo quella alla temperatura intermedia 77 (2 punti); d) Si
giustifichi la differenza tra i valori calcolati della variazione dell’entropia dell’universo termodinamico

calcolati per rispondere alle precedenti domande b) e ¢) (1 punto).
(Dati del problema: Ty =500 K, To =240 K, Ty = 370 K, V4 = 7.5 x 1073 m?)




SOLUZIONI

Problema 1

a)

v, = 45.3 m/s

Alla massima velocita la potenza del motore deve compensare la potenza resistente dell’attrito:

P,— kvl =0
B,
k= w =0.76 kg/m
b)
1
QPO—]{?’U% =0

1
vy = vof/; =375 m/s =135 km/h

La forza motrice vale:
Fy, = kv = 1067 N

c)

In salita la forza motrice aumenta di:
AF = Mgp =441 N

E diviene:
F,=F +AF=1508 N

e quindi la potenza del motore diviene:
PQ == FQUl = 56]{3W

L’aumento percentuale del consumo di carburante vale:

P,
=1 — — 1) =41
a 00(P0/2 ) %

Problema 2
a)

Il momento di inerzia del I disco rispetto ad O (usando il teorema di Huygens-Steiner):
1 3
L = gmR* +mR’ = SmR*

I1 momento di inerzia del II disco rispetto ad O :

1 19
I, = §mR2 +m(3R)* = ZmR2



Quindi il momento di inerzia totale vale:
I=11mR?

Il sistema costituisce un pendolo fisico con il centro di massa nel punto di contatto tra i dischi
quindi h = 2R, quindi il periodo delle piccole oscillazioni vale:

b)
Quindi:

I = 11mR?* = 0.18 kgm?
c)

Mentre dalla conservazione della energia:

1 11

2mg2R = ~Iw? = —mR*w?
2 2
8g = 11Rw?

16g
W= Vﬁ = 6.8 rad/s

Ve =wdR =4.2m/s

Problema 3

a)

Dall’equazione dei gas ideali si ha P4y = nRT4/V4 = 5.54 X 10° Pa mentre, usando le proprieta
delle trasformazioni adiabatiche si ottiene:

7,0\ /0
TV =ToVa 5 Vo=V, (T_c> =224 x 1072 m?

Di conseguenza la pressione dello stato termodinamico C vale:

T
Pc:”R ¢ _89x10* Pa
Ve

v
Qup = Wyp = nRTAZOQV—C — 4548 J
A

Il lavoro ottenuto e pari alla somma dei lavori eseguiti durante le trasformazioni isoterma ed adia-
batica: v
Wror = Wag + Weau = nRTAlogVC — ncv(TA — Tc) =131 kJ
A
Il rendimento della macchina termica vale:

_ Wror _ Wror _ 0.988

Qan Wag




b)
La variazione dell’entropia dell’universo ¢ solo quella delle sorgenti dato che per il ciclo essa ¢ nulla.
Nel caso posto dalla domanda b)

Qap  ne,(Tr —Ts)  ne,(Te —Tr)
AS) = — =2. K
Si { T, + T, + To 03 J/
c)
ASy = — [QAB n ne,(Te —TA)] _ 44 JJK
Ty Te

d)

Come ci si aspetta, AS; < AS; dato che la presenza della sorgente alla temperatura intermedia TI
“attenua” il grado di irreversibilita della trasformazione isocora che tenderebbe a divenire reversibile
se il gas potesse scambiare calore con infinite sorgenti di calore che coprano tutto l'intervallo di
temperatura To-T'4.



Universita dell’Aquila - Ingegneria
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Nome Cognome N. Matricola | Corso di Studio Docente

Il compito e su due pagine, Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1

Un punto materiale di massa m; urta un secondo punto mate-

riale di massa ms posto a riposo sopra un’asta posta all’altezza

h rispetto al piano orizzontale. La velocita della massa m;

subito prima dell’urto ¢ v; e la sua direzione forma un angolo

0 rispetto al piano orizzontale. Essendo I'urto tra le due masse V/
completamente anelastico, si chiede di determinare: a) la ve- .

locita del sistema fisico dei due punti dopo 1'urto in modulo, m,
direzione e verso (3 punti); b) la perdita di energia meccanica
derivante dall’urto anelastico (1 punto); ¢) L’altezza massima,
rispetto al piano orizzontale raggiunta dal sistema fisico dei

due punti dopo 'urto (2 punti); d) il tempo di volo ed il valore

della gittata rispetto al punto di impatto sul piano orizzontale

(2 punti);

e) La velocita di arrivo del sistema fisico dei due punti materiali sul piano orizzontale in modulo
direzione e verso (2 punti)

Dati del problema: |v;| =5 m/s, m; = 0.1 kg, my = 0.05 kg, h =2 m, 6 = 35°

R e
>

Problema 2

Uno yo-yo classico di momento di inerzia I e massa m ¢ schematizzabile come
riportato in figura. Attorno all’asse centrale di raggio r e avvolto un filo
di lunghezza ¢ che ¢ fissato ad una estremita in modo tale che mentre lo
yo-yo scende verticalmente, il filo si svolge. Se lo yo-yo parte da fermo per
¢ = 0 si determini: a) la accelerazione e la tensione del filo (4 punti); b)
" energia cinetica rotazionale (assumendo che la rotazione avvenga attorno ¢
al centro di massa) e quella traslazionale alla fine della discesa (4 punti); c)
Al termine della fase di discesa lo yo-yo continua a ruotare nella medesima
direzione riavvolgendo il filo. Assumendo che nell’inversione del moto venga
dissipata tutta ’energia cinetica traslazionale, determinare 1’altezza massima
raggiunta ) (4 punti).

(Dati del problema m =130 g, r = 4.4 mm, { =1.1m, I =1-107* kgm?)

Problema 3

Una pompa di calore e utilizzata per scaldare dell’acqua dalla temperatura ambiente 7T} alla tem-
peratura 7, > T;. L’energia meccanica utilizzata in un ciclo ¢ W e viene prodotta una massa m,
di acqua calda in un ciclo della macchina.

Determinare a) il coefficiente di prestazione cioe il rapporto tra il calore fornito alla sorgente piu
calda e il lavoro impiegato (3 punti); b) il calore assorbito da temperatura ambiente (2 punti); c) la
quantita di acqua calda che si potrebbe produrre con lo stesso lavoro da una pompa di calore ideale
(3 punti).

(Dati del problema T = 20 °C, T, = 60 °C, W =20 kJ, m, = 0.3 kg, ¢, = 4174 J/(Kkg))



SOLUZIONI

Problema 1

a)

Nell’'urto anelastico si conserva la quantita di moto del sistema:
myth = (my + ma) Uiy
proiettando sugli assi:
mivi; = (M1 + me)vip,
mivyy = (m1 + mg)’l}lfy

avendo scelto un sistema di riferimento con 'asse delle ascisse parallelo al piano orizzontale. I

.....

precedenti equazioni si ha:

myv
Vi = — 1 9273 ms™!
my + Mo
myv
Vpy = W 191 ms™!
mq + Mo
gl = \Jvis, +vip, = 3.33 ms™!
v
0 = tan™" v _ 350

Vg
Si noti che la direzione della velocita dopo 'urto e uguale a quella prima dell’urto.
b)
La perdita di energia meccanica dovuta all'urto anelastico ¢ uguale a:
1 2 2

AFE = 5 [mlvl — (m1 + mg)vf] =042 J
c)
L’altezza massima rispetto al piano orizzontale raggiunta dal sistema dei due punti materiali dopo
I'urto si ricava applicando la conservazione dell’energia meccanica per la sola componente y della
velocita vy,

1 2 h h h UJ%Z/
5 (M + 20y = mghias = s = ht 5 - =219 m

d)

Le equazioni del moto parabolico scritte scegliendo come sistema di riferimento quello con 1'asse
delle ascisse parallelo al piano orizzontale e per il quale le coordinate del sistema dei due punti
materiali subito dopo 'urto valgano x(t = 0) = 0 e y(t = 0) = h, sono:

1

Da queste equazioni si ricavano subito il tempo di volo
te(y =0)=0.86 s

e il valore della gittata
zg4(ty) =2.36 m



€)
La componente x della velocita finale rimane costante. Mentre la componente della velocita lungo
y, quando raggiunge il suolo, é:

Vfys = Uy — gty = —6.5 m/s

quindi:
[vps| = \J V], + 0}, =T1m/s
0, = tan~! 2% — 67 40
Vig
Problema 2

a)

Le equazioni cardinali della meccanica si riducono in questo caso a:
ma=mg—T =T=m(g—a)

assunta la direzione verso il basso positiva

Dove T' e la tensione del filo ed o la accelerazione angolare. Eliminando da queste equazioni T :

To
m(g—a)IT

Ma poiche il cordino e fissato ra = a, quindi 'ultima equazione diviene:

I
o 9

= ——— =024 2
¢ 14 1/mr? mfs

la tensione del filo e:
T=m(g—a)=124 N
b)
Chiamando ¢ la lunghezza del filo, applicando la conservazione dell’energia meccanica tra lo stato
iniziale a velocita nulla e lo stato finale di massima elongazione dello yo-yo si ha:

mgl

ﬁ = 1654 rad/s
mr

1 1
mgl = §]w2 + §mvéM —w=

Si e utilizzato w = wveyr, con r il raggio della puleggia attorno alla quale si arrotola il filo. Di
conseguenza vy = 0.73 m/s.
Quindi ’energia rotazionale e:

1
E, = 5&02 =1.37J

Quindi I'energia cinetica traslazionale e:

1
E, = §mv2CM =0.034 J



La somma delle due energie e pari a quella potenziale iniziale:
E,=mgh=14J

c)
Viene dissipata tutta ’energia traslazionale e dalla trasformazione della energia rotazionale in ener-
gia potenziale:

mgl' = E,

('=FE,./(mg)=1.07Tm

Problema 3

a)

Quindi il calore da fornire all’acqua per portarla da T} a Ty e:
Q2 = camo(Ty — T1) = 50088 J
Quindi il COP e: 0
COP = W2 =250

b)
La potenza assorbita da temperatura ambiente e per il I principio della termodinamica:

Q=W —Qy = —30088 J

c)
Se fosse una macchina ideale il suo coefficiente di prestazione sarebbe:

T
T—T

COPF; = 8.3

e quindi il numero di litri di acqua calda prodotta al minuto sarebbe

m'—m%—lk’
i=Mocop — M
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Tempo a disposizione: 2 ore e 30’.

Problema 1 (10 punti)

Nel sistema mostrato in figura, la massa M, ¢ appoggiata ad un piano

orizzontale scabro, con coefficiente di attrito statico ps. Un filo inesten- P

sibile e di massa trascurabile collega la massa M alla massa m, sospesa

nel vuoto attraverso una carrucola che ruota senza attrito e di momento

di inerzia trascurabile. L’angolo massimo di oscillazione di m vale 6,.

Si determini: a) la forza minima a cui & soggetta la massa M lungo la ‘
direzione parallela al piano orizzontale verificando che la massa M m
rimanga ferma (3 punti); b) la forza massima cui ¢ soggetta la massa M lungo la direzione parallela al piano
orizzontale verificando che anche in questo caso la massa M rimanga ferma (4 punti); ¢) ’angolo di oscillazione
massimo superato il quale la massa M si mette in movimento (3 punti).

(dati del problema M = 1.3 kg, us = 0.5, m = 0.4 kg, 6, = 12°)

Problema 2 (12 punti) R

A
1
|
|
!
1
>Y
g

Un disco omogeneo di massa M e raggio R ruota intorno ad un asse passante
per il suo centro con velocita angolare iniziale costante w;. Un punto materiale
di massa m ¢ lanciato lungo una direzione parallela al momento angolare del Vo
disco come indicato nella figura. Il punto materiale urta in modo completa-
mente anelastico sul bordo del disco con velocita vg. Dopo 'urto si misura
che la velocita angolare del sistema fisico disco pili punto materiale & uguale a
wy. Subito dopo l'urto, si applica sull’asse di rotazione un momento frenante
costante in modulo uguale a M, che ferma il disco dopo che questo ha
compiuto n giri completi. Si chiede di determinare: a) la massa M del disco (4 punti); b) Il raggio R del
disco (4 punti); ¢) La perdita di energia meccanica dovuta al solo processo di urto anelastico (2 punti); d) La
posizione del centro di massa del sistema fisico dopo 'urto (2 punti).

(dati del problema w; = 12 rad/s, wy = 6 rad/s, m =1 kg, vo =2 m/s, M, = 0.2 Nm, n = 2.5 giri)

4

Problema 3 (8 punti)
Un gas monoatomico compie il ciclo termodinamico riportato in P A
figura: dalla temperatura 75 il gas si espande in maniera adiabatica
e irreversibile riducendo del 10% il lavoro prodotto nella espansione
(ma le relazioni tra P,V, T sono quelle di una adiabatica reversibile) e
portandosi alla temperatura ambiente T e alla pressione atmosferica
Pg con un volume Vg. A questo punto una compressione isoterma

reversibile alla temperatura T riporta il sistema al volume iniziale C N B
V4. Infine, il gas posto a contatto con la sorgente a temperatura RS
iniziale si riporta alla temperatura 75 tramite una trasformazione J L
isocora irreversibile. Vv

Determinare: a) Il volume in A (2 punti); b) la temperatura T5 (2 punti); ¢) il lavoro prodotto in un ciclo (2
punti); d) il rendimento (2 punti).
(dati del problema T; = 25 °C, pa = 3.5 - 10° Pa, pg = 1-10° Pa, Vg = 0.02 m?)



SOLUZIONI

Problema 1
a)

L’equazione del moto della massa m se M & ferma, nella direzione ortogonale alla traiettoria curvilinea vale:

02 2

m7 =Tr —mgcosh — T :m%ergcosﬁ

Dove 6 é I'angolo generico che la massa m forma con la verticale e Tr ¢ la tensione del filo. Quindi nel punto
piu alto di m si ha che v = 0 e quindi la forza di attrito della massa M ¢ minima pari alla tensione del filo:

Fomin =Tr = mgcosb, = 3.84 N

b)
La forza massima che agisce sulla massa M e quella della tensione massima del filo che si ha, dalla precedente
relazione, quando la velocita del punto materiale & massima (cioe per § = 0). Applicando la conservazione

dell’energia:
2

1
mgl(1 — cosb,) = imvz — % = 2g(1 — cosb,)
Fyr =mg(3 —2cosb,) =4.09 N

Che ¢ inferiore alla massimo la forza di attrito statico di M che vale:
Fa,maz =psMg=64 N

c)

I’angolo di massima oscillazione si trova imponendo che:

Fymaz = mg(3 — 2cosby)

3 F
0, = arccos | = — =22 ) — 46.6°
2 2mg

Problema 2
a)

Il momento angolare dovuto al punto materiale & perpendicolare al momento angolare assiale del disco. Pertanto,
il momento angolare assiale (lungo ’asse z) si conserva prima e dopo 'urto e si puo porre:

Lw; = Lwy + mRwa
. . . _ 1 2'
Quindi essendo per un disco I, = 5 M R*:

1 1
iMRQwi = 5MR%f +mR*wp — M =

Wi —wy

b)
La energia totale persa fino a fermarsi ¢ pari a:

1
AET = _i(Iz + mRQ)w]%

Una volta applicato sull’asse di rotazione il momento frenante My, il disco si ferma dopo aver compiuto n =
2.5 giri completi. Allora ¢ possibile scrivere che la perdita istantanea di energia rotazionale ¢ pari al momento
frenante per ’angolo infinitesimo AFE,:

dE, = —M,db



L’integrale del primo temine ¢ pari a:
1
AB, = (I + mR*)w}

mentre 'integrale del secondo termine:
n2m
/ M,d0 = 2M,mn
0

Quindi:

1 M,m™n
—(I, HDwr = 2M, =2,/ —2— =021
2( + mR)wy ™m — R RS 0.21 m

c)

La perdita di energia meccanica relativa solo all’urto anelastico tra il punto materiale e il disco vale:

1
AE, = [Lw] + mv; — (I, + mR?*)w7] = 3.57 J

o —

2
d)
Il centro di massa xzc s del sistema fisico dopo 'urto misurato rispetto all’asse di rotazione ¢ uguale a:
mR
= =0.07
TOM Y, m
Problema 3
a)
Essendo il gas monoatomico:
5
= - =1.66
773

Essendo la AB trasformazione adiabatica:
paV)] =pBVj,

Quindi
P 1/
Vi=Vg (B) = 0.0094 m?
Py
b)
Il numero di moli del gas ¢ pari a :
pBVB
= = 0.81 mol
n RT: mo
Quindi la temperatura in A vale:
7y = PAYA oo i
n

Si poteva anche determinare da:
Ty =Ty (pp/pa) ™77 =492 K

c)

Il lavoro da compiere durante la isoterma reversibile ¢ pari a
Wpe =nRTylog Ve /Ve = —1500 J
Mentre il lavoro compiuto durante la adiabatica e pari a:
Wap = 0.9nc,(To — T1) = 1760 J
essendo ¢, = 3/2R = 12.5 J/K. Quindi il lavoro totale vale:

W =Wpgc + Wap =260 J



d)
L’unico calore assorbito dalla sorgente a temperatura piu alta € quello durante la isocora che vale:

Qca =ncy(Ty —T1) = 1952 J

Quindi il rendimento di un ciclo € pari a:

w

= —=0.13
K Qca
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Problema 1

Due punti materiali di massa mj e mo sono disposti su
due piani inclinati adiacenti aventi lo stesso angolo 6
rispetto al piano orizzontale (si veda la figura), che puo
essere variato. Le due masse sono legate tra di loro da un
filo che rimane sempre teso durante il moto del sistema e
scorre senza attrito su di una carrucola.

Si supponga che il filo e la carrucola abbiano masse trascurabili. Conoscendo che i coefficienti di attrito
dinamico per i punti di massa m; e mg sono rispettivamente p; e po, si chiede di determinare: a) Il valore
dell’accelerazione del sistema dei due punti materiali e il loro verso di percorrenza rispetto ai piani inclinati
se 6§ = 0, (4 punti); b) Il valore del modulo della tensione del filo T'(6,) per 6 = 6, (2 punti); c) Il valore
dell’angolo 6 = 6’ per il quale il moto dei due punti materiali ¢ a velocita costante (2 punti); d) Il valore del
modulo della tensione del filo T'(f) per § = €' (2 punti);

Dati del problema: m; = 0.9 kg, ms = 2.5 kg, u1 = 0.3, us = 0.15, 6, = 30°.

Problema 2

Una biglia omogenea di massa m = 0.20 kg, raggio r = 2.0 cm e momento di inerzia [ = %mr viene lanciata,
con velocita del centro di massa vg = 1.2 m/s e moto di puro rotolamento, lungo una pista costituita da un
tratto orizzontale, (un breve raccordo arrotondato) e un piano inclinato di un angolo § = 0.2 rad. In assenza
di forze dissipative calcolare: a) L’energia cinetica iniziale totale della biglia e la quota h del centro di massa

.....

2

rimane di puro rotolamento, necessaria per raggiungere la stessa quota se l'inclinazione fosse f2 = 0.4 rad (2
punti); ¢) Il lavoro compiuto dalla reazione vincolare N e dalla forza di attrito F, necessaria a mantenere il
moto di rotolamento (2 punti); d) L’angolo massimo di inclinazione 6y, per il quale il moto rimane di puro
rotolamento se il coefficiente di attrito statico fra la biglia e la pista & us = 0.4 (4 punti).

Problema 3

Un cilindro chiuso contiene n moli di un gas biatomico
a temperatura Ty e pressione Fy. La sezione del cilindro
vale S ed inizialmente solo la forza peso del pistone lo
tiene in equilibrio (nel contenitore superiore vi ¢ il vuoto),
in quanto la molla di costante di richiamo elastico k ¢ a
riposo. Il gas viene scaldato ponendolo su una sorgente a
temperatura T} ed il pistone di alza di una quota h e allo
stesso tempo la molla di contrae di h raggiungendo una Po. Ty PLT,
nuova posizione di equilibrio. Determinare a) la massa
M del pistone (2 punti); b) la pressione Py, il volume V;
e la temperatura T} finale del gas (2 punti); c) il calore
che il sistema assorbe dalla sorgente (2 punti); d) la variazione di entropia dell’universo termodinamico
(2 punti). (Dati del problema Ty = 20 °C, S = 0.01 m?, Py = 4-10° Pa, n = 0.8 moli, h = 20 cm,
k = 5000 N/m)




Problema 1 - Soluzione

a)

Con riferimento alla figura, le equazioni del moto del sistema dei due punti materiali sono le seguenti:

maa = Mmogsin By — maguo costy — T

mia =T —mygsin Oy — myigu1 cos by

dove si e tenuto conto che il filo che unisce i due punti materiali rimane sempre teso e che il moto avvenga nel
senso della discesa del punto materiale di massa ms. Sommando membro a membro le precedenti equazioni

si ha:

- gsin@o(mg —myq) — cos Op(mip1 + maops) 07 ms=2
my + msa ’

b)

Essendo il valore dell’accelerazione positivo, I'ipotesi implicitamente fatta di discesa del punto di massa mg
e, quindi, di risalita di quello di massa mq ¢ quella corretta. Da una delle due equazioni del moto si trova
subito il valore del modulo della tensione del filo:

T(60p) = magsin Oy — magpuz cosfp — maa = 7.34 N

c)
I1 valore dell’angolo 6 per il quale il moto del sistema dei due punti materiali avviene a velocita costante si
trova annullando il valore dell’accelerazione precedentemente ottenuta:

sin @' (mg — mq) — cos &' (myp1 + maps) =0

mypy + mafio

tan @ =
mo —mg
0 — arctan {mluﬁmm] _ 990
mo — my

d)

Conseguentemente, il valore del modulo della tensione del filo T'(¢") vale:

T(0') = magsin@ — mogus cos = 5.75 N

Problema 2 - Soluzione

a) Considerando il vincolo cinematico del rotolamento vy = wor, 'energia cinetica totale iniziale della biglia
risulta:

1 1 1 I
E.=-mv}+ -Iwd=-m (1 + m7“2> v ~0.20 J

Applicando la conservazione dell’energia meccanica fra la condizione iniziale e il punto di inversione del
moto:

E
E.=mgh = h=—"-~0102m
mg

b) La quota raggiunta ¢ indipendente dall’inclinazione della pista.



c¢) Entrambe le forze non compiono lavoro.

d) Nel piano inclinato la biglia & soggetta al peso e alla reazione vincolare costituita da una componente
normale N e una componente di attrito statico F,. Indicando con z la coordinata parallela al piano
inclinato lungo la salita e y la componente ortogonale le equazioni della dinamica dei sistemi per un moto
di rotolamento si riducono a:

ma, = —mgsinf + F, o sin 5
J —mgsin 6

mayZOZN_mgCOSH dacui Fa:m:’?

Ia=—Iay/r = Fyr

Imponendo |Fy| < ps|N| si ottiene

7
tanf < JHs = 14 = 0p; =arctanl.4 ~0.95 rad ~ 54.5°

Problema 3 - Soluzione

a)

La massa del pistone ¢ tale che la sua pressione ¢ pari alla pressione del gas:

quindi:
M = oS =407 kg
g
b)
La pressione finale sara pari a :
P1:P0+%:5-105 Pa

Mentre il volume iniziale era: WRT, \

Vo = P = 0.0049 m

Diviene:

Vi = Vo + Sh = 0.0069 m?>

Quindi la temperatura é:

c)

Detto ¢, = %R = 20.8 J/(molK). La variazione di energia interna del gas vale:
AU = ncv(Tl - To) =372 kJ
mentre il lavoro fatto contro la forza peso é:

L, = Mgh =800 J



Mentre il lavoro fatto contro la forza elastica vale:
1 .9
L.= Ekh =100 J

In totale quindi:
Q=AU+L,+L.=462kJ
d)

La variazione di entropia del gas e data da:

T 1%
AS, = nc, log?1 +anogv1 =117 J/K
0 0

Mentre la sorgente (diminuisce la sua entropia):

AS, = -2 g0k
Ty

quindi in totale:
AS, =AS; +AS; =28 J/K



Universita dell’Aquila - Ingegneria
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Tempo a disposizione: 2 ore e 30°.

Problema 1

Una particella soggetta alla sola forza di richiamo elastico vibra di moto armonico semplice. All’istante
iniziale (¢t = 0) l'energia potenziale ¢ due volte I'energia cinetica, ’energia totale (cinetica e potenziale) vale
Ey = 0.5J e la particella si trova a distanza x1 = 2 ¢m dalla posizione di equilibrio. Dopo t = 0.2 s la
velocita si annulla per la prima volta. La costante di richiamo elastica vale k = 80 N/m.

Determinare: a) I'ampiezza massima di oscillazione (4 punti); b) la massa della particella (3 punti); b) la
velocita e la accelerazione massima (3 punti).

Problema 2

La ruota di una bicicletta, un anello di raggio R e massa M, rotola con moto di puro rotolamento dalla cima
di una discesa mantenendosi in equilibrio partendo da velocita nulla. La discesa ¢ un piano inclinato scabro
con un angolo 6 rispetto alla direzione orizzontale. Determinare: a) La componente della forza di attrito
parallela al piano inclinato durante il moto (3 punti); b) la velocita angolare una volta che abbia percorso
sul piano inclinato un tratto ¢ (3 punti); ¢) L’angolo critico f.per cui il moto non & di puro rotolamento (3
punti). d) Superando per un valore trascurabile tale angolo critico § = 6. + df , non essendo pitt un moto
di puro rotolamento, quale sarebbe la accelerazione? (3 punti)

(Dati del problema 6 = 25° us = 0.45, pug = 0.4, ¢ =4 m, M = 2.5 kg, R = 37 cm)

Problema 3

Una macchina, irreversibile, lavora tra 77 e T assorbendo dalla sorgente a temperatura maggiore la quantita
di calore @2 in un ora. Il suo rendimento ¢ 1/5 della macchina reversibile operante tra le stesse temperature.
Determinare: a) la potenza meccanica prodotta dalla macchina (3 punti); b) la potenza termica che dissipa
nella sorgente a temperatura piu bassa (2 punti); ¢) la variazione di entropia dell’universo in un giornata di
funzionamento continuo (3 punti);

(dati del problema Ty =300 C, T} = 30 C, Q2 = 52 M J)



Problema 1 - Soluzione

L’equazione del moto sono:
T = xosin (wt + @)

k
v = Zow cos(wt + @) = T/ — cos(wt + )
m

essendo w = \/k/m.
a)
Dovendo essere all’istante iniziale: . .
§kx2 + 2§mv2 =F,
1 1 k
Qkx% sin?(p) + 2§mxgg cos?(¢) = Ey

1
§kx% + ka2 cos®(p) = Ey

E, — kx?/2
xocos(p) = kal/ =78 cm
Quindi essendo:
To SN 1
tanp = =
ToCOSY X co8(p)
w = tan~t —TL 140
Zocos(p)
Quindi:
z1
To = — =8cm
sin ¢
b)
Dovendo essere:
wt+ @ =m/2
w=6.6 rad/s

quindi:
k
w
c)
La velocita massima e pari a:

Vmaz = Tow = 0.5 m/s

La accelerazione massima:
Umaz = Tow> = 3.5 m/s2

Problema 2 - Soluzione

2)

L’equazioni cardinali, definita con f la forza di attrito, sono:

Macpy = Mgsinf — f


Highlight


—fR=1I«
con I = M R? essendo un anello. Inoltre essendo un moto di puro rotolamento:

_acm
R

sostituendo questa equazione nella seconda equazione cardinale si ha :

acMm
R=M"—=
/ R

eliminando acs:
M
f= Tgsinﬂ —52 N
b)

La differenza di altezza e pari a:
h=/{sinf =1.7m

Utilizzando il teorema di Huygens-Steiner il momento di inerzia rispetto il punto di contatto eé:
I,= MR? + MR?* = 2MR? = 0.68 kgm?

Eguagliando I’energia rotazionale alla fine della discesa con quella potenziale all’inizio:

1
3 ww? = Mgh

MR?*w? = Mgh

w:%hzll rad/s

Si poteva anche usare la cinematica per ottenere lo stesso risultato.

c)
per avere puro rotolamento:

M
TgsiHG < psMgcost

Quindi il valore critico dell’angolo ¢ quello per cui:

tan 0, = 2

0. = 42°

d)

La I equazione cardinale diventa:
Macy = Mgsin. — pgM g cos 8,

acy = g(sinf. — pgcosf.) = 3.6 m/s2




Problema 3 - Soluzione

a)
Detto:
T = 3600 s

Ty =273+30=303 K
Tp =273+ 300 =573 K

La potenza meccanica prodotta é:

W
P,=—
T
dove il lavoro vale per definizione:
W = 7]1'7'7"@2
ed ) T
1
irr=—(1——=1]=0.1
! 5 ( T2>
Q2
P =njyr— =136 kW
n T 36
b)
Essendo:
Q2+ Q1 —
Q2 rr

Q1= (771'7"7' - 1)@2 =47 MJ

La potenza da dissipare nella sorgente temperatura piu bassa vale:

1

_9 3w
=13k
C)

La variazione di entropia:

AS =24 (- - ) =155 MJ/K



Universita dell’Aquila - Ingegneria
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Tempo a disposizione: 2 ore e 30°.

Problema 1
Le equazioni parametriche di un punto materiale che descrive una curva a spirale con partenza nell’origine
di un sistema di riferimento (z,y), sono:

x = Atsinwt y = At coswt

Determinare: a) la distanza del punto materiale dal centro dopo un giro (2 punti); b) la sua velocita in
modulo dopo mezzo giro (2 punti); ¢) la sua accelerazione in modulo dopo un giro (2 punti); d) la sua
accelerazione tangenziale dopo un giro (4 punti).

(dati del problema A = 0.15 m/s, w = 1.2 rad/s, un giro corrisponde ad una variazione 27 nella fase delle
funzioni trigonometriche).

Problema 2

Una piattaforma (un disco) non vincolata di massa m,,
e raggio R ¢ in quiete su di un piano orizzontale liscio
quando da un suo bordo un sistema meccanico spara un
proiettile (un punto materiale) di massa mg con velocita
vp diretta tangenzialmente al bordo della piattaforma (si
veda la figura) parallelamente all’asse delle x. Ipotiz- X
zando il sistema meccanico di lancio come un punto ma-
teriale di massa mi posto sul bordo della piattaforma, si N
chiede di determinare in assenza di attriti (per il sistema m,
piattaforma piu‘ lanciatore): a) le coordinate del centro — R

di massa, la distanza del lanciatore dal centro di massa ed il momento di inerzia dall’asse libero di rotazione
(3 punti); b) dopo il lancio determinare la velocita di traslazione del centro di massa del sistema e quella
angolare in modulo direzione e verso impressa dal lancio del punto materiale (5 punti); ¢) la velocita angolare
della piattaforma nel caso in cui essa fosse vincolata a ruotare intorno al suo centro nelle stesse condizioni
dinamiche indicate in precedenza. (4 punti)

(Dati del problema: R =5 m; m, = 20 kg; mo =1 kg; vo = 10 m/s, m; =5 kg)

Problema 3

Una mole di gas ideale monoatomico inizialmente alla temperatura Ty ¢ contenuta in un cilindro di volume
Vo e subisce una compressione adiabatica reversibile da portarlo a un volume finale Vy = V4/3 e a una
temperatura finale Ty. In queste condizioni, il gas ¢ posto a contatto con una sorgente alla temperatura
Ty alla quale si riporta mantenendo costante il volume del gas V. Si riportino nel piano di Clapeyron le
trasformazioni termodinamiche subite dal gas (1 punto) e si calcoli:

a) La temperatura Ty del gas e il lavoro da esso subito durante la compressione adiabatica reversibile (2
punti);

b) La variazione totale di energia interna del gas; (1 punto)

¢) La variazione di entropia dell’universo termodinamico. (4 punti)

(Dati del problema: Ty = 300 K)



Problema 1 - Soluzione
a)
Per fare un giro impiega un tempo pari a:

2
tg:U:5.2S

quindi la distanza dal centro dopo un giro e:

A
d=y(ty) = Tﬂ =0.78 m

b)

Le componenti della velocita sono:
vy = Asinwt + Atw coswt

vy = Acoswt — Atwsinwt

Per fare mezzo giro impiega un tempo pari a:

U
tin = —
w

Dopo mezzo giro:
Vg (tm) = —Atpw = —Ar vy(tm) = —A

Quindi

[0(tm)] = \fve(tm)? + vy (tm)? = AVA2 + 1= 0.49 m /s
c)

La accelerazione ha componenti:
a, = 2Aw coswt — Atw? sinwt

ay = —2Awsinwt — Atw? coswt

Dopo un giro:
ag; = 2Aw

ay = —Atgw2 = —A27w
In modulo:
la(ty)| = 24w/ 1 + 72 = 1.19 m/s?
d)
Il versore tangenziale dopo un giro e diretto come la velocita:
Uz(tg) = A2
vy(tg) = A

0(tg)] = fatan)? + vy (t)? = A4 + 1
Q- 2T
Y VaArz+ 1
1

P S
Yo VA 11

~

A~



27 1 21 Aw
—— — A27w =
VAar? +1 VAr2 +1  VAr? +1

La componente centripeta e prevalente e vale:

ay = Azl + ayly = 2Aw =0.18 m/s2

ac = y/a(ty)? —a? = 1.17 m/s*

Problema 2 - Soluzione

a)
Una volta effettuato il lancio del punto materiale di massa mg, assumendo come zero dell’asse delle ordinate
il centro della piattaforma circolare, la coordinata del centro di massa del sistema vale

m1R
xom =0 Yyouy = ————=1m
mp +my

la distanza del lanciatore dal centro di massa:
di=R—-ycu=4m

La piattaforna ha un momento di inerzia rispetto all’asse libero di rotazione:

1
I, = impR2 + mpy%M =270 kgm?

Quindi il sistema ha un momento di inerzia:

Icn = I +madi = 350 kgm?

b)
Applicando la conservazione della quantita di moto la velocita di trascinamento del sistema:

0 = movg + (my + my)v, — vy = _%Ufnl = —0.4m/s
p

lungo I'asse delle x. Mentre dalla conservazione del momento angolare:

modivg

0 = Icpmwy, — modivg — wp = =0.114 rad/s

Iem
Il vettore velocita angolare ¢ perpendicolare al piano del disco e uscente da esso.
c)

Nel caso in cui la piattaforma fosse vincolata a ruotare intorno al suo centro, il momento d’inerzia del sistema
vale:

1
Iby = 5m,,R2 +m1R? = 375 kgm?
Vale solo la conservazione del momento angolare:
moRuvg

/
cM

0 = Igpwp — moRvg — wy, = =0.133 rad/s



Problema 3 - Soluzione

Il gas subisce due trasformazioni termodinamiche: la prima p
¢ una compressione adiabatica e la seconda e un’isocora ir-
reversibile che riporta il gas alla temperatura iniziale Tg.
Pertanto, nel piano di Clapeyron queste due trasformazioni
sono descritte come in figura. Come si vede il gas non ri-
torna nello stato termodinamico iniziale A (non percorre un
ciclo termodinamico completo) ma termina nello stato ter-
modinamico C appartenente all’isoterma 1. >

2 Vo/3 V, %

La temperatura alla quale si porta il gas al termine della compressione adiabatica si ricava da:

vy =1y

con v — 1 = 0.66 essendo il gas monoatomico. Quindi:

Vo)™
Ty =Tp <Vj> =624.5 K

Il lavoro eseguito sul gas per comprimerlo é:

3
Wap = —ney(Ty — Tp) = _niR(Tf —To)=—-4kJ

b)
La variazione totale di energia interna del gas ¢ nulla ritornando il gas alla stessa temperatura di partenza.

c)
Per il calcolo della variazione di entropia dell’'universo termodinamico, bisogna tenere in conto quella relativa
al gas e quella relativa alla sorgente di calore alla temperatura T0. Per la prima, durante la isocora, si ha:

T,
ASyas = nc, log ?0 =913 J/K
7

Mentre nella sorgente durante la trasformazione BC entra una quantita di calore pari a:
Qpc =ncy(Ty —Tp) =4 kJ

Quindi:
@pc _
Ty

La variazione di entropia dell’'universo termodinamico é:

ASsorgente = 13.,5 J/K

ASy = ASgas + ASsorgente = 4.34 JJK
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Tempo a disposizione: 2 ore e 30°.

Problema 1

Un punto materiale di massa m; € lanciato da una molla di costante elastica K compressa di un tratto Ax;
rispetto alla sua posizione di riposo. Dopo aver percorso un tratto orizzontale, la massa m; urta in modo
completamente elastico con un secondo punto materiale di massa ms inizialmente a riposo. Dopo l'urto, il

secondo punto materiale sale un tratto in salita fermandosi a un’altezza h rispetto al piano orizzontale.

Nell'ipotesi di assenza di attriti, si chiede di determinare: a) la velocita vy della massa mo dopo 'urto (2
punti); b) la velocita vi¢ della massa m; dopo 'urto (4 punti); c) il valore della costante K della molla (2
punti); d) il valore della compressione della molla Az ¢ una volta che la massa my, dopo 'urto, ritorna verso

la sua posizione iniziale. (2 punti)

Dati del problema: my =1 kg; mo = 3 kg; Az; = 0.2 m; h=5.1¢cm

Problema 2

Una carrucola di momento di inerzia I, € poggiata su un asse oriz-
zontale libero di ruotare e passante per il suo centro. Sulle due gole
rispettivamente di raggio Ry ed Rg vi sono due fili inestensibili,
che non strisciano, e portano agli estremi due masse puntiformi my
ed mo. Il sistema ¢ inizialmente fermo e le masse sono allineate. 11
sistema viene liberato. Determinare dopo che la carrucola ha per-
corso un quarto di giro: a) la posizione del baricentro del sistema
delle massa m1 e mgy rispetto alla posizione inziale del sistema
(3 punti); b) la velocita della massa m; ed ma (4 punti); c) la
tensione dei due fili (5 punti).

(dati del problema I = 0.5 kgm?, m; = 4.5 kg, ma = 1.1 kg,
Ry =40 em, Ry = 25 c¢m)

Problema 3

3

n moli di un gas ideale, monoatomico, eseguono la trasformazione ciclica
irreversibile ABC mostrata nella figura. La trasformazione AB & una
isoterma reversibile, la BC una isobara e la CA una isocora.
isocora e la isobara sono irreversibili in quanto eseguite con una sola
sorgente di calore alle temperature T’y e T rispettivamente. Il rapporto
tra il volume in B ed in A & noto come la temperatura della isoterma

Ty.

Determinare: a) La temperatura in C' (2 punti), b) il lavoro totale ese-

La P

guito durante il ciclo termodinamico (2 punti); ¢) il rendimento della

macchina termica (2 punti); d) Supponedo di utilizzare una terza sorgente a temperatura 7T, incognita
intermedia fra T4 e T in maniera che in una prima parte dell’isobara il calore viene ceduto a questa
sorgente e successivamente la medesima quantita di calore ceduta da questa sorgente al gas (riutilizzandola)
nella prima parte dell’isocora fino a 7)., determinare la temperatura 7). e il rendimento del ciclo modificato

(2 punti). .
(Dati: Ty = 500 K, Vg/Vs = 1.6, n = 0.5)

\'%



Problema 1 - Soluzione

a)

Dalla conservazione dell’energia meccanica per la massa my si ha:

1
imgvgf = mogh
quindi:
var = /2gh =1m/s
b)

Nell’urto si conserva la quantita di moto:

miviyf + mavaf
my

miv1; = M1v1f + Mooy — V15 =

Ma essendo elastico si conserva anche anche ’energia cinetica:

1 o _ 1 2 1 2
Emlvli = imlvlf + §m2v2f

sostituendo in questa 1’espressione di vy; :

(mav1y 4+ mavay)?

2 2
= M1V ¢ + Mov
mq 1f 2f

(mymg — m%)vgf
fry — —1
vif S iy m/s

c)

.....

miv1 s + mova
vy = f I —9 m/s
mi

Dovendosi trasformare I'energia potenziale della molla in energia cinetica della massa mj:

§KA.Z'Z = §m1?}11
myv;
K = — 3t =100 N/m

d)

Infine, la massa m;, tornando indietro dopo l'urto verso la sua posizione iniziale, comprimera la molla
rispetto alla sua posizione di riposo della quantita:

1

KA$? = fmlv%f

1
2 2

A:L‘f:vlf,/% =0.1m



Problema 2 - Soluzione

Soluzione:

a)

La differenza di altezza dopo un quarto di giro & pari a:

dz = g(R1 + Ry) =1.02m

In realta la massa mq si porta (in basso) a:
2l = —ng —0.61 m

mentre lla massa ms si innalza di:
0
z9 = R2§ =039m
Quindi il baricentro del sistema di abbassa di:

_ M1z1 + Moz

h = —0.43 m
mi1 + ms
b)
Non slittando:
U1 V2
_— = — = W
Ry Ry
Dalla conservazione dell’energia meccanica:
1 1 1
imlv% + §mgv§ + §Iw2 = —(m1 +ma2)gh

Definendo:
I. = miR? +moR3 + I = 1.29 kgm?

-2 h
w= \/ (m11—_i- m2)g = 6.04 rad/s
€

v =wR; =24 m/s

vy =wRy =15m/s

c)
Mentre le equazioni cardinali sono:
mig — 11 = miay

—mag + Ta = maay
T1R1 — TQRQ =Ia
Ma, anche:
al a9
_— = — =
R R
mlgRl - T1R1 == mlaRl
—magRa + To Ry = maaRy
T1R1 — T2R2 =Ia



Quindi eliminando T} e T (sommando le tre equazioni) si ha:

R — R
o= (M1 Im2 2)g =116 T‘CLd/s2

Da cui:
T1 =mig — mlole =23 N

Ty = mog + moaRy =14 N

Problema 3 - Soluzione
a)
Il calore assorbito dalla sorgente T4 durante una isoterma vale:

%
Qap =nRTAln -2 =976 J
Va

Nella isobara si avra che:

Ve _ Ve
Ty, Tco
Essendo Vo = Vy:

To =Ty YA — 3125 K
VB

b)
Quindi:
5
QBc = niR(Tc —Ty) = —1950 J

3
Qca = n§R(TA ~Tc) = 1169 J

I1 lavoro totale in un ciclo vale:
W =Qap+Qpc+Qca=197J

c)

Mentre il calore assorbito dalla sorgente a temperatura maggiore T4 vale:

Q2=Qca+ Qap =2146 J

Quindi:
w
= — =10.092
T 0

)

Imponendo che il calore assorbito dalla sorgente intermedia durante la trasfromazione isocora sia pari a
quello ceduto durante la isobara si ha:

3 5
ngR(Ty = To) + noR(Ty = Ta) = 0

5Ty +31¢

Tx 3

=430 K



Quindi invece di Q¢4 il calore da prendere dalla sorgente a temperatura T4 e solo:
3
Qxa= niR(TA —Ty)=731J

Quindi
Q5 =Qxa+ Qap =1415 J

quindi il rendimento diventa:

w
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Tempo a disposizione: 2 ore e 30°.

Problema 1 \
Una sbarretta di massa M e sospesa agli estremi da due molle
eguali di costante elastica k£ che a causa della sospensione della
sbharretta sono di lunghezza £. Un piccolo oggetto di massa m cade

dall’alto da altezza h e rimbalza in maniera elastica nel centro della /
sbarretta. Determinare a) la lunghezza a riposo delle due molle (2
punti); b) la velocita di impatto e di rimbalzo dell’oggetto di massa l

m (3 punti); ¢) la altezza a cui rimbalza (2 punti); d) la velocita

della sbarra subito dopo 'urto e la sua ampiezza di oscillazione (3

punti).

(dati del problema M =4 kg, k = 2000 N/m, { =20 ¢m, m = 300 g, h = 50 cm

Problema 2

Due seggiolini opposti rispetto al centro di rotazione di una giostra di massa m (compresi gli occupanti)
ruotano attorno all’asse comune di rotazione. Inizialmente il moto circolare lungo la direzione orizzontale ¢
garantito da due funi di lunghezza [ che formano un angolo con la direzione verticale di 61, cioe il sistema e
un pendolo conico con due masse. Determinare a) la tensione iniziale delle due funi (2 punti); b) il modulo
della velocita con cui ruotano (3 punti); b) il momento angolare iniziale dei due seggiolini (3 punti). d)
Calcolare inoltre come diviene la velocita dei seggiolini se mediante una fune tesa (forza interna) tra i due
occupanti I’angolo con la verticale dei seggiolini diviene 65 (4 punti).

(Dati del problema m = 100 kg, | = 12 m, 61 = 40°, 5 = 33°)

Problema 3

Una macchina termica ciclica reversibile lavora assorbendo una quantita di calore in un ciclo @2 da una
sorgente a temperatura T5 e cedendo il calore 1 a una sorgente a temperatura 7;. Il rendimento di questa
macchina € 72. Una seconda macchina termica reversibile con rendimento n; = 0.20 lavora in parallelo
assorbendo ()1 dalla sorgente a temperatura 7T} e cedendo (¢ a una sorgente a temperatura 7y. Determinare:
a) Le temperature delle sorgenti T} e Tp e i calori con esse scambiati (2 punti). b) Le variazioni di entropia
delle sorgenti e dei fluidi delle due macchine termiche in un ciclo (3 punti); c¢) Il rendimento complessivo
n della coppia di macchine termiche (considerando che il bilancio della sorgente T} & nullo) come valore
numerico e come espressione generale in funzione di 1; e 12 (3 punti).

(Dati del problema: Q2 =4 kJ, To» = 800 K, ny = 0.40, 1 = 0.20)



Problema 1 - Soluzione
a)
Imponendo che la sbarra sia inizialmente in equilibrio:
2k(0 —4,) — Mg=0
segue che:

Mg
EO—E—%—O].QCW

b)

La velocita di impatto si ricava dalla conservazione della energia:

1
mgh = imvg

Vo = +/2gh =313 m/s
Nell’urto si conserva la quantita di moto:
mu, = mus + MVy — m(v, —vy) = MV;
dove vy e Vy sono la velocita del punto materiale e della sbarra. Ma si conserva anche I'energia:

1 1 1
imvg = imv]% + §MVf2 — m(vo — vy) (Vo +vf) = MVf2

Combinando le due equazioni:
vo +vp = Vs
Che sostituita nella prima:
m(vo —vy) = M(vo +vy) = (M +m)vy = (m — M)uv,
m—M
v m—+ MUO

=—-2.7m/s

c)

Quindi dopo l'urto il punto materiale rimbalza ad una altezza:

1
mghy = §mv]2c
’U2
hy = Z—f = 0.36 m
g

d)
Dalla conservazione della quantita di moto:

mv, = MV +muy

V= %(Uo —vy) =044 m/s
Quindi oscillando tutta la sua energia cinetica diventa energia potenziale (attorno ad ¢) di ampiezza (le
molle sono due):

1
S MV} = kg

M
1o =Vpy/ 55 = 0014 m



Problema 2 - Soluzione

a)

Inizialmente per ognuna delle due masse posso scrivere, nella direzione verticale (asse z):
T cosf, = mg

quindi:
T=1280 N

b)

La componente della tensione del filo lungo la direzione orizzontale é inizialmente la sola forza centripeta,
del moto rotatorio con raggio:
r1=1lsinfy =7.7m
Quindi:
02
m—L = Tsin 6
L&}

[Trq sin 0
v = IS =8m/s
m
c)

Inoltre si ha che il momento angolare vale:
E = 2mr1v1E

L’unica componente del momento angolare esistente & quella attorno all’asse di rotazione, la componente
perpendicolare € nulla per ragioni di simmetria:

|L| = 1.23-10* kgm?s™!

d)
Poiche agiscono solo forze interne, L si conserva e poiche nella condizione finale la direzione rimane la stessa,
dovro avere che
2ml sin 01v1 = 2ml sin G-
sin 91

Vg = V1
sin 0

=94 m/s

Problema 3 - Soluzione

a)
Dall’espressione del rendimento per una macchina reversibile:
T

772:1—?2 = T1:T2(1—772):480K

T
m:l—% = To=T1(1—m)=To(1 —m)(1l—m)=384K



b)

La sorgente a Th cede calore Q2 quindi la sua entropia diminuisce di:

La sorgente a T cede ed acquista la stessa quantita di calore per cui la sua entropia non varia. La variazione
di entropia del fluido nel ciclo & nulla e quindi essendo il ciclo reversibile la variazione di entropia della
sorgente a temperatura inferiore deve essere eguale e contraria alla diminuzione di entropia della sorgente a
temperatura inferiore:

ASy=—-AS; =5 J/K

Si poteva calcolare direttamente, infatti il fluido cede alla sorgente 77 in un ciclo della macchina 1:

Q1= Q21 —n2) =—-24kJ

In un ciclo la macchina 2 assorbe un calore —Q; e cede alla sorgente Ty il calore:

Qo=-Q1(1—m)=-192kJ

e quindi la sorgente 0 aumenta la sua entropia di:

)

Dalle espressioni per i rendimenti delle 2 macchine termiche

T1 T() TO
T2 2, Tl m, n

moltiplicando le prime due equazioni si ottiene la terza, pertanto vale I'identita:

l—n=0-m)1-m) = n=n+n—mnn =052

Ma, anche e possibile calcolare il lavoro della prima macchina:
Wo =n9Q2 = 1.6 kJ

Wl = —771@1 =0.48 kJ
Quindi:

Wy + W
p= 22t _ (59

Q2
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Problema (7 punti)

Due punti materiali A e B, aventi massa rispettivamente pari a m e
2m, sono posti su due piani inclinati adiacenti, aventi stesso angolo 6
rispetto al piano orizzontale. Essi sono legati tra loro da un filo
inestensibile e di massa trascurabile passante per una carrucola
ideale (ovvero senza attrito e massa trascurabile e su cui il filo resta
aderente senza slittare).

Si ipotizzi dapprima che I'attrito tra i piani inclinati e i corpi sia trascurabile. In tali condizioni, determinare:
1. latensione del filo (1,5 punti);
2. considerando i punti materiali A e B inizialmente fermi, la velocita dei due corpi dopo aver percorso un
tratto L sui rispettivi piani inclinati (1,5 punti).

Si ipotizzi poi che tra il piano e il corpo A ci sia attrito, assumendo un coefficiente di attrito sia statico che
dinamico pari a u. In queste nuove condizioni, determinare:

3. seicorpirestino fermi o si muovano (1,5 punti);

4. latensione del filo (1,5 punti)

Nella soluzione dei diversi punti, si valutera complessivamente:

5. chiarezza dell’esposizione, ivi inclusa la spiegazione e illustrazione dell'impostazione delle risposte,
nonché I'analisi dimensionale sulle equazioni utilizzate (1 punto)

. o _ . _ . _ m
Dati: m=2.5kg; 6=25°%L=30cm; u=0.60; g = 9.85—2



Soluzione

1. Notiamo che, essendo il filo inestensibile, i due corpi si muovono compiendo spostamenti uguali, quindi anche
uguali velocita e accelerazioni. Inoltre, essendo la carrucola e il filo con massa trascurabile e utilizzando il terzo
principio della dinamica, le tensioni ai due capi del filo sono uguali in modulo. Utilizzando il secondo principio
della dinamica per i due corpi A e B, otteniamo:

BI?:ZL; Srir;g;il ? z rzn;ll,a per entrambe le equazioni [M][L][T]7% = [M][L][T]?
Risolvendo il sistema per a e T, si ottiene il valore della tensione:

a= %g sin@ = 1.4m/s2 [L][T]72 = [L][T]2
T =Zmgsind =14N [M][L][T]7% = [M][L][T] 2

2. La velocita dopo un tratto L puo essere ricavata applicando il teorema dell’energia meccanica a uno dei due
corpi. Considerando che il dislivello compiuto dai corpi & in modulo pari a:

h=Lsin0 [L] =[L]
e applicandolo, ad esempio, al corpo A che parte da fermo e sale di una quota h:

AE,, = W,, = %mvz +mgh=TL = gmgL sin@  [M][L]2[T]72 + [M][L][T]~2 = [M][L]?[T]~2

da cui la velocita:

v = /%gL sin@ =091 m/s, [L][T]~* = [L][T]

Alternativamente, si puo ricavare la velocita per via cinematica, osservando che il moto uniformemente accelerato
da come legge oraria ad esempio per il corpo A:

O =gat?,  LI=01; v = et LTI = LT

con a = 1/3 gsin @ ricavata al primo punto. Imponendo che al tempo ¢ si percorre il tratto L, si puo ricavare il
tempo impiegato:

x(ty) =zgsintZ =1L, [L]=[l] > ¢ = fﬁ,[r]:[r]

e da questo ricavare la velocita finale:

1, 6L _ |2 Lo
v(tf) =aty =29 sm@\/gsine = \/3 gLsinf8 =091 m/s.
Comungque si proceda al calcolo, I'espressione finale per la velocita ha le dimensioni corrette:

(L1717 = ([LNT]?[LDY? = [LI[T] 7}

3. Nel caso di presenza di attrito tra il piano inclinato e il corpo A, si puo verificare se si & nel caso statico riscrivendo
il sistema di equazioni scalari ottenuto dal secondo principio per A e B, ipotizzando che restino fermi, ovvero che
I'accelerazione sia nulla:

A: T—mgsinf —F,; =0

B: 2mgsin® —T =0 per entrambe le equazioni [M][L][T]7% = [M][L][T]?



dove F & il modulo della forza di attrito statico. Dal sistema considerato, si puo ricavare che:
Fus = mgsin 6, [M][L][T]~? = [M][L][T]™?

Confrontando questa forza di attrito necessaria a mantenere il sistema in quiete con la forza di attrito statico
massima su A:

Fysmax = uN = pmg cos 6, [M][L][T]~? = [M][L][T]~*
e verificando:
Fos € Fgsmax = mgsinf < uymgcosf = pu=tanf =047
che risulta quindi essere soddisfatta, dimostrando che il sistema resta in quiete.
4. Dallo stesso sistema di equazioni del punto 3, si puo ricavare la tensione:

T =2mgsin@ =21 N.
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Problema (15 punti) Un corpo rigido ¢ costituito da un’asta
sottile di massa m e lunghezza L e da un anello di raggio R=L/2
e massa M=2m saldati nel punto O (vedi figura). Il sistema puo
ruotare liberamente (senza attrito) intorno ad un’asse passante
per il punto O e perpendicolare al disegno. 1. Determinare la
distanza del centro di massa del corpo dal punto O (3 punti);
2. Verificare che il momento d’inerzia del corpo rigido
rispetto al punto O & I, = 0.4 Kgm? (3 punti);

Per mantenere il sistema in equilibrio statico, con I’asta
orizzontale, viene applicata una forza F nel punto A e lungo la
direzione indicata dalla linea tratteggiata (vedi figura). 3. Dopo
aver scelto un sistema di riferimento, indicare tutte le forze che

agiscono sul sistema sia graficamente che specificandone le componenti nel sistema di riferimento scelto (2 punti); 4.

determinare la forza F e la reazione vincolare ﬁ,, prodotta dal vincolo per mantenere il sistema in equilibrio statico (4

punti). Supponendo di eliminare la forza F,il corpo inizia a ruotare sotto 1’azione della forza gravitazionale. S.
Determinare la velocita angolare del sistema nell’istante in cui 1’asta ¢ in posizione verticale (3 punti).

2
Dati: m=1.2kg; L=50cm; g =9.8 Sﬂz Formule utili: I, = MR?, 1,5 = % sono i momenti d’inerzia dell’anello (an)

e dell’asta (as) rispetto al proprio centro di massa, rispettivamente.



Soluzione:

1. Scegliamo il sistema di riferimento xyz centrato in O, con 1’asse x orizzontale orientato verso destra,
I’asse y verticale orientato verso ’alto ed asse z ortogonale al piano del foglio e con verso uscente. La
posizione X, del centro di massa ¢ data da:

—MR + mL L
Xcy = 2 _ - —8.3cm
M+m 6

2. Essendo il momento d’inerzia una quantita additiva, il momento d’inerzia del sistema rispetto al punto
O c¢datoda: Iy = Igp 0 + Igs 0, dove gy o, 1450 SOn0 1 momenti d’interzia dell’anello (an) e dell’asta
(as), rispetto ad O. Utilizzando Il teorema di Huygens-Steiner, si ha:
lano = lan + MR? = 2MR?, Ios0 = Ios +

mL?

= T, quindi: Ip = 3mL? = 04K gm?

3. Larisultante delle forze applicate al sistema ¢:

-

R = 3mg + R + F , dove la forza peso Smg = —3mguy ¢ applicata nel CM

F F, uy ¢ applicata nel punto A, R =R yuy ¢ applicata in O

J=u !
@

4. Imponendo la condizione di equilibrio statico, la prima equazione cardinale fornisce:
—

R=0=R,=-3mg—F = (3mg — E)u,. ovvero Ry, = 3mg — F.

La seconda equazione cardinale fornisce MO = Xcpyly X 3mg + Lu, X F
-

dove M,, ¢ il momento delle forze calcolato rispetto al polo O. Imponendo la condizione di equilibrio
statico, abbiamo:

- " 3mgxcy 3mg|xcm| mg
My = (—3mgxcy + LF))u, =0=>F, = A =——-=-59N
7mg

Andando a sostituire nell’espressione per R, ,,, otteniamo: Ry, , = = 41N

V,Yy»

N

5. In assenza della forza F il sistema comincia ad oscillare attorno al polo O. Applicando la
conservazione dell’energia meccanica tra I’istante in cui il sistema ha velocita angolare nulla e I’asta
¢ in posizione orizzontale e I’istante in cui I’asta ¢ in posizione verticale, abbiamo:

1 emglx mgL —
510w2=3mg|xCM|=>a)=\/M=\/—g=3.8rads 1

Io Io
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e Tempo a disposizione: 2h 30min; perché il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire almeno
3.5 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti) 1\6
Un corpo puntiforme (corpo 1) & legato tramite una sbarra rigida (di massa A
trascurabile e lunghezza L=1.0 m) a un punto fisso O. Il sistema ¢ disposto su
un piano verticale (vedi figura). Si supponga che il corpo 1 inizi a cadere verso
sinistra con velocita iniziale nulla. Nel caso ideale (trascurando qualsiasi tipo di \
possibile attrito), (a) determinare la velocita del corpo 1 nel punto A .2

(individuato dall’angolo 84 = /6 rad) [2 punti].
(b) Calcolare la componente tangenziale (lungo la traiettoria curvilinea) dell’accelerazione del corpo 1 nel punto A [1
punto]. Successivamente si supponga che il corpo 1 urti un secondo corpo puntiforme di massa ms = 2my (il corpo 2
posto sul piano orizzontale come mostrato in figura) con velocita UY) = 6.3 m/s. Considerando 'urto elastico e che
la velocita del corpo 2 & nulla prima dell'urto, (c) determinare la velocita del corpo 1 dopo I'urto [3 punti]. (d) E
richiesta 1’analisi dimensionale su ogni equazione utilizzata per la risoluzione del problema [1 punto].

Problema 2 (15 punti) Un disco di massa M = 1.2kg e raggio R = 50cm si trova sulla superficie di un piano
inclinato di un angolo § = 30° rispetto alla direzione orizzontale, a distanza d = 2m dal punto O (come in figura). E’
presente attrito tra la superficie del piano ed il disco. Il vertice del disco diametralmente opposto al punto di contatto
con il piano ¢ collegato al punto O da un filo inestensibile e di massa trascurabile, che mantiene il sistema in condizioni
di equilibrio statico. (a) Dopo aver scelto un sistema di riferimento, indicare tutte le forze che agiscono sul sistema sia
graficamente che specificandone le componenti nel sistema di riferimento scelto [2 punti]. (b) Calcolare le componenti
della tensione del filo nelle direzioni parallela ed ortogonale al piano [5 punti]. Rimuovendo il filo, si osserva che il
disco compie un moto di puro rotolamento. In tale condizione, (c) calcolare 'accelerazione angolare del disco [3 punti]
e (d) la velocita angolare del disco dopo che il centro di massa ha percorso un tratto di lunghezza [ = 3.5m lungo il
piano inclinato [5 punti]. NOTA: momento di inerzia del disco Iy = %mRz.

Problema 3 (8 punti) In un recipiente cilindrico (chiuso nella parte superiore da un pistone adiabatico) con pareti
adiabatiche, la cui sezione misura A = 10 dm?, sono contenuti una massa m = 100 kg di acqua (nella parte superiore)
e n moli di un gas ideale biatomico (nella parte inferiore). Tra gas e acqua & presente un pistone adiabatico. Entrambi
i pistoni possono scorrere verticalmente e hanno massa e spessore trascurabili. All’inizio, acqua e gas occupano lo
stesso volume Vj, e la temperatura del gas & Ty = 300 K. Sapendo che la densita dell’acqua & p = 103 kgm™3 e che la
pressione atmosferica & patm = 1.013 - 10° Pa, determinare:

e (a) il volume V; del gas; [1 punto]
e (b) il numero di moli n del gas. [1 punto]

Successivamente, aggiungendo una massa M (lentamente, in modo che la trasformazione sia adiabatica reversibile)
sul pistone superiore, il gas viene compresso fino a che il suo volume non diventa V; = V;/2. Determinare, in questa
condizione:

o (c) la temperatura T; del gas; [2 punti

e (d) la massa finale M aggiunta sul pistone; [1 punto]



e (e) la quantita di calore da fornire al gas per riportare il suo volume al valore iniziale V. NOTA: si assuma che
la trasformazione sia isobara. [3 punti]

Acqua

Gas




Problema 1 - Soluzione (a) Imponendo la conservazione dell’energia meccanica tra la posizione iniziale e il punto

A, otteniamo:

1
imlvi =mygha [ML*T7? (1)

dove hy = L(1 —cosf4) [L] ¢ il dislivello tra la posizione iniziale e il punto A. Di conseguenza, la velocita nel punto

A
va =/29L(1 —cosf4) =16 m/s [LT!] (2)

(b) L’unica forza che determina un contributo nella direzione tangente alla traiettoria & la forza peso. Utilizzando
il secondo principio della dinamica, possiamo determinare la componente tangente della accelerazione, cioe a; =

gsinfy = 4.9 m/s [LT72]. (c) In questo caso si conserva la componente della quantitd di moto lungo il piano

orizzontale, quindi mlvii) = m1v§f)+m2vgf) [MLT~1], dove UY), v%f)

rispettivamente, mentre véf ) ¢ la velocita del corpo 2 dopo l'urto. Considerando anche la conservazione dell’energia

sono la velocita del corpo 1 prima e dopo 'urto,

cinetica (cioe mlvgi)2 = m1u§f)2 + mgvéf)2 [ML?T—2)), & possibile ottenere la velocita finale del corpo 1 in funzione

della velocita v!"

v%f) = —vgi)/?) =-21 m/s [LT7']. (3)
Problema 2 - Soluzione

Scegliamo il sistema di riferimento xy orientato come in figura, con asse z uscente. La tensione & orientata nella

direzione del filo. L’angolo #’ tra il filo ed il piano inlcinato & tale per cui:

d 2 2R 1
0 =——=— ng = ——— = —. 4
cos FLIRE - 5 sin IR 3 (4)

Il diagramma delle forze agenti sul disco e schematizzato in figura, per cui abbiamo:

T = —T(cos# sind,0) (5)
MG = Mg(sin6, —cosb,0) (6)
N N(0,1,0) (7)
f= —1,0,0 (8)

essendo N ed f i componenti della reazione vincolare del piano inclinato nelle direzioni ortogonale e parallela al piano,
rispettivamente. In condizioni di equilibrio statico, le due equazioni cardinali sono:

T+Mg+f+N = 0, (9)
RyxT—Rjxf = 0. (10)

Proiettando le equazioni (9) sugli assi z,y, z, otteniamo:

z: —Tcosf + Mgsinf — f =0, (11)
—T'sin® — Mgcosf + N =0, (12)
RT cos®' — Rf = 0. (13)

L’Eq. (13) implica: T cosf’ = f, che, sostituito in (11), fornisce:

_ Mgsin@

= = 3.3N. 14
2cos (14)



Se T = 0, la condizione di equilibrio statico non e piu verificata ed il disco si mette in moto. Proiettando le equazioni
cardinali lungo x e z abbiamo pertanto:

Mac Mgsing — f (15)

ICM(X = Rf, (16)

dove a e 'accelerazione angolare, Ioy = MTRQ ¢ il momento d’inerzia del disco calcolato rispetto al centro di massa
(CM) ed acpr & laccelerazione del CM. Dal momento che il moto & di puro rotolamento, abbiamo: acy = Ra.

Pertanto, sostituendo ’Eq. (16) in (15), abbiamo:

_ Mgsin®  2gsin0
o MR+ICM/R " 3R

o = 6.5rad s~ 2. (17)

Per ottenere la velocita angolare dopo che il CM ha percorso il tratto [ possiamo utilizzare la cinematica. Chiamando
t l'istante in cui CM ha percorso [ ed @ la corrispondente velocitd angolare, abbiamo:

zom () = 1 (18)

che implica:

2
&= \/fa = 9.5rads ™. (20)

Un metodo alternativo per calcolare @ consiste nell’utilizzare la conservazione dell’energia meccanica:

ICM(DQ Mﬁ%‘]\/{
2 2

= Mgh, (21)

dove al primo membro abbiamo utilizzato il teorema di Koenig, oy = Rw ed h = [sinf ¢ la differenza di quota del
CM tra l'istante iniziale e I'istante . Risolvendo per @ abbiamo:

_ 2 Jglsin®
_ 2 22
“TRV 3 @2)

che ¢ equivalente alla (20).

Problema 3 - Soluzione
(a) La densita & definita come il rapporto tra massa e volume, quindi il volume dell’acqua, che & uguale a quello del
gas, si ricava dall’equazione

V():%:O.lm?’. (23)

(b) La pressione sul gas ¢ data dalla somma della pressione atmosferica e della pressione dovuta al peso dell’acqua.
Ricordando che la pressione ¢ il rapporto tra forza e superficie, si ottiene

Po = Patm + % — 1.11-10° Pa. (24)

Il numero di moli si ricava dall’equazione di stato dei gas perfetti

Vi
n= I%Ts = 4.45moli. (25)

(¢) In una trasformazione adiabatica vale la relazione pV? = cost. Da questa relazione, e sapendo che v = % per un
gas biatomico, si puo ricavare la pressione p;

Vo 5
n=mly —=2.93.10° Pa. (26)

Nota la pressione, si puo ricavare la temperatura dalla legge di stato dei gas perfetti applicata allo stato termodinamico

1

_ p1V1

Ty === =30585K. (27)




(d) La massa M aggiunta sul pistone si ricava sapendo che la pressione p; ¢ la somma di quella iniziale pg e della
pressione dovuta alla forza peso della massa M

M
p1=po+ 79 (28)
—po)A
M = (Plgpo) = 1.86-10° kg (29)

(e) In una trasformazione isobara la pressione rimane costante, cioé po = p;. Il calore scambiato in una isobara
si calcola usando la formula @ = nc,AT, dove AT ¢ la variazione di temperatura tra stato finale ed iniziale. Per
calcolare T5 si utilizza il fatto che in una trasformazione isobara si ha % = cost (conseguenza della legge di stato dei
gas perfetti). Quindi, poiché per far tornare il volume a quello iniziale si deve avere Vo = Vp; Vi = V;/2 si ottiene

T, Ty

— = —; Ty =2T; 30
‘/0 ‘/]_, 2 1 ( )

Q = ncy(Ty — Ty) = ne, Ty = 5.13-10*J (31)
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e Tempo a disposizione: 2h 30min; perché il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire almeno
3.5 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti) {4’ ,,,,,,
Un razzo di massa M = 100 kg viene sparato da un cannone inclinato di o = 45° i
rispetto alla direzione orizzontale con una velocita iniziale vy = 80 m/s. (a) U o
Determinare 'altezza massima raggiunta dal razzo [1 punto] e (b) il raggio di T
curvatura della traiettoria in tale punto [2 punti]. Quando il razzo raggiunge 7

I’altezza massima, esso esplode spezzandosi in due frammenti. Immediatamente
dopo l'esplosione il razzo si divide in due frammenti A e B, che hanno una ve-
locita iniziale pari a vga e vopg, rispettivamente. La massa del frammento A € ma = 70 kg. Le velocita iniziali dei
frammenti formano un angolo 4 = 210° e g = 10° con la direzione orizzontale, dove questi valori si riferiscono alla
definizione degli angoli utilizzata in figura. (¢) Determinare le velocita di A e B subito dopo I’esplosione [3 punti]. (d)
E richiesta I'analisi dimensionale su ogni equazione utilizzata per la risoluzione del problema [1 punto].

Problema 2 (15 punti)

Una sfera di raggio R = 10 cm e massa m = 1 kg viene lasciata cadere con velocita iniziale nulla. All’istante in cui
inizia il moto di caduta il centro di massa si trova ad un’altezza h = 1 m dal suolo e la sfera ¢ messa in rotazione
da un meccanismo interno che applica un momento M = 0.20 N m rispetto al centro di massa. (a) Determinare
laccelerazione del centro di massa e quella angolare rispetto al centro di massa [2 punti]. (b) Considerando h come
la distanza percorsa dal centro di massa del sistema, determinare il tempo di volo ¢, [2 punti]; (c) determinare, al
momento dell’impatto con il suolo, sia la velocita angolare rispetto al centro di massa [3 punti], (d) sia la velocita del
centro di massa [2 punti]. Dopo I'urto con il suolo, la sfera non rimbalza e inizia a strisciare lungo un piano orizzontale
con velocita del centro di massa nulla (vg = 0 m/s) e velocita angolare wy = 2.0 rad/s. Noto il coefficiente di attrito
dinamico tra suolo e sfera (g = 0.20) e considerando il meccanismo interno ancora agente con un momento M = 0.20
N m, (e) determinare il tempo che impiega la sfera, dopo 'urto con il suolo, a muoversi di puro rotolamento [6 punti].
[Nota: il momento d’inerzia della sfera rispetto al suo centro di massa ¢ I = 2mR?/5.]

Problema 3 (8 punti)

Una mole di gas perfetto monoatomico compie un ciclo termodinamico costituito dalle seguenti trasformazioni

A — B: compressione isoterma reversibile a contatto con una sorgente a temperatura 74 = 300 K; B — C: isocora
reversibile a contatto con una sorgente a temperatura Tc = 500 K; C — D: espansione adiabatica irreversibile;
D — A: isocora reversibile a contatto con una sorgente a temperatura T4. (a) Disegnare il ciclo nel piano p-V [1
punto]. Conoscendo il volume del gas nello stato A (V4 = 2 x 1073 m?), il calore scambiato dal gas nella trasfor-
mazione A — B (Qap = —1700 J) e la variazione di energia interna nella trasformazione D — A (AUp4 = —500 J),
determinare: (b) il valore di pressione, volume e temperatura del gas negli stati B e D [2 punti]; (c) il rendimento
della macchina termica [3 punti]; (d) la variazione di entropia dell’universo nel ciclo [2 punti].

Dati utili: g = 9.81 m/s?, R = 8.314.J/(mol x K)



Problema 1 - Soluzione

(a) L’altezza massima raggiunta dal razzo si ottiene tramite la conservazione dell’energia meccanica

1 1
§MU§ =Mgh + §Mv(2) cos? Analisi dimensionale [M L*T~?]
> (1)

2 .
— =200 163.1m Analisi dimensionale [L].

(b) L’accelerazione centripeta ¢ data dalla formula a, = %, dove R e il raggio di curvatura della traiettoria. Nel
punto considerato I'accelerazione centripeta ¢ data da a,, = g, quindi risulta R = v?/g. Inoltre, sapendo che nel punto
di massima altezza la velocita del razzo ¢ diretta solo lungo ’asse x, e che lungo questo asse la velocita & costante nel

moto, si ricava che v = vg cos a e quindi che

R(t) = (vf cos? a)/g = 326.2m Analisi dimensionale [L]. (2)

(c) Per calcolare le velocita dei frammenti dopo l’esplosione si utilizza la conservazione della quantita di moto. As-
sumiamo che il verso positivo dell’asse orizzontale sia a destra, mentre quello dell’asse verticale sia in alto. Definiamo
0’y = 64 — 180° = 30°, cioe ’angolo che il frammento A forma con la direzione negativa dell’asse orizzontale.

A

0 = Pog M - 05 — 0
{p““ Pafin :>{ Yo COS Q= B0 COSUE — MAT0A 05U Analisi dimensionale [MLT™']  (3)

. Y
Dy,in = Dy,fin 0 = mpugpsinflp — m4vp4 sin 0
_ Mwvg cos « _
VoA = . =41.03m/s
04 ™ malsin®, cot 01 —cos0) / Analisi dimensionale [LT ] . (4)
vop = e cos o = 275.66 m/s
0B mp(cos g —sinOp cot 6',) .

Problema 2 - Soluzione

(a) L’accelerazione angolare della sfera si ricava dalla seconda equazione cardinale, mentre I’accelerazione del cen-
tro di massa corrisponde a quella di gravita (g = 9.81 m/s?)

M S5M
M=Iay = ay=—

T =50 = 50rad/s?, (5)

dove I = %mR2 ¢ il momento di inerzia della sfera rispetto ad un asse qualsiasi passante per il centro di massa.
(b) il tempo di volo ¢, & dato dalla legge oraria ottenuta dalla prima equazione cardinale

1 2d
d e igt?/ —— t’U = — = 0.438, (6)
g

dove d = h — R = 0.9 m ¢ la distanza percorsa dal centro di massa prima che la sfera tocchi il suolo.

(c-d) Le equazione per la velocita del centro di massa e per la velocita angolare al momento dell’urto sono quelle
di un moto uniformemente accelerato

—t) = — ¢ )= 5M_ [2(h=R) _
w(t =ty) = apty N w(t =1ty) = 5pzy/ =5 = 21.42rad/s )
vem(t = ty) = gty vem(t =t,) = /2(h — R)g = 4.2m/s
(e) Dopo I'impatto con il suolo la sfera inizia a strisciare e risulta:
F, m
acn =2 =" = g, (8)
m m

M—-F,R M — pusmgR

M—-F,R=1Ia = a= 7 %mRQ




Le equazione di voy e w al variare del tempo sono

veMm(t) =acmt = pagt (10)
w(t) =wo + at,

dove il tempo ¢ misurato a partire dall’istante in cui avviene I'impatto con il suolo. L’istante ¢, in cui il moto diventa
di puro rotolamento si trova imponendo vem(t = t,) = w(t = t,)R.
(UOR

o= —20% _ _011s. 11
pag — o ()

Problema 3 - Soluzione

(a)

Adiabatica
irreversibile

(b) Per ricavare Vp si utilizza ’espressione del calore scambiato durante una trasformazione isoterma

V; Q
Quap = Wap = nRT4log ij — Vp = Vaer a =1.01 x 1073 m®. (12)
La pressione nello stato B si ricava dalla legge di stato dei gas perfetti
RT
PsVp = nRTp — Pp = ”VB“‘ = 2.47 x 10° Pa. (13)

La temperatura in D si ricava dall’espressione generica della variazione di energia interna applicata alla trasformazione
D— A

AU
AUpa =ney (Ta —Tp) = Tp =Ty — —24 =340.1K. (14)
ncy
La pressione nello stato D si ricava dalla legge di stato dei gas perfetti
RT,
PpVp =nRTp — Pp = ”V D _1.41 x 10°Pa. (15)
D
(¢) i calori scambiati nelle varie trasformazioni sono:
Qap =-—1700J,
QBC :ch(TC — TA) = 2494.2J, (16)
Qcp =07,
Qpa =ncy(Ta — Tp) = AUpa = —5007 .
Il calore totale scambiato dal gas in un ciclo & pari a
Qror = Qap + @pc +Qcep + Qpa =294.27. (17)
Essendo QroT > 0 la macchina ¢ in regime termico. Il corrispondente rendimento € dato da
Wror Qced Qap +Epa
€= =1+ =14+ 22 222 —0.12, (18)
Qass Qass QBC

dove Q.ss € Qceq indicano il calore assorbito e ceduto in un ciclo, rispettivamente.

(d) La variazione di entropia dell’universo nel ciclo corrisponde a quella dell’ambiente poiche il gas compie un ci-
clo termodinamico nel quale non si ha variazione di entropia.

_Qas _ Qs QY?A =234J/K. (19)

A univ:A amb —
5 S Ta Tc A
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Nome Cognome N. Matricola Docente

Tempo a disposizione: 2h 30min; perché il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire almeno
4 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)

Una massa m=9.0 kg & appesa ad un filo inestensibile di lunghezza [=1.6 m.

a) Nel regime di piccole oscillazioni, dimostrare che il periodo & T = 2.5 s [1 puntol;

b) calcolare la pulsazione €2 associata a T [1 puntol;

¢) Nel regime di piccole oscillazioni, sapendo che angolo iniziale € 6(t = 0) = 6y e la velocita iniziale & nulla [0(t)
indica I’angolo che il filo del pendolo forma con la verticale al tempo t], scrivere la legge oraria del sistema considerato
[2 punti];

d) calcolare la massima energia potenziale durante il moto per 6y = 7.0° [1.5 puntil;

e) calcolare la velocita al tempo t1=n/(7€2) [1.5 punti].

Problema 2 (15 punti)

Una puleggia di massa M=1.5 kg & costituita da un disco sottile omogeneo
(di raggio R=60 cm) dotato di quattro fori circolari di raggio r = R/4 e
i cui centri distano d = R/2 dal centro del disco grande (vedi figura). La
puleggia puo ruotare intorno ad un asse orizzontale fisso passante per il suo
centro. Al disco ¢ avvolta una fune, inestensibile e di massa trascurabile,
alla cui estremita ¢ appesa una massa m=100 g. Al tempo t=0 il corpo,
inizialmente fermo, viene lasciato libero di muoversi.

Determinare:

a) la superficie della puleggia [1 punti];

b) la densita superficiale della puleggia [2 punti]; n
¢) il momento d’inerzia della puleggia rispetto all’asse di rotazione [4 punti];

d) il valore della tensione della fune e dell’accelerazione angolare della G
puleggia [5 punti];

e) il valore della velocita angolare della puleggia quando il corpo é sceso di

una quota h=1 m [3 punti].

Problema 3 (8 punti)

2 moli di un gas ideale monoatomico subiscono una trasformazione dallo stato termodinamico A (T4= 200 °K e
P4=2-10° Pa) allo stato B venendo a contatto termico con una sorgente a temperatura Tp = 600 °K e mantenendo
il volume costante. Il gas subisce poi una trasformazione reversibile descritta dall’equazione P = aV con a > 0 che lo
porta dallo stato B allo stato C (T =1000 °K). Viene poi effettuata una trasformazione adiabatica reversibile da C
a D con Pp=P 4 ed infine una trasformazione isobara reversibile che lo riporta di nuovo nello stato termodinamico A.
Determinare:

a) il grafico nel piano p-V del ciclo termodinamico descritto [1 punto];

b) il volume V¢ [4 puntil;

¢) la variazione complessiva di entropia subita dalla sorgente a temperatura T g nella trasfomazione AB [3 punti].

Dati utili: g = 9.81 m/s, R = 8.31 J/(mol K).



Problema 1 - Soluzione
a) il periodo & pari a:

T=on b oor [ 200 o5
g 9.81 m/s
2m g
0=""—/9_9 S
T \/? 5 rad/s

¢) Nel regime di piccole oscillazioni, la legge oraria ¢ data da: 8 = Acos (2t + ¢). Considerando le condizioni iniziali
O(t =0) =06y e df/dt = 0, otteniamo 0 = 6 cos (Qt).
d) La variazione di energia potenziale &:

da cui
b)

AE, =mgl(l —cosfty) =1.05J
e) L’angolo corrispondente al tempo ¢ &:
01 = 0p cos (Qt1) = 0.11 rad = 6.3°
e considerando la conservazione dell’energia meccanica totale si ha:
%mvf + mgl(l — cosfy) = mgl(1 — cosby)

da culi si ricava vq:

= \/le(cos 01 — cosfp) = 0.21 m/s

Possiamo risolvare il quesito del punto (e) utilizzando Iapprossimazione di piccole oscillazioni. Dalla legge oraria
riportata nel punto (c), otteniamo: w(t) = o2 sin (Qt) dove w ¢ la velocita angolare. Considerando che la velocita &
data semplicemente dalla formula v(t) = lw(t), possiamo scrivere v(t) = 10pQsin (Qt) e quindi v1 = 10pQsin (Qt1) =
0.21 m/s

Problema 2 - Soluzione
a) la superficie della puleggia ¢ data dalla differenza tra la superficie del disco di raggio R e la superficie corrispondente
ai quattro dischi vuoti:

TR? 37 R?
Sp = <7TR2 - 416) == =08 m?
b) la corrispondente densita superficiale della puleggia ¢ data dal rapporto tra la massa della puleggia e la sua superficie:
M M M
p=— = = =138 kg/m2

Spo (rR2—4mE) ()

c¢) Il momento d’inerzia della puleggia (I,) € dato dalla differenza tra il momento d’inerzia del disco di raggio R senza
fori (Ip) e quello di quattro dischi di raggio R/4 (414):

I, =1p — 414
Per il momento di inerzia dei dischi di raggio R/4, applicando il teorema di Huygens-Steiner si ottiene:

R? R*  9myR?
= -2

dove mq € la massa di ciascun disco di raggio R/4. Il momento di inerzia del disco di raggio R pieno é:

mDR2
I =
P 2
con mp la massa del disco grande pieno.
. . . . . . 2
Inoltre & possibile scrivere per ciascun foro di raggio R/4: mg = pS = £ qg

e per il disco di raggio R: mp = prR?. Tenendo conto dell’espressione della densitd della puleggia si ricava mgq = %

emp=3M.



Pertanto il momento di inerzia totale ¢ dato da: I, = %MR2 =0.3 kg m?.

d) Le equazioni che descrivono il moto del sistema della puleggia-massa sono le seguenti:

mg —T = ma

TR = I«
a=aR
da cui si ricava l’espressione per T e per a:
mg
T = ——= =087N
mR2
1+ 1,
TR
o = = 1.74 rad/s”
IP
d) L’accelerazione angolare risulta costante, cioe il moto & circolare uniformemente accelerato con
w=oat= mg R
a Ip + mR2?

Considerando la conservazione dell’energia meccanica:

1 1
mgh = imwj%R2 + §Ipw)2c

si ottiene il valore della velocita angolare della puleggia quando il corpo ¢ sceso di una quota h = 1m: wy = 4/ m2§51h1 =
p
2.4 rad/s.

Problema 3 - Soluzione

a)

b) Usando I'equazione di stato si ottiene
VA = TLRTA/PA
da cui V4=1.66 - 1072 m3.
Poiché Vg = V4 la pressione nello stato B sara’ P = nRTp/Vg = P4 - %“’: 6 -10° Pa.
Il parametro a della trasformazione BC puo essere ricavato dalla relazione
a = Pg/Vp = 3.61-10" Pa/m?.

Per il punto C vale Po = aV ma anche ’equazione di stato PoVe = nRT¢ per cui e possibile ricavare V¢, sostituendo

Pc con aVe nella seconda relazione:
Vo =v/nRTc/a=21-10"2 m®.

¢) La variazione di entropia della sorgente a temperatura Tp ¢ data da:

Qap
ASsorg = _K

Il calore scambiato nella trasformazione AB sara pari alla variazione di energia interna in quanto non c’e¢ variazione
di volume, pertanto Qap = AUap = ncy (T — Ta), quindi si ottiene ASs,,.q =-16 J/°K.
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Nome Cognome N. Matricola Docente

Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati ¢ necessario conseguire almeno 4
punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)
Un corpo puntiforme di massa m viene lasciato cadere con velocita iniziale nulla da un’altezza 4. Nel

punto A esso entra in una guida circolare di raggio R. Trascurando tutte le forme di attrito, si determinino: me
a) il modulo della velocita del corpo nel punto A [1 punto]; N
b) il modulo della velocita del corpo nel punto C [1 punto]; l S D
¢) lareazione vincolare normale della guida nel punto B [2 punti]. h
Si consideri ora la presenza di attrito a contatto con la guida circolare. Si osserva che il corpo, hy

riemergendo verticalmente dal punto C, riesce ad arrivare ad un’altezza A; nel punto D. In queste
condizioni, si calcolino:

d) il lavoro totale compiuto dalla forza di attrito [2 punti]; A w C
/R

E richiesta I’analisi dimensionale su ogni equazione utilizzata per la risoluzione del problema [1 punto].

Dati: m=0.30kg, h=15m,R=0.40m, h; =12 m, g=9.8 m/s%. B
Problema 2 (15 punti) " -
Un corpo rigido ¢ formato da due sbarrette omogenee attaccate a formare una
T, come in figura. Entrambe hanno massa M e lunghezza L. Il corpo € posto su \
un piano verticale, vincolato a un perno nel punto O, che permette di ruotare l 7 l?
attorno all’asse perpendicolare al foglio. Trascurando tutti gli attriti, si 9
determinino: 5
a) il momento d’inerzia del corpo rispetto a un asse passate per il polo
Of4punil;
m— |

b) I’energia necessaria a sollevare il corpo dalla posizione di equilibrio
stabile in basso (A) a quella di equilibrio instabile in alto (B) [5 punti];
Dalla posizione (B), si ipotizzi di spostare di poco il corpo in modo da farlo cadere verso il basso partendo con velocita nulla. Al
passaggio nella posizione (A), calcolare, rispetto al polo O,
c) lavelocita angolare del corpo [2 punti];
d) il momento angolare posseduto dal corpo [2 punti],
e) il modulo della velocita del centro di massa [2 punti],

Dati: M= 1.1 kg, L=0.60 m.

. _ . . . 1
NOTA: momento d’inerzia di una sbarretta omogenea rispetto ad un asse passante per il suo centro di massa Iy, = o MIZ.

Problema 3 (8 punti)
Una quantita pari a » moli di un gas monoatomico compie un ciclo composto dalle
trasformazioni riportate nella figura accanto. AB ¢ un’isobara reversibile, BC ¢

un’adiabatica reversibile, CD ¢ un’isoterma reversibile, ¢ infine DA ¢ un’isocora A &
irreversibile effettuata mettendo a contatto il gas con una sorgente a temperature 7. Si i
determinino: i

a) le temperature Ty,T5 e Tc[2 punti]; 5 I

b) il rendimento della macchina termica [2 punti];

¢) lavariazione di entropia del gas nella trasformazione AB [2 punti].

d) la variazione di entropia dell’universo termodinamico su un ciclo [2
punti].

Dati: n = 1.50, p4 = 2.00 x 106 Pa, V4 =3.00 x 10° m?, V5= 1.50 Vs, Ve=6.00 V4, R =
8.31 1/ (mol - K)



Soluzione

Problema 1

a)

Nella caduta il corpo & soggetto alla sola forza peso, per cui la velocita in A puo essere calcolata
dall’applicazione della conservazione dell’energia meccanica tra la quota iniziale e il punto A:

mgh = %mvj = vy=.2gh=54m/s

b) Poiché gli attriti sono trascurabili e non essendoci altre forze che compiono lavoro, il modulo della velocita
in C sara la stessa del punto A, essendo i due punti alla stessa quota.
c) Lavelocitain B puo essere di nuovo calcolata con la conservazione dell’energia meccanica, considerando il
dislivello tra il punto di partenza e B paria h +R:
1
mg(h+R) = Emvg = wvg=,2g9(h+R)=61m/s
Nel punto B agiscono sul corpo la forza peso e la reazione vincolare normale della guida, risultando in una
accelerazione centripeta proporzionale al quadrato della velocita, per cui:
- — 5 vk v 2(h+R)
P+NB=FC8nt = _mg+NB=m? = N3=m(g+?)=mg(1+ A ):31N
d) Considerando I'attrito sulla guida circolare, questa agisce come forza non conservativa durante il moto. Per
cui si pud applicare il bilancio dell’energia meccanica tra i punti iniziale e D per calcolare il contributo del
lavoro della forza non conservativa:
Emp — Emjiniziate = Wne =  mghy —mgh =mg(hy —h) = W, = —0.88)
Problema 2
a) Applicando il teorema di Huygens-Steiner, per la sbarretta imperniata in O ad un estremo il momento di
inerzia rispetto ad O &:
— 12 LY _ 1,00 _ 2
lp1 = EML +M > —§ML = 0.13kgm
mentre per la seconda sbarretta:
1 13
lpo, = EMLZ +ML% = EMLZ = 0.43 kg m?
Per cui il momento d’inerzia totale del corpo rispetto ad O risulta essere I, = Iy 1 + 1o, = 0.56 kg m?
b) Per calcolare I'energia necessaria a sollevare il corpo dalla posizione (A) alla (B) & necessario calcolare di
qguanto si deve alzare il centro di massa del corpo. Per prima cosa, quindi, si calcola la distanza del centro
di massa dal perno O:
oy = MM 3 (s
M= T T g T UAem
Il dislivello del centro di massa tra le posizioni (A) e (B) & due volte la distanza del CM dal punto O. Per cui
I’energia necessaria per sollevare il corpo risulta essere pari a:
c¢) Compiendo lavoro solo la forza peso, si puo applicare la conservazione dell’energia meccanica tra (B) ed
(A):
1 2E
E=-Ih,0? > w= [—==82rad/s
2 Io
d) Il momento angolare puo essere calcolato direttamente in funzione del momento d’inerzia:
Lo =Ipw = 4.6 kgm?/s
e) La velocita del centro di massa e determinata dalla relazione con la velocita angolare:



Vem = wdCM =3.7 m/S

Problema 3

a)

b)

c)

d)

paVa

Dalla legge di stato dei gas perfetti otteniamo T4 = = 481 K. Dall'isobara AB, si puo ricavare: Ty =

Ty K—i = 722 K. Dall’adiabatica BC, si puo ricavare: T = Ty (Z—i)y = 286 K.

Per il calcolo del rendimento, si possono determinare i calori scambiati nelle singole trasformazioni e poi
applicare la definizione:

Qap =ncy(Tg —Ty) = 7.50 kJ

Qpc =0

Inoltre, Il calore scambiato nell’isoterma CD & dunque: Q-p = nRT, log% = —6.40 kJ.

Il calore scambiato nell’isocora DA é: Qp, = ncy (T4 — Tp) = 3.65 k.
Il calore totale scambiato durante il ciclo &: Q = Qup + Qcp + Qpa = 4.75 kJ.
Infine, il rendimento & calcolabile dunque come:

w Q Q
Qass CQass Qas +Upa
Per I'isobara reversibile, sono necessarie infinite sorgenti, per cui la variazione di entropia & calcolabile
come:

_ (BdQ _ Bnc,dT _ BdT _ Tp _
ASppgas = [y 7 = [y —p— = n¢p [, 7 = neplog - = 12.6 J/K.

Su un ciclo la variazione di entropia del gas € nulla. Per il calcolo della variazione di entropia dell’'universo
termodinamico occorre considerare gli scambi di calore con le sorgenti utilizzate. Per la trasformazione AB,
la variazione di entropia del gas € stata calcolata nel punto precedente, quella delle sorgenti sara I'opposto.

= 0.426

r]:

Per I'isoterma reversibile CD:
AScp = — %2 = 223 J/K.
Tc
Per I'isocora irreversibile, che avviene a contatto con la sorgente a temperature Ta:
ASp, = — LA = 757 /K.
Ta

La variazione totale di entropia & dunque: AS,, = —ASyp gas + AScp + ASpa = 2.1 J/K.
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Nome Cognome N. Matricola Docente

Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati ¢ necessario conseguire almeno 4
punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)
Un corpo puntiforme di massa m viene lasciato cadere con velocita iniziale nulla da un’altezza 4. Nel

punto A esso entra in una guida circolare di raggio R. Trascurando tutte le forme di attrito, si determinino: me
a) il modulo della velocita del corpo nel punto A [1 punto]; N
b) il modulo della velocita del corpo nel punto C [1 punto]; l S D
¢) lareazione vincolare normale della guida nel punto B [2 punti]. h
Si consideri ora la presenza di attrito a contatto con la guida circolare. Si osserva che il corpo, hy

riemergendo verticalmente dal punto C, riesce ad arrivare ad un’altezza A; nel punto D. In queste
condizioni, si calcolino:

d) il lavoro totale compiuto dalla forza di attrito [2 punti]; A w C
/R

E richiesta I’analisi dimensionale su ogni equazione utilizzata per la risoluzione del problema [1 punto].

Dati: m=0.30kg, h=15m,R=0.40m, h; =12 m, g=9.8 m/s%. B
Problema 2 (15 punti) " -
Un corpo rigido ¢ formato da due sbarrette omogenee attaccate a formare una
T, come in figura. Entrambe hanno massa M e lunghezza L. Il corpo € posto su \
un piano verticale, vincolato a un perno nel punto O, che permette di ruotare l 7 l?
attorno all’asse perpendicolare al foglio. Trascurando tutti gli attriti, si 9
determinino: 5
a) il momento d’inerzia del corpo rispetto a un asse passate per il polo
Of4punil;
m— |

b) I’energia necessaria a sollevare il corpo dalla posizione di equilibrio
stabile in basso (A) a quella di equilibrio instabile in alto (B) [5 punti];
Dalla posizione (B), si ipotizzi di spostare di poco il corpo in modo da farlo cadere verso il basso partendo con velocita nulla. Al
passaggio nella posizione (A), calcolare, rispetto al polo O,
c) lavelocita angolare del corpo [2 punti];
d) il momento angolare posseduto dal corpo [2 punti],
e) il modulo della velocita del centro di massa [2 punti],

Dati: M= 1.1 kg, L=0.60 m.

. _ . . . 1
NOTA: momento d’inerzia di una sbarretta omogenea rispetto ad un asse passante per il suo centro di massa Iy, = o MIZ.

Problema 3 (8 punti)
Una quantita pari a » moli di un gas monoatomico compie un ciclo composto dalle
trasformazioni riportate nella figura accanto. AB ¢ un’isobara reversibile, BC ¢

un’adiabatica reversibile, CD ¢ un’isoterma reversibile, ¢ infine DA ¢ un’isocora A &
irreversibile effettuata mettendo a contatto il gas con una sorgente a temperature 7. Si i
determinino: i

a) le temperature Ty,T5 e Tc[2 punti]; 5 I

b) il rendimento della macchina termica [2 punti];

¢) lavariazione di entropia del gas nella trasformazione AB [2 punti].

d) la variazione di entropia dell’universo termodinamico su un ciclo [2
punti].

Dati: n = 1.50, p4 = 2.00 x 106 Pa, V4 =3.00 x 10° m?, V5= 1.50 Vs, Ve=6.00 V4, R =
8.31 1/ (mol - K)



Soluzione

Problema 1

a)

Nella caduta il corpo & soggetto alla sola forza peso, per cui la velocita in A puo essere calcolata
dall’applicazione della conservazione dell’energia meccanica tra la quota iniziale e il punto A:

mgh = %mvj = vy=.2gh=54m/s

b) Poiché gli attriti sono trascurabili e non essendoci altre forze che compiono lavoro, il modulo della velocita
in C sara la stessa del punto A, essendo i due punti alla stessa quota.
c) Lavelocitain B puo essere di nuovo calcolata con la conservazione dell’energia meccanica, considerando il
dislivello tra il punto di partenza e B paria h +R:
1
mg(h+R) = Emvg = wvg=,2g9(h+R)=61m/s
Nel punto B agiscono sul corpo la forza peso e la reazione vincolare normale della guida, risultando in una
accelerazione centripeta proporzionale al quadrato della velocita, per cui:
- — 5 vk v 2(h+R)
P+NB=FC8nt = _mg+NB=m? = N3=m(g+?)=mg(1+ A ):31N
d) Considerando I'attrito sulla guida circolare, questa agisce come forza non conservativa durante il moto. Per
cui si pud applicare il bilancio dell’energia meccanica tra i punti iniziale e D per calcolare il contributo del
lavoro della forza non conservativa:
Emp — Emjiniziate = Wne =  mghy —mgh =mg(hy —h) = W, = —0.88)
Problema 2
a) Applicando il teorema di Huygens-Steiner, per la sbarretta imperniata in O ad un estremo il momento di
inerzia rispetto ad O &:
— 12 LY _ 1,00 _ 2
lp1 = EML +M > —§ML = 0.13kgm
mentre per la seconda sbarretta:
1 13
lpo, = EMLZ +ML% = EMLZ = 0.43 kg m?
Per cui il momento d’inerzia totale del corpo rispetto ad O risulta essere I, = Iy 1 + 1o, = 0.56 kg m?
b) Per calcolare I'energia necessaria a sollevare il corpo dalla posizione (A) alla (B) & necessario calcolare di
qguanto si deve alzare il centro di massa del corpo. Per prima cosa, quindi, si calcola la distanza del centro
di massa dal perno O:
oy = MM 3 (s
M= T T g T UAem
Il dislivello del centro di massa tra le posizioni (A) e (B) & due volte la distanza del CM dal punto O. Per cui
I’energia necessaria per sollevare il corpo risulta essere pari a:
c¢) Compiendo lavoro solo la forza peso, si puo applicare la conservazione dell’energia meccanica tra (B) ed
(A):
1 2E
E=-Ih,0? > w= [—==82rad/s
2 Io
d) Il momento angolare puo essere calcolato direttamente in funzione del momento d’inerzia:
Lo =Ipw = 4.6 kgm?/s
e) La velocita del centro di massa e determinata dalla relazione con la velocita angolare:



Vem = wdCM =3.7 m/S

Problema 3

a)

b)

c)

d)

paVa

Dalla legge di stato dei gas perfetti otteniamo T4 = = 481 K. Dall'isobara AB, si puo ricavare: Ty =

Ty K—i = 722 K. Dall’adiabatica BC, si puo ricavare: T = Ty (Z—i)y = 286 K.

Per il calcolo del rendimento, si possono determinare i calori scambiati nelle singole trasformazioni e poi
applicare la definizione:

Qap =ncy(Tg —Ty) = 7.50 kJ

Qpc =0

Inoltre, Il calore scambiato nell’isoterma CD & dunque: Q-p = nRT, log% = —6.40 kJ.

Il calore scambiato nell’isocora DA é: Qp, = ncy (T4 — Tp) = 3.65 k.
Il calore totale scambiato durante il ciclo &: Q = Qup + Qcp + Qpa = 4.75 kJ.
Infine, il rendimento & calcolabile dunque come:

w Q Q
Qass CQass Qas +Upa
Per I'isobara reversibile, sono necessarie infinite sorgenti, per cui la variazione di entropia & calcolabile
come:

_ (BdQ _ Bnc,dT _ BdT _ Tp _
ASppgas = [y 7 = [y —p— = n¢p [, 7 = neplog - = 12.6 J/K.

Su un ciclo la variazione di entropia del gas € nulla. Per il calcolo della variazione di entropia dell’'universo
termodinamico occorre considerare gli scambi di calore con le sorgenti utilizzate. Per la trasformazione AB,
la variazione di entropia del gas € stata calcolata nel punto precedente, quella delle sorgenti sara I'opposto.

= 0.426

r]:

Per I'isoterma reversibile CD:
AScp = — %2 = 223 J/K.
Tc
Per I'isocora irreversibile, che avviene a contatto con la sorgente a temperature Ta:
ASp, = — LA = 757 /K.
Ta

La variazione totale di entropia & dunque: AS,, = —ASyp gas + AScp + ASpa = 2.1 J/K.
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Nome Cognome N. Matricola Docente

e Tempo a disposizione: 2h 30min.

Problema 1 (7 punti) e
Uno sciatore (rappresentato come un punto materiale di massa m = 60 kg)
¢ trainato da uno skilift lungo un pendio inclinato di a = 30° rispetto
all’orizzontale. Lo skilift ¢ schematizzato da un nastro mobile, posto ad una
distanza d = 4.0 m dal pendio inclinato e ad esso parallelo, che si muove con
velocita costante vy. Lo sciatore e trascinato da un cavo di lunghezza [ = 6.0

m fissato al nastro mobile. Il coefficiente di attrito dinamico fra neve e sciatore
¢ pari a g = 0.10. Determinare a) la tensione Fr del cavo (3 punti). Una volta raggiunta la sommita del pendio
nel punto A, lo sciatore si sgancia dallo skilift ed inizia a scendere in una conca partendo da fermo. La conca & una
semisfera di raggio R = 12 m ed & ricoperta di ghiaccio. Trascurando attrito, b) calcolare il modulo della velocita
vy dello sciatore nel punto pitt basso della conca (punto P) (2 punti). Lo sciatore ignora che il ghiaccio in P, che
ricopre un piccolo lago, ¢ sottile e in tal punto & capace di sostenere una sollecitazione massima di Fp; = 2.5 kN. ¢)
Determinare se lo sciatore riuscira a superare il punto P senza far rompere il ghiaccio o se cadra in acqua (2 punti).
Dati: g =98 m/s?.

Problema 2 (15 punti)

Un cilindro cavo omogeneo (di massa M = 1.1 Kg, raggio esterno
R = 5.0 c¢m, raggio interno » = 3.1 cm) si muove verso 'alto su
un piano inclinato dal punto A al punto B. Nel punto piu basso
del piano inclinato (punto A), il modulo della velocita del centro di
massa & vg = 10 m/s. (a) Calcolare il momento d’inerzia del cilin-
dro cavo rispetto all’asse passante per il centro di massa (2 punti).
Considerando che, in ogni istante, il moto & di puro rotolamento e
che la sommita del piano inclinato (punto B) & ad una quota h = 240
cm, determinare (nel sistema di riferimento solidale con il piano in-
clinato): b) l’energia cinetica nel punto A (2 punti); ¢) il modulo della velocita del centro di massa del cilindro nel
punto B (5 punti), d) la legge oraria che descrive la rotazione e traslazione del cilindro (4 punti). e) Infine, calcolare
il numero di giri che compie il cilindro in tutto il suo moto (2 punti).

Dati e formule utili : g = 9.8 m/s*, o =mn/4 rad, e I, = MR? /2 [dove I, & il momento d’inerzia (rispetto all’asse
passante per il centro di massa) di un cilindro pieno con massa M e raggio Ry].

Problema 3 (8 punti)

Un gas ideale biatomico compie un ciclo composto da due isoterme reversibili e due isocore, scambiando calore soltanto
con una miscela in equilibrio di acqua e ghiaccio a temperatura 77 e con una sorgente a temperatura 7o > 77. Ad ogni
ciclo viene fornito lavoro alla macchina (il lavoro compiuto dalla macchina W & quindi negativo) che complessivamente
assorbe calore dalla sorgente piu fredda e lo cede a quella piu calda (pompa di calore). Il rapporto di compressione
del ciclo, cioe¢ il rapporto tra il volume massimo e quello minimo, & pari a v. Determinare: a) il diagramma del ciclo
sul piano di Clapeyron (2 punti); b) il numero di moli del gas (2 punti); ¢) quanta acqua della miscela a temperatura
T si trasforma in ghiaccio in ogni ciclo (2 punti); d) la variazione di entropia dell’'universo termodinamico in un ciclo
(2 punti).

Dati: Ty = 0.0 °C, Ty = 80 °C, W = —1.2 kJ, v = Vinax/Vinin = 3.0, R = 8.31 J/(Kxmol), Aus .0 = 3.335 x 10°
J/kg.



Problema 1 - Soluzione

(a) Poiche lo sciatore si muove di moto rettilineo uniforme la risultante delle forze su di esso deve essere nulla.
Quindi deve risultare _, -
Fr+N+F.+DP=0, (1)

— —
dove Fr e la tensione del cavo dello skilift, N) e la reazione vincolare del pendio, F, ¢ la forza di attrito e ? e la forza
peso. Scomponendo ora la risultante delle forze lungo la direzione parallela e perpendicolare al pendio, si ottiene il
seguente sistema di equazioni:

Frcosf — pugN — Psina =0, @)
N+ Fpsinf3 — Pcosa =0,
dove la prima equazione si riferisce alla direzione parallela al pendio, mentre la seconda si riferisce alla direzione

perpendicolare. 8 e I’angolo che il cavo forma con la direzione del pendio e si puo calcolare come
. d .
B = arcsin 7 = arcsin g (3)

Risolvendo il sistema di equazioni si ricava il valore di Frp

mg( g cos o + sin )
Fr = = 0.42kN. 4
r cos B+ pgsin 8 (4)

(b) Applichiamo la conservazione dell’energia meccanica tra il punto A ed il punto P.
1
Es=FEp — ng:imU% = v = /2gR=15m/s. (5)

(c) Nel punto P la risultante delle forze deve essere uguale alla forza centripeta. Quindi
2

2
N—P:mq}é:>N:m(%—i—g):m(29—|—g):3mg:1.8kN. (6)

Quindi N < Npax = 2.5 kN e ne consegue che il ghiaccio non si rompe.

Problema 2 - Soluzione

a) E’ possibile scrivere il momento d’inerzia del cilindro come

meR?  myr?

I = ,
2 2

(7)

dove mgy e my sono le masse dei due cilindri pieni con raggio R e r, rispettivamente. Considerando 1’'omogeneita del
cilindro, risulta
my = Mr?/(R* —r?), mg= MR?*/(R*—r?). (8)

Sostituendo ’equazioni (8) nell’equazione (9), si ottiene
I=MR?*+7r%)/2=19x%x103kg - m? (9)

(b) Utilizzando la condizione di puro rotolamento w = v/R, lenergia cinetica nel punto A risulta

T 2
EA:Mvi/2+fw2/2:(M+ﬁ)%‘:93J, (10)
(¢) Applicando la conservazione dell’energia meccanica, si ottiene:
Ex = Ep + Mgh, (11)

dove Ep = (M + %)% & Penergia cinetica del cilindro nel punto B. Sostituendo lespressione di Ep nell’Eq.(14), si

ottiene,
EA—Mgh
=4/2————— =85 . 12
R Vi VN g 2 m/s (12)



(d) Considerando I’equazioni cardinali della dinamica, risulta:

d*x(t)
dt?

d*0(t)

= —F4 — Mgsi I——
A gsina, oTE

= RFy, (13)

dove z(t) & la posizione lungo il piano inclinato, 8(¢t) = z(t)/R e F4 & la forza di attrito che causa il moto di puro
rotolamento del cilindro. Eliminando F4 dalle equazioni cardinali della dinamica, si ottiene:

d%x

72:771

sin «v, (14)

quindi il moto di puro rotolamento € uniformemente accelerato ed & descritto dalle seguenti equazioni orarie:

2(t) = vat — %tQ, o(t) = z(t)/R. (15)

dove a = gsina /(1 + 475z). (e) Nella salita del piano inclinato (di lunghezza [ = h/sin ), il numero di giri fatti dal
cilindro e N =1[/(27R) ~ 11.

Problema 3 - Soluzione

1) La rappresentazione grafica del ciclo nel piano di Clapeyron & la seguente

P -~
A
~~
l T =Tz.=cost D
B \
T =Ti=cost
~
C
>\
2) 11 lavoro & compiuto solo durante le isoterme, pertanto
Vi \% Ve
W = nRT log —= + nRTs log — = nR(T| — Ts)log — = nR(T, — T3)log v . (16)
VB VD VB
Da qui si puo ricavare il numero di moli
W
n=——————=1.64. (17)

R(Ty — Ts)logv

3) La miscela di acqua e ghiaccio in equilibrio scambia la seguente quantita di calore in ogni ciclo:
5
Q1 =Qap+Qpc=AUpp +Wpc = ngR(Tl —T5) +nRT) logv = 1.37kJ . (18)

La quantita di acqua della miscela che si trasforma in ghiaccio ad ogni ciclo si ottiene quindi dalla legge della calorime-
tria per i cambi di fase
Q1

=41g. (19)
Afus,Hy O

Ql = m)\qu,HQO - m =



4) La variazione di entropia del sistema su un ciclo & nulla, mentre quella dell’ambiente ¢ legata allo scambio di calore
con la sorgente Ty e la miscela. Il calore scambiato con la miscela Q1 € gia stato calcolato. Il calore scambiato con la
sorgente T, € dato da

5
Q2=AUcp+Wpa=nR(To—T1) — niRTg logy = —2.56kJ . (20)

La variazione di entropia su un ciclo ¢ pertanto

(@1, Q2 _
AS, = — <T1 + T2> =226J/K. (21)
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e Tempo a disposizione: 2h 30min.

Problema 1 (7 punti)

Il punto materiale 1 di massa m; = m = 100 g e appeso ad una molla ideale di _4/ L L L
costante elastica k& = 25.0N/m, e si muove di moto armonico semplice lungo la
direzione verticale, con elongazione massima a = 25.0 cm. A distanza 2a al di

sotto del punto di equilibrio del sistema, & posto il punto materiale 2, con my = m,

che si trova inizialmente in quiete. Il punto 2 viene quindi sottoposto ad una forza

F verticale che gli comunica un impulso di intensita J = 0.65 Ns. Il punto 2 urta in

modo completamente anelastico il punto 1, nel momento in cui 1 si sta muovendo A
verso il basso con velocitd massima. Determinare: (a) la velocita di 1 al momento
dell’'urto (2 punti); (b) la velocitd di 2 al momento dell’urto (2 punti); (c¢) la

velocita del sistema subito dopo l'urto (1 punto); (d) di quanto si sposta il punto

di equilibrio del sistema dopo l'urto (2 punti).

Dati: g = 9.8m/s?

-@
ul’

Problema 2 (15 punti)

Un sistema e composto da due blocchi di massa m1 = 1 kg, my = 2 kg. Il blocco m; € poggiato su un piano orizzontale
liscio. I due blocchi sono collegati da un filo inestensibile e di massa trascurabile tramite una carrucola composta da un
disco omogeneo di raggio R = 50 cm e massa M = 40 kg, tenuto fisso nel suo centro geometrico O, come rappresentato
in figura (a). All'istante iniziale il sistema si trova in stato di quiete. (a) calcolare la velocita angolare del disco dopo
che il blocco mg ha percorso la distanza h = 1 m lungo la direzione verticale (4 punti).

Successivamente, sul disco viene praticato un foro di raggio r = R4/ QT"}Z a distanza d = R/2 dal punto O, come indicato

in figura (b). Calcolare: (b) il momento d’inerzia del disco forato rispetto ad O (3 punti); (c) la distanza del centro di
massa del disco forato rispetto ad O (3 punti). (d) Dimostrare che se il sistema ¢ in quiete e se, contemporaneamente,
la retta che congiunge il punto O ed il centro del foro ¢ parallela alla direzione orizzontale (come in figura (b)), allora
il sistema permarra nello stato di quiete (equilibrio statico) (5 punti).

Dati e formule utili: g = 9.8m/s% I = M R?/2 ¢ il momento di inerzia di un disco rispetto ad un asse passante per il
centro di massa.

“ Y (b)

Problema 3 (8 punti)

Una quantitad pari a n = 1.5 moli di un gas monoatomico si trova inizialmente nello stato 1 con p; = 5 - 10° Pa,
Vi =5-1073m3, e compie un ciclo con traformazioni reversibili, passando nello stato 2 con ps = 2p1, Vo = Vi e nello
stato 3 con p3 = p1, V3 = 3V;. Nella trasformazione 2 — 3 la pressione varia secondo la legge: p(V) = a + bV2. (a)
Disegnare il diagramma del ciclo sul piano di Clapeyron (1 punto); (b) determinare i valori delle costanti a e b (2
punti); (c¢) calcolare il lavoro compiuto dal gas nel ciclo (2 punti); (d) determinare la variazione di entropia del gas
nella trasformazione 2 — 3 (3 punti).

Dati: R=28.31J/(K - mol)



Problema 1 - Soluzione
(a) I punto materiale 1 ¢ appeso alla molla, e urta il punto 2 nell’istante in cui si sta muovendo verso il basso con
velocita massima; pertanto in questo caso abbiamo

- L s

§mvl,max = ika (1)
da cui si ottiene v1 maz = —1/ %a = —3.95 m/s, dove & stato preso il segno negativo poiché il punto 1 si sta muovendo
verso il basso.
(b) Il punto materiale 2 riceve un impulso iniziale J, per cui la velocita iniziale risulta essere vo; = J/m = 6.5 m/s.
Durante la fase successiva del moto, il punto e soggetto solo alla forza peso, quindi possiamo applicare la conservazione
dell’energia meccanica (prendendo come zero il punto di partenza della massa 2):

1 2

1
§mv§7f + 2mga = 5y, (2)

vg,p = 4/v3; —4ga=57m/s (3)

(c) Dopo 'urto, i punti materiali restano attaccati, quindi possiamo ricavare la velocita v del sistema dopo l'urto come
segue:

da cul si ricava:

2mu = M1 maz + M2, f (4)

ottenendo v = 0.87 m/s.
(d) Prima dell’urto, la molla 1 ha elongazione massima data da Ay; = mg/k. Quando la seconda massa si attacca,
Ayy = 2mg/k, per cui il punto di equilibrio si sposta di Ay — Ay; = mg/k = 0.0392 m.

Problema 2 - Soluzione
(a) Si puo applicare la conservazione dell’energia meccanica:

1 1 1
magh = —m1v? + —mav2 + —Iow? (5)
2 2 2
dove Ip = MTR2 ¢ il momento d’inerzia del disco calcolato rispetto al punto O. Considerando che il filo & inestensibile,
si ha: v1 = vo = wR, quindi sostituendo nell’Eq. (5), otteniamo:
2magh 1
w= = 2.6rad s 6
\/RQ(m1+m2+M/2) (6)

(b) Come prima cosa calcoliamo la massa m sottratta al disco con I’applicazione del foro. Poiché il disco & omogeneo
abbiamo:
M ( r )2 2 (7)
m = —] =2m
R 2
Chiamiamo Ij, il momento d’inerzia del disco forato. Dal momento che il momento c’inerzia ¢ una quantita additiva,
risulta: ) )

Io =1, + (2m7‘2 + 41711’%2) (8)
dove la quantita tra parentesi € il momento d’inerzia della porzione di disco rimossa per praticare il foro, calcolata
rispetto ad O (si ¢ utilizzato il teorema di Huygens Steiner). Quindi:

1 m% mso

1 2 2 1 2 1 2 2

(¢) Assumiamo per semplicita il punto O come origine degli assi ed il centro del foro situato lungo ’asse orizzontale.
Risulta:

R
0= Mgy +my (10)

essendo M’ = M — m la massa del disco forato ed x(.,, la posizione del suo centro di massa. Quindi:

mR Rmeo
= = M —amy —2.8cm (11)




Pertanto la distanza del centro di massa del disco forato dal punto O e di 2.8cm.

(d) Affinché sia soddisfatta la condizione di equilibrio statico le equazioni cardinali per i blocchi m; ed my si scrivono

come:

T =0
T = mog

(12)

dove T7, T sono le tensioni che agiscono sui rispettivi blocchi. La seconda equazione cardinale per il disco forato si

scrive invece:

M'glzgy| —ToR=0

che ¢ soddisfatta soltanto se r = R 2%

Problema 3 - Soluzione

(a)

N

\ 4

| Va Vv

(b) I valori delle costanti si ottengono risolvendo il sistema:

po = a+ bV3
p3 =a+ bV

dove, sostituendo, si ottiene tutto in funzione di p; e Vi:

2p1 =a —|— b‘/12
p1 = a+9bVy

e quindi: a = ¥p; =1.06-10° Pa, b = — & = —2.5-10° Pam™°.

(c) 11 lavoro compiuto dal gas nelle diverse trasformazioni risulta:
Vs
Wi =0, Wy = / (a+bV2)dV =7.9-103J, W3y =py (V4 — V3) = —=5-10%J
Va

quindi il totale € Wy, = Wosz + W31 = 2.9 - 103 J.
(d) La variazione di entropia risulta essere:

3
aQ 13 V3 _
AS :/ <) =neyln—= +nRln — = 21.3JK 1,
»= L \T )., VT Vi

che si ottiene avendo calcolato il valore delle temperature in 2 e 3:

_ P2V _ 2pm Vi _ 00K, T = p3V3 _ 3 Vi

nR nR nR nR GOOK.

T3

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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e Tempo a disposizione: 2h 30min.

Problema 1 (7 punti)

Un punto materiale di massa m = 2.0 kg si muove su un piano orizzontale. Al

tempo t=0 la sua velocita & pari a vg= 10 m/s diretta nel verso positivo dell’asse

x, come in figura. Al tempo ¢ = 0 viene applicata al punto materiale una forza l?'

verticale F diretta nel verso negativo dell’asse y. y
Determinare: . m

a. la velocita al tempo ¢1=10 s nel caso in cui il piano sia liscio; [1 punto]

b. nel caso il cui il piano sia scabro con ug = 0.30 dopo quanto tempo si ferma
il corpo se la forza F ha modulo pari a 5.0 N; [3 punti]

c. nel caso in cui il piano sia scabro con pug = 0.30 dopo quanto tempo si ferma
il corpo se il modulo della forza F varia nel tempo con la legge F' = kt,
essendo t il tempo e k = 50 N/s. [3 punti]

[g =9.8 m/s?]

Problema 2 (15 punti)

Un rocchetto di massa m = 5.0 kg, raggi interno ed esterno r; = 15 cm e 7o = 20 cm
rispettivamente e momento d’inerzia relativo al proprio asse pari a I = 9.0-1072 kg m?
poggia su un piano orizzontale liscio, inizialmente in quiete; sulle superfici cilindriche
di raggio r1 e o sono avvolte due funi ideali di spessore trascurabile: un capo della
prima e assicurato a una parete solidale con il piano con punto fisso P, mentre alla
seconda ¢ applicata una forza orizzontale F di intensita F = 5.0 N, come mostrato in
figura. Si noti che entrambi i tratti distesi (non arrotolati) delle funi si mantengono
sempre orizzontali e che, in virtu della presenza del punto fisso P, ’accelerazione del
centro di massa ¢ proporzionale all’accelerazione angolare « del rocchetto.

16

P
)55\

D HAMMMMHITININNN

>

Determinare:
a. l'accelerazione del centro di massa del rocchetto; [3 punti]
b. la tensione a cui & soggetta la fune assicurata alla parete; [4 punti]
c. il lavoro compiuto dalla forza F durante un intervallo di tempo At = 2.0 s; [4 punti]
d. il minimo valore del coefficiente di attrito statico che dovrebbe caratterizzare il piano (qualora scabro) per

mantenere il sistema in condizione di quiete. [4 punti

Problema 3 (8 punti)

Una quantita n = 2.0 mol di un gas ideale biatomico segue il ciclo reversibile mostrato
in figura, nel quale le trasformazioni AB, BC e CA sono rispettivamente un’isobara,
un’adiabatica e un’isoterma. Sapendo che nello stato A la pressione e il volume del ¢
gas sono pari a py = 6.1-10° Pa e V4 = 10 dm?® e che pc = 3p4, determinare:

a. la temperatura del gas nello stato A; [1 punto] \ X

b. il volume e la temperatura del gas negli stati B e C; [2 punti] v
c. la variazione di entropia del gas nella trasformazione A—B; [2 punti]

d. il rendimento del ciclo. [3 punti]



Problema 1 - Soluzione

(a) Nel caso in cui il piano & liscio non agiscono forze lungo 'asse z, pertanto il moto & rettilineo uniforme con
velocita vg = 10 m/s.
(b) Nel caso in cui il piano & scabro la legge di Newton proiettata lungo 1'asse z ¢ data da:

—paN =ma — —pqa(F + mg) = ma (1)
oo PaEEMY) oo )
m

Il moto & quindi uniformemente decelerato e si ha allora:

Vo

tr=——=27s. 3
r=- s (3)
(c) Nel caso in cui sia F' = kt la legge di Newton proiettata lungo l'asse x fa ottenere un’accelerazione pari a
a= —W che non e piu costante. Pertanto la velocita sara data da:
" pa(kt + myg) pak o
v:vo—/ ——=dt = vy — —1* — pqgt. (4)
0 m 2m
Imponendo v = 0 si ha ’equazione
k
BI%42 4 agt —vo =0 (5)
2m

che ha come soluzione t; = 1.3 s.
Problema 2 - Soluzione

L’accelerazione del centro di massa puo essere ricavata scrivendo il seguente sistema di equazioni:

F+T=ma
rmE —rT = I« (6)

a=qary

in cui I'ultima equazione esprime la correlazione che sussiste tra i due moti in virtu del punto fisso P. La soluzione di
tale sistema permette di trovare I'accelerazione del centro di massa:

_ra(ri ) F

=12 2 7
T+ mr? m/s (7)

e la tensione a cui ¢ sottoposto il tratto sospeso della fune esterna:

mrire — I

T:
[—i—mr%

F=10N. (8)

Per determinare il lavoro W compiuto dalla forza durante un intervallo di tempo At si noti che tale forza ¢ I'unica in
grado di compiere lavoro; pertanto e possibile utilizzare il teorema delle forze vive:

W =Wt = AK = %M(aﬂt)2 + %I(&At)2 = %m(oﬂ”gAt)2 + %I(aAt)z = 9)
1 1
= 5(1 +mr3)(aAt)? = |:2IP(OéAt)2:|
2
1(7"1 +T2) (FAt)2 - 921 J

[N
~
+

3
Y

Infine, qualora il piano orizzontale fosse scabro, le equazioni della dinamica devono essere modificate per includere
I'azione della forza di attrito statico F,, che, per opporsi al moto del rocchetto, sara diretta verso destra:

R—mg=0
(7‘1 + TQ)F —2rF, =0 (10)
F, <usk



Da queste equazioni si determina direttamente:

1+ 1o

psmg = pusR > Fy = F. (11)
2’/‘2
da cui F ot
s > — L2 0,09, (12)
mg 27y
Problema 3 - Soluzione
La temperatura in A e C ¢ pari a:
paVa
Ta=Tc = = 366 °K 13
2 =Te =227 (13)

Tenendo presente la natura delle trasformazioni A—B, B—C and C—A, possiamo scrivere le seguenti relazioni:

Ta  Tg

=== TpVy ' =TV pcVeo = 3paVo = paVa (14)
Va Vg

con y = Z—" = 7/5 essendo il gas biatomico. Poiché T = T4, avremo:

v

VA 3. VA 3
Lungo la trasformazione A—B possiamo scrivere
dQ dT
dQ = ndeT = dS = 7 = nCpT (17)
e quindi
Ts g1 7 Ts 7 -1

ASap = — =n-Rln| — | =-n-R——1In3=-18.3 J/°K 18
- ”C”/TA T “<TA> 2y / "

Osservando che nella trasformqgazione adiabatica B—C non viene scambiato calore, nel ciclo il gas assorbe calore solo
nella trasformazione C—A. Tale calore & pari a:

A

Qca :WCA:/

dV V,
pdV = nRTA/ v - nRT A In V—A =nRT4In3 =6.69-10° J. (19)
c

Ve c

Nell’intero ciclo il lavoro W compiuto dal gas ¢ pari al calore da esso scambiato quindi:

B
W:Q:QAB+QCA:/ pdV + Wea =
A

(20)
7 1 3
Il rendimento del ciclo sara pertanto:
w w 1 [7 1
77 0. Qca 3 [2 (3(7_1)/V )+ : } @)
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Problema (7 punti)

oM

[ Joo)
-

w

corpo [1.5 punti]. (¢) Calcolare il tempo £, necessario per percorrere il tratto di parabola AD [/ punto]. (d) Calcolare il

raggio di curvatura R, nel punto D [2 punti]. (e) Nella soluzione dei diversi punti, si valutera complessivamente: chiarezza
dell’esposizione, ivi inclusa la spiegazione e illustrazione dell’impostazione delle risposte, nonché 1’analisi dimensionale

Inizialmente, un corpo di massa m scivola lungo
un piano inclinato partendo dall’estremita del
piano (A) con velocitd W,. (a) Trascurando
Dattrito, determinare il modulo della velocita Vg
raggiunta dal corpo nel punto B [I.5 punti].
Successivamente, tramite una molla, ancorata nel
punto C, il corpo ¢ lanciato verso 1’alto lungo il
piano inclinato e pud abbandonare il vincolo nel
punto A percorrendo un moto parabolico. Sapendo
che la velocita del corpo ¢ —Vg subito dopo 1’urto
con la molla, (b) calcolare il modulo della velocita nel punto D corrispondente alla massima altezza hj, raggiunta dal

sulle equazioni utilizzate [/ punto]. Dati: v,=|V,| = 3.0?, 6=35,g= 9.8?2 ,w=280cm




SOLUZIONE

(a) Utilizzando la conservazione dell’energia (o in modo equivalente il teorema delll’energia
cinetica), otteniamo la seguente relazione:

%mvi +mgh, =%mv§ =V, = vj +2gh, (1)

Noto I’'angolo 8 e la larghezza del piano inclinato w, I'altezza /, € data dalla formula trigonometrica
h,=w-1g0 (2)

Sostituendo I'equazione (2) nell’equazione (1), & possibile esprimere il modulo della velocita in B
rispetto ai parametri noti,

Vg :\/Vﬁ+2g-W-tg0 =45m/s I:LT—I:I

(b) Sapendo che nel tratto orizzontale la velocita del punto materiale & costante e utilizzando
nuovamente la conservazione dell’energia nel tratto B-A, otteniamo:

1 1. :
Emvf9 zzmvj+mghA =V, =V, [LT%]

dove v, & il modulo della velocita nel punto A dopo I'urto con la molla.

Nel tratto A-D la componente orizzontale (lungo I’asse x) della velocita si conserva e nel punto D la
componente verticale (lungo I'asse y) della velocita e 0, quindi

vD,x = VA,x

=v,=v, =v,c080=24ms [LT”]

Vp, = 0

(c) Il tempo necessario ¢, per percorrere il tratto di parabola AD e determinato utilizzando il secondo
principio della dinamica e la definizione di accelerazione

ma=mg=a,=-g=v, =V, —g,, [LT’I]

Vay _ Yy sin @

g 4
(d) Nel punto D I'accelerazione normale & a, = g . Ricordando la relazione che lega il raggio di

Imponendo nuovamente che v, =0=1¢,, =

=0.17s [T]

curvatura all’accelerazione centripeta, risulta:

2 2 2
_D:>RD :V_Dzmzo_@m [L]
R, g g

a, =g
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Tempo a disposizione: 1h.

Su uno stesso piano inclinato ci sono una massa m = 10 kg e un cilindro omogeneo
di raggio R = 0.10 m e massa M = 8.0 kg. Il centro di massa del cilindro & collegato
al corpo di massa m tramite un’asta di massa trascurabile. L’attrito tra il corpo di
massa m e il piano inclinato & caratterizzato dal coefficiente di attrito statico us =0.60,
mentre per il cilindro si suppone che esso possa ruotare (senza attrito) rispetto al polo

O e che non slitti mai rispetto al piano inclinato. Supponendo i corpi inizialmente in
quiete e la massa m puntiforme, determinare:

a) langolo massimo 6y del piano inclinato entro cui il sistema rimane in equilibrio statico; (5 punti)
Ponendo 'angolo di inclinazione pari a #; = 6y + 10.0°, il sistema non sara piu in equilibrio e quindi i due corpi
scenderanno lungo il piano inclinato. Determinare:
b) il momento di inerzia del cilindro rispetto all’asse passante per il punto P istantaneo di contatto con il piano
inclinato; (1 punto)

c¢) l'accelerazione del centro di massa del cilindro, dato il valore della tensione dell’asta pari a 10.3 N, considerando
che essa spinge il corpo di massa m verso il basso (suggerimento: scegliere il punto P come polo per la seconda
equazione cardinale); (6 punti)

d) nelle stesse condizioni del punto c), supponendo che il sistema cominci a scendere da fermo, la variazione di

energia meccanica totale del sistema composto (cilindro e corpo di massa m) dopo aver percorso un tratto lungo
il piano inclinato pari a L = 1.0 m.(3 punti)

[g = 9.8 m/s?, I:%MR2 momento d’inerzia rispetto 1’asse passante per il CM]



Soluzione
a) Le equazioni del moto per il punto materiale sono:

0=T+mgsinf — F, ,
0= N —mgcosf

mentre per il cilindro la seconda equazione cardinale, in cui i momenti sono calcolati rispetto al punto di contatto con
il piano, ¢ la seguente:

0= RMgsinf — RT.

Dalle tre equazioni quindi si ricava:
T = Mgsinf quindi F, s =T + mgsinf = (M + m)gsin6.

Poiché F, s = usN = psmgcosf si ha: (M +m)gsind < psmg cosb, cioe:

Hsn
tanf < ———
anv < (M+m>
0 = 18.4°.

b) Per il teorema di Huygens-Steiner il momento di inerzia del cilindro calcolato rispetto all’asse passante per il
punto istantaneo di contatto P con il piano e pari a:

1 3
Ip=gMR* + MR® = MR =012 kg w’.

=T inf, — F, . o .
ma tmgsing 4 e invece per il cilindro: I, = RMgsin6; — RT

¢) 61 = 28°. In questo caso si ha:
0= N —mgcosth

con I, il momento d’inerzia calcolato al punto b).

Tenendo presente che I'accelerazione a del corpo di massa m coincide con ’accelerazione del centro di massa del cilindro
e che il moto del cilindro & di puro rotolamento si ha che & = a/R e quindi dall’equazione dei momenti si ricava:

I,oo = RMgsinf, — RT = %Ma = Mgsin6; —T

dalla quale troviamo: a = 53, (Mgsinf; — T) = 2.2 m/s%.

d)La variazione di energia meccanica ¢ data dal lavoro compiuto dalla forza di attrito dinamico per la massa m
nel tratto L (per il cilindro lattrito & statico quindi non compie lavoro) e quindi:

Foqa=T+ mgsinf; — ma = 34N

W,

attrito = —La,al = —34 N-m
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e Tempo a disposizione: 2h 30min.

Problema 1 (7 punti) Un punto materiale di massa m = 1.2 kg & attaccato ad una
molla di costante elastica k = 150 Nm ™! (che a sua volta ¢ fissata ad una parete verticale
all’altro estremo) ed ¢ in quiete in g = 0. Al tempo ¢y = 0 si applica una forza costante
F=F Z, con F' =10 N. a) Calcolare il lavoro compiuto dalla forza F' durante lo sposta-
mento del punto materiale da zp a z; = 0.10 m (1 punto). b) Determinare la velocita del
punto materiale in 7 trascurando l'eventuale attrito. (2 punti). c¢) Determinare quale
dovrebbe essere il modulo di una forza F’ (anch’essa costante, e che agisce al posto di ﬁ)
affinche il corpo si fermi in z; (1 punto). d) In assenza della molla, ma assumendo sempre
presente la forza ﬁ7 se il punto materiale avesse velocita vy = voZ (con vo = 1.0m S_l) in

xo e il piano fosse scabro, determinare il valore di g affinché il corpo abbia velocita con 1 1
modulo v; = 0.90 ms~! in z; (3 punti).
[Nota: g = 9.8 m/s?]

Problema 2 (15 punti) Un pendolo composto & costituito da 2 aste rigide omogenee di spessori trascurabili. Le aste
hanno lunghezze: L1 = 50 cm, Lo = 20 cm, e rispettive masse: m; = 500 g, my = 200 g. L’asta di massa m; e fissata
per un estremo al punto O, attorno a cui e libera di ruotare senza attrito. All’estremo opposto & attaccata l’asta di
massa ma, nella posizione del suo centro di massa, in modo che le due aste siano disposte ortogonalmente tra di loro (si
veda la figura (a)). a) Si calcoli la distanza del centro di massa del pendolo dal punto O (2 punti). b) Si dimostri che il
momento d’inerzia del pendolo rispetto ad un asse passante per O &: Io = 92 gm? (2 punti). Il pendolo viene lasciato
libero di ruotare attorno al punto O partendo da fermo dalla posizione in cui il suo asse forma un angolo 8 = 20° con
la direzione verticale, come mostrato in figura (a). ¢) Si calcoli la velocita angolare del pendolo nel momento in cui
raggiunge la posizione verticale, § = 0° (4 punti). Nel momento in cui il pendolo si trova nella posizione verticale,
viene urtato da un punto materiale di massa m = 50 g, che si muove orizzontalmente con velocita il cui modulo é:
vin = 3.0 ms~1. Il punto materiale urta il pendolo nella posizione del centro di massa dell’asta di massa m; (si veda la
figura (b)). Sapendo che il punto materiale rimbalza (tornando indietro) e che la sua velocita dopo I'urto ha modulo:
vf = Ui /2, calcolare: d) modulo, direzione e verso del momento angolare del pendolo nell’istante successivo all’urto
(4 punti); e) la velocita angolare del pendolo nell’istante successivo all’urto (3 punti).

[Nota: g = 9.8 m/s?; Icyy = ML?/12 dove Icy & il momento d’inerzia di un’asta sottile e omogenea (di lunghezza L
e massa M) calcolato rispetto ad un’asse passante per il centro di massa.]

Problema 3 (8 punti) Una mole di gas ideale biatomico viene utilizzata in una macchina termica. Inizialmente il
gas si trova in uno stato di equilibrio A ad una pressione P4 = 8.00 x 10° Pa e temperatura T4 = 370 K. Da A,
tramite un’espansione isoterma reversibile a contatto con una sorgente a temperatura T4, il gas arriva nello stato B.
In questa trasformazione il gas scambia una quantita di calore pari a @45 = 1500 J. Successivamente il gas raggiunge
lo stato C (Vg = %VB) tramite un’espansione adiabatica reversibile. Quindi, per mezzo di una compressione isoterma
reversibile a contatto con una sorgente a temperatura T, il gas arriva nello stato di equilibrio D, il cui volume &
pari a quello dello stato A. Infine, il gas ritorna nello stato iniziale tramite una trasformazione isocora reversibile. a)
Disegnare il ciclo nel piano P-V (1 punto). b) Determinare i valori di pressione, volume e temperatura negli stati A,
B, C e D (4 punti). ¢) Calcolare la variazione di entropia del gas nella trasformazione CD (2 punti). d) Calcolare il
calore scambiato dal gas nelle trasformazioni CD e DA (1 punto).

[Nota: costante dei gas perfetti R = 8.31 J/(Kxmol)]



Problema 1 - Soluzione

a) Il lavoro della forza costante F' & dato da W = F(x; — 2) = 1.0 J.
b) Utilizziamo il teorema dell’energia cinetica:

1 1
AFEy = §mvf = —§kx% + Fxq (1)
ottenendo quindi per la velocita:
v = E(QF —kx1) =0.64m/s (2)
m

¢) Per trovare la condizione per cui il corpo si fermi in z1, se la forza applicata & F’, si puo utilizzare ’espressione
trovata al punto precedente sostituendo F’ a F' e imponendo che la velocita sia nulla:

k

T T
v = [ 2F — key) =0, F' = T = 75N (3)

d) Applichiamo di nuovo il teorema dell’energia cinetica, in questo caso con il lavoro della forza di attrito dinamico al

.....

1 1
AE, = imvf — imvg = —pugmgzr1 + Fx; (4)

ottenendo quindi per il coefficiente di attrito dinamico:

Fz, - AE
pg=—2" 22k 095 (5)
mgxy

Problema 2 - Soluzione

a) La distanza del centro di massa del sistema dal punto O ¢ data da:

m1L1/2 + mng

= 32cm. (6)
mi + meo

dcm =
b) Il momento d’inerzia rispetto ad un asse passante per O ¢ la somma dei momenti d’inerzia delle due aste:

Io =1Ip,1+ 10,2, (7)

dove Ip 1 e Ip 2 si ottengono applicando il teorma di Huygens-Steiner:

L2 L\’ L2 L3
Ioq1 = m1T21 +my <2> = mlgl Ips = sz; +maL3. (8)

Sommando si ottiene: Ip = 92gm?.
¢) Applichiamo la conservazione dell’energia meccanica:

1
E,,; = (m1 +mg2)gdem (1l — cosB) Ep = 7Ooﬂ (9)
2 Aem (1 — 0 _
Bni=Ens=w= \/ (m + m2)gI (1= 00) _ 70 rad 5. (10)
]

d) Applichiamo la conservazione del momento angolare rispetto al polo O. Scegliamo il sistema di coordinate in modo
che ’asse z sia entrante. . .
L;=Ly. (11)
- L - - L
L, = (Iow + mvz21> 2=0.19 kgm2 s7iz , Ly = Lpendolo — mvf—lé, (12)

dove Ependolo ¢ il momento angolare del pendolo nell’istante successivo all’urto. Quindi:

-

- L
Lpendoio = Li + mvf712 =0.21kgm?s 12 (13)



e) Sappiamo che:

=

Lpendolo = IOwlv (14)

dove W’ ¢ la velocita angolare dell’asta nell’istante successivo all’urto. Quindi:

=

Lpendolo 1
W=1——1_-923rds" (15)
Io

Problema 3 - Soluzione

2)

P A

Isoterma reversibile

Isocora
(V=cost)

Adiabatica reversibile

Isoterma reversibile
(T=cost) C

b) I volume dello stato A si ricava tramite 'equazione di stato dei gas perfetti

RT
V= nPAA —38x 10 3m?. (16)

Poiche DA ¢ una isocora, il volume in D & uguale a quello in A (Vp = Vy4). Per il primo principio della termodinamica
in AB non c’¢ variazione di energia interna e quindi il lavoro compiuto & uguale al calore scambiato. Dalla formula
generale del lavoro compiuto in una trasformazione isoterma reversibile ¢ possibile ricavare Vg

QAB

V
Wap = Qap = nRRTlog V—B = Vg =VieriTa =6.2x 102 m>. (17)
A

La temperatura in B ¢ T = T4, mentre la pressione si ricava dall’equazione di stato dei gas perfetti

T
Py = "B 491 107 Pa. (18)
VB

Sapendo che Vo = %VB = 0.0094 m?> e che per un gas biatomico vy = 2—5 = % (cp=5R, cy = gR), possiamo calcolare
Te usando le equazioni di Poisson delle adiabatiche reversibili

Vg y—1 3 —v+1
TpVy ' =TeVi™ = Te=Tp (V> =Tp (2> = 315K (19)
C

La pressione in C e D si trova con la legge di stato dei gas perfetti (sapendo che Tp = T¢)

T,

Po = M 575,105 Pa, (20)
Ve
T

Pp = "D _ 690107 Pa. (21)
Vb

¢) La variazione di entropia per un gas ideale in una trasformazione generica ¢ data da

T n n
in | Rlog U (22)

ASgs = ncy log i V.



dove Th, e Vi, sono la temperatura ed il volume alla fine della trasformazione, mentre T;, e Vi, sono la temperatura
ed il volume iniziali. Applicando questa equazione alla trasformazione CD si ricava

T 1%
ASgas.cp = ney log =2 +nRlog —2 = —7.43J/K. (23)
Tc Ve

d) il calore scambiato in DA & uguale alla variazione di energia interna e quindi
QDAZTLCV(TA—TD) =1150J. (24)

Il calore scambiato in CD puo essere calcolato usando I’equazione del lavoro scambiato in una isoterma reversibile
W = Q =nRT IOg(Vﬁnale/‘/iniziale)-
Vi
Qcp = nRTplog V—D = —23407J. (25)
c
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Nome Cognome N. Matricola Docente

e Tempo a disposizione: 2h 30min.

Problema 1 (7 punti) Un punto materiale di massa m = 2.0 kg & attaccato ad una
molla di costante elastica k = 50 Nm™! (che a sua volta ¢ fissata ad una parete verticale
all’altro estremo) ed ¢ in quiete in g = 0. Al tempo ¢y = 0 si applica una forza costante
F = F#, con F =13 N. a) Determinare il lavoro compiuto dalla forza elastica durante
lo spostamento del punto materiale da zyp a ; = 0.5 m (1 punto). b) Determinare la
velocita del punto materiale in 27 = 0.50 m (2 punti). ¢) Determinare il valore di z} tale
che il punto materiale si fermi (1 punto). d) In assenza della molla, ma assumendo sempre
presente la forza F, se il punto materiale avesse velocita vp = vod (con vg = 1.5ms~ 1) in

xg e il piano fosse scabro, determinare il valore di pg affinché il corpo abbia velocita con ‘ ‘
modulo v; = 0.50 ms~! in 27 (3 punti). [Nota: g = 9.8 m/s?]

Problema 2 (15 punti) Un pendolo composto & costituito da 2 aste rigide omogenee di spessori trascurabili. Le
aste hanno lunghezze: L; = 80 cm, Ly = 45 cm, e rispettive masse: my; = 400 g, mo = 150 g. L’asta di massa my
¢ fissata per un estremo al punto O, attorno a cui e libera di ruotare senza attrito. L’asta di massa mo € attaccata
all’estremo libero dell’asta di massa m; per uno dei suoi estremi, in modo che le due aste siano disposte parallelamente
tra di loro (si veda la figura (a)). a) Si calcoli la distanza del centro di massa del pendolo dal punto O (2 punti). b)
Si dimostri che il momento d’inerzia del pendolo rispetto ad un asse passante per O &: Io = 245 gm? (2 punti). Il
pendolo viene lasciato libero di ruotare attorno al punto O partendo da fermo dalla posizione in cui il suo asse forma
un angolo § = 35° con la direzione verticale, come mostrato in figura (a). ¢) Si calcoli la velocita angolare del pendolo
nel momento in cui raggiunge la posizione verticale, # = 0° (4 punti). Nel momento in cui il pendolo si trova nella
posizione verticale, viene urtato da un punto materiale di massa m = 30 g, che si muove orizzontalmente con velocita il
cui modulo & v;;, = 5.0 ms~!. Il punto materiale urta il pendolo nel punto di giunzione tra le 2 aste (si veda la figura
(b)). Sapendo che il punto materiale rimbalza e che la sua velocitd dopo 1'urto ha modulo: vy = v;,/3, calcolare: d)
modulo, direzione e verso del momento angolare del pendolo nell’istante successivo all’urto (4 punti); e) la velocita
angolare del pendolo nell’istante successivo all’urto (3 punti).

[Nota: g = 9.8 m/s?; Icy = ML?/12 dove Iy @ il momento d’inerzia di un’asta sottile e omogenea (di lunghezza L
e massa M) calcolato rispetto ad un’asse passante per il centro di massa.]

0

Problema 3 (8 punti) Due moli di gas ideale monoatomico vengono utilizzate in una macchina frigorifera. Inizial-
mente il gas si trova in uno stato di equilibrio A ad una pressione Py = 4.00 x 10° Pa e temperatura T4 = 350
K. Da A, tramite una compressione isoterma reversibile a contatto con una sorgente a temperatura T4, il gas arriva
nello stato B (Vz = 5.00 x 1072 m3). Successivamente il gas raggiunge la temperatura T¢ nello stato C tramite
una trasformazione isocora reversibile. Quindi, per mezzo di un’espansione isoterma reversibile a contatto con una
sorgente a temperatura T¢, il gas arriva nello stato di equilibrio D (Pp = %PA). Infine, il gas ritorna tramite una
trasformazione adiabatica reversibile allo stato iniziale. a) Disegnare il ciclo nel piano P-V (1 punto). b) Determinare
i valori di pressione, volume e temperatura negli stati A, B, C e D (4 punti). ¢) Calcolare la variazione di entropia
del gas nella trasformazione AB (2 punti). d) Calcolare il lavoro compiuto dal gas nelle trasformazioni CD e DA (1
punti).

[Nota: costante dei gas perfetti R = 8.31 J/(Kxmol)]



Problema 1 - Soluzione

a) Il lavoro della forza elastica & dato da W = —3ka? = —6.3 J.
b) Utilizziamo il teorema dell’energia cinetica:
L o L, o
AE) = ML = —§kx1 + Fay (26)
ottenendo quindi per la velocita:
v = ﬂ(2F —kx1) =0.5m/s (27)
m

¢) Per trovare la posizione z} in cui il corpo si ferma, si pud utilizzare Pespressione trovata al punto precedente
imponendo che la velocita sia nulla in z:

2F
(2F —kz}) =0, 2} = = = 0.52m (28)

T
v = —
m
d) Applichiamo di nuovo il teorema dell’energia cinetica, in questo caso con il lavoro della forza di attrito dinamico al

.....

1 1
AEy, = imvf - §mvg = —pgmgzy + Fxq (29)

ottenendo quindi per il coefficiente di attrito dinamico:

Fa, — AE
g = LT 2R 87 (30)
mgxy

Problema 2 - Soluzione

a) La distanza del centro di massa del sistema dal punto O ¢ data da:

m1L1/2+m2 (L1 =+ L2/2)
dcm =
mi + meo

= 57cm. (31)

b) Il momento d’inerzia rispetto ad un asse passante per O ¢ la somma dei momenti d’inerzia delle due aste:
Io =101+ 1o, (32)
dove Ip 1 e Ip 2 si ottengono applicando il teorma di Huygens-Steiner:
2

L2 Li\? L2 L2 ) L2
Io,lzmlﬁ—i—ml 7 :mlg Io)gzmgﬁ—‘rmg(l/l +L2/2) :mgg +m2L1 (L1+L2). (33)

Sommando si ottiene: Ip = 245 g m2.
¢) Applichiamo la conservazione dell’energia meccanica:

I
Ep; = (m1 + m2)gdem(1 — cos0) En = 7Ow2 (34)
2 Ao (1 — 0 _
Epi=En;=>w= \/ (m —l—mg)gl ( c0s0) =21 rad s~ 1. (35)
o)

d) Applichiamo la conservazione del momento angolare rispetto al polo O. Scegliamo il sistema di coordinate in modo
che l'asse z sia entrante.
L = L. (36)

L= (Iow +mu;L1) 2 = 0.64kg m?s7'2 Ef = Ependolo —mvyliZ, (37)

dove Ependolo ¢ il momento angolare del pendolo nell’istante successivo all'urto. Quindi:

Ependolo =L+ muyL1Z = 0.68 kgm? s 2. (38)



e) Sappiamo che:

=

Lpendolo = IOwlv (39)

dove W' ¢ la velocita angolare dell’asta nell’istante successivo all’urto. Quindi:

, ‘Lpendolo

=28 rads ' (40)
Io

w

Problema 3 - Soluzione

a)

P A

Isoterma irreversibile

Isocora
(V=cost)

Adiabatica reversibile
(Q=0)

Isoterma reversibile
(T=cost) D

b) II volume dello stato A e la pressione dello stato B si ricavano tramite ’equazione di stato dei gas perfetti (sapendo
che Tp =T4)

TLRTA

Vy = =15x 1073 m?. (41)
Py
Essendo T'g = T4 calcoliamo la pressione dello stato B
RT
Pp =8 _ 116 x 10° Pa. (42)
|%:]
Sapendo che Pp = %PA = 2 x 10° Pa e che per un gas monoatomico v = g—"/’ = g (ecp = %R, cy = %R), possiamo

calcolare T = Tp usando le equazioni di Poisson delle adiabatiche reversibili

1—v

_ _ Py " 1-y
Pj‘ Ty = Pé T = Tp=1Ta (PA> =T4(2) 7 =265K (43)
D
La pressione in C e D si trova con la legge di stato dei gas perfetti (sapendo che Te = Tp e Vo = Vi)
RT,
Pe = MU0 g8 %10°Pa, (44)
Ve
RT,
Vp = P 99510 2md. (45)
Pp
¢) La variazione di entropia per un gas ideale in una trasformazione generica ¢ data da
Thn Viin
ASgas = ney log ; 4+ nRlog ‘f , (46)

dove Tg, e Vi, sono la temperatura ed il volume alla fine della trasformazione, mentre T;, e Vi, sono la temperatura
ed il volume iniziali. Applicando questa equazione alla trasformazione AB si ricava

T V
ASgas aB = ney log i +nRlog V—j =-178J/K. (47)

d) 11 lavoro in DA & uguale all’'opposto della variazione di energia interna e quindi

Wpa = —ney(Ta — Tp) = —21107 . (48)



Il lavoro in CD puo essere calcolato usando I’equazione del lavoro in una isoterma reversibile W = @ = nRT log(Vinale/ Viniziale ) -

v
Wep = nRTp log V—D = 6550J . (49)
C
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Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire almeno 3.5
punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)

Un corpo puntiforme di massa m poggia su un piano scabro e inclinato di un angolo 6 (vedi figura).
Al blocco viene applicata verso 1’alto una forza F (costante nel tempo) che forma un angolo o
rispetto al piano inclinato (vedi figura).

(a) Determinare il valore massimo del modulo di F (F*) entro cui il corpo rimane in contatto con
il piano inclinato (2 punti).

Ponendo |ﬁ | = F, e considerando che il corpo inizia a muoversi verso 1’alto con velocita iniziale
nulla, rispetto al sistema inerziale solidale con il piano inclinato, calcolare:

(b) il lavoro compiuto dalla forza F per un tratto lungo il piano inclinato pari a L (1 punti);
(¢) la velocita raggiunta dal punto materiale dopo aver percorso il tratto L (3 punti).
(d) Nella soluzione dei diversi punti, ¢ richiesta I’analisi dimensionale sulle equazioni utilizzate (1 punto).

Dati: ug = 0.15,m = 0.50 kg, 6=30°, a=25°, g =9.8 m/s?, F; =9.5 N, L=0.40 m

Problema 2 (15 punti)
Una sbarra sottile di lunghezza L ¢ di massa M si trova inizialmente ferma su un piano liscio
L / 2 orizzontale (piano x-y).
- ———) m (a) Supponendo che la sbarra sia non omogenea con una densita lineare di massa data
y 1 I dall’equazione A(x) = A x, dimostrare che la posizione del centro di massa & x¢pp. = ;L
0 rispetto al sistema di riferimento Oxy (vedi figura) e che M= 212 (4 punti).
1 X . . L . 2 . s
Inoltre, due corpi puntiformi di massa m e 3m si muovono sullo stesso piano con velocita in
! modulo rispettivamente 3v e v in direzione ortogonale alla sbarra e versi opposti (vedi figura).
| PR —— 3m I due corpi colpiscono contemporaneamente la sbarra rispettivamente alla distanza L/2, L dal

L punto O e vi rimangono attaccati. Subito dopo [’urto, il sistema composto (da sbarra e due
corpi) inizia a ruotare.
(b) Rispetto al sistema Oxy, determinare la velocita del centro di massa del sistema composto subito dopo 1’urto (3 punti).
(c) Nota la posizione del centro di massa del sistema composto (Xcp ¢or = 0.742 - L) e il momento d’inerzia della sbarra rispetto all’asse
passante per Xcpy sp. (Ieysp. = 2.082 Kg m?), calcolare il momento di inerzia del sistema composto rispetto all’asse passante per il suo centro
dimassa (Xcptor) (4 punti).
(d) Rispetto al sistema Oxy, determinare il modulo della velocita del punto materiale con massa m dopo 1’urto (4 punti).

Dati: A=3.2 kg/ m?, v=2.0 m/s, L=2.2 m, m = 1.1 Kg.
Note: il sistema Oxy ¢ inerziale e solidale al piano orizzontale che sostiene il sistema meccanico; Il momento d’inerzia della sbarra non
omogenea ¢ I¢y ¢p TiSpetto all’asse passante per il suo centro di massa (x¢p sp, ) € perpendicolare al piano x-y.

Problema 3 (8 punti)

Una quantita pari a n moli di un gas ideale biatomico compie un ciclo reversibile tra gli stati
p di equilibrio 1 e 2 rappresentati in figura. Partendo dallo stato 1, il gas si espande secondo la
1 trasformazione reversibile che nel piano p-V corrisponde al segmento che unisce gli stati 1 e
)2 2 [trasformazione (I) dove p = aV + f§ con a, 8 costanti]. Raggiunto lo stato 2, il gas

(1) subisce una compressione isoterma reversibile [trasformazione (11)].
( 11) (a) Determinare il volume V, e la temperatura T della trasformazione isoterma (1 punti);
p N 2 (b) il lavoro W compiuto dal gas in un ciclo (3 punti);
2 H (c) la variazione di entropia che il gas subisce nell’espansione (I) (2 punti);
V] Vz V (d) la variazione di entropia subita dall’universo termodinamico, e la variazione di entropia
subita dalle sorgenti coinvolte nella trasformazione (I) (2 punti).

Dati: n=2.00 mol, R =0.0821 L- atm / (mol - K) =8.31 J/ (mol - K), p; = 30.0 atm, V; = 5.31 dm3,p, = 8.00 atm [latm = 1,013 - 10° Pq]



Soluzioni

Problema 1

a) Dal secondo principio della dinamica e supponendo il corpo vincolato sul piano inclinato & possibile
ottenere il valore della componente normale della reazione vincolare (N): N =mgcosf— Fsina . La
- : . . - x cosd 5
condizione per avere il corpo vincolato € N > 0quindi F < F =mg— =10N [MLT ]
sina
b) Illavoro compiuto dalla forza F & dato da: W, = Fj cosaL =3.4J [MLZT_2]
c) La velocita finale puo essere ricavata utilizzando il teorema dell’energia cinetica,
1 . .
Emv2 =W, — u,NL—mgh dove N =mgcosf—F,sinae h=Lsin@
- s o We My . B =
quindi la velocita @ datada:v = |2| —+—F SlnaL—gL(,ud C059+Sln<9) =3.1m/s [LT ]
m m
Problema 2

a) La posizione del centro di massa é data dalla seguente formula:
L L
I dxxA (x) AI dxx?

) _ 0 — 0 — —L

dem _ J‘dxxl(x _
Z[dx/l(x) Idx/l(x) A.:[dxx

[ dm

Xem,sb. =

L 2
AL
Inoltre, la massa della sbarra & datada M = jdm = AI dxx =
0

=7.7Kg

E’ possibile anche calcolare Il momento d’inerzia rispetto all’asse passante per il punto O dato nel testo
4

[ AL
del problema: /, = J-xzdm = A.[dxx3 =
0

=19 kg-m’

b) La risultante delle forze esterne & nulla quindi la quantita di moto si conserva. Scrivendo la quantita di
moto prima e dopo 'urto, si ottiene

P = my, +3my,

- dove M,, =M +4m . Sostituendo i valori dati risulta v, =0
P(f) = Mt()t;'CM

c) Il centro di massa del sistema composto é dato da:
2
Mxey g, +m£+3mL —M +zm
Xert o = 2 =3 2 07421
’ M +4m M +4m




Il momento d’inerzia del sistema composto /,, ., € dato dalla somma del contributo dei tre corpi:

2
\ L 2
Teviior = Lo . m(xCM,tot _E] +3m (L _'XCM,tot)

E’ possibile determinare il momento d’inerzia della sbarra applicando il teorema di Huygens-Steiner

Loy . =1y —Mx(,, =2.08 kg-m® (come noto dal testo)

2 2
]CM,sbA = [CM,ShA +M ('xCM,tut - xCM,ShA) =2.29%g-m
Sostituendo i dati otteniamo: /., .. =3.7 kg-m’

d) Dopo l'urto il sistema ruota rispetto al suo centro di massa x., ,, . La velocita angolare finale del

sistema composto ( @ ) si pud determinare dalla conservazione del momento angolare (come
conseguenza del fatto che il momento risultante delle forze & nullo).
Scegliendo come polo il CM del sistema composto, Il momento angolare inziale in modulo e dato da:

L
Lin = m(L XM g0t )3v—3m(xCM,t0t _E)V

Dalla conservazione del momento angolare otteniamo

L
Lﬁn = Lin = [CM,tota) = Lin = w= “—=0.062 rad /s
CM ,tot

Infine, la velocita del punto materiale di massa mrisulta v, = a)(xCM’wt —L/Z) =0.033m/s

Problema 3

r=2% _970k

V. =nRT
(a) Noto che il gas e ideale, risulta: {pl ! = m;T
pYo=nRT 1y M 1991
P>

(b) Il lavoro compiuto dal gas risulta dato da due contributi il lavoro calcolato nella trasformazione | (I, )e

v,
nella trasformazione Il (7, ). Il lavoro nella trasformazione | € dato da W, =J‘ pdV .
4

Considerato che la relazione tra p e V ¢ lineare, risulta: p=al + f con az%,ﬂzpl —al,
27"

quindi: W, =j: pdV = j:z(amﬂ)dlf =%(V22 —V?)+B(V, V) =277 atm-L=2.86-10"J

Il lavoro nella trasformazione Il € dato da

" |4
W, = pdV =nRTlog—t=-2.13-10"J
A v,
Sommando i due contributi otteniamo il lavoro compiuto dal gas durante un ciclo:

W=Ww,+W,=729-10"J


Francesco Capozzi


(c) L’entropia dipende solo dalle variabili termodinamiche degli stati 1 e 2. Possiamo calcolare la variazione
richiesta percorrendo la trasformazione isoterma Il in senso inverso

50 1 1 1 v, W
AS,. = [ Z2== [ 60=— [ W=—=nRTlog-2=-"L=220J/K
[ 22-L [ o=l [ ow=Lurrioglsn

1,gas
lE(rev) ﬁ(rev) 12(rev)

(d) Le trasformazioni considerate sono tutte reversibili quindi la variazione di entropia dell’universo
termodinamico & nulla. Inoltre, sfruttando il fatto che la trasformazione | € reversibile, la variazione di

w,
entropia subita dalle sorgenti nella trasformazione I risulta AS, —AS; o = TH =-22.0J/K

,sorgenti
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Tempo a disposizione: 2h30.

Problema n.1 (7 punti)
Due corpi puntiformi uguali di massa m = 2.0 kg vengono lanciati, nello stesso istante Y 1

e dal medesimo punto, I'uno su di un piano inclinato liscio (angolo alla base § = 45° | 77"
e lunghezza d = 1.2 m) con velocita iniziale v; = 5.0 m/s, laltro su di un piano )
orizzontale ruvido immediatamente sottostante (coefficiente di attrito dinamico ug = i
0.30) con velocita vs. /
Sapendo che i due moti si svolgono nello stesso piano verticale x — y, determinare:

a) il tempo t' necessario per il corpo 1 per percorrere il piano inclinato; (1 punto) 2

b) il tempo " impiegato dal corpo 1 per tornare sull’asse x partendo dalla sommita del piano inclinato; (2 punti)
c) la posizione x; di impatto con 'asse z; (1 punto)
)

d

la velocita iniziale vy che dovrebbe avere il corpo 2 affinché incontri nuovamente il corpo 1 sull’asse x nell’istante
finale ty = ¢ +t". (3 punti)

g = 9.8 m/s?]

Problema n.2 (15 punti)

Il sistema meccanico in figura ¢ costituito da una sbarra omogenea, di massa M =
5.0 kg e lunghezza L = 1.0 m, vincolata a ruotare senza attrito intorno ad un asse
(uscente dal foglio) passante per I'estremo superiore O. All’estremo inferiore dell’asta
A vi ¢ attaccata una molla ideale ancorata in B (con massa trascurabile, costante
elastica k e lunghezza a riposo nulla). Il sistema si trova in equilibrio quando ’angolo
di inclinazione della sbarretta con la verticale ¢ pari a § =45°. Considerando che la
molla puo deformarsi solo orizzontalmente, determinare:

a) le espressioni delle componenti della reazione vincolare N applicata in O; (4 punti)

b) il valore della costante elastica k; (5 punti)

c¢) supponendo che la molla venga rimossa, determinare il valore del modulo della velocita angolare dell’asta quando
raggiunge la posizione verticale con 6 = 0. (6 punti)

[g = 9.8 m/s?, momento di inerzia dell’asta rispetto al CM: Ica = 45 M L?]

Problema n.3 (8 punti)

Si consideri una quantita di acqua di massa m, = 5.00 kg (corrispondente a un numero di moli pari a n = 278 mol)
alla temperatura iniziale Ty = 20.0 °C. Alla pressione atmosferica py 1’acqua viene portata a 100°C e completamente
vaporizzata; Successivamente, tramite un’espansione adiabatica irreversibile, il vapore e portato all’equilibrio termod-

inamico nello stato 1 con pressione e temperatura date da p;= 2.00 atm e T} = 500°K, rispettivamente.
Considerando il vapore come un gas ideale poliatomico, determinare:

a) la quantita di calore totale Q¢ fornita al sistema acqua/vapore nell’intero processo; (2 punti)
b) il volume V; del vapore cosi ottenuto. (1 punto)
Il vapore viene poi compresso lungo un’adiabatica reversibile fino a un volume finale Vo = V; /2. Calcolare:
c) la temperatura T e la pressione ps finali del vapore; (2 punti)
d) il lavoro che deve essere fatto per comprimerlo. (3 punti)

[1 atm = 1.01 - 10° Pa, calore specifico acqua: ¢, = 4190 J/(kg °K),
R = 8.31 J/(mol °K), calore latente di evaporazione acqua: Aey = 2.26 - 10° J/kg,
Cp,vapore = 4R, Cy,vapore = 3R, Yvapore = 4/3}



Soluzione Problema 1

a) Per la conservazione dell’energia meccanica la velocita del corpo 1 alla sommita del piano inclinato deve soddisfare

la seguente relazione:

1 1
gmv% = §m(v1)2 + mgdsin 0

vy = 1/v? — 2gdsinf = 2.9 m/s.

Il moto & uniformemente accelerato con accelerazione pari a —gsin @, il tempo per raggiungere tale sommita e pari a:

quindi

’ . ’ / Ul_vi
v] =v1 —gsinft’ =t = — =0.30 s.
gsinf

b) Successivamente il moto & parabolico e quindi descritto dalle seguenti relazioni:

x1(t) = dcosf + v cosf -t
y1(t) =dsinf + vjsinf -t — %th

con t misurato a partire dall’istante in cui il corpo 1 lascia la sommita del piano inclinato. Per determinare il tempo
nel quale il corpo torna sull’asse = si impone y; (t”) = 0 e quindi si ricava:

1
dsin® + v|sinf - t" — ig(t")2 =0= g(t")? — 20} sinf-t" —2dsinf =0

v} sin @ + \/(11’1)2 sin? @ + 2gd sin §
=t = J = 0.67 s.

¢) La posizione di impatto con l’asse x sara:

zf=x1(t") =dcosh +vjcosf-t" = 1.2 m.

d) II corpo 2 ha accelerazione costante pari a -p149 lungo I’asse x, per cui I’equazione oraria sara del tipo:

1
Ta(t) = vat — §Nd9t2~

Il corpo 2 incontra il corpo 1 quando, all'istante t =ty =t/ + ¢ = 1.0 s, si avra xa(ty) = zy:

1 2
Iz(tf) = ’Ugtf - Eludgtf =XIf
quindi:

_ 2z + Mdgt?

= 3.7 .
%, m/s

V2

Soluzione Problema 2

a) Nella posizione di equilibrio la risultante delle forze esesterne Ft_;)t e il momento meccanico totale sono nulli.

Le forze agenti sono la forza peso Mg della sbarretta applicata nel centro di massa C, la forza elastica ﬁel applicata

in A e la reazione vincolare N applicata in O.

Rispetto al riferimento illustrato in figura possiamo scrivere:



Mg=—Mgi,, F.y=Fk-AB-i,, N=N,i,+ Ny,

ed inoltre
AB=DB— DA =L — Lsiné.

Calcolando i momenti rispetto ad O ed indicando con C il centro di massa dell’asta, si ha:

MaCM:ﬁtot:M§+N+ﬁe]:6
ICM&:MtOt:O_CA§+O_BAﬁ61:6

Dalla prima equazione si possono ricavare le componenti di N:

N, = —kAB
N, = Mg.
b)Dalla seconda equazione si ricava:

. Lo L _
OCANMG+OANF, = —EMgsine—l—LkABsin (g —9)

—Mg

= sinf + kL cosf(1 —sind) =0

da cui ricaviamo k: Masind M
g sin g
2Lcosf(1 —sinf) L (2-+/2) /m

¢) Dopo che la molla ¢ stata rimossa il moto dell’asta avviene sotto 1’azione del peso Mg (forza conservativa) e della
reazione vincolare N (che non compie lavoro). Pertanto l'energia meccanica si conserva. Tenendo conto che l’asta

parte da ferma si ha:
1
=0+ Mgy; = flowj% + Mgy;

i _f
Efot = E. 3

tot

con y; = —% cosf e Yy = —%. Pertanto:

1 L

Elow? = Mg§(1 —cosf) = wy =29 rad/s.
con Iy =Icpy+M (%)2 = M%Q il momento di inerzia rispetto ad un asse passante per I'estremo A dell’asta.
Soluzione Problema 3

a) Fino a completa evaporazione a pressione atmosferica all’acqua viene fornita una quantita di calore pari a:
Q1= maca(Te - TO) + maAev

dove T, = 100 °C & la temperatura di ebollizione dell’acqua mentre ¢, e A, sono, rispettivamente, il calore specifico
dell’acqua e il calore latente di evaporazione dell’acqua. Essendo m, = 5.00 kg, si ha Q; = 1.30-107 J.



Considerando che Q2 = 0, il calore totale fornito nell’intero processo e:

Qtot = @1+ Q2 =1.30-107 J.
b) Per il volume occupato dal vapore acqueo si ha:

Vi =nRI1 = V) =

c¢) Lungo una trasformazione adiabatica reversibile di un gas ideale valgono le relazioni pV? = costante e TV?~! =
costante, dove, dato che trattiamo il vapore acqueo come un gas ideale poliatomico, si ha v = 4/3. Quindi possiamo
scrivere:

Vi
oV, =W =T =T, (Vl) =T,-2%=1.26-Ty = 630° K.
2

V vy
p2V'2’Y = plvlpy = pa =p1 <‘/1> =p1- 24/3 =252. p1 = 5.04 atm.
2

d) Dalla prima legge della termodinamica si ha che per una trasformazione adiabatica AU = —W. Il lavoro Wyt
che si deve compiere per comprimere il vapore acqueo € esattamente uguale e opposto a quello compiuto dal vapore
W, quindi:

Wewt = —W = AU = nc, AT = ne,(Ty — Ty) = 9.00-10° J.
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e Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinche il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire
almeno 3.5 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti) Un punto materiale di massa m = 0.50 kg ¢ fissato ad una molla di costante elastica K = 100
N/m, il cui asse forma un angolo o = 30° con la direzione orizzontale, mentre I’estremo opposto della molla & fissato al
suolo, come in figura (1). Inizialmente la molla & compressa di una quantitd Al = 50 cm rispetto alla sua lunghezza a
riposo, lp = 1.0 m, ed il punto materiale & fermo. Si lascia quindi la molla libera di decomprimersi e, nell’istante in cui
la molla ha raggiunto la sua lunghezza a riposo, il punto materiale si stacca da essa. a) Determinare il modulo della
velocita del punto materiale nell’istante in cui si stacca dalla molla, senza trascurare I'azione della forza di gravita
durante la decompressione della molla (3 punti). Dopo essersi staccato dalla molla, il punto materiale compie una
traiettoria parabolica soggetta all’accelerazione di gravitd. b) Calcolare la massima altezza dal suolo raggiunta dal
punto materiale durante la sua traiettoria (2 punti). Raggiunto il punto piu alto della traiettoria, il punto materiale
urta un secondo punto materiale, di massa M = 1.0 kg, la cui velocita, 17, forma l’angolo 6§ = 45° con la direzione
orizzontale, mentre il suo modulo vale: V' = 5.0 m/s (si guardi la figura (2)). L’urto ¢ completamente anelastico e
dopo di esso i due punti materiali vengono a formare un unico punto materiale. ¢) Calcolare il vettore velocita (ovvero
ogni sua componente) del punto materiale risultante nell’istante immediatamente successivo all’urto (2 punti).

[Nota: g = 9.8m/s?]

(2)
o
d ['Q
x i
Problema 2 (15 punti) Un’asta sottile omogenea di massa M = 5.00 kg e lunghezza @mn

L =120 cm ¢ appoggiata su un piano orizzontale e puo ruotare senza attrito attorno ad
un asse passante per il suo centro. Ad un suo estremo ¢ attaccato un punto materiale
di massa m = 1.50 kg. a) Calcolare il momento di inerzia dell’asta rispetto ad un asse
passante per il suo centro (1 punto). b) Calcolare il momento di inerzia del sistema
(asta+punto materiale) rispetto ad un asse passante per il centro dell’asta (2 punti). Il
sistema ruota con velocita angolare wg = 100 rad/s. ¢) Determinare ’energia cinetica del U L
sistema (2 punti). Ad un certo istante, il punto materiale si stacca dall’asta. d) Tenendo

conto della conservazione del momento angolare rispetto al centro dell’asta, determinare

il valore della velocita del punto materiale dopo il distacco, nell’ipotesi in cui la velocita

angolare dell’asta dopo il distacco sia wy = 150 rad/s (6 punti). e) Diversamente dal M
caso descritto nel punto precedente, nel caso in cui ’asta si fermi subito dopo il distacco,

determinare la variazione di energia cinetica del sistema (4 punti).

Si hanno n = 2.00 moli di gas ideale biatomico inizialmente a pressione p; = 2.00 atm e
temperatura 77 = 300 K. A partire da tale stato, il sistema subisce una espansione reversibile fino a raggiungere
lo stato 2, in cui si hanno ps = p1/2 e Vo = 3V;; tale trasformazione & rappresentata da una retta. a) Disegnare
la trasformazione 1-2 nel piano p — V' (1 punto). b) Calcolare il volume V; e la temperatura T» (1 punto). c)
Calcolare il calore scambiato nella trasformazione 1-2 (3 punti). d) Calcolare la variazione di entropia del sistema nella
trasformazione 1-2 (2 punti). e) Determinare quale sarebbe la pressione finale p3 se dallo stato 1 il sistema subisse
una espansione reversibile isoterma fino a raggiungere lo stato 3 in cui V3 = V4 (1 punto).

[Nota: costante dei gas perfetti R = 8.31 J/(Kxmol), 1 atm = 1.013 x 10° Pa]



Problema 1 - Soluzione

a) L’energia meccanica prima e dopo la decompressione della molla vale rispettivamente:

K
Bi=SAP | Ef= %vg + mgAlsin a.

)

Eguagliando le due espressioni otteniamo:

vy = \/KAP —2gAlsina = 6.7 m/s.
m

b) La legge oraria della massa m dopo che essa ha lasciato la molla é:
. 1 5,
y(t) = yo +vosinat — 29t

dove: yg = lpsin . La massima altezza raggiunta durante la traiettoria parabolica vale pertanto:

(vo sin @)
29

Ynm = Yo + =1.1 m.

¢) Negli istanti immediatamente precedente e successivo all’urto la quantita di moto vale:
pi = (mwvgcosa + MV cos6)u, — MV sinfu,
Py = (m+ M)V,

dove V' ¢ la velocita del punto materiale risultante nell’istante immediatamente successivo all’'urto. Dal momento che
la quantita di moto si conserva durante 1'urto, eguagliando le due espressioni otteniamo:

mug cos o + MV cos 0

V= Y] =43 m/s;
m
MV sin 6
r_ - _
V, = M 2.4 m/s.

Problema 2 - Soluzione

a) Insta = (1/12)ML? = 0.600 kg m?

b) Liot = Lusta +md?, dove d = L/2, per cui I;,; = 1.14kgm?

¢) L’energia cinetica del sistema & solo rotazionale: Ej = (1/2)[;,,w3 = 5.70 x 10% J

d) Sfruttando la conservazione del momento angolare rispetto al centro dell’asta prima e dopo il distacco, si pud
scrivere L; = Ly, dove: L; = Iipwo mentre Ly = I, q0w5 + m(L/2)v. Dunque risolvendo in funzione di v si ha:

_ 2([,50,5(.00 - Iastawf)
mL

=26.7m/s (1)

e) L’energia cinetica iniziale ¢ solo rotazionale, come gia calcolato al punto ¢): Ex; = (1/2)I;rwd = 5.7 x 10® J trovata
al punto c); in questo caso, all’energia cinetica finale contribuisce solo il punto materiale, visto che in questo caso l’asta
si ferma, e quindi Ej 5 = (1/2)mv". La velocita finale si trova come al punto precedente, dove perd wyp=0:

;20000
v =

oy A 127m/s (2)

e quindi Ej § = 1.20 x 10* J. La variazione di energia cinetica ¢ dunque:

AEy = Ey 5 — Er; =633 x 10°J (3)



p
1
Y \
a) P2+ 2
| |
Vi V, %4
b)
RT; V 3
V= 2 946 % 1072md, T = 222 = 2 — 450K (4)
D1 nR 2
¢) Q12 = Uyg + Wia, dove si ha per Penergia interna:
Uis = ney (Ty — Th) = 6.23 x 10° J, (5)
mentre il lavoro si puo ottenere dal calcolo dell’area sottesa:
1 3 3
Wis = §(p1 +p2)(V2 — Va) = §p1V1 =7.46 x 10°J (6)

e sommando, Q2 = 13.7 x 103 J.
d) La variazione di entropia si pud ottenere considerando una qualsiasi trasformazione tra 1 e 2, per cui:

T
ASyy = ncy In (TQ) +nRIn (VZ> =35.1J/K (7)
1

e) Se lo stato finale 3 (in cui V3 = V5 = 3V]) fosse raggiunto tramite una isoterma a partire da 1, si avrebbe T3 = T

e di conseguenza

- nRT - nRT _ D (8)
PBP=y T T3 T 3
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Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire almeno 3.5
punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)

Due punti materiali di massa m1 e mz si urtano in modo totalmente
anelastico nel punto O su di un piano orizzontale. Facendo riferimento m;y

alla figura, dopo I’urto la velocita del punto materiale risultante vale v ed Vi
e diretta lungo la direzione OB. Il punto materiale alla fine del suo
percorso comprime una molla di costante elastica K per un tratto d ,
rispetto alla sua posizione di riposo. Sapendo che nel solo tratto AB & /ﬂ\ X
presente una forza d’attrito radente, si chiede di determinare: W B A Oi\\ B -
~,
a) L’angolo [ della direzione della velocita vz del punto di massa mz v, m
2

prima dell’urto; (3 punti)

b) la velocita v2 del punto materiale mz prima dell’urto (2 punti)

c) il valore del coefficiente della forza d’attrito che agisce nel tratto AB=L; (2 punti)

Dati del problema: a=40°, m1=0.10 kg; m>=0.30 kg; v1=0.80 m/s; v=0.25m/s; AB=L=2.0 cm; K=30 N/m; d=2.0 mm, g=9.8 m/s?

Problema 2 (15 punti)

Il disco rappresentato in figura ha raggio R e massa m ed & in posizione verticale

libero di ruotare senza attrito intorno al suo asse baricentrale O. Al disco sono

collegate mediante due fili identici e di massa trascurabile due masse puntiformi ma

e mz. Il filo della massa m1 passa all’interno di una scanalatura del disco di raggio r

concentrica in O. Il filo della massa mz passa, invece, attorno alla circonferenza

esterna del disco. Nell’ipotesi di assenza di attriti e di velocita iniziale nulla del —m

sistema, si misura che dopo un tempo t1 il disco ha assunto una velocita angolare m
(t1) muovendosi in verso antiorario. Si chiede di determinare: 1

a) [D’accelerazione angolare a del disco (3 punti)

b) le accelerazione a1 e a2 dei punti materiali di massa m1 e mz e lo spazio da essi percorso indicando la massa che si & abbassata e
quella che si é alzata rispetto alla situazione inziale per t=0; (4 punti)

c) | valori delle tensioni dei due fili. (4 punti)

d) il momento d’inerzia del disco rispetto al suo asse baricentrale O; (4 punti)

Dati del problema: m1=2.0 kg; m>=1.0 kg; R=1.0 m; r=0.30 m; t:=2.0 s; o(t1)=2.2 rad/s, g=9.8 m/s?

Un gas ideale biatomico, inizialmente all’equilibrio termodinamico, ¢ contenuto in un cilindro alla temperatura Ta, volume Va e pressione pa.
Il sistema € posto a contatto con una sorgente a temperatura Ts subendo un’espansione contro la pressione esterna pa fino a raggiungere un
nuovo equilibrio termico al volume Vs=2Va. In questa situazione, il pistone viene bloccato e il sistema messo in contatto con una sorgente a
temperatura Tc raggiungendo un nuovo equilibrio termico in C. Il sistema, infine, & sottoposto a una trasformazione adiabatica reversibile che
dallo stato C lo riporta in quello iniziale A.

a) Una volta riportato nel piano (p,V) le trasformazioni subite dal gas, determinare la temperatura del gas nello stato iniziale Ta, il suo
numero n di moli e la temperatura Ts raggiunta nello stato termodinamico B; (2 punti)
Inoltre, si chiede di calcolare:

b) le quantita di calore assorbite e cedute dal gas, (2 punti)

¢) il rendimento della macchina termica, (1 punto)

d) La variazione di entropia dell’universo termodinamico, (3 punti)

Dati del problema: Va=8.20 I; pa=3.42x10°Pa; Tc=300K; V=2 xVa, R =0,0821 1-atm/(mol K)o R=8,314 J/(mol K); 1 atm =1.01x10%Pa



Soluzione

Problema 1

Dalla conservazione della quantita di moto scomposta lungo le direzioni OB (vedi figura) e quella a essa perpendicolare si ha:

myv; sing = myv,sinf ;. myvicosa + myv,ycosf = (my + my)v
myv;sina myv;sina ( )
myvy, =————— ; myvcosa + ——— = (my + my)v
sinf ’ tanf
myv;sina R myv,sina
B = atan =53 ; v, =—— = 0.21m/s.
(my + my)v — myv;cosa m,sinf

11 coefficiente d’attrito si ricava utilizzando la conservazione dell’energia meccanica:

Kd? — (my + my)v?
[Kd? — (my + my)v?] = —(my + my)gul. - u=-— 20ms +1m2)g2L =0.16.

N| =

Problema 2

11 moto di rotazione del disco & uniformemente accelerato e quello delle due masse rettilineo e uniformemente accelerato. Dalle equazioni della
cinematica si ottiene:

() 1llrad
t1 - SZ

m
wit)=at; > a= ; ap=ar= 0.335—2. ; a; =aR =1.1m/s%

Una volta note le accelerazioni dei due punti materiali € possibile calcolare subito lo spazio da essi percorso:
1 2 1 2
h1 = Ea1t1 = 0.66 m 5 hz = Eaztl =2.2m.

Rispetto all’istante iniziale, la massa m2 si abbassa della quota hz e la massa mz si alza della quota h1. Per trovare il valore del momento d’inerzia
del disco & necessario scrivere le equazioni della dinamica relative ai due punti materiali e al disco:T; —myg =mya; ; myg—T, =
mya, ; TzR — T1T =la (1)

Dalle equazioni (1) si ricavano i valori delle tensioni dei fili T1=20 N e T>=8.7 N.

Sostituendo T e T2 nella terza equazione si ha:

Nel piano (p,V) il ciclo proposto é descritto come in figura:



Pat—--

»
»

\Y

Essendo il gas biatomico(y=1.4) e Vc=Vs=2Va, la trasformazione adiabatica che unisce lo stato C con A permette di scrivere:

T,V =Tv)" - T, =396K

Utilizzando 1’equazione di stato di un gas ideale e ricordando che Vs=Vc=2Va, si ha:

n= paVa
RTy4

= 0.854 moli H pBVB = ZPAVA = nRTB d TB = ZTA =791.7K.

La quantita di calore assorbita dal gas & Qass=Qas dell’espansione isobara A—B e quella ceduta &€ Qces=Qsc della trasformazione isocora
B—C:

Quss = Qup = ncp(TB =Ty = nep,Ty = 9.84 K] 5 Qcea = Qpc = ncy(Te — Tg) = —8.73 K].

Il rendimento 7 della macchina termica propostaé: n =1 — 'QQC—B"" =0.113 ;
SS

a:

La variazione di entropia del ciclo termodinamico & nulla. Pertanto, la variazione dell’entropia dell’universo termodinamico & rappresentata

solo da quella delle due sorgenti. Si ha: AS; = — (% + %) =16.7]/K
B c
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e Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati & necessario conseguire
almeno 3.5 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti) Una sferetta di massa m; = 50 g si muove orizzontalmente in assenza di attrito verso destra con
velocita v1 e va ad urtare elasticamente una sferetta di massa my = 100 g inizialmente ferma. Dopo 'urto quest’ultima
si muove verso destra andando a conficcarsi in un pendolo balistico (inizialmente fermo e con massa ms = 1.0 kg) che
comincia ad oscillare senza attrito con una massima escursione angolare di 0p,,x = 30°. (a) Determinare le espressioni
delle velocita di my e mg subito dopo l'urto elastico (v}, vg, rispettivamente) in funzione di mq, mq e vy (3 punti).
Sapendo che Pasta del pendolo (di massa trascurabile) ¢ lunga L = 1.0 m, calcolare: b) v; (2 punti), c) I'accelerazione
centripeta del pendolo quando si trova ad una distanza angolare di #; = 15° dalla sua posizione di riposo (2 punti).
[Nota: g = 9.8 m/s?]

by m
my v, 2

o e

Problema 2 (15 punti) Una sfera omogenea di massa M = 30 Kg e raggio
R & appoggiata su un piano inclinato come mostrato in figura. La sfera
puo ruotare intorno al suo centro di massa agganciato a uno degli estremi
di una molla ideale (massa trascurabile) con costante elastica k& = 30 N/m.
L’altro estremo della molla ¢ fissato ad un sostegno rigido vincolato al piano
inclinato. Si consideri il caso in cui il piano inclinato presenti un attrito tale
da non permettere lo slittamento della sfera. Quando la sfera ¢ in equilibrio
statico calcolare (a) il modulo della forza di attrito statico, che agisce tra sfera
e piano inclinato (4 punti), e (b) 'allungamento della molla che determina
la posizione di equilibrio del centro di massa 7., (3 punti). Supponendo
che la sfera sia in movimento rispetto al piano inclinato: (c) si determini il o
periodo con cui oscilla intorno alla posizione 7, (3 punti); (d) sapendo che
la velocita del centro di massa e nulla quando il centro di massa e in 7,
determinare la massima estensione della molla (5 punti). [Nota: 6 = 7/6,
g = 9.8 m/s?; il momento d’inerzia della sfera rispetto ad un asse passante
per il suo centro di massa ¢ Icy = 2M R?/5)

Una mole di gas perfetto monoatomico, inizialmente alla pressione P4 = 1.00 atm e tem-
peratura T4 = 500 K subisce le seguenti trasformazioni: (i) isoterma reversibile dallo stato iniziale A allo stato finale
B caratterizzato da Vg = 2V4. (ii) adiabatica irreversibile dallo stato B allo stato C tale che Vo =3V e Te = Ta/2;
(iii) isoterma reversibile fino ad un certo stato D; (iv) isocora reversibile dallo stato D allo stato iniziale A. (a) Si
disegni il ciclo nel piano di Clapeyron (1 punti). Calcolare: (b) i lavori eseguiti dal gas nelle quattro trasformazioni
(2 punti); (c) il rendimento del ciclo (3 punti); (d) la variazione di entropia del gas nella trasformazione adiabatica
irreversibile (2 punti). [Nota: La costante dei gas perfetti R = 8.31 J/(Kxmol); 1 atm=1.013 - 10° Pa]
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Problema 1
L’urto tra mi e mo & elastico, quindi si conserva sia I’energia meccanica che la quantita di moto. Essendo l'urto
unidimensionale si ha

1 1 1
gmlv% = §m1U’12 + §m2u§ , (1)
mivr = —ma|vy| +mavs, (2)

dove v e v sono le velocita di my e mg, rispettivamente, dopo l'urto. Scriviamo v} e vy in funzione di v; risolvendo
il sistema:

(m2 - ml)'Ul

’U, = _ 3

i — 3)
2miv1

= _— 4

v2 mi -+ mo ( )

L’urto tra mo ed mg € invece completamente anaelastico, poicheé mso va a conficcarsi in mg. Di conseguenza in questo
urto si conserva esclusivamente la quantita di moto. Imponendo questa legge di conservazione possiamo ricavare vy in
funzione di V, cioe la velocita del pendolo balistico costituito da ms ed mg dopo 'urto

(mg + ms3)V
mo ’

Moy = (m2 + mg)V = VU2 = (5)
Il pendolo ha un’escursione angolare massima pari a Opac. A questo angolo corrisponde un’altezza massima pari
a hmax = L(1 — cosOpax) = 0.13 m. Poiche il moto del pendolo & senza attrito si conserva l'energia meccanica.
Imponendo questa legge di conservazione tra l'istante subito dopo 'urto e 'istante di altezza massima si ottiene

1
§(m2 +m3)V? = (ma +m3)ghmax = V = /2¢hmax = 1.6m/s. (6)
Dall’Eq. 5 possiamo ora calcolare vy
vy = M2tV o %
ma

Usando 'Eq. 4 possiamo calcolare vy e v}

(mq 4+ mg)v

2
_ 2t
v S 7m/s (8)
, (ma —mq)vy
Gt T+ s m/s 9)

v} & diretta verso sinistra.

Poiche il pendolo compie un moto circolare, per calcolare ’accelerazione centripeta in un generico punto della traiettoria
dobbiamo calcolare la velocita in quel punto. La velocita nel punto corrispondente a ¢; = 15° si trova tramite la
conservazione dell’energia meccanica, sapendo che I'altezza del pendolo in quel punto & hy = L(1 — cos6)

1 1
5(7’712 +m3)V? = §(m2 +m3)VE 4 (ma +m3)ghy = Vi =+/V2—2gh; =1.4m/s. (10)

L’accelerazione centripeta ¢ quindi data da
V2
ac = Tl =2.0m/s%. (11)



Problema 2

(a-b) Dalle equazioni cardinali della dinamica, otteniamo:

ICMa —AR2
Macyy = A—kAx+ Mgsinf
(12)

dove «, acyr, A, Az sono, rispettivamente, I’accelerazione angolare della sfera, ’accelerazione del suo centro di massa,
la forza di attrito statico (tra sfera e piano inclinato) e I'allungamento della molla. Imponendo o = 0, acp = 0, &
possibile scrivere A =0 e Az = Mgsind/k = z.q = 4.9 m.

(¢) Imponendo la condizione di puro rotolamento (acay = aR) e sostituendo nelle equazioni cardinali, si ottiene la
seguente equazione:

(M +I/R*)acy = —kAz+ Mgsing
(13)

L’equazione ottenuta ¢ equazione di un oscillatore armonico con frequenza di oscillazione Q = /5k/(7M) quindi il
periodo di oscillazione & dato da T' = 27 /Q = 7.4 s.

(d) Utilizzando la conservazione dell’energia meccanica, si ottiene: kz?/2 — Mgxsing + 1/2Mv,, + 1/2Icyw? = 0
La massima estensione si raggiunge quando l’energia cinetica ¢ nulla, quindi @ = 2Mgsinf/k, quindi 'allungamento
massimo & Ay, = Mgsind/k = 9.8 m.



P A
A
B
D
c
(a) II grafico del ciclo termodinamico & dato in figura. v
(b) 11 volume Vy si ricava dall’equazione di stato dei gas perfetti
Va4 = nRT4 P4 = 0.041m> . (14)
Il lavoro compiuto nella isoterma AB vale
VB 3
Wag = nRT's log V.= nRT4log2 =2.88-10°J (15)
A

Il lavoro compiuto nella adiabatica BC & uguale, per il primo principio della termodinamica alla variazione di energia
interna nella stessa trasformazione:

1
Wge = —AUpc = —ney (T — Tg) = §chTA =3.12-10%J. (16)
Il lavoro compiuto nella isoterma CD vale
Vb 3
Wep = nRI¢ log 7 —-3.72-10°J. (17)
c

Infine, il lavoro compiuto nella isocora DA & nullo.
(¢) 11 calore assorbito dal ciclo & dato da

Qass = Qap + Qpa=Wap + AUpa = Wap +ncy(Ta — Tp) = 6.00-10° J. (18)
Il rendimento si ottiene dalla seguente formula

1% W W W W
_ Wror _ Wap+ Wpc + Wep + DA _ (379 (19)

77 e
Qass Qass

(d) La variazione di entropia nell’adiabatica BC si ottiene dalla seguente formula generale valida per un qualsiasi gas
ideale e per una qualsiasi trasformazione termodinamica

T, 1%
ASgas. 8o = ney log i +nRlog 172 =0.489J /K. (20)



Universita dell’Aquila - Ingegneria Civile e Ambientale e Ingegneria Industriale

Sesto appello di Fisica Generale I - 27/01/2025

Cognome Nome N. Matricola

Docente

Tempo a disposizione: 2h30. Affinché il secondo e terzo problema siano valutati ¢ necessario conseguire almeno

3.5 punti nel primo problema.

Problema n.1 (7 punti)

Un punto materiale di massa m = 200 g ¢ fermo sul fondo di una buca emisferica
liscia di raggio » = 3.0 m; una forza orizzontale F' (t) agisce per un breve intervallo di
tempo imprimendo al punto un impulso istantaneo di modulo J = 7.0 - 1072 N s, in
conseguenza del quale il punto inizia a muoversi lungo il bordo della buca. Trascurando

ogni forma di attrito, determinare:

a) il modulo della velocita del punto materiale dopo I’azione della forza F ; (1 punto)
b) la massima elongazione 6y del moto; (3 punti)

c¢) il modulo della reazione vincolare R generata dalla superficie su cui si muove il
punto materiale quando passa per la posizione corrispondente a 6 = 0.0° rispetto
alla verticale. (3 punti)

[g = 9.8 m/s?]

Problema n.2 (15 punti)

Un’asta rigida di massa trascurabile e di lunghezza [ = 3.0 m ¢ libera di ruotare in
un piano verticale (piano x-y in figura) intorno a un asse orizzontale passante per
un suo punto A, distante d = 30 cm dal centro dell’asta. Agli estremi dell’asta

sono fissate due masse m; = 200 g e mo = 400 g. ®

a) Qual & il momento d’inerzia del sistema delle due masse rispetto all’asse
passante per A?; (1 punto)

b) qual & la posizione xcps del centro di massa?; (2 punto)

c) se il sistema ¢ inizialmente posto in posizione orizzontale e lasciato libero

quando ¢ in posizione verticale?; (7 punti)

d) qual & il modulo dell’accelerazione angolare nella stessa posizione verticale
del punto ¢)? (5 punti)

[g = 9.8 m/s?]

3 moli di un gas ideale biatomico si trovano inizialmente alla pressione p; = 4.00
atm e alla temperatura 77 = 350 K. A partire da tale stato, il gas segue ’espansione
reversibile mostrata in figura (rappresentata dal segmento rettilineo che unisce gli stati
1 e 2) fino allo stato 2, in cui p; = 2p; e Vo = 3V;. Determinare:

a) il volume V; e la temperatura Ts; (1 punto)
b) la variazione di energia interna del gas AU; o; (1 punto)

c) il calore scambiato Q1,2 lungo I’espansione reversibile rappresentata in figura; (2
punti)

d) la variazione di entropia del gas, delle sorgenti coinvolte nella trasformazione
considerata e dell’'universo termodinamico. Motivare la risposta data; (2 punti)

e) il rendimento 1 di una macchina di Carnot che operasse tra 2 sorgenti alle tem-
perature T; e T, precedentemente calcolate. (2 punti)

[1 atm = 1.01 - 10° Pa, R = 8.31 J/(mol K)]

Vi Va V



Soluzione Problema 1

a) Il teorema dell’impulso permette di ricavare la velocitd vy con cui il punto materiale, sotto 'azione della forza

—

F', viene messo in moto sulla guida emisferica:
J
J=Ap=mvg = vy =— =0.35 m/s.
m

b) L’energia meccanica totale del punto materiale si conserva poiche’ la forza di gravita ¢ una forza conservativa e la
reazione vincolare, in assenza di attrito, non compie mai lavoro poiche ortogonale allo spostamento. Si ha quindi:

Conoscendo h si puo ricavare l'angolo 6 rispetto alla verticale corrispondente alla massima elongazione del moto
armonico: B

r—
=cosfy = 0y = 3.7°.

¢) Indicata con Ng la componente radiale (diretta verso il centro di curvatura della buca) della reazione vincolare
della superficie emisferica, in ogni istante & soddisfatta ’equazione seguente, in cui il punto materiale & soggetto ad

un’accelerazione centripeta:
2
v
Nr —mgcost =m—.
r

Dall’equazione precedente si ricava:

2 2
Ng :mgcosﬂ—l—mv— = Np :mgCOSOO—i—m@ =20N
T r

Soluzione Problema 2
a) Il momento di inerzia del sistema delle due masse rispetto all’asse passante per A ¢ dato da:
I =myl? 4+ mol3

conly = é +dely = % — d, pertanto:

l2
I=(m1+ms) <4 + d2) + 1d(my — my) = 1.2 kg m?.

b) Considerando un asse = orizzontale verso destra con origine in A si ha:

—malo +mqly (m1 +m2)d— (m2 —ml)é
oM = = = —0.2 m.
mi + ma mi + mo

Il centro di massa si trova quindi a una distanza da A pari a lgpr = 0.2 m.

¢) Il momento delle forze che agiscono sul sistema ¢ perpendicolare al foglio e uscente da esso, pertanto il sistema
ruotera in senso antiorario. Il suo modulo vale:

M = (m1 + mz)glc]w =12 N m.

Nella rotazione si conserva ’energia meccanica, non essendo presenti attriti. Considerando nulla I’energia potenziale
alla quota di A si ha:

. 1
E = E,’:L =0= 51%% 4+ mygly — magls

da cui ¢ possibile ricavare la velocita angolare wy:

2 lo —maql
wr = \/M = 1.4 rad/s.

d) Applicando la seconda equazione cardinale della dinamica possiamo scrivere:

Too = —(mi +ma)glon sin0° = a = 0.0 rad/s”



a) Sfruttando la legge dei gas perfetti si ha: V; = % =0.0216 m® e Ty = % = % = 2100 °K.
b) AU, 2 = ney (Te — Ty) = 1.09 - 10° J.

¢) Per calcolare il lavoro si pud procedere per via geometrica:

1
Wiz =pi1(Va = Vi) + 5(p2 = p1)(Va = Vi) = 8Vip1 = 3nRT} = 26200 J.
da cui possiamo ricavare il calore:
Qi2=AU o+ W;o=135-10°J.

d) La variazione di entropia del gas si ottiene dalla relazione:

T Vz

ASgqs = ney In=2+nRln = =138 J/K
Ty %

La variazione di entropia dell’ambiente & pari all’opposto di quella del gas e quindi ASympiente = —ASgas = —138 J/K.
La variazione di entropia dell’Universo & complessivamente nulla in quanto la trasformazione ¢ reversibile.

e) Il rendimento di una macchina di Carnot si puo scrivere come:
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e Tempo a disposizione: 2h 30min. Affinche il secondo e terzo problema siano valutati € necessario conseguire
almeno 3.5 punti nel primo problema.

Problema 1 (7 punti)
Un punto materiale di massa m viene lanciato con velocita vy su un piano orizzontale di lunghezza [, posto ad altezza
h rispetto al suolo. Il piano & diviso in 6 parti di uguale lunghezza, alternativamente lisce e scabre (tratto discontinuo
in figura). Il coefficiente di attrito sulle parti scabre & 4. Determinare:
a) L’accelerazione del punto materiale sul primo tratto scabro (1 punto). b) La velocita nel punto B, cio¢ al termine
del primo tratto scabro (2 punti). ¢) La posizione di arresto rispetto al punto di partenza (2 punti). d) Nell’ipotesi di
(Dati: m = 0.100 kg, v = 3.80 m s~ 1, I = 3.00 m, h = 1.20 m, pg = 0.600, g = 9.81 m s~ ?)

Uy

B

h

O d

[ N

Problema 2 (15 punti)

Un disco omogeneo di massa m e raggio R & inizialmente fermo su un piano orizzontale
scabro, con coefficiente di attrito statico us. Un filo inestensibile e di massa trascurabile
& avvolto intorno a una gola di raggio r, di massa trascurabile. Al filo & applicata una
forza F costante in direzione verticale, come in figura. Se il filo si svolge senza slittare,
si chiede di:

a) Disegnare lo schema delle forze cui ¢ soggetta la ruota (2 punti). b) Determinare
il valore del modulo della forza F affinché sia nulla la reazione normale del piano sul
disco (2 punti). c¢) Nelle condizioni della domanda 2, stabilire il tipo di moto con cui si
muove il disco e calcolare il valore dell’accelerazione angolare (4 punti). d) Ricavare il r
valore massimo del modulo della forza F' per avere moto di puro rotolamento (4 punti).
e) Calcolare laccelerazione traslazionale massima che puo essere impressa al centro di

g

massa mantenendo il moto di puro rotolamento (3 punti).

(Dati: R = 30 cm, r = 5.0 cm, m = 1.8 kg, ps = 0.60, g = 9.81 m s~2; il momento
mR2)

2

d’inerzia del disco rispetto ad un asse passante per il centro di massa ¢: I =

n = 5 moli di gas monoatomico compiono un ciclo composto dalle seguenti trasformazioni (reversibili): AB isobara,
BC adiabatica, CD isobara, DA adiabatica. Si conoscono le seguenti quantita: p4 = 2.00 x 10° Pa, pc = 1.00 x 108
Pa, V4 = 5.00 x 1073 m?, Vg = 1.00 x 1072 m?3.

a) Disegnare il ciclo sul piano p — V (1 punto). b) Determinare le temperature degli stati A e B (2 punti). c)
Determinare il calore assorbito dal gas nella trasformazione CD (3 punti). d) Determinare la variazione di entropia
AS = AS,p + ASpc e valutare se sia maggiore o minore rispetto a AS’ = AS g + ASpcs dove la trasformazione
adiabatica BC & sostituita da una isoterma BC’ alla temperatura 75 (2 punti).

(Nota: costante dei gas perfetti R = 8.31 J/(Kxmol))



Problema 1 - Soluzione
a) Applichiamo l’equazione del moto:

—

md’:ﬁ:—ud N|z&

dove N = mgy ¢ la reazione vincolare del piano. Quindi otteniamo:

= —pqgt = —5.89 ms 2.

b) Applicando il teorema dell’energia cinetica lungo il primo tratto scabro abbiamo:

ma Mo _ 01

g "B T 0 T TG
quindi:

l
v = Jv2 — E = 9. 99ms?
3
¢) Applicando sempre il teorema dell’energia cinetica abbiamo:
m
—51}8 = —ugmgAzx
2

dove Az ¢ lo spazio percorso nei tratti scabri: Az = 2239 = 1.22m. Dal momento che la frazione % = 2.45 & compresa

tra 2 e 3, concludiamo che il punto materiale si arresta lungo 1'ultimo tratto scabro. Quindi la posizione d’arresto
sara:

l
T = 3 + Az = 2.73m.

d) Definiamo v il modulo della velocita con cui il punto materiale giunge alla fine del piano orizzontale (in corrispon-
denza del punto O), dal teorema dell’energia cinetica abbiamo:

mo mo,_ ]
9 27 1T THAMY,

quindi: vy = \/v§ — pggl. Giunto alla fine del piano orizzontale, il punto materiale inizia compiere una traiettoria
parabolica, descritta dalla legge oraria:

1
x(t)=wvat , y(t)=h-— §gt2

dove assumiamo che il punto O coincida con l'origine degli assi. La traiettoria & quindi descritta dall’equazione
cartesiana: y(x) = h — 5522, Imponendo y(d) = 0 abbiamo:

BT
2 2
d= )22 5 oqm.
\ 9

Problema 2 - Soluzione

a)




b) Se il disco ¢ in contatto con il suolo, la prima equazione cardinale lungo la direzione verticale é:
F+N-mg=0

che e soddisfatta se la reazione normale soddisfa: N = mg— F > 0. Il valore limite della forza applicata per cui questo
si verifica e: F' < mg = F; = 18N.

¢) Nella condizione limite N = 0, poiché la forza d’attrito ¢ nulla, il moto di pura rotazione la cui accelerazione
angolare @ = (0,0, ) si puo ricavare dall’equazione cardinale:

ITa= Fl’l“

dove: I = mTRQ. Quindi: o = £ = 11rad/s?.

d)Le equazioni cardinali per le forze lungo la direzione orizzontale i, e per i momenti lungo la direzione ., sono:

Fr—F,R=1I«
F, = —macm
Se la forza applicata ¢ tale da produrre un moto di puro rotolamento risulta verificata 'ulteriore condizione acy = —aR
che permette di risolvere il sistema
rF 2r
Fa = - = —
R+1/(mR) 3R
_F,2r
~ mR  3mR2
Affinché il disco si muova di moto di puro rotolamento deve essere verificata la condizione: F, < usN = ps(mg — F),
quindi: F' < —24— = F, = 15N. Esiste quindi un intervallo F5, < F' < F7 in cui il disco tocca il suolo ma il moto non

2
1+3;L;R
e di puro rotolamento.
e) L’accelerazione angolare massima nel moto di puro rotolamento si ottiene quando F' = Fj, ossia: |acm,mas| =

sors Fy = 0.92 m/s?.

Problema 3 - Soluzione
2)

WAL

:)
p [/ T [/

T
A nRk A

= 480K

¢) Per determinare il calore & necessario calcolare le temperature in C e D. Per farlo, si sfruttano le relazioni per le
adiabatiche, per esempio trovando V¢ con:

1/
pcv’Y = vag’ VC = <pB) =1.52 x 10_2m3
pc

e quindi Tg = %

CD sara dunque:

= 365 K. Con lo stesso procedimento si trovano Vp = 7.60 x 1073 m? e Tp = 182 K. Il calore in

Qcp =ney(Tp —Te) = —1.89 x 10* J.



d) La variazione di entropia nella trasformazione isobara risulta essere

T,
ASap = ne,In (B> = 72.0 J/K
Ta

mentre nella trasformazione adiabatica ASpc = 0. Di conseguenza si troverd AS’ > AS, poiche nella trasformazione
isoterma si ha:
V/
AS5er =nRIn (C) =28.8 J/K
VB

dove Vs = nRTg/pc = 2.00 x 10~2m? per cui AS = 72.0 J/K mentre AS’ = 100.8 J/K.
C


Highlight


