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Problema 7.1

Un pendolo fisico e costituito da un’asta sottile omogenea di massa M=1 kg e lunghezza
L=1 m che oscilla intorno ad un suo estremo. Una massa puntiforme m=4M ¢& fissata
sull’asta ad una distanza R=(3/4)L dall’asse di oscillazione. Calcolare il periodo delle piccole
oscillazioni. Cosa accade al periodo di oscillazione se la massa m viene spostata di un tratto
Ax=10 cm verso |I'estremo libero dell’asta?

© OB =1L

OA =R

Soluzione
Il periodo delle piccole oscillazioni per il pendolo fisico € dato da

I,

T=2
" mygh

dove I; ¢ il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione ed h la distanza dell’asse di
rotazione dal baricentro del sistema. Il momento d’inerzia € dato dalla somma di quello
dell’asta e di quello della massa m, entrambi calcolati rispetto all’asse di rotazione O. Allora
si ha:

IZ=%MB+nm%

D’altra parte la posizione del centro di massa dell’intero sistema, calcolata sempre rispetto
ad O, e data dalla seguente relazione:

_ M(L/2)+mR
- M+m

h

dove si € rappresentata |'asta omogenea come un punto materiale di massa M, posto nella
coordinata del suo centro di massa (L/2 rispetto all’asse di rotazione O). Sostituendo le
due precedenti relazioni nella espressione del periodo T, si ha:



(1/3)ML? + mR?
ML
— +mR
(2 ' jg

Se la distanza R della massa m variasse della quantita A, il periodo del pendolo
aumenterebbe portandosi al valore 71 ~1,8 s.

T=2x

~1,7s



Problema 7.2

Un metronomo € costituito da un’asta molto sottile che qui immaginiamo di massa
trascurabile, che oscilla su di un piano verticale intorno ad un asse O (si veda la figura).
Sull’asta si dispongono tre corpi puntiformi di massa ma, ms, € mc, che possono essere
facilmente spostati lungo I'asta. Si consideri la seguente disposizione delle tre masse: la
massa ma=20 g posta all’estremo inferiore A dell’asta; la massa ms=10 g nel punto B
simmetrico ad A rispetto all’asse di oscillazione O. Considerando la distanza OA=3 cm e
mc=2 g, si calcolino:

1. il periodo delle piccole oscillazioni imponendo OC=6 cm;
2. il valore della distanza OC affinché il periodo delle piccole oscillazioni sia uguale a
T=2,4s;

3. il valore del periodo del metronomo quando OC=15 cm.

mc@® C

ms@ B

o

ms@ A

Soluzione

Il sistema pud essere considerato come un pendolo fisico in cui la massa dell’asta viene,
per semplicita, trascurata. Il periodo delle piccole oscillazioni € allora:

4

T=2
" mrgd

dove I; € il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione O e d la distanza dell’asse di
rotazione dal baricentro del sistema. Trascurando, come ricordato, la massa dell’asticella,
il momento d’inerzia calcolato rispetto all’asse di oscillazione & dato da:

I, =1,+1I5+I.=m,(OA) +myz(OB)* + m.(OC)* ~0,34x10* kg m2.

Inoltre, I'applicazione della definizione di centro di massa fornisce la sua distanza d dal
punto O di oscillazione. Si ottiene pertanto:

_ mMy(OA) — mg(0B) — m:(OC)
my + Mg + Mc

d ~0,56x1072 m.

Nel calcolo di d, si & chiaramente supposto un sistema di riferimento costituito da un solo
asse coincidente con l'asta del metronomo e con il verso positivo rivolto verso il basso. Con
i valori trovati di d ed I, si calcola che il periodo del metronomo é& pari a 70,86 s.

Nel caso in cui si richieda un periodo uguale a 2,4 s il valore di OC si ricava dallo stesso
periodo del pendolo fisico, ottenendo:

2
o L
4 md




Risolvendo I'equazione di 2° grado si trovano due valori di OC che sono: OCi~0,13 m cm
e OCx~x1,56 m. Nei casi reali, & chiaro che solo il primo valore trovato di OC & accettabile.
Nel caso in cui OC=15 cm, la distanza d del centro di massa dall’asse di rotazione diventa
nulla e di conseguenza il periodo risulta infinito. Il sistema in queste condizioni & in una
situazione di equilibrio indifferente.



Problema 7.3 (dal Mazzoldi, Nigro, Voci)

Un anello di massa m3=2,5 kg e raggio R=0,3 m, & fermo su di un piano orizzontale liscio.
Ad un certo momento, due masse mi=2 kg ed m2=0,5 kg urtano contro l'anello in due
punti tra di loro diametralmente opposti (si veda la figura). Considerando che I’'anello non
€ vincolato al piano orizzontale, che l'urto di entrambe le masse con l'anello e
completamente anelastico e che la loro velocita prima dell’'urto valga v=2,9 m/s, si calcoli:
1. la velocita del centro di massa dell’intero sistema dopo |'urto;

2. la velocita angolare del sistema dopo l'urto.

yf v

Soluzione

Non essendo l'anello vincolato al piano orizzontale, I'urto pud essere studiato con la
conservazione della quantita di moto. Scegliendo un sistema di riferimento come quello
indicato nella figura, si ha:

(my —my)v=>(my +my, + M3 )Vey - Vew 0,87 m/s

Essendo il valore trovato di vcm positivo, il centro di massa si sposta nel verso dell’asse
positivo delle ascisse. Per trovare la velocita angolare del sistema, dobbiamo considerare
che, avendo i due corpi masse differenti, la posizione del centro di massa si sposta dalla
posizione del centro geometrico dell’anello lungo il diametro che unisce il punto di contatto
delle due masse con I'anello. Considerando un sistema di riferimento in figura, la variazione
della posizione del centro di massa del sistema dopo l'urto rispetto al centro O dell’anello
(centro di massa dell’anello prima dell’urto), vale:

AY ey :M ~—0,09 m.

Il centro di massa si € quindi spostato dal centro O dell’anello verso la massa mi della
guantita ora calcolata. Dalla precedente relazione si vede chiaramente che se le due masse
fossero uguali, il centro di massa rimarrebbe in O. E’ facile capire che il risultato ottenuto
(spostamento del centro di massa verso i valori negativi di y) torna fisicamente dato che
la massa mi & quattro volte maggiore della massa m,. I momenti angolari del sistema
fisico in esame prima e dopo l'urto si scrive nel seguente modo:

L, =mRyv +m,R,v ; Ly, =Iw

In questa relazione i momenti angolari sono, per convenienza, riferiti al centro di massa
calcolato dopo l'urto delle due masse con I'anello. Questa assunzione e giustificata dal fatto
che il momento angolare totale del sistema dopo l'urto prevede il momento d’inerzia totale
del sistema calcolato rispetto alla nuova posizione del centro di massa. Ricordando il valore
trovato di Axcm, si ha che le distanze delle due masse dal centro di massa del sistema sono
uguali a:



Il momento d’inerzia totale del sistema, calcolato rispetto al suo centro di massa dopo
I'urto, € la somma dei momenti d’inerzia delle due masse e di quello dell’anello. Si ha:

I =mR? + myRZ + my(R? + AxZy) ~0,41 kgm?
dove si e utilizzato il teorema di Huygens-Steiner per il calcolo del momento d’inerzia
dell’anello. La conservazione del momento angolare fornisce infine il valore della velocita

angolare del sistema che risulta:

o = v(m,R, + myR;)
- I

~ 4,3 rad/s.



Problema 7.4

Due corpi puntiformi di massa m1=20 kg ed m>=10 kg, sono collegati come mostrato in
figura tramite un filo inestensibile e di massa trascurabile. La carrucola attorno alla quale
il filo scorre senza strisciare ha massa ms=1 kg e raggio R=0,2 m. Sapendo che il moto
avviene in assenza di attrito, che la carrucola € schematizzabile come un disco omogeneo
e che i corpi partono con velocita nulla, si calcoli:

1. l'accelerazione del sistema;

2. la velocita angolare della carrucola dopo un tempo At=10 s;

3. i valori delle tensioni del filo;

4. l'accelerazione del sistema se tra la massa m; ed il piano orizzontale agisse una forza

d’attrito di coefficiente d’attrito n=0,1.

Soluzione
Le forze applicate al sistema sono mostrate nella figura sottostante.

T2

Il 2° principio della dinamica applicato a ciascuno dei due corpi fornisce le seguenti
relazioni:
myg-T, =m,a

(1)

Non essendo la carrucola priva di massa, per descriverne il moto di rotazione si deve usare

anche la seconda equazione cardinale della meccanica M = Ia. E’ necessario quindi che
sia applicato un momento alla carrucola. Dal diagramma delle forze si vede che questo
momento & dato dalla differenza di due momenti: quello dovuto alla tensione del filo T1
meno quello dovuto alla tensione del filo T>. La rotazione della carrucola allora implica due
differenti valori della tensione del filo ai due lati della carrucola. Piu precisamente, essendo
uguale per i due momenti la distanza dal punto di applicazione (il centro della carrucola),
si deve avere T1>T>. Pertanto & possibile scrivere la seguente relazione:
(T, -TL)R=1Icx



dove I = EmRze il momento di inerzia della carrucola rispetto al suo centro di massa.

Inoltre, dato che il filo € inestensibile e non striscia intorno sulla carrucola, si puo utilizzare
la relazione tra I'accelerazione lineare e quella angolare, a = aR.

La risoluzione del sistema composto dalle tre precedenti equazioni fornisce il valore della
accelerazione lineare del sistema:

mg

a=
m, +m, + (I/R?)

~6,4 m/s.

La velocita angolare della carrucola dopo 10 s dalla partenza é:

w:K:a—Mz320 rad/s
R R

Le tensioni del filo si ricavano dalle equazioni sopra scritte ottenendo 71~68,2 N e T2~ 64
N. Nel caso della presenza di attrito tra il piano e la massa my, si deve riscrivere la seconda
delle due equazioni (1) nel seguente modo:

Tz_Fa:mza-

La nuova accelerazione del sistema si determina ponendo Fa=x m2g e ripetendo il
procedimento di calcolo appena descritto.



Problema 7.5

Su di un asse passante per il centro di una ruota inizialmente in quiete e schematizzabile
come un disco omogeneo di massa m=3 kg e raggio R=30 cm, viene applicata, una forza
motrice orizzontale costante F=3 N.

Calcolare lo spazio percorso dalla ruota in un tempo pari a At=15 s nei seguenti due casi:
1. in assenza di attrito tra il piano e la ruota;

2. nella situazione di puro rotolamento.

Soluzione
In assenza di attrito tra ruota e piano orizzontale, il moto & di puro trascinamento ed il
moto della ruota sara quindi quello del suo centro di massa. Essendo la forza applicata
costante si ha semplicemente:
x(t) = LF
2m

che per At=15 s fornisce x(At)~ 112,5 m.

Nel caso di puro rotolamento, lo spazio percorso dopo 10 s puo ricavarsi applicando le
equazioni della dinamica oppure utilizzando considerazioni energetiche.
Iniziamo con l'applicare le equazioni della dinamica che si scrivono nel seguente modo:

F—fa:maCM

f,R = 19
R

dove si é indicata con f; la forza di attrito che rende nulla la velocita di traslazione del

punto di contatto. Inoltre si & fatto uso della relazione acn=aR.
La risoluzione di questo sistema fornisce il valore dell’accelerazione del centro di massa:

F

=— 0,67 m/s?
m + (I/R?)

dcm
Pertanto si ha:

La risoluzione del problema da considerazioni energetiche parte col prendere in esame il
fatto che il lavoro fatto dalla forza F per spostare la ruota puo essere scritto come:

1.5
—ITw = Fx(t).
> 1o (t)

In questa relazione il momento di inerzia va calcolato nel punto di contatto tra la ruota ed
il piano orizzontale dato che si pu0 pensare al movimento della ruota come il susseguirsi
di rotazioni istantanee intorno al punto di contatto. Quindi, per il teorema di Huygens-
Steiner, si ha:



I= lmR2 +mR? = EmRZ.
2 2

Rispetto al punto di contatto la velocita angolare istante per istante del centro di massa
vale m=Vv/R. L'espressione per la velocita lineare risulta quindi essere:

vit) = 2.2
3m

Si noti che la velocita non & costante. Sostituendo quindi nella precedente relazione
v(t) = dx/dt, si ottiene la seguente equazione differenziale:

ax _ g
2Jx  \3m
la cui soluzione é:
F >
x(t)=—-1t
(t) 3m

Per At=10 s, si ottiene un valore dello spazio percorso dalla ruota pari a x(At)~75 m, in
accordo con quanto calcolato in precedenza.
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Problema 7.6

Un carico di massa mc=20kg & collegato, tramite un cavo inestensibile, ad un argano
costituito da un disco di massa my =40kg e raggio R=50cm. Sull’'argano agisce una coppia
motrice costante in modulo uguale a M;»=100Nm che solleva il carico da terra fino ad
un’altezza h=10m. Supponendo di poter trascurare la massa del cavo, calcolare:

1. l'accelerazione a cui € soggetto il carico durante la salita;

2. la tensione che agisce sul cavo;

3. la potenza media sviluppata dalla coppia motrice durante il processo.

Mmec
|

Soluzione
Le equazioni che descrivono il moto del carico e dell’argano sono rispettivamente:

T-mg=ma
M, -TR = I«

dove T ¢ la tensione esercitata dal cavo.

Ricordando ora che il filo & inestensibile si pud porre a = aR . Dalla risoluzione del sistema
delle equazioni del moto si ottiene:

_ 2
a = MmR mcng =0,1 m/s? dove I, = 3 m,R?=Skgm?,
I, +m.R 2

Di conseguenza la tensione che agisce sul cavo ¢ pari a:
T =m.(a+g)~198N.
Per definizione, la potenza istantanea sviluppata dalla momento motore é:

P(t) = ‘L—V't’ ~ M o(t).

La potenza media fornita dal momento motore risulta uguale a:

t
5 _JPwa [, Mne®dt  y xg

= ~ 141 W,
At At At RAt

f2h L , . : . : .
dove At = .|— =~14s ¢ il tempo necessario per innalzare il carico di una quota pari ad
a

h=10m dalla posizione iniziale.
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Problema 7.7

Una sfera di acciaio, assimilabile ad un punto materiale di massa mo=10 g, € appoggiata
ad una molla compressa di d=30 cm rispetto alla sua posizione di riposo. Una volta
rilasciata la molla, la sfera si muove con velocita Vo su di un piano orizzontale liscio e va
ad urtare in modo completamente anelastico contro un’asta ferma posta in posizione
verticale. L'asta di lunghezza L=1 m, da considerarsi omogenea, € costituita per una meta
di rame e per l'altra di legno. L'asta & vincolata a ruotare su di un piano verticale intorno
ad un asse orizzontale passante per I'estremo posto dalla parte del rame. Se un istante
dopo l'urto la velocita angolare dell’asta e di @ =8,5 rad/s, si determini:

1. La velocita vo della sfera prima dell’urto;

2. La costante elastica della molla;

3. La velocita del centro di massa del sistema asta piu sfera subito dopo I'urto;

Densita lineare del rame p1 = 0,892 kg/m; densita lineare del legno p2 = 0,041 kg/m.

mAAAY L |

Soluzione

Nell'urto anelastico della sfera contro l'asta non si conserva né l’'energia meccanica né la
quantita di moto a causa della presenza del vincolo e della forza impulsiva che da esso
deriva nel momento dell’urto. Si conserva invece il momento della quantita di moto rispetto
all’asse di rotazione. Si puo allora scrivere:

;o
myL
dove Iror € il momento d'inerzia dell'intero sistema asta piu sfera riferito all’asse di
rotazione dell’asta. Per trovare la velocita di impatto della sfera, vy, calcoliamo dapprima
il momento di inerzia Iror:

L/2 L
I.r =1 +ml? = /xzdm+ x*dm, + m,L?
TOT asta 0 0 1 L/2 2 0

dove con dmi e dm; si sono indicati gli elementi infinitesimi di massa riferiti
rispettivamente alla parte di rame ed a quella di legno dell’asta.
Ricordando la definizione p, = dm/dx si ottiene:

3

L/2 L
x2dx + psz/)z(zdx + myl?® = 5—4(,01 +7p,)+ mMyl? ~5,9x102 kg m2,

Iror = Py '[0

Il valore della velocita della prima dell’'urto sfera € uguale a vo~ 50,1 m/s.
Essendo il piano privo di attrito, dalla conservazione dell’energia meccanica prima dell’'urto
si ha:

12



LI Y k—m Yo 280N

La velocita del centro di massa € data da v, = @ Xy dove Xcm € la posizione del centro
di massa del sistema asta piu sfera calcolato rispetto all’asse di rotazione. Conoscendo gia
il valore di o, si tratta solo di calcolare il valore di xcm, che € dato da:

pi +3p;)+8my
m;+m, +m 4 + py, +2m, /L
1 2 0 P1 2 0

L/2 L
) IO xdm, +IL/2xdm2 +mylL _ lL(

Xey = ~0,29 m

utilizzando il valore appena calcolato della posizione del centro di massa del sistema si
ricava che vem = 2,4 m/s.

Nota: dato che I'asta € omogenea per ciascuna delle sue due componenti (rame e legno)
si possono trovare il momento d’inerzia totale e la posizione del centro di massa calcolati
entrambi rispetto all’asse di rotazione anche nel seguente modo (molto piu semplice):

a) momento d’inerzia I7or:

12 1 /2 3V , 1 5 1 09 2
I ==my—+—m,—+my|=L| +myL- =—mL" + m,L°| — +— |+ myL
T 7374 112 % 4 2(4} 0 12 1 >~ 148 16 0

1
Iror = zLB(ﬁ +7p2) + myl?

b) posizione del centro di massa xcw:

Mgt g™ Ml g T2 g Ml g i(p 4 3p,) + 8,

4 pi+py+2mg)L

X = =
M m, +m, + m,

L
PL5 * P2y Mo
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Problema 7.8 (Problema d’esame: 10 punti)

Un pendolo fisico & costituito da un’asta sottile rigida ed omogenea di lunghezza L=1 m e

massa M che ruota intorno al suo estremo O. Sull’asta & collocata, ad una distanza a=4L/5

dall’estremo O, un corpo puntiforme di massa m=5M.

Si determinino:

1. il periodo del pendolo nell’approssimazione delle piccole oscillazioni; (3 punti)

2. lalegge di variazione percentuale del periodo T del pendolo, dT/T, se il corpo uniforme
si sposta di un tratto infinitesimo da<<a; (5 punti)

3. Calcolare la variazione percentuale nel caso in cui da=0,5 cm. (2 punti)

(0]
OB=L
OA =a
m
A
B

Soluzione
Il momento di inerzia totale del sistema e la posizione del baricentro, entrambi calcolati
rispetto al punto O, sono rispettivamente

1 1ML+ma
I, ==M2+ma® ; xo=2
3 M+m

Il periodo del pendolo fisico nell’approssimazione delle piccole oscillazioni diventa:

1% + ma?
j =2r /%é ~1,78 s,

1
T =2x —IO =2z 3
Mror9Xo g(

ML + ma

Nim =

dove si € posto mror=M+m. Per trovare la legge di variazione percentuale del periodo del
pendolo si deve porre:

dr 10T 1
T Ta’ 2 1 @
a EBMLZ +ma2j[2 ML+maj

mMal + m?*a® - :1))mML2

Nel caso del problema, per da=0,5 cm si ottiene: C;_—T = %% ~2,9x1073, cioé una

variazione percentuale positiva del periodo del pendolo pari a circa 0,3%.
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Problema 7.9 (Problema d’esame: 10 punti)

Un disco omogeneo di massa M=1 kg e raggio R=0,5 m, & libero di ruotare in un piano

verticale intorno ad un asse orizzontale passante per il punto O’ che dista d=(2/3)R dal

centro O del disco. Sul bordo del disco viene fissato un corpo puntiforme di massa m=M/4.

Inizialmente il sistema & fermo in posizione di equilibrio stabile.

Calcolare:

1. la distanza dcm tra il centro di massa del sistema ed il punto O’; (3 punti)

2. il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse di rotazione O’; (2 punti)

3. la velocita angolare iniziale ao che il sistema deve avere affinché dopo una rotazione di
$=180° si abbia wg=2,6 rad/s. (5 punti)

\ 4

Soluzione

Prima di tutto fissiamo un sistema di assi cartesiani (X,y) con l‘origine nel centro O del
disco e con l'asse delle ordinate passante per I'asse O’. Essendo il corpo di massa m
puntiforme e distante R dal centro del disco omogeneo, si ha che le coordinate del centro
di massa del sistema rispetto al punto O sono:

XCM=0
y _0-mR _ R:
M Mim 5

dato che la posizione del centro di massa di un disco omogeneo € situato nel suo centro
O. La coordinata Ycm € negativa, cio significa che il centro di massa del sistema si € spostato
al di sotto di O verso il corpo di massa m lungo I'asse delle ordinate. La distanza dcwm tra il
centro di massa del sistema e l'asse di rotazione sara allora semplicemente data dalla
seguente somma:

e = d+§ ~0,43 m.

Il momento di inerzia Itor del sistema rispetto all’asse di rotazione passante per O’ é&:

Iior = Ijeey + MR +dY 0,43 kgm? dove I, = %MR2 +Md?.

15



Durante la rotazione del sistema I'energia meccanica si conserva, quindi per una rotazione
di $=180° si ha:

1 1
EITOTa)g = EITOTwé + Z(M + m)gdCM

Il termine di energia potenziale tiene conto del fatto che la rotazione del disco di un angolo
H=n ha come conseguenza che il centro di massa del sistema si & alzato di una altezza pari
a 2dcm. Risolvendo la precedente equazione rispetto alla velocita angolare iniziale del disco
si ottiene wo=7,5 rad/s.
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Problema 7.10 (Problema d’esame: 10+3 punti)

Un’asta omogenea di massa M=1 kg e lunghezza L=1 m, & in rotazione intorno ad un asse
fisso passante per il suo estremo O su di un piano orizzontale scabro avente un coefficiente
di attrito dinamico ¢=0,25. La velocita angolare iniziale dell’asta al tempo to=0 € ap e si
misura che dopo un certo tempo tr I'asta si ferma. Sapendo che il lavoro totale fatto dalla
risultante del momento delle forze di attrito € W=68,9 J, calcolare:

1. la risultante del momento delle forze di attrito in modulo direzione e verso che agisce
sull’asta; (3 punti)

la velocita angolare iniziale ao; (3 punti)

il tempo impiegato dall’asta per fermarsi; (2 punti)

il numero di giri fatto dall’asta prima di fermarsi; (2 punti)

la risultante del momento delle forze esterne nel caso di un‘asta identica alla precedente
per lunghezza e massa ma avente una densita lineare data dalla relazione pr =Ax con
A una costante ed x calcolato a partire dal punto O, asse di rotazione dell’asta.
(domanda facoltativa: 3 punti)

uhwn

.
.................... e |
0]
0. /////M ..................

Soluzione
La forza attrito pud essere considerata come una forza esterna al sistema la cui azione
porta l'asta a fermarsi. Prendendo un generico elemento dm dell’'asta ad esso sara

associato la forza di attrito infinitesima in modulo |dF,| = x gdm. Quindi la risultante del
momento delle forze esterne si ricava dalla seguente relazione:

dM. = xU, x (- gdm)d, — My = -U,u gJ. xdm,
dove si e preso un sistema di riferimento centrato sull’asse di rotazione O e che ruota

solidalmente con I'asta. Ricordando che per definizione p, = dm/dx, e che per un corpo
omogeneo p, = M/L, si ha che il momento delle forze esterne vale in modulo:

est

M

M 1
=,ug—jxdx =—ugML =~ 1,2 Nm.
Ly 2

Facendo riferimento al disegno, la direzione di M, € perpendicolare al foglio con il verso
entrante. Il momento della forza d’attrito si pud trovare pit semplicemente ricordando che
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essa € la stessa per tutti i punti di massa dm dell’asta e che, inoltre, la massa di un’asta
omogenea puod pensarsi concentrata nel suo centro di massa che & posto al centro dell’asta
stessa, cioé ad una distanza L/2 dall’asse z di rotazione. Il momento delle forze esterne
risulta essere pertanto uguale a:

_ ﬁ } M| 1
Mese = (L/ 20y x (- m@)i, > [Meq| = g [ xdx =5 ugML ,
0

cioe si ricava in modo immediato la stessa espressione trovata in precedenza.
Il lavoro fatto dal momento delle forze esterne, West, deve essere uguale alla perdita di

energia cinetica subita dall’asta nel moto di rotazione. Dato che alla fine I'asta si ferma si

puo scrivere:
1 1
est =5 ¢ con I-= 5MLZ.

dove ao ed I rappresentano rispettivamente la velocita angolare iniziale dell’asta ed il suo

momento di inerzia rispetto all’asse di rotazione z. Risolvendo rispetto ad ao si ha w=20,3
rad/s.

Il tempo impiegato dall’asta per fermarsi si trova ricordando che essendo costante il
momento delle forze esterne, si deve avere una decelerazione angolare costante data da:

ML
Myt =l = «a - _HITE
21
Avendo ricavato I'espressione di o, si possono utilizzare le equazioni cinematiche del moto
circolare, ottenendo:

o)) =0=wy+at; = t;= 210, ZE&L ~5,5s
ugML 3 ug
Il numero n di giri fatti dall’asta prima di fermarsi & dato da:
W = Mo t;)=27nM,, dacui n= West ~9,
27 M

est

Risposta alla domanda facoltativa.
Riprendendo gli argomenti utilizzati nel rispondere alla prima domanda del problema e

facendo ora attenzione che I'asta ha una densita lineare della forma p=AXx, si ha:
n L _ Loy 1. 3
Mes: = ~2u gf xdm = - 2u gA[ x*dx = ~Z2u gAL®.

Per trovare il valore della costante A osserviamo che la massa totale dell’asta pud essere
calcolata nel seguente modo:

M = Idm = p,Idx =A.:[xdx = ATLZ

Quindi il modulo del momento delle forze esterne sara ora dato da:

M., = —%ngL ~-1,63 Nm.
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Problema 7.11 (problema d’esame 10 punti)

Facendo riferimento alla figura, un cilindro pieno di raggio a € posto su di un piano inclinato

che si raccorda con una guida circolare di raggio R. Si vuole rilasciare il cilindro con velocita

iniziale nulla da una certa quota h che gli consenta di compiere un giro completo nella

guida circolare nei seguenti due casi di moto del cilindro: 1° moto di puro rotolamento; 2°

moto di trascinamento nell’ipotesi di assenza di forze d’attrito.

Sperimentalmente si trova che le quote minime iniziali, nelle due ipotesi di moto, sono

differenti e che la loro differenza & pari a Ah=0,22 m. Sapendo che R=10a, si determini:

1. il raggio a del cilindro; (5 punti)

2. la velocita del cilindro nei due casi di moto descritti sulla sommita della guida circolare;
(3 punti)

3. il raggio R della guida circolare. (2 punti)

[22)
\_

Soluzione
La prima ipotesi di moto per il cilindro & quella di puro rotolamento. La conservazione
dell’energia meccanica fornisce la seguente relazione:

mg(h, +a') = %mvi + %Ia)z + mg(2R - a), (1)

dove @ = a/cos 3 con S l’angolo del piano inclinato e va € la velocita del centro di massa

del cilindro sulla parte piu alta della guida circolare. Nell'ipotesi invece di moto di puro
trascinamento del cilindro la conservazione dell’energia si scrive nel seguente modo:

mg(h, + a') = %mvi +mg(2R - a). (2)

Nelle due precedenti equazioni, hi1 ed h2 sono, nei due casi di moto qui analizzati, le quote
minime iniziali tra il centro di massa del cilindro ed il piano orizzontale di appoggio della
guida circolare per le quali il cilindro compie un intero giro nella guida circolare.

Facciamo notare che la velocita sulla sommita della guida circolare ¢ la stessa nei due casi.
Infatti scrivendo |'equazione della dinamica in quel punto e ponendo la componente
normale della reazione vincolare uguale a zero si ha per entrambi i casi:
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Sottraendo la equazione (1) dalla (2) e ricordando che il momento d’inerzia di un cilindro
pieno & I = %maz, si ottiene:
1 5 5 1 5, 1
g(h1_h2)zzaa’ - g(h1_h2)=ZV Zzg(R_a)-

Nel primo caso di moto di puro rotolamento per il quale vale la relazione @ = v/a, si ha:

hy - h, :Ah:%(R—a).

Dato che R=10a si ha a~0,1 m e quindi R=1 m.
Infine il valore della velocita sulla sommita della guida circolare € in entrambi i tipi di moto

v = 2,/gAh ~9,2 m/s.
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Problema 7.12
Un disco sottile di raggio R=20 cm e massa M=3 kg ha una densita superficiale che varia
in funzione della distanza dal centro ed & esprimibile nella forma o=kr+a, con r la distanza

generica dal centro O del disco, k una costante ed a=0,1 kg/m? il valore della densita
superficiale al centro del disco.
Il disco ruota su di un piano orizzontale senza attrito intorno al suo centro O con velocita

angolare costante w.

Si determini:

1. il valore della costante k che interviene nella espressione della densita superficiale;

2. il valore del momento d’inerzia I del disco;

3. il numero di giri al minuto che compie il disco quando possiede una energia cinetica
pari a Ex=150 J.

Soluzione

. . - - . am
Dalla espressione fornita della densita superficiale si ha o = kr +a :d_Z' essendo

ds = 2z rdr. Da queste due relazioni si ottiene:
R 2 R T Rz
M = Idm = Zy{k'[ ridr + aj rdr} = Z—[2kR + 3a]
3 0 0 3

Conoscendo il valore della massa M del disco si ricava immediatamente il valore della
costante k~120 kgm,
Il momento d’inerzia del disco si trova semplicemente partendo dalla definizione generale:

4
I-= Irzdm =2x k.[R rédr + aIR ridr| = i[4/<R +5a]~4,85x102 kg m2,
” 0 0 10

Dalla definizione di energia cinetica di un corpo in rotazione intorno ad un suo asse di

simmetria si ha:
W= 1/2% ~78,6 rad s™.

Di conseguenza il numero di giri al minuto che sta compiendo il disco € pari a circa 750.
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Problema 7.13
Determinare il momento d’inerzia rispetto all’asse z della figura di una lamina sottile rigida
ed omogenea avente la forma di una corona circolare.

A
yi

Soluzione

La lamina sottile della figura €, da un punto di vista geometrico, una corona circolare. Si
vuole, pertanto, calcolare il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Essendo la lamina
sottile la sua densita superficiale ed il suo momento d’inerzia rispettivamente sono:

am 5
= — M I = R
Ps ds ' z Ps_[s ds
Troviamo ora l'elemento generico dS di superficie che risulta essere uguale, a meno di
infinitesimi di ordine superiore, a:

dS =rdrde.

Questa espressione & chiaramente la stessa di quella utilizzata a lezione per calcolare il
momento d’inerzia di un disco sottile. Con r si € indicata la generica distanza dell’elemento
dsS dal centro della corona circolare. Il momento d’inerzia della corona circolare diventa
allora:

I, = psl]gr3dr2fdgo = I, =ps %(Rf —R?).
R, 0

Essendo I'area della corona circolare S = ﬂ(Rzz - Rlz) e, per ipotesi, il corpo omogeneo, si
ottiene la seguente espressione per il momento d’inerzia:

I

z

- %(Rz2 +R2)
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Problema 7.14 (problema d’esame: 10 punti)
Un disco omogeneo di massa M=2 kg e di raggio R=20 cm €& posto in posizione verticale
su di un piano orizzontale. Intorno al disco € arrotolato un filo inestensibile, di spessore e
massa trascurabili. Tramite questo filo si applica una forza costante F=10 N che fa muovere
il disco di un moto di puro rotolamento mantenendolo sempre in posizione verticale.
Supponendo che il disco parta da fermo, si determini:
1. l'accelerazione del centro di massa, acwm; (4 punti)
2. il valore minimo che deve avere il coefficiente di attrito statico us per consentire un
moto di puro rotolamento con il valore della forza applicata al filo; (2 punti)
3. il valore della velocita angolare @ dopo un tempo At=10 s dall'inizio del moto di
rotolamento del disco; (2 punti)
4. il valore dello spazio percorso dal disco dopo un tempo At=10 s dall'inizio del moto di
rotolamento del disco. (2 punti)
-
F

N
»

CM

™

A\ 4
v

Soluzione

Essendo applicata al disco una forza F costante in un punto distante R dal centro di massa
del sistema, &€ come dire che al disco € applicato un momento. Di conseguenza la forza di
attrito f che permette il moto di puro rotolamento deve avere lo stesso verso della forza

F.
Quindi, la componente lungo l'asse delle ascisse dell’equazione del moto del centro di
massa €:

F+f =mag,. (1)

La seconda equazione cardinale della meccanica permette di scrivere:

RxF +Rxf =Ia ,
che in modulo diviene:
1

2
dove si & esplicitato il momento d'inerzia del disco ed usato la relazione a., = aR.
Ricavando f dalla equazione (1) e sostituendo nella equazione (2) si ha:
3 4F
F =-=-Ma —  agy = — ~6,7 m/s?.
4 CcM cM 3M
Una volta trovata |'accelerazione acm dalla equazione (1) il valore di f risulta essere f~ 3,4

N. Ora, per garantire un moto di puro rotolamento, il modulo della forza F non puo
superare il massimo valore della forza di attrito statico. Deve cioe valere la seguente
relazione:
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. \ a
Il valore dell’accelerazione angolare e o = % ~ 33,5 rad/s?.

Essendo le forze applicate al sistema costanti, sara costante anche l'accelerazione angolare
a. Partendo il sistema da fermo, si ricava subito dalla relazione cinematica w(t) = a t che

la velocita angolare vale dopo i primi 10 s @=335 rad/s.

Analogamente, dalla relazione ¥(t) = %a t? si ha che dopo i primi 10 s 9(t =10s) ~

1675rad e lo spazio percorso risulta pari a As=335m.
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Problema 7.15 (Problema d’esame:10 punti)

Un grande disco di massa M=200kg e raggio R=3m €& in posizione orizzontale ed ¢ libero

di ruotare senza attrito intorno al suo asse baricentrale O. Un uomo, assimilabile ad un

punto materiale di massa m=80kg, € sul bordo del disco. Al tempo t=0 sia I'uomo che il

disco sono fermi.

Ad un certo istante I'uomo inizia a camminare in senso orario rispetto all’asse baricentrale

O del disco con una velocita costante v=2m/s.

Nella ipotesi che il piano del disco sia scabro, si determini:

1. la velocita angolare del disco in modulo direzione e verso; (4 punti)

2. la velocita angolare dell’'uomo rispetto ad un sistema di riferimento solidale con la
Terra; (1 punto)

3. la velocita angolare dell’'uomo rispetto ad un sistema di riferimento solidale con il disco
che ruota e con l'origine in O; (2 punti)

4. il tempo necessario per I'uomo a ritornare nella stessa posizione di partenza sul disco;
(2 punti)

5. il tempo necessario per I'uomo a compiere un intero giro se il disco fosse tenuto fermo;
(1 punto)

Soluzione

La situazione iniziale e caratterizzata dal fatto che sia I'uomo che il disco sono fermi.
Considerando le forze che agiscono come forze interne e osservando che I'uomo non &
solidale con il disco, si ha che si deve conservare il momento della quantita di moto del
sistema. Essendo nullo il momento della quantita di moto iniziale si ha:

mvR
I

dove I € il momento d’inerzia del disco paria I = MR2/2 ed wg € la velocita angolare del
disco. Si ha, sostituendo |'espressione per I:
2mv

0, =— ~0,53rad/s.
d MR /
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Il vettore velocita angolare € perpendicolare al disco, passa per il suo baricentro ed il suo
verso e tale da far ruotare il disco in senso antiorario.
La velocita angolare dell’'uomo rispetto ad un riferimento fisso sulla Terra € semplicemente

v
o = R ~0,67rad/s.

Rispetto ad un sistema di riferimento solidale con il disco (cioe ruota con la stessa velocita
angolare del disco) la velocita angolare dell'uomo ¢ @' = ® — wy;=1,2 rad/s.

Il tempo necessario affinché I'uomo compia un giro completo vale T = 27/w’ ~5,2 s.

Mantenendo il disco fermo l'uomo compie un giro completo in un tempo pari a
T, = 22R/v ~9,4 s.
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Problema 7.16 (Problema d’esame: 10 punti)

Al tempo to=0, una sfera possiede una velocita iniziale vo=4 m/s e continua a strisciare

per un certo tempo su di un piano orizzontale scabro prima di iniziare un moto di puro

rotolamento.

Sapendo che la massa della sfera € m=0,1 kg e che il coefficiente di attrito dinamico &

1=0,2, si determini:

1. lintervallo di tempo At che intercorre dall'istante to prima che la sfera inizi un moto di
puro rotolamento; (5 punti)

2. la velocita del centro di massa nelle condizioni di puro rotolamento; (2 punti)

3. il lavoro fatto dalla forza d’attrito fino al raggiungimento delle condizioni di puro
rotolamento; (2 punti)

4. il lavoro che fa la forza d’attrito durante il moto di puro rotolamento. (1 punto)

Vo

Fa

Soluzione
Durante l'intervallo di tempo durante il quale la sfera striscia, la velocita diminuisce a causa
del lavoro fatto dalla forza d’attrito che agisce nel punto di contatto tra la sfera ed il piano

orizzontale. La forza d’attrito vale in modulo Fa=-us mg.
Il 2° principio della dinamica si scrive allora come:

- umg=ma. (1)

L'espressione della decelerazione che si ricava dalla equazione (1) viene inserita
nell’equazione cinematica della variazione della velocita nel tempo di un moto
uniformemente decelerato, ottenendo:

v(t) = vy - usgt. (2)

Per definizione, la sfera si muove di moto di puro rotolamento quando per tutti i suoi punti
vale la relazione v=w d, con w uguale alla velocita angolare della sfera e d la distanza del

punto generico dal centro della sfera avente raggio R. Chiamando con f la forza esercitata
nel punto di contatto tra la sfera ed il piano, essa per garantire il moto di puro rotolamento
deve rispettare in modulo la condizione f < F, = u.mg . Quindi il moto di puro rotolamento

si avra non appena f = F,. In questo regime la forza d’attrito esercita un momento che &

regolato dalla 22 equazione cardinale della dinamica che, in forma scalare, si scrive nel
seguente modo:

usMgR = I = %mRza, (3)

dove si e esplicitata I'espressione del momento d’inerzia della sfera. Ricordando ora
I'equazione cinematica che regola la variazione della velocita angolare nel tempo si ha:

ot)=wy+at=at (4)
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dove si e posto @ (to=0)=amo = 0. Dalla equazione (3) si ottiene:

ug

a==-—
R

N>

che sostituita nella equazione (4) fornisce la relazione:

o(t) = SHG,
2 R
Nella condizione di puro rotolamento, si trova dunque che la velocita lineare deve valere:

w(t):v(t)—g“gt

5
) _ 2 rT t) == t
R R = v(t) SH9

Sostituendo ora l'espressione di v(t) trovata nella equazione (2) si determina il tempo
necessario per iniziare il moto di puro rotolamento, cioé:

¢ 2v,
‘ug

~0,6 s. (5)

La velocita del centro di massa durante il moto di puro rotolamento si ricava direttamente
dalla equazione (2) sostituendo il valore di t dalla (5). Si ha vem~ 2,8 m/s. La variazione
della energia cinetica del centro di massa misura il lavoro fatto dalla forza d’attrito per
ridurre la velocita della sfera. Si ha:

1
AE, = Em(ng ~v2)~0,51.
Per definizione di moto di puro rotolamento, il lavoro fatto dalla forza d’attrito &€ sempre
nullo, dato che il punto di contatto tra la sfera ed il piano orizzontale ¢, istante per istante,

fermo.
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Problema 7.17 (Problema d’esame: 8 punti)
Ad una ruota, assimilabile ad un disco omogeneo di raggio R=20 cm e massa m=4 kg,

viene applicata nel suo centro di massa una forza F costante ed orizzontale al terreno.
Nell'ipotesi di moto di puro rotolamento, partendo la ruota con velocita iniziale nulla, si

misura che il suo centro di massa si sposta di un tratto orizzontale lungo Ax=100 m in un

tempo At=20 s. Alla fine del tratto orizzontale la forza F smette di agire e la ruota impegna
una salita assimilabile ad un piano inclinato privo di attrito.
Si determini:

1. il valore del modulo della forza F ; (2 punti)

2. il valore della forza di attrito del tratto orizzontale; (2 punti)

3. il valore della velocita angolare alla fine del tratto orizzontale; (1 punto)

4. il valore della quota massima raggiunta dal centro di massa della ruota rispetto al tratto
orizzontale; (1 punto)

5. il valore della energia meccanica nel punto in cui la ruota si ferma sul tratto in salita
privo di attrito. (2 punti)

Soluzione
Il moto del centro di massa € un moto uniformemente accelerato. Pertanto il valore della

acm € dato dalla relazione ag.y, = 2Ax/t? ~0,5 m/s?. Le equazioni della dinamica che

descrivono il moto della ruota sono:
F—f =macy

fR=Io = 1%’
R

o . 1 I 3
da cui si ottiene subito f = EmaCM =1Ne F =agy|m+ Rz = EmaCM =3 N.
Per conoscere il valore della velocita angolare o alla fine del tratto Ax, bisogna conoscere
I'accelerazione angolare che € data dalla relazione a = a, /R =2,5 rad/s?, da cui si ottiene
@ = a At =50 rad/s.
Per sapere l'energia meccanica totale della ruota una volta arrivata nel punto piu alto del
tratto in salita, si usa il principio di conservazione della energia meccanica ottenendo:
1 1 1
2 2 2
Si e intenzionalmente scritta I'energia cinetica di rotazione alla base del piano inclinato e
sulla sua sommita per rimarcare il fatto che essa rimane invariata una volta che la ruota
ha raggiunta la quota massima sul tratto in salita del piano inclinato essendo privo di
attrito. Per conoscere I'energia potenziale finale occorre calcolare la velocita vem che € data

La quota massima raggiunta dal centro di massa € allora hem ~5,1 m. Rispetto al tratto
orizzontale si deve aggiungere il raggio della ruota. Per cui h/=5,3 m.
Infine, I'energia meccanica finale della ruota risulta uguale a:

Epr = %mvéM + %msz2 =300 J.
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Problema 7.18 (Problema d’esame: 8 punti)

Il rullo riportato in figura &€ composto da due cilindri omogenei uniti. Il momento di inerzia

totale del rullo vale I=1 kg m? ed e calcolato rispetto all’asse baricentrale orizzontale

intorno al quale ¢ libero di ruotare in senso antiorario. Le due masse mi ed m; sono appese

a due fili inestensibili e di massa trascurabile arrotolati in verso opposto rispettivamente

sul cilindro di raggio r1=40 cm e sul cilindro di raggio r>=20 cm. Sapendo che la tensione

T del filo a cui & appesa la massa m: non deve superare del doppio la tensione T3 del filo

a cui e legata la massa m; e che I'accelerazione angolare del sistema vale a.=2 rad/s?, si

determinino:

1. i valori delle tensioni dei due fili; (3 punti)

2. i valori delle due masse; (3 punti)

3. il valore del momento frenante costante che si deve applicare al rullo, una volta in
movimento, affinché le due masse si muovano con velocita costante; (2 punti)

(0

NN
3

m1

7

Soluzione
Le equazioni della dinamica applicate alle due masse forniscono il seguente sistema di
equazioni:

mg-T, =ma =man
m,g —T, = —Mya, = —Mar,’

dove a = a/r & l'accelerazione angolare costante del sistema (i fili non slittano durante il

moto del sistema). A questa equazione si aggiunge la condizione che deve essere rispettata
per il valore delle tensioni dei fili: T; = 2T, . L’equazione cardinale della dinamica dei sistemi

fornisce l'ulteriore equazione:

I
rT,-rnT,=Ia - T,=—2%~33N.
2r, -,

Da questo risultato si ricava subito 71=6,6 N. Sostituendo ora i valori ottenuti per le
tensioni dei due fili nel sistema di equazioni, si determinano i valori delle due masse che
risultano valere mi~ 0,73 kg ed m»=0,32 kg.
Il valore del momento frenante costante necessario per rendere nulla l'accelerazione
angolare si trova direttamente dall’equazione dei momenti sfruttando, nel caso del
presente problema, il fatto che ri=2r.
Si ottiene:

M =3T,r, =2 Nm.
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Problema 7.19 (10 punti)
Un cilindro omogeneo di massa m=0,5 kg e raggio R=20 cm pud ruotare intorno al suo
asse baricentrale passante per il centro O. Una puleggia di massa trascurabile e raggio r=1
cm, € attaccato al disco ed e coassiale rispetto all’asse di rotazione. Lungo la circonferenza
della puleggia & avvolto e vincolato un filo inestensibile e di massa trascurabile al cui
estremo libero € legata una massa puntiforme ms=0,3 kg. Nella situazione iniziale la massa
ma € ad una certa altezza h dalla posizione pil bassa che essa puo raggiungere. Lasciando
la massa ma libera, essa scende della quota h=2 m per poi risalire fino ad una quota
hi1=1,8 m. Dato che le due altezze sono disuguali, si suppone che esista un momento delle
forze d’attrito costante M applicato direttamente all’asse di rotazione del sistema.
Si determini:

1. il valore del momento delle forze di attrito M; (4 punti)

2. il valore della accelerazione di caduta della massa ma; (4 punti)

3. il valore della tensione del filo nella fase di caduta. (2 punti)

ma
Soluzione:
In assenza del momento delle forze d’attrito, la quota di risalita della massa ma sarebbe
la stessa. Non essendo cosi, le equazioni del moto rispettivamente per la massa ma e per
il disco (la massa e quindi il momento d’inerzia della puleggia sono trascurabili) sono uguali
a:

m,g-T =m,a

Tr-M=Iz="a W

r
dove si e fatto uso della relazione a=ar. Si applichi ora la conservazione della energia
meccanica tra la situazione iniziale (la massa ma sta ad una quota h dal punto pil basso a
cui puo arrivare) e quella finale (la massa ma risale fino alla quota hi. Si ha:

e
m,gh, —m,gh =W, = —M.[dS,
0

dove 9r e I'angolo totale di cui € ruotato il disco avendo posto uguale a zero I'angolo iniziale.
Ricordando che ds=rd9 si ha:
h+h,
M ¢! M
mg(hy —hy=-=[ds = =(h+h,)
r o r
da cui:

M = mgrh hy ~1,6x103 Nm.
h+h

Ritornando alle equazioni (1) si ha:

m,gr? — Mr

a=2 ~1.3x102m/s®> e T=2,9N.

mR? +2m,r?

31



Problema 7.20 (10 punti)
Si osservi il sistema fisico riportato nella figura sottostante. Una carrucola omogenea e di
momento di inerzia totale I=1 kgm? & formata da due dischi attaccati di raggio Ri=15 cm
ed R>=20 cm. La carrucola ruota senza attrito intorno al suo baricentro. Sul bordo del disco
di raggio maggiore Rz & avvoltolato un filo collegato ad una sua estremita ad una massa
m2. Sul bordo del disco di raggio inferiore R1 & arrotolato un secondo filo a cui & attaccata
una lastra metallica di massa mi= 2,5 kg che puo strisciare su di un piano scabro. Sapendo
che il coefficiente di attrito statico tra lastra e piano vale us=0,30 e quello dinamico
ue=0,10, nell'ipotesi che i fili siano inestensibili e di massa trascurabile, si determini:
1. il valore della massa m2 minima (mamin) per il quale il sistema si mette in
movimento; (4 punti)
2. dopo quanto tempo la massa m2 raggiunge il suolo partendo da ferma nel caso in
cui si colloca una massa m2=2 m2min ad una altezza dal suolo pari ad h=50 cm. (6
punti)

R>

Soluzione:
Nella situazione di equilibrio si ha che le relazioni che forniscono il valore della tensione dei
fili a cui sono rispettivamente collegate le masse m: ed m2, sono:

Ty =pumg ; T,=myg.

Inoltre, per la condizione di equilibrio si deve avere I'uguaglianza dei momenti delle tensioni
calcolati rispetto all’asse baricentrale di rotazione della carrucola. Si ottiene:

7-1R1 = Tsz .

Il movimento della lastra e quindi dell’intero sistema si ha non appena Ti risulta maggiore
di psm1g. Dalle precedenti equazioni si ha:

umg <1 =T, R
Rl
Si ha, pertanto che:
R m,R
Mg < raning_2 - M5 min > M z0,56 kg.
R, R,

Si ponga ora mM>=2Mmin=1,125 kg e si studi la situazione dinamica. Indicando con 9(t)
I'angolo di rotazione della carrucola si ha:

per la massa ma: T, — ugmg = ma,
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per la massa mg: m,g - T, =m.,a,
. d*9
per il moto della carrucola: LR, -T\R =T =1—-.
at?
Ricordando ora la relazione che lega |'accelerazione lineare a quella angolare a=aR, con a
una costante del moto, si ha:
a=Rao ,;, a=Ra

Ti—ugmg =mRia ; mg-T=mRa ; TR-TR =Ia.
Dalle precedenti equazioni si ottiene il valore della accelerazione angolare:

o = g(myRy — pgmiR, ) ~1,67 rad/s?.
I +mR? + myR2

Di conseguenza il valore della accelerazione della massa m: vale a;=aR2~0,33 m/s?.
Dalle equazioni della cinematica si ottiene il valore del tempo impiegato dalla massa m2
ad arrivare al suolo. Si ha, infatti, che:

2h

a

t = ~1,73 s.
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Problema 7.21 (10 punti)
Un cilindro pu0 ruotare intorno al suo asse baricentrale sotto I'azione della forza peso di
un corpo puntiforme vincolato ad uno dei due capi di una fune che & arrotolata attorno al
cilindro stesso (si veda la figura). All'inizio l'intero sistema & tenuto fermo. Una volta in
moto, dopo che il corpo puntiforme & sceso di una quota pari ad h=0,5m, il filo si spezza
ed il cilindro si ferma dopo un tempo At=5,7s dal momento della rottura del filo. Sapendo
che la massa del cilindro € m1=30kg, quella del corpo puntiforme m,=2kg e che il raggio
del cilindro vale R=0,1m, si determini:
1. il valore della velocita angolare del cilindro nel momento della rottura del filo; (5
punti)
2. il valore del momento delle forze di attrito M4 a cui e sottoposto il cilindro durante
il suo moto di rotazione. (5 punti)

m>l

Soluzione:

Il problema puo risolversi utilizzando la conservazione dell’energia meccanica: Le
espressioni dell’'energia meccanica nello stato iniziale (sistema fermo) e di quello finale (al
momento della rottura del filo) sono le seguenti:

En=mgh ; Eg = lIwS +lm2V§ =1Ia)é +1mZR2a)§.

2 2 2 2
La differenza tra questi valori di energia € pari al lavoro fatto dal momento delle forze di
attrito che vale:

WA=—MAJ.dl9=—_'[d5=_

Applicando il principio di conservazione della energia meccanica si ottiene:
ofR?

4h

(my +2m,). (1)

Nella fase di rallentamento del moto di rotazione del cilindro, I'unico momento presente &
proprio quello dovuto alle forze di attrito. Allora si ha:

dt At
dato che alla fine il cilindro si ferma si ha:
M At
I

Mettendo a sistema le equazioni (1) e (2) si ottiene M4~0,3 Nm ed wo~10 rad/s.
Nel determinare il valore della velocita angolare non si sono ovviamente prese in
considerazione le soluzioni che non hanno valore fisico.
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Problema 7.22 (10 punti)
Un anello di raggio r e massa m, € su di un piano inclinato di angolo 7y rispetto al piano
orizzontale. Scendendo lungo il piano inclinato, I'anello percorre un primo tratto AB=s1=1
m scabro (coefficiente di attrito statico us=0,5) ed un secondo tratto BC=s>=1 m liscio (us
=0). Si determini:

3. il valore massimo, ymax, dell’angolo y del piano inclinato affinché il moto di discesa

dell’anello lungo il tratto AB sia di puro rotolamento; (4 punti)
4. la velocita del centro di massa dell’anello alla fine del tratto AB. (3 punti)
5. la velocita del centro di massa dell’anello alla fine del tratto BC. (3 punti)

Soluzione:
Le equazioni del moto di discesa dell’anello lungo il primo tratto AB sono le seguenti:

. do
maqy, =mgsiny-f ;  fr=I1—,
cm gsiny dt

dove f € la forza di attrito e aCM l'accelerazione dl centro di massa dell’anello. Dato che si

vuole trovare il valore massimo dell’angolo y affinché il moto dell’anello nel tratto AB sia di
puro rotolamento, deve essere che dw/dt=acm/r. Risolvendo il sistema per trovare il valore
della forza d’attrito, si ha:

sin mag sin
aCMZQZV : Fo 92 v

La forza d’attrito trovata deve essere al massimo uguale alla componente normale al piano
inclinato della forza peso moltiplicata per il coefficiente di attrito statico. Cio€ si ha:

(Mg /2)SiNyyax = MG COS Yyax = Vyax = tan_l(zﬂs) =45°.

In queste condizioni, si puo trovare il valore della velocita del centro di massa applicando
la conservazione dell’energia meccanica per il moto lungo il tratto AB. Si ottiene:

mgh, = %mvéM,B * %Iwz +mghy = Vewg =951 SiNyyax =2,6 M/s,

dove si & indicato con ha,s le quote del centro di massa rispetto al piano orizzontale e si
posto Vem=wr e ha-hs=S1Sinymax. Analogamente per il tratto BC si ha:

1 1 1 1

da cui:

H 2
Vem,c = \/2952 SiNYuax +Vem s #4,5 M/s.
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Problema 7.23 (10 punti)
Un anello di raggio R e massa m=10 kg & fermo nella posizione A di un piano orizzontale
che si raccorda nel punto B con un piano inclinato rispetto al piano orizzontale di un angolo
a.=45° e lungo BC. Sapendo che AB=BC=L=10 m, si applica al centro di massa dell’anello
una forza F costante e parallela al piano orizzontale che agisce per un tempo At solo lungo
il tratto AB e che consente all’anello di salire lungo il piano inclinato e di fermarsi
esattamente nel punto C.
Supponendo che il moto dell’anello sia di puro rotolamento si determini:

6. il valore del modulo della forza F; (4 punti)

7. il tempo At durante il quale la forza F deve agire; (3 punti)

8. la velocita vcm,s del centro di massa dell’anello alla fine del tratto AB. (3 punti)

C
F

A B

Soluzione:
Le equazioni del moto dell’anello lungo il primo tratto AB sono le seguenti:

maq, =F-f fRzlccjj—i) — f=magy,

dove f € la forza di attrito e acm I'accelerazione dl centro di massa dell’anello. Sostituendo
il valore di f nella prima equazione si ha:

Le equazioni della cinematica del punto materiale sono le seguenti:

1

Vem(t) =aeut 5 Xem(t) = EC"JCMt2 '
da cui si ha subito che:
2 2
ve(t) va(ty)
Xey(t)=—2 X t,)=—=+~,
CM( ) ZaCM CM,B( 1) zaCM

Dalla conservazione della energia meccanica tra i punti B e C si ha:

1 .2

Echm,s + %Imﬁ =mgLsina > Veyp = [gLsina ~8,3 m/s.

Utilizzando il valore della velocita ora trovato si ha subito che:

2

"4 "4
ey = ;MLB ~3,4m/s? ; tletz%z2,44s ; F=2mag, ~68 N.
cM
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Problema 7.24 (10 punti)
Un sistema rotante A € collegato ad un secondo sistema rotante B tramite una cinghia di
trasmissione ben tesa. Mentre sull’asse del sistema A & applicato un momento motore Ma,
sull’asse del sistema B & applicato un momento frenante costante Ms. Si misura che a
regime il sistema A ruota ad una velocita angolare costante ma=1200 giri/minuto.
Nell'ipotesi che la cinghia non slitti, sapendo che:
- il momento di inerzia del sistema A & uguale a Ix=0,5 kgxm?;
- iraggi dei due sistemi rotanti valgono Ra=0.15 m e Re=0.5 m;
- il valore della potenza a regime sviluppato dal motore applicato al sistema A &
uguale a Pa=3 kW,
e ricordando che il lavoro del momento di una forza vale dW=Md g, si determini:
1. il valore della velocita angolare ws del sistema rotante B; (2 punti)
2. il valore del momento motore Ma; (2 punti)
3. il valore del momento frenante Ms; (2 punti)
4. il momento di inerzia del sistema B se esso, una volta annullato il momento motore
e lasciando invece operante quello frenante, si ferma dopo aver effettuato 18 giri
completi. (4 punti)

Ms Ma

sistema B sistema A

Soluzione:
Dal momento che la cinghia non slitta, il moto di rotazione si trasferira integralmente dal
sistema A a quello B. Pertanto, a regime, la velocita ms del sistema B sara uguale a:

A regime il lavoro fatto dal momento motore sara uguale a quello eseguito dal momento
frenante. Pertanto si pud scrivere:

Sempre a regime, la potenza del motore applicato al sistema B si scrive come:
aw ds
Pa="ge = Mage = Maa

da cui si ha subito che Max23.9 Nm. Il valore del momento frenante € relazionato a quello
motore tramite il rapporto tra i raggi. Dalla (2), ricordando che ds=Rd 9, si ha:

M, =M Ba 5 my—Rem, <797 Nm.
R R
B A

Un volta annullato il momento motore, quello frenante compie un lavoro pari a:

Mgar n - 1I,04
wé

dove con n si € indicato il numero di giri effettuato dal sistema B prima di fermarsi.

Ws =Mg2rn= %(IAa)f\ + IBcog) - Iy = ~7.1 kgxm?,
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Problema 7.25 (10 punti)
Una carrucola di raggio rc=0.10 m ha la forma mostrata in figura. Dalla sua geometria si
ricava che la massa si distribuisce in modo omogeneo rispetto ad un qualsiasi diametro.
Dato che risulta problematico calcolarne il momento di inerzia, si opta per una soluzione
dinamica. Avendo a disposizione solo un metro ed un cronometro, si pensa di arrotolare
attorno alla carrucola un filo inestensibile e di massa trascurabile al cui estremo libero si
lega un corpo puntiforme di massa m=2 kg che risulta essere ad una quota h=2 m dal
suolo. Si prende poi un secondo corpo puntiforme identico al precedente e lo si pone alla
stessa quota h dal suolo. Una volta lasciati liberi, si misura che i due corpi, partendo da
fermo, arrivano al suolo contemporaneamente solo se il corpo in caduta libera viene
lasciato 0,14 s dopo l'inizio del moto del corpo legato alla carrucola. Nell'ipotesi di assenza
di forze d'attrito, si determini:

1. il momento di inerzia I del disco; (4 punti)

2. la tensione T del filo; (2 punti)

3. l'energia meccanica della carrucola quando il corpo ad essa collegato tramite il filo

ha percorso la distanza h. (4 punti)

Soluzione
Si inizi con lo scrivere le equazioni del moto del corpo collegato alla carrucola tramite il filo.
Si ha:

mg -T =may ; Tro=Ioy =1—,

dove a1, T, I sono rispettivamente |'accelerazione lineare del corpo, la tensione del filo e il
momento di inerzia del disco. Ricavando ora dalla seconda delle due precedenti equazioni
I'espressione della tensione T del filo e sostituendola nella prima si ottiene:
mgr?
al = —2 .
I+mr;
Le equazioni cinematiche del moto per i due corpi in caduta sono per x(t1)=x(t2)=h uguali
a:
1 1 mgr? 1
2 2 I+mr 2

Dalle misure dinamiche sul moto dei due corpi si ha che ti-t;=to=0,14 s, da cui:

gts

2
2h(f+”27rc) _|2h —ty > I=mr2lI|t,+ 201 1| ~9.84x10 kgm>.
mgr; g 2h g

Una volta noto I, si trova a1~6.57 ms?, da cui 7=6.5 N. L’energia meccanica della carrucola
e solo quella cinetica legata alla sua rotazione. Essa si ottiene dalla conservazione
dell’energia meccanica del sistema corpo piu carrucola. Di conseguenza si puo scrivere:

1 1 1 1
EImZ +Emv12 -mgh — E. :EIa)z =mgh—5mv12.

Dalle precedenti relazioni si trova che vy = a;t; 5.1 m/s da cui segue che E~10,1 J.
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Problema 7.26 (10 punti)
Su di una strada piana, una vettura Porsche Carrera GT accelera da 0 a 100 km/h in un
tempo pari a to =3.9 s. Assumendo che il moto sia uniformemente accelerato, si calcoli:

1. La distanza percorsa durante lI'accelerazione da 0 a 100 km/h; (2 punti)

2. Il tempo che la medesima automobile impiega per passare da 0 a 100 km/h lungo
una salita che forma con l'orizzontale un angolo a=15°; (3 punti)

3. Il tempo che essa impiega per passare da 0 a 100 km/h lungo una discesa che
forma con l'orizzontale un angolo a =15°; (2 punti)

4. Assumendo che la massa dell’automobile sia Mo =1380 kg e quella del conducente
m=70 kg, che l'auto abbia trazione posteriore e che le ruote posteriori abbiano un
raggio R=25 cm, calcolare il momento torcente, o momento motore, che |'asse
posteriore, su cui sono applicate le ruote motrici, scarica a terra durante
I'accelerazione. (3 punti)

Soluzione
Essendo il moto uniformemente accelerato, I'accelerazione vale:

v 100/3,6m/s
gy =—=—""—"""

~7.1 m/s2.
to 3,9s

. . . . 1
Durante il tempo to, I'automobile percorre uno spazio pari a: Xg = antg ~54.1 m.

La forza che agisce sulla autovettura (applicata ai punti di contatto dei pneumatici
posteriori a terra) sara F = May. Quando I'automobile accelera in salita, alla componente
lungo la direzione del moto delle forze applicate si sottrarra Mgsina. La nuova
accelerazione si calcolera dalla 22 legge di Newton:

F -Mgsina = Ma; = May - Mgsina = Ma; = a; = ay — gsina ~4.6 m/s?,
da cui:
v _100/3,6m/s _

t =
'7a,  4,58m/s?

6.1s

Analogamente, quando |'automobile accelera in discesa si ha a;=ao+gsina~9.7 m/s?, da
Cui:

v _ 100/3,6m/s _

t =
" a, 966m/s?

2.9s

La massa totale che viene accelerata € M=My+m=1450 kg. La forza esercitata sulle ruote
posteriori, al punto di contatto con il suolo, € F = May ~10.3 kN. Il momento Mr esercitato

sull’asse per produrre una tale forza al punto di contatto col suolo € Mg = Fr ~2.6 kNxm.

La coppia massima sviluppata dal motore di una Porsche Carrera GT e circa 4 volte
inferiore, il che significa che il motore & molto demoltiplicato durante I'accelerazione (ciog,
durante la suddetta accelerazione sono in funzione le marce piu basse).
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Problema 7.27 (10 punti)
Un sistema meccanico € composto da due masse mi1=0,4 kg ed m2=2 kg disposte come in
figura. La massa m2 € posta su di un piano inclinato scabro di angolo variabile 3. Le due
masse sono tra loro collegate da un filo inestensibile e di massa trascurabile che si avvolge
attorno ad una carrucola di raggio R e massa M=0,1 kg assimilabile ad un disco sottile
omogeneo. Un osservatore, variando I'angolo §, misura che l'accelerazione massima con
cui si muove il corpo di massa m: dall’alto verso il basso lungo una traiettoria verticale
vale awax=1,2 m/s?.
Nelle condizioni della misura di amax si determini:
1. per quale valore dell'angolo 6 del piano inclinato l‘osservatore trova il valore
massimo della accelerazione; (2 punti)
2. il valore del coefficiente di attrito dinamico pg tra la massa m2 ed il piano inclinato;
(4 punti)
3. per quale angolo del piano inclinato l'accelerazione del sistema risulta nulla. (4
punti)

Nota: si assuma pg<1, 0<6<n/2 e il moto della massa m: sempre dall’alto verso il basso.

ma

Soluzione
Le equazioni della dinamica applicate alle due masse forniscono il seguente sistema di
equazioni:

Ty —-mg=-ma

T, —my,gsind — Fy = mya

a 1
T, -TO)) R=Ia=1—==MRa
(I, -Ty) a=Ip=5

. . 1 .
dove « = a/r & l'accelerazione angolare della carrucola, IzzMR2 il suo momento

d'inerzia e F, = ugym,gcoss. Dalla precedente equazione si ricava che la generica

espressione della accelerazione del sistema (il filo € di massa trascurabile e inestensibile)
€ uguale a:

my —my(uy COSS + Sin &)

(1)
@Q/2)M+my + m,

a=g

Avendo supposto pg<1 e 0<3< 7/2, il valore minimo del termine (x4 COSS + Sing) si ha
per 6=0. Operando una ispezione sul termine (uy COS3S + sind) in funzione dell’angolo § si

nota che essa presenta un massimo per & = sin™* /1/(1+,u§). Dalla eq.(1) si ha per

a=damax:
_ Mg - apax[A/2)M + my +m,]

myg

~0,05.

Hd
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Sempre dalla eq.(1) I'accelerazione si annulla quando:

my —my(uy COSo +sind) =0.

Risolvendo questa equazione si trovano due valori dell’angolo 6: 61~14.4 ; 62~8.7.
Il valore da assumere € quello minore 8,~8.7. Il valore 61~14.4 corrisponde alla
accelerazione nulla che si ottiene quando si inverte il moto del sistema.
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Problema 7.28 (10 punti)
Una pallina da biliardo di raggio r=3 cm fatta di materiale omogeneo ed avente massa
M=200 g rotola senza strisciare lungo la guida della figura partendo dal punto A avente
una quota ya=97 cm. Nel punto B, avente quota ys=7 cm, la pallina si distacca dalla guida
con un angolo aa=30° e segue una traiettoria libera soggetta alla sola forza di gravita (si
trascuri la resistenza dell’aria). Calcolare:

1. la velocita della pallina nel punto B; (4 punti)

2. Il punto di massima altezza raggiunto dalla pallina nel moto libero; (2 punti)

3. Il punto D ove la pallina tocca terra e la velocita angolare di rotazione della pallina

in tale punto. (4 punti)

Suggerimento: Per il punto 1, si utilizzi la conservazione dell’energia meccanica.

y A

Yc

v

A AN

XD

Soluzione
I momento dinerzia di una sfera omogenea vale I=%MF2§7.2><10'5 kgm?. La

conservazione dell’energia meccanica da:
1., 1. 5 1.5 1. v3
Mg(yA +I‘) = Mg(yB +I‘)+§MVA +§ICDA = Mg(yB +r)+§MVB +§I—2,
r
ove Vg € la velocita del centro di massa. Usando la condizione di puro rotolamento
ws=Vg/r si ottiene:

2 —
Mg(yA+r)=Mg(yB+r)+%Mv§+% V—g = vg= w;&% m/s.
r \/

A questo punto, la traiettoria del centro di massa della pallina diventa parabolica, con
velocita angolare costante. Le equazioni parametriche della traiettoria parabolica riferite
al punto di contatto tra pallina e guida sono:

x =vgcos(a)t ; y =yg +Vvgsin(a)t - %gtz,

Il punto C € il punto in cui la componente della velocita lungo y si annulla oppure, detto
in altre parole, € il punto in cui la derivata temporale di y(t) si annulla (punto estremo di
y(t)). Si ha

, e sin(@)7P

~0.23 m.
2g

gtc =vgsin(a) = yc=ys
Il punto D ha invece coordinata Xp che si ottiene annullando il valore di y(t). Si ha:
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Vg sin(a) £ \/[vB sin(a) + 2ysg
g

OZyB +VBSin(a)tD—%gtL2) = tD:

di cui solo il segno positivo del radicale da luogo a tp>0 ed ha percio significato fisico. La
coordinata xp vale:

Xp = Vg Ccos(a) v sin(a) + \/[VB sin(a)]? + 2ypg =1.22 m.

La velocita angolare nel punto D € la stessa che la pallina aveva nel punto B, cioé:

wp = wg = VTB ~ 118 rad/s.
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Problema 7.29 (10 punti)
Due dischi omogenei di massa ma=1kg e ms=1.5kg e raggio Rs=Ra=R=0.2m sono posti
su due piani inclinati scabri contrapposti che formano lo stesso angolo 3=30° con il piano
orizzontale, come riportato in figura. I centri di massa dei due dischi sono collegati da un
filo inestensibile e di massa trascurabile che passa all'interno della gola di una carrucola di
massa mc=0.2kg e raggio rc=0.05m. Nell'ipotesi di moto di puro rotolamento, si determini:
1. il valore della accelerazione del centro di massa dei dischi; (5 punti)
2. i valori delle forze di contatto fa e fsz che agiscono rispettivamente sui punti di
contatto dei dischi di massa ma e ms; (2 punti)
3. i valori minimi dei coefficienti di attrito statico che ancora garantiscono il moto di
puro rotolamento di due dischi; (3 punti)

P P

Soluzione:
Le equazioni dinamiche che descrivono il moto dei due dischi e della carrucola sono:

Ty —mugsinf —fy = maacy mggsin B —Tg —fg = Mgagy,

a 1
Tg—Tyh =1, r—c =5 Medcm

Cc
In queste equazioni Ta e Ts sono le tensioni del filo agenti sui centri di massa dei dischi di
massa ma e ms, fa e fs le forze di contatto tra disco e piano. Le accelerazioni del centro di
massa dei due dischi € la stessa dato che il filo € inestensibile e non striscia nella gola della
carrucola. Dalle precedenti equazioni si ricava I’'espressione del centro di massa che risulta
essere uguale a:

2gsin f(mg —my) ~0.6 m/s?.

a =
oM 3(my +mg)+m,

Dal valore di acm si ricavano subito quelli delle forze di contatto ottenendo f4=0.3 N e /3=0.45
N. La condizione di puro rotolamento deriva dalla condizione generale:

acum
2gcos f

fA,B

f < u.mgcos - >
HsMg B Hsa B mg cos 8

Uspp =

per cui si ha psa=pss >0.035.
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Problema 7.30 (10 punti)
Due dischi omogenei, 1 e 2 nella figura sottostante, sono posti in posizione verticale e
ruotano intorno ad un asse passante per il loro baricentro. I due dischi sono perfettamente
a contatto e ruotano senza strisciare. Sul diametro esterno del disco 1 e arrotolato un filo
inestensibile e di spessore e massa trascurabile. Sul disco 2 € arrotolato un secondo filo di
caratteristiche uguali a quello del disco 1 ad una distanza r variabile rispetto al centro del
disco. Sapendo che sull’asse di rotazione del disco 1 viene applicato un momento motore
in modulo pari a M=0.1 Nm, che i raggi e le masse del disco 1 e 2 sono rispettivamente
R1=15 cm, R2=12 cm e m1=0.9 kg, m2=0.5 kg, si chiede di determinare:
1. le accelerazioni angolari a1 e a2 del disco 1 e del disco 2; (4 punti)
2. il modulo della forza f che agisce sul punto di contatto tra i due dischi; (2 punti)
3. il valore del raggio r<R: all’'interno del disco 2 rispetto al quale bisogna arrotolale il
filo per avere una distanza Ay=0.2 m tra gli estremi liberi dei due fili dopo un tempo
At=1 s dalla partenza da fermo dei due dischi. (4 punti)

NOTA BENE: si consideri per il calcolo del momento di inerzia del disco 2 il solo raggio R>
trascurando, quindi, la piccola scanalatura di raggio r attorno alla quale si arrotola il filo.
Per quanto riguarda la domanda 3, nell’istante iniziale si consideri nulla la velocita dei due
dischi e gli estremi liberi dei due fili alla stessa quota.

Soluzione:
Le equazioni dinamiche che descrivono il moto dei due dischi sono le seguenti:

dove f & la forza agente nel punto di contatto tra i due dischi. La forza f & unica dato che,

per il 3° principio del dinamica e per il fatto che i due dischi ruotano senza strisciare, la

forza che il disco 1 esercita sul disco 2 deve essere la stessa della forza che il disco 2

esercita sul disco 1. Le relazioni che legano le accelerazioni angolari con quelle lineari sono:
(Z1:a1/R1 ’ azzalez

dove ai,> sono le accelerazioni lineari riferite ad un punto posto ad una distanza Ri
dall’asse di rotazione del disco 1 e del disco 2 rispettivamente. Ora, queste due
accelerazioni devono essere uguali dato che i due dischi non strisciano e una variazione ds
sul primo disco & uguale a quella del secondo disco. Allora, dalle precedenti equazioni si ha
che 4Ry = aoR5 .

Dalle equazioni (1) si ottiene facilmente che:

a Ra 1
M:I1E+I2—12=§R1[m1+m2]a
1

2
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La accelerazione lineare vale:

a= L ~0.95 m/s2.
(my +my)Ry

Dal valore della accelerazione lineare segue che le accelerazioni angolari sono eguali a

a126.3 rad/s? e 0227.9 rad/s?. Il valore della forza di contatto & uguale a f = %mza ~0.24

N.
Per rispondere alla terza domanda si osservi che la velocita del filo che si arrotola attorno
al disco 2 lungo una circonferenza di raggio r vale a;, = a,r . Partendo da fermi i capi liberi

dei due fili dopo un secondo devono tra di loro distare Ay=1 m. Applicando le equazioni
della cinematica agli estremi dei due fili si ottiene:

y(At) = %aAtz = %aszAtz ;o ya(at) = %a,Atz = %aertz :
Pertanto si ottiene che:

= aaRpAL? — 20y ~0.07 m.
azAtz

1
yi(At) - yi(at) = Ay = Ceht? Ry —r] -
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