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Al miei studenti






Prefazione

Questo testo raccoglie esercizi adatti a corsi di Analisi Matematica 2 per la laurea
in Ingegneria o affini. Si tratta perlopiu di esercizi che ho utilizzato per i temi
d'esame di questi corsi negli ultimi dieci anni al Politecnico di Milano.
L'impostazione seguita ¢ quella del libro di testo:

Bramanti-Pagani-Salsa: Analisi Matematica 2. Zanichelli, 2009, nel
seguito indicato con [BPS2]. Si fara riferimento talvolta anche al testo

Bramanti-Pagani-Salsa: Analisi Matematica 1. Zanichelli, 2008, indicato
con [BPS1], come pure all'eserciziario

Bramanti: Esercitazioni di Analisi Matematica 1. Progetto Leonardo,
2011, indicato con [B1].

Come in [B1], gli esercizi sono raggruppati per argomenti, secondo capitoli che
seguono la stessa scansione del libro di testo; ogni capitolo ¢ suddiviso in paragrafi
(numerati) e sezioni (contrassegnate da lettere). Le soluzioni degli esercizi sono
riportate alla fine di ciascun paragrafo.

Degli esercizi contrassegnati con v ¢ fornito lo svolgimento completo; di tutti
gli altri sono fornite le soluzioni (e spesso anche qualcosa di piu), in modo che lo
studente possa sempre controllare la correttezza del proprio operato.

Rispetto al mio precedente "Esercizi di calcolo infinitesimale e algebra
lineare" (Progetto Leonardo, 2005), questo testo si differenzia, oltre che per il
maggior numero di esercizi, per il taglio, che vuole essere simile a quello di un
percorso di esercitazioni in aula. Ogni argomento importante ¢ introdotto con un
gruppo di esempi svolti dettagliatamente e commentati con osservazioni didattiche,
che precedono gli esercizi proposti. A volte queste parti introduttive assumono
l'aspetto di vere e proprie (brevi) lezioni su un argomento, come nel caso dei
richiami sull'uso dell'esponenziale complesso o della rappresentazione di insiemi
del piano definiti da sistemi di equazioni o disequazioni, argomenti che per loro
natura si prestano ad essere sviluppati nelle esercitazioni.

Tutto cido dovrebbe servire di guida e orientamento per lo studente, in
particolare per chi, e sono sempre tanti, non ha seguito le lezioni e le esercitazioni,
o non le ha seguite studiando costantemente, e si trova cosi ad affrontare la
preparazione dell'esame un po' da autodidatta. Certamente lo studio del libro di
testo dev'essere il punto di partenza della preparazione dell'esame, anche della
prova scritta. Percid in questo eserciziario si presuppone che, nel momento in cui
lo studente affronta un certo capitolo, abbia gia studiato il capitolo corrispondente
sul libro di testo, compresi gli esempi svolti, ed abbia gia provato a svolgere
almeno parte degli esercizi li riportati. Il percorso di esercitazioni qui presentato
dovrebbe essere un utile supporto e consolidamento per chi ha seguito bene il



corso e aiutare tutti gli altri a recuperare cio che si sono persi non frequentando
attivamente.

Un discorso a parte meritano gli esempi ed esercizi raccolti in paragrafi di
"applicazioni fisiche", presenti in vari capitoli. Rispetto al corso di Analisi 1, il
programma di Analisi 2 ¢ molto piu ricco di argomenti aventi un importante
significato fisico e questo, soprattuto se il corso ¢ rivolto a studenti di ingegneria, ¢
un elemento che io ritengo qualificante per il corso stesso. Credo che sviluppare
esercizi ed esempi di questo tipo sia importante per lo studente, per diverse
ragioni: acquisire la comprensione del significato fisico dei concetti matematici,
essere piu motivati nello studio della matematica, ma soprattutto cogliere i/ nesso
tra matematica e fisica, vedere all'opera la potenza della deduzione matematica
finalizzata alla descrizione, spiegazione e previsione dei fenomeni fisici.

Percio ho inserito in questo testo con una certa ampiezza esempi ed esercizi di
questo tipo, sviluppati in dettaglio, ben sapendo che solo in parte questi saranno
funzionali alla preparazione dell'esame di analisi 2, ma non volendo rinunciare ad
offrire allo studente la possibilita di allargare I'orizzonte in questo senso.

Ringrazio colleghi e studenti che con i loro commenti sulle precedenti edizioni
mi hanno aiutato a migliorare il materiale confluito in questo testo. Sono sempre
graditi commenti o segnalazioni di errori, all'indirizzo:

marco.bramanti@polimi.it

Segnalo infine che alla pagina web:
http://www]1.mate.polimi.it/~bramanti/testi/esercitazioni.htm

potra essere reso disponibile ulteriore materiale riguardante questo libro.

M. B.

Milano, gennaio 2012
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Vi

Avvertenza importante sulle notazioni

In questo eserciziario usiamo sistematicamente per i vettori la scrittura
v (sottolineato) invece della scrittura v (grassetto) che ¢ usata nel libro di testo
[BPS2] (e in molti altri testi).
La maiuscola sottolineata, come in F', indica un campo vettoriale o una funzione
vettoriale di piu variabili; la matrice Jacobiana di una funzione T di questo tipo ¢
indicatal con D T..

Il motivo dell'uso del sottolineato invece del grassetto ¢: si vuole usare una
scrittura che lo studente possa effettivamente imitare quando scrive "a mano", cosi
che lo studio di questo eserciziario aiuti ad apprendere delle buone abitudini
notazionali. Non si sottovaluti l'importanza di questo aspetto. Ritengo che nello
studio del corso di Analisi Matematica 2 l'utilizzo sistematico, da parte dello
studente, di notazioni precise e coerenti, in particolare per quel che riguarda la
distinzione tra scalari e vettori, sia assolutamente fondamentale per acquistare
consapevolezza critica dei concetti coinvolti.

I Quando vogliamo indicare la matrice Jacobiana di una funzione a cui non ¢ stato dato
un nome, la indicheremo con J.




Test di Autovalutazione
sui prerequisiti per il Corso di Analisi Matematica 2

Perché questo test? I "prerequisiti per Analisi 2" non dovrebbero coincidere
semplicemente con il corso di Analisi 1? Difatti é cosi. Ma purtroppo succede non
di rado che uno studente affronti il corso di Analisi 2 avendo superato l'esame di
Analisi 1 molto tempo addietro, o avendolo superato in modo non proprio
brillante, o non avendolo ancora superato...

Puo essere utile allora puntualizzare esplicitamente, a questo punto, quali
sono i contenuti di Analisi 1 o di matematica elementare che saranno
maggiormente coinvolti 2 nello studio di Analisi 2.

Lo studente che incontrasse difficolta nello svolgimento degli esercizi proposti-
in questo test é invitato a rivedere a fondo gli argomenti corrispondenti, in modo
da affrontare il corso munito degli strumenti matematici di base adeguati.

A. Calcolo di derivate (servira nel calcolo di derivate parziali).

1. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

a f(:l)) — ecoszz

b. f(z)

= —— (a costante
z? -+ o ( )

B. Calcolo di integrali indefiniti (serviranno nella risoluzione di equazioni
differenziali ordinarie del prim'ordine, oltre che nel calcolo di integrali definiti).

dy
2 /y(l +v)

3. /xQe'wdx

2 Con cid naturalmente non si vuole affermare che tutto quanto non compare in questo
test sia inutile!



2 Prerequisiti per Analisi 2

C. Calcolo di integrali definiti (serviranno nel calcolo di: integrali di linea,
lavoro di un campo vettoriale, integrali doppi e tripli, integrali di superficie).

T
4. / (R*sin®p + R°cos?psin’p) d
0

1
5. /\/1—w2d:c
0

D. Grafici di funzioni (servono, ad esempio, a rappresentare le soluzioni di
equazioni differenziali).

6. Tracciare un grafico qualitativamente corretto delle seguenti funzioni:

a. f(z) = e ¥ sinx
e’ —2
% fe) = 3e 4+ 1

E. Calcolo coi numeri complessi (servira nella risoluzione di equazioni
differenziali del second'ordine).

7
a. Riscrivere in forma algebrica (a + b, con a,b € R) il numero complesso:

L 1
C2(2i-172—(2i—1)—1

b. Riscrivere in forma algebrica il numero complesso:

P e—1+21

(dove z ¢ il numero calcolato al punto a).
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F. Matematica elementare

8. Risoluzione di sistemi di equazioni algebriche (non lineari) (servira
nella ricerca dei punti critici di una funzione di due variabili).

Determinare futte le soluzioni del seguente sistema. Quanti punti del piano
rappresentano tali soluzioni?

y(x? +2z—-3)=0
422 -30+2y=0

(ossia: non basta "vedere a occhio" qualche soluzione: occorre procedere
sistematicamente in modo da essere certi di averle trovate tutte).

9. Calcolo con esponenziali e logaritmi (servira, ad esempio, nel risolvere
equazioni differenziali a variabili separabili).
a. Ricavare y in funzione di z nella seguente equazione:

Yy
I —_— | = 3.
Og(y+1> x +

b. Risolvere rispetto ad x l'equazione:

e’ —2ae® — 1 =0 (con a parametro reale fissato).



4 Prerequisiti per Analisi 2

Soluzioni esercizi sui prerequisiti

1.
a. f'(z) = —2coszsinze®®
2 2\ _ 2 _ 2
b f(z) = a(z® + a®) 22x(ax) _ a(a® —z 2)
(22 +a?) {a? +02)
b=/ -m)e el
2. / = - —— Jdy =log|—| +¢
y(l+y) v 1+y)™ T 8Ty
3 /mze‘zdw = -zl + /Z:Be'”dq:_ =
= —zle™® + {—er"”” + /2e“zdx} =
= —z?e -2z -2 +¢
4. / (R*sinp + RPcos?psin’p) dyp =
0

== / [R*sing (1 — cos?p) + Rsing (cos’p — cos*p) |dyp =
0

3 3 5 ™
_pef_ cos’p 6 cos’p  cos’p _
[R ( cosy + 3 )+R ( 5 +————5 )]0

= [21%4(1 — 1) +2R“(l - 1)] iyt

3 3 5 3 15

5 /le/l—xde: [:c:sint;dxzcostdt;te {O,%H

3 . 3 S
= / v/ 1 —sin?z cost dt = / cos’tdt = —
0 0 4



Prerequisiti per Analisi 2

e —2.
fl2) =5 1
1
3
) -4 -2 2 4
-1
1 1 1

Z = = == =
22 —1)? = (2i—1)—1 2(-5—4i)—2 —10—10i

LU\ _ i 1=y _ 1 1,
—10\1+3/) 10\ 2 20 20




6 Prerequisiti per Analisi 2

b P B (—i + —~i)e (cos2 + isin2) =

1

20e( 1+ %)(cos2 + isin2) =

2(1) (—cos2 — sin2) + 2—(0052 — sin2).

y(z? +22—-3) =0
%i+as2—33:+2y:‘0

La 1° equazione implicay =00z =10z = —3.

2
y=:0=>cc<§3—+:c—3>=0:>:c=00ppure 22 4+32-9=0,z=

9
£c=1=>y=g; a:=—3$y=—-§.

Soluzioni (5 punti):

(©,0), <:§j§b£§*0’< L )’(La)’<“3“‘"

9. a log(ﬁ—I) =x+3; Z—I—-yp_l = g’}
e”ed
V= e
b. e*® — 2ae” — 1 = 0 (con a parametro reale fissato)
ot/

solo la soluzione col segno + ¢ accettabile, perché positiva; dunque:

wzlog(a—I- a2+1).

—3+3/5
—



Cap. 1. Equazioni differenziali

1.1. Equazioni del prim'ordine
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 1, §1, 2.

1.1.A. Equazioni lineari o a variabili separabili

Esempi svolti

Esempio 1.1.
a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione differenziale

y=01-y)2-y)=
b. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’ =(1-y)(2-y)z
y(0) = 3,

precisando il pitt ampio intervallo su cui ¢ definita la soluzione del problema.

a. Si tratta di un'equazione a variabili separabili, ossia un'equazione
differenziale del prim'ordine scritta nella forma:

y'(z) = a(z)b(y).
Nel nostro caso €
a(z) =z;b(y) = (1 —y)(2—y).

Per prima cosa isoliamo le soluzioni costanti, che si ottengono risolvendo
l'equazione b(y) = 0. Percio:

y=1y=2.

Cerchiamo ora le altre soluzioni (non costanti) dividendo per b(y) (che si puo
ora supporre non identicamente nullo) e passando agli integrali indefiniti!:

1 11 passaggio ¢ giustificato dal seguente procedimento generale (v. [BPS2], cap. 1,
§2.2):



8 Cap. 1. Equazioni differenziali

/(1—31(;?(12—‘@ :/xdx'

Il primo integrale ¢ quello di una funzione razionale con denominatore di 2° grado
riducibile; scomponendo in fratti semplici abbiamo:

(attenzione a non dimenticare il valore assoluto nell'argomento del logaritmo) e
quindi con passaggi di routine si ottiene:

2 — 22

bk A cez,conc € R,

-y

Y(z) = a(z)b(y(z))

y'(z) _y
b(y(@) ~ 4

[y o

ed eseguendo nel primo integrale la sostituzione y(z) = u

E%Z——) = /a(a:)da:.

Infine, la variabile u nel primo integrale puo essere chiamata y, per ricordarci che, una volta
calcolato l'integrale indefinito, tale variabile andra appunto interpretata come la funzione
y(z), da espicitarsi in funzione di z.

Al solito, qui supponiamo che lo studente abbia gia studiato e compreso la teoria
riportata sul libro di testo, percid abbiamo applicato direttamente la conclusione di questo
ragionamento, che ha valore generale:

Y (z) = a(z)b(y) = /% = /a(a:)dx.




Par. 1.1. Equazioni del primo ordine 9

dove questa costante ¢ non ¢& la stessa del passaggio precedente2.
Quest'uguaglianza definisce implicitamente la funzione y(z) soluzione
dell'equazione differenziale. Risolvendo rispetto a y si ha:

ceT —2
y(z) = —— 1
cer —1

che assegna, al variare di ¢ € R, l'integrale generale dell'equazione differenziale.

2 Di nuovo, abbiamo qui eseguito i passaggi nel modo un po' condensato in cui
solitamente si presentano. Esplicitiamo i passi intermedi:

2

—m—-i-c
2

1
og 1=y

[S)
[S)

o 1‘2 > z
I?———y\ — e(7+c> =ef-e? = cie?
l-y
con ¢; = ef, percid ¢; > 0. Ora togliendo il modulo abbiamo
2—y 2

1—_—; = :l:cle%

o,

= C2€

con ¢y = ¢y, percid ¢y reale di segno qualsiasi, ma diversa da zero. Infine, notiamo che se
sostituissimo ¢z = 0 (che per quanto osservato & un valore proibito) otterremmo y = 2, che
comunque ¢ una soluzione dell'equazione (soluzione costante, trovata al primo passaggio).
Percio non ¢ sbagliato permettere a ¢y di assumere anche il valore zero, e concludiamo
semplicemente scrivendo

©

2_ z
———y=067 conc € R.
1-y

Nello svolgimento dell'esercizio abbiamo saltato i passaggi intermedi perché si tratta di
passaggi di routine che si presentano fin dai piu semplici esempi di equazione a variabili
separabili (v. ad es. [BPS2], cap.1, Es. 1.1). E' bene comunque che lo studente rifletta su
questi passaggi intermedi per esserne ben consapevole.
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Ricordiamo che oltre alle soluzioni contenute in questa formula esistono le due
soluzioni costanti trovate all'inizio del procedimento3, y = 1ey = 2.

b. Si chiede ora di risolvere un problema di Cauchy relativo a questa stessa
equazione differenziale, ossia selezionare, tra le soluzioni dell'equazione, quella
che soddisfa la condizione iniziale y(0) = 3. Poiché il valore 3 ¢ diverso dai due
valori (1 e 2) che costituiscono le soluzioni costanti, cercheremo questa soluzione
tra quelle assegnate dalla formula dell'integrale generale. Calcolando dalla (1) il
valore y(0) e imponendo che sia uguale a 3 ricaveremo il valore di c:

c—2
c—1

y(0) = = 3; percid ¢ = %;
Quindi la soluzione del problema di Cauchy é:
egcz"2 -4

= .
z4
ez —2

y(z) = ()

La soluzione ¢ definita su/ pin ampio intervallo contenente 0 in cui il
denominatore non si annulla. Poiché

.Z'z 22 2
€T —240=eT £2= %#logZ-—éx;ﬁi\/%ogl
il pit ampio intervallo contenente O che rispetta queste condizioni ¢:

(—+/2log2, /2log2).

Questo ¢ dunque l'intervallo massimale su cui ¢ definita la soluzione.

Osservazione 1.1. Intervallo di definizione della soluzione di un problema di
Cauchy. Si presti attenzione al seguente fatto: la funzione y(z) assegnata da (2) in
effetti ¢ definita per tutti gli z # ++/2log2. Tuttavia sarebbe sbagliato dire che la
soluzione del problema di Cauchy é definita per tutti gli x # +./2log2. Il punto &
che noi vogliamo che la soluzione di un problema di Cauchy sia definita su un
intervallo (e non un insieme qualsiasi), contenente il punto in cui ¢ assegnata la
condizione iniziale (in questo caso, x = 0). Nel nostro caso: l'insieme definito
dalle condizioni z # £+/2log2 non ¢ un intervallo, ma I'unione di 3 intervalli
disgiunti. Tra questi, quello che contiene il punto z = 0 ¢ (—4/2log2, /2log2).

3 Per la veritd, come gia osservato, y = 2 si ottiene anche dalla formula dell'integrale
generale, per ¢ = 0; l'altra perd non si ottiene per un valore di ¢, va percio riportata
esplicitamente.
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Questo ¢ pertanto l'intervallo massimale su cui ¢ definita la soluzione del problema
di Cauchy.

Il motivo per cui si chiede che la soluzione di un problema di Cauchy sia -
definita su un intervallo si capisce bene pensando al significato fisico: la variabile
z rappresenta il tempo che scorre; la soluzione y(z) rappresenta l'evoluzione di un
sistema fisico, determinata da una certa legge (equazione differenziale) e da una
certa condizione iniziale. Se, partendo dall'istante iniziale e procedendo in avanti
oppure a ritroso nel tempo, troviamo che a un certo istante il sistema cessa di
esistere, non ha senso chiedersi cosa succede oltre quell'istante. Dal punto di vista
matematico, inoltre, se accettassimo soluzioni definite su intervalli disgiunti non
potremmo piu aspettarci l'unicita della soluzione, in quanto rami diversi della
funzione y(z) definiti su intervalli disgiunti non si raccordano in alcun modo,
percio la condizione iniziale y(zo) = yo non determina i valori della funzione sugli
intervalli non contenenti l'istante iniziale z;.

Si noti, infine, che l'intervallo su cui la soluzione del problema ¢ definita non
si sarebbe potuto prevedere semplicemente osservando l'equazione differenziale: in
quest'esempio,

Y=01-y9)2-y)=

il secondo membro dell'equazione soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e
unicitd di soluzione del problema di Cauchy* per ogni = e ogni y. Tuttavia la
soluzione ¢ definita solo in un intervallo limitato o, come si usa dire, "in piccolo".
Questo fenomeno ¢ tipico delle equazioni non lineari. Per le equazioni lineari la
situazione ¢ invece piu prevedibile: se 'equazione soddisfa le opportune ipotesi in
un certo intervallo (che potrebbe anche essere tutto R), la soluzione del problema
sara definita in tutto quell'intervallo (esistenza "in grande").

Esempio 1.2.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y = 2xy + 323,
b. Risolvere il problema di Cauchy:

{ y = 2zy + 3x3
y(0) =1.

4v. [BPS2], cap. 1, §2.2, Teorema 1.1.
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a. Si tratta di un'equazione /ineare del prim'ordine, ossia del tipo
Y +a(z)y = f(z).

(Notiamo esplicitamente che, invece, quest'equazione non é anche a variabili
separabili). Seguendo il metodo illustrato nel testo®, poniamo

a(z) = -2z

A(z) = /a(:c)d:c = /—Zxdg; = 2

(ricordiamo che la funzione A(xz) viene scelta come una primitiva di a(z), quindi
non ¢'¢ bisogno di aggiungere la costante di integrazione). Quindi

y(z) = 4@ (c + / 4@ f(w)dx)

ossia y(z) = e (c + /e‘””23x3d:v>.
Calcoliamo la primitiva®:

/e"$23z3dm = [w2 = P = L

z } _3 / e 'tdt = (per parti)

2

3 3
= -——z-e_t(t—l— 1) == -—'2-6"9;2 (IIJz + 1)

y(z) = e (c - —g—e_wz (z* + 1)) = ce® — -;—(x2 +1). 3)

Questa formula assegna l'integrale generale dell'equazione differenziale, al variare
della costante ¢ € R.

b. Per risolvere il problema di Cauchy con la condizione y(0) =1,
calcoliamo il valore della soluzione assegnata da (3) nel punto z = 0 e imponiamo
che sia uguale a 1:

5v. [BPS2], cap. 1, §2.3.
6 Anche qui non c'¢ bisogno di aggiungere la costante di integrazione, perché compare
gia nella formula risolutiva.
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5
y(0)=c—g=1;c=-2-;

percio la soluzione del problema di Cauchy é:

5 3
y(z) = 56362 -5 (@ +1),

Si osservi che y(x) ¢ definita in tutto R, coerentemente al fatto che le funzioni
a(x), f(z) nell'equazione di partenza sono funzioni continue su tutto R. Per le
equazioni lineari, infatti, vale un teorema di esistenza e unicita in grande per il
problema di Cauchy’. Si confronti con quanto accade per le equazioni (non lineari)
a variabili separabili (v. Osservazione 1.1).

Esempio 1.3. Per ciascuna delle seguenti equazioni differenziali del prim'ordine,
dire se ¢ lineare, se ¢ a variabili separabili, se & entrambe le cose, o nessuna delle
due (non si chiede di risolverle):

(a) ¥y +ysinz +e =0 (b) ¥ + sin(zy) =0

() % — sinycosz = 0 (d) ey = 2ye™

(a) Lineare (a(x) = sinz; f(z) = —e™*), non a variabili separabili.
(b) Non lineare, nemmeno a variabili separabili.
(c) Non lineare, ma a variabili separabili:

¥ = a(z)b(y) con a(z) = cosz, b(y) = ysiny.
(d) Lineare (a(z) = —2e™%'~%, f(x) = 0), ed anche a variabili separabili:
y' = a(z)b(y) con a(z) = 2™ %, b(y) = y.

Esempio 1.4. Per ciascuno dei seguenti problemi di Cauchy, dire se si pud -
affermare che la soluzione esiste ed ¢ unica, se si pud affermare solo che esiste, o
se non si pud affermare nulla; nei primi due casi, cosa si puo dire sull'intervallo su
cui la soluzione ¢ definita? Giustificare le risposte in base ai teoremi studiati, e non
cercando di risolvere il problema.

@ { y = /y—1logz

y(1)=0

Tv. [BPS2], cap.1, §2.3, Teorema 1.3.
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(b) {y'ix/sy—l-log:c

y(1)=1

! . 3 — 1. 1
© {y = y/y —1-arctan_

y(0) =

@ { 3)\/—””_“—““

g Yy _
) { Yy = Voot + log|z — 5|
y(2) =1

(a) Equazione a variabili separabili y' = a(z)b(y). La funzione a(z) = logz &
continua in un intorno di z = 1 (ad es., (0, 4+00)), la funzione b(y) = y—1 ¢
C! in un intorno di y = 0 (ad es., in (=1, 00)), la soluzione del problema esiste ed
¢ unica, in un intorno di x = 1 (che potrebbe essere piu ristretto di (0, +00)).

(b) Equazione a variabili separabili ¥’ = a(z)b(y). La funzione a(z) = logz &
continua in un intorno di z = 1, la funzione b(y) = ¥y — 1 ¢ continua ma non ¢
C! in un intorno di y = 1, la soluzione del problema esiste (ma non si pud
garantire l'unicita), in un intorno di z = 1 (contenuto in (0, +00) ed eventualmente
piu piccolo).

(¢) Equazione a variabili separabili 3’ = a(z)b(y). La funzione
a(z) = arctan% non ¢ continua in z =0, non si pud garantire l'esistenza di
soluzione. (Si osservi che anche se definissimo in qualche modo a(z) inz =0, la
funzione resterebbe discontinua).

(d) Equazione lineare y' + a(z)y = f(z). Le funzioni a(z) = —v/z—1 e
f(z) = e ® sono continue in R, la soluzione del problema esiste ed ¢ unica,
definita in tutto R. ’

(e) Equazione lineare y' + a(z)y = f(z). Le funzioni a(z) = —~§%;—1= e
f(z) = log|z — 5| sono continue in (1,5) (questo & il pil ampio intervallo
contenente z = 2 dove entrambe le funzioni sono continue), la soluzione del
problema esiste ed ¢ unica, definita in tutto (1, 5).
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Esercizi
1.1. %

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione differenziale
y = y’sin2z
b. Risolvere il problema di Cauchy:

{ y' = y’sin2x

(%) = V2,

precisando il piu ampio intervallo su cui ¢ definita la soluzione.

1.2.5

a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
Y + ytanz = 3sin2x

(si pud supporre cosz > 0).
b. Risolvere il problema di Cauchy:

{ y' + ytanz = 3sin2z
y(0)=1

e precisare il piu ampio intervallo in cui la soluzione ¢ definita.

1.3.
a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione

zy + T— =0.
X

b. Risolvere il problema di Cauchy:

{a:y’+%1=0
y(-1)=2

precisando l'intervallo pil ampio su cui ¢ definita tale soluzione.

1.4.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

Y + 3y = 2z.
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b. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’+3y= 2z
y(0) = §.

1.5. 5%

a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y = zy’.

b. Risolvere il problema di Cauchy:

e precisare il pitl ampio intervallo in cui la soluzione ¢ definita.

1.6.%

a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y' + 2zy = zsin(z?).
b. Risolvere il problema di Cauchy:
{ Y + 2zy = zsin(z?)
y(0) = 1.
1.7.5% Si consideri l'equazione differenziale:

, 2y + P

T

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(—1) = 2.

c. Precisare qual ¢ il pitt ampio intervallo su cui la soluzione del problema di
Cauchy ¢ definita.

1.8. %

a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

v +(1-2z)y= ze® .
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b. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’ + (1 - 22)y = ze®
g(0) =2

1.9.  Siconsideri I'equazione differenziale:
y =y’

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 2.

¢. Precisare qual ¢ il pitt ampio intervallo su cui la soluzione del problema di
Cauchy ¢ definita.

2

1.10.5% Risolvere il problema di Cauchy:

{y/+ g

x2—1
y(0) = 3,

precisando I'intervallo pitt ampio su cui la soluzione ¢ definita.

1.11.5%
a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione differenziale:

y =ze " (y—1)".
b. Risolvere quindi il problema di Cauchy:

{ Yy =ze " (y—1)°
y(0) =3

e precisare il pit ampio intervallo in cui la soluzione ¢ definita.

1.12.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

z

v+ (1—-z)y=ze .
b. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’+(1 —z)y = ze”
y(1) =0.
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1.13.9% Risolvere il problema di Cauchy

3

Y = F—

Va1
y(\/i) =2

precisando il pit ampio intervallo su cui tale soluzione ¢ definita.

1.14.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
2zy 1
O NN
v+ 1+z22 =z

b. Risolvere il problema di Cauchy:

{#+%%=%
y(1) =2

precisando il pit ampio intervallo su cui ¢ definita la soluzione del problema.

1.15.  Si consideri l'equazione differenziale:

! y2

T+l

Y

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 1.

c. Precisare qual ¢ il pitt ampio intervallo su cui la soluzione del problema di
Cauchy ¢ definita.

1.16.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
2y
/ — 1 _ 2
L 1—x2

b. Risolvere il problema di Cauchy:

{y+ﬁ%=1—ﬁ
y(0) =1

precisando il pitt ampio intervallo su cui ¢ definita la soluzione del problema.
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1.17.% Risolvere il problema di Cauchy:

y(5) =%

e precisare qual ¢ il pil ampio intervallo su cui la soluzione del problema di
Cauchy ¢ definita.

1.18.  Si consideri I'equazione differenziale:
Y + 2z%y = 3z°.

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 3.

c. Determinare il piu ampio intervallo su cui la soluzione del problema di

Cauchy ¢ positiva.

1.19.% Si consideri I'equazione differenziale:
y = (1+y%)z*

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 1.

c. Precisare qual ¢ il piu ampio intervallo su cui la soluzione del problema di
Cauchy ¢ definita.

1.20.5 Per ciascuna delle seguenti equazioni differenziali del prim'ordine, dire
se ¢ lineare, se € a variabili separabili, se ¢ entrambe le cose, o nessuna delle due
(non si chiede di risolverle):

(a) zyy' =1

0) ¥ =z’ + %y

(c) y = 3ertv?’

@y =ey+;

(€) ¥ = 3e™

1.21.5% Per ciascuno dei seguenti problemi di Cauchy, dire se si pud affermare
che la soluzione esiste ed ¢ unica, se si puod affermare solo che esiste, o se non si
puo affermare nulla; nei primi due casi, cosa si puod dire sull'intervallo su cui la
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soluzione sara definita? Giustificare le risposte in base ai teoremi studiati, e non
cercando di risolvere il problema.

(a) { ;g/(’);:e’icosx

(®) { ;é;y(l)oglyl - logz
(©) { z'(lé))gi =1 yarctanz + €°
§ (1558

1.22.9% Si consideri il problema di Cauchy:

{ Yy =ay/y—1
y(3) =1.
Dopo aver verificato che sono soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza

ma non sono soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza e unicita, costruire
almeno 4 diverse soluzioni del problema di Cauchy.

1.23.9%
a. Determinare l'integrale generale dell'equazione differenziale:

Y (t) + 2ty(t) = 3.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la

condizione iniziale y(0) = £.

1.24.
a. Determinare l'integrale generale dell'equazione differenziale:
y = ze Y.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 1, e precisare il pit ampio intervallo in cui la soluzione
¢ definita.
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1.25.9%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione differenziale:

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione y(1) =0, e precisare il piu ampio intervallo in cui la soluzione ¢
definita.

1.26. Si consideri l'equazione differenziale:
y' = e¥sinz.

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(0) = 0, e precisare il pit ampio intervallo in cui la soluzione
¢ definita.

1.27. Si consideri 'equazione differenziale:

y' — ycosz = e*™cosz.

a. Determinare l'integrale generale dell'equazione.
b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y (1) = e.

1.28. Si consideri I'equazione differenziale:

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(1) = 2, e precisare il pitt ampio intervallo in cui la soluzione
¢ definita.

1.29.
a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione differenziale:

v =@w-1-3).

b. Scrivere la soluzione y(t) del problema di Cauchy per l'equazione
precedente con la condizione iniziale y(0) = 2.
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¢. Rispondere alle domande:
Qual ¢ il pit ampio intervallo su cui la funzione trovata al punto precedente ¢

soluzione del problema di Cauchy?
La soluzione ¢ limitata sul suo intervallo di definizione?

1.30. Si consideri l'equazione differenziale:

I 1+y2
x

a. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con la
condizione iniziale y(1) = O e precisare il pitt ampio intervallo in cui la soluzione
¢ definita

1.31.
a. Risolvere il problema di Cauchy:
{ vy =22 +1
y(0)=-1

b. Precisare qual ¢ il pitt ampio intervallo su cui la soluzione trovata & definita
ed & di classe C! (giustificando la risposta).

1.32. %
a. Determinare l'integrale generale dell'equazione differenziale:

Y +y = sinz

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente, con la
condizione iniziale:

1
0)==
y(0) =3
1.33. %
a. Risolvere il problema di Cauchy:
{_yy’ =2z -1
y(0) =-1

b. Precisare qual ¢ il pit ampio intervallo su cui la soluzione trovata & definita
ed ¢ di classe C? (giustificando la risposta).
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Dire per quali valori di xzq,yo si puo affermare che il seguente problema di
Cauchy ha certamente una e una sola soluzione:

1.34.9%

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

3
y =20
y(l’o) =Y
3
{ y/ = zz_?
y(zo0) = Yo
r _ loglz|
{y ~ loglyl
y(xo) =Y

{yy’ =eV?
y(@o) = ¥o

{ (z—-2)y =e"y®

y(:vo) =%
__ logly|
{ Y = Togla]
y(zo) = yo

{ y'logz = arcsiny
y(zo) = %o

{ (z+ 1)y = ey
y(%o) = %o

{ y'logy = arcsinz
y(%o) = %o
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1.1.B. Applicazioni

Discutiamo qui, sotto forma di esercizi, un certo numero di applicazioni
significative, a vari settori scientifici, di modelli differenziali che portano ad
equazioni del prim'ordine. Molti di questi sono gia stati presentati nel libro di testo
[BPS2], sotto forma di esempi svolti (e allora qui non se ne riporta lo svolgimento
intero) o sotto forma di esercizi (e allora qui se ne ¢ riportato lo svolgimento
intero, che sul testo non ¢ presente). Dal punto di vista strettamente matematico,
non incontreremo qui nuove difficolta rispetto a quelle gia emerse nei precedenti
esercizi di tipo "scolastico", fatto salva I'eventuale difficolta che lo studente puo
percepire nel lavorare su un'equazione che contiene dei parametri (¢ non solo
costanti numeriche). E' significativo, perd, che lo studente rifletta sul significato
fisico dell'equazione, sulla dipendenza del tipo di soluzione dal valore dei vari
parametri, e che provi a rispondere alle domande di volta in volta suggerite
dall'interpretazione fisica dell'equazione.
In tutti i prossimi esercizi la variabile indipendente si chiama ¢ (tempo).

Modelli di crescita ed estinzione

1.43. Dinamica delle popolazioni, modello di Malthus. Sia N(¢) il
numero di individui, al tempo ¢, di una certa popolazione isolata, ad esempio di
batteri. Supponendo che il numero di nuovi nati in un breve intervallo di tempo sia
proporzionale all'itervallo di tempo e al numero di individui della popolazione,
secondo un coefficiente A detto tasso istantaneo di natalita, e il numero di morti in
un breve intervallo di tempo sia proporzionale all'intervallo di tempo e al numero
di individui della popolazione, secondo un coefficiente u detto tasso istantaneo di
mortalita, la popolazione si evolvera secondo la legge

N = (A—pu)N.

Detto Ny > 0 il numero di individui al tempo ¢t = 0, descrivere l'andamento
della popolazione nei due casi A > p, A < pu.

1.44.% Una popolazione di batteri cresce con velocita proporzionale al
numero di batteri presenti (legge di Malthus, v. es. precedente). Se in un'ora il
numero di individui raddoppia, di quanto cresce in 2 ore € mezza?

1.45.% Il contenuto di CO; di una sala di 120m? ¢ dello 0.3%. Un sistema di
condizionamento viene attivato ed immette aria fresca, contenente lo 0.1% di CO,
al tasso di 20m3 /min.
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a. Siricavi l'equazione differenziale soddisfatta dalla percentuale c(t) di CO,
all'istante t. (Suggerimento: misurare il tempo in minuti ed esprimere il valore
approssimato di —A—g-(tﬂ per At = 1 min., scrivendo un bilancio di quanta CO; (in
volume assoluto) si trova all'istante ¢ nella stanza, quanta ne esce e quanta ne entra
nell'intervallo di tempo [t,t + At]. Per At — 0...)

b. Trovare la percentuale di COy dopo 10 minuti.

c¢.  Dopo quanto tempo la percentuale di CO; sara dello 0.2%?

1.46. Dinamica delle popolazioni, modello di Verhulst (equazione
logistica). Sia N (¢) il numero di individui, al tempo ¢, di una certa popolazione
isolata. Facciamo le stesse ipotesi generali dell'Esercizio 1.43, ma ora supponiamo
che il coefficiente di proporzionalita A\ —p non sia costante, ma dipenda
dall'occupazione dell'ambiente, in modo che la dinamica ¢ ora descritta dalla legge

N
/_ — —

La costante k > 0 & detta capacita dell'ambiente, e possiamo pensarla come il
massimo numero di individui che possono "vivere bene" nell'ambiente, prima di
entrare in competizione e portare a un'inversione di tendenza nella crescita della
popolazione; il coefficiente £ ¢ l'analogo di A — p nell'esempio precedente, e
supporremo ora € > 0. Studiare la dinamica della popolazione in funzione del
numero iniziale Ny di individui.

1.47.5% Decadimento radioattivo. Il tempo di dimezzamento T di un materiale
radioattivo ¢ il tempo richiesto affinché meta di una data quantita di quel materiale
decada. Detta Q(t) la quantita di materiale ancora non decaduto, vale la legge:

Q= -aQ

per una certa costante o > 0.

a. Ricavare la relazione tra il tempo di dimezzamento 7 e il tasso istantaneo
di decadimento «.

b. 1l radio 226 ha tempo di decadimento di 1620 anni. Dopo quanti anni una
data quantita di questo materiale ¢ ridotta a tre quarti della quantita iniziale? Dopo
quanti anni ¢ ridotta a un quarto?

Meccanica, moto di un grave con attrito del mezzo

1.48.% Caduta dei gravi con attrito dell'aria proporzionale alla velocita.
Un corpo di massa m cade verticalmente (a partire dalla quiete) sotto I'azione della
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forza di gravitd. L'aria offre una resistenza alla caduta, secondo una forza
proporzionale alla velocita. Indicando con y(t) lo spazio percorso al tempo ¢ in
verticale, verso il basso, si avra:

my" =mg — hy'

dove h > 0 & un coefficiente di attrito. Si calcoli la funzione velocita v(t) = y/'(t),
e la si studi per tempi lunghi e per tempi brevi.

1.49.% Caduta di una goccia di pioggia. Applichiamo il modello
dell'esercizio precedente per descrivere la caduta di una goccia di pioggia. E' noto
sperimentalmente che la velocita di una goccia di pioggia vicino al suolo varia dai
2 agli 8 m/s; in questo esercizio assumiamo per la velocita limite il valore
Voo = 5m/s. Supponiamo che una goccia di pioggia abbia massa m = 0.033g (che
corrisponde a supporre che sia una sferetta d'acqua di diametro 4mm circa).

a. In base a questi dati, calcolare il valore della costante h e scrivere la legge
di caduta.

b. In base alla legge di caduta, calcolare il tempo 7 in cui la velocita della
goccia raggiunge il 99% della velocita limite.

c. Calcolare, integrando v(t), la funzione y(t), e calcolare quindi di quanti
metri deve cadere una goccia di pioggia prima di raggiungere il 99% della sua
velocita limite.

1.50.% Caduta di un grave nell'acqua. Il modello per la caduta di un grave
in un mezzo denso deve tener conto non solo dell'attrito del mezzo ma anche della
spinta di Archimede. Supponiamo che un corpo pesante cada verticalmente
nell'acqua. L'attrito si pud supporre proporzionale alla velocita, ma il corpo riceve
anche una spinta verso l'alto pari al peso dell'acqua spostata. Il peso dell'acqua
spostata ¢ pari a
densita acqua 1

g=mg- =

m - g = volume corpo - densita acqua- g = m - =
aedua F 1 densita corpo p

dove p ¢ il rapporto (adimensionale) tra la densita del corpo e quella dell'acqua,
rapporto che supponiamo maggiore di 1 (corpo piu denso dell'acqua, quindi che va
a fondo).

a. Scrivere l'equazione differenziale del moto in questo caso, calcolare la
funzione velocitd v(¢) (supponendo la velocita iniziale nulla) e determinare la
velocita limite.

b. Determinare la costante h e calcolare v(t) per una sferetta d'acciaio del
peso di 10g e densita 7g/cm® che raggiunge una velocita limite di 42cm/s.
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1.51.% Caduta di un grave con attrito dell'aria proporzionale alla velocita
al quadrato. Un altro modello per l'attrito dell'aria, valido per velocita piu elevate,
prevede un attrito proporzionale al quadrato della velocita. L'equazione del moto
diventa:

2
my” = mg— h(y')

dove h > 0 ¢ un coefficiente di attrito.

a. Si calcoli la funzione velocita v(t) e si stabilisca se esiste anche in questo
caso una velocita limite, supponendo una velocita iniziale vy > 0 (l'oggetto viene
inizialmente /anciato verso il basso).

b. Si studi 'andamento di v(t) al variare della condizione iniziale.

1.52.% Moto di un proiettile con attrito dell'aria proporzionale alla
velocita al quadrato. Un proiettile che si muove ad alta velocita nell'aria si pud
supporre subire un attrito proporzionale al quadrato della velocita. Supponiamo
che un proiettile venga sparato in orizzontale ad alta velocita. Ci interessa la
componente orizzontale del moto, percid in prima approssimazione prescindiamo
dalla gravita. (Fintanto che la velocita orizzontale & molto maggiore della velocita
di caduta che avrebbe il corpo se tenessimo conto della gravita, l'errore che si
commette non tenendone conto non sara troppo grande).

a. Scrivere I'equazione del moto e risolverla calcolando v(t); si suppone una
velocita iniziale vy > 0.

b. Integrando v(t) si calcoli lo spazio percorso in un tempo t.

c. Consideriamo un'arma da fuoco che spara una pallottola del peso di 20g
con velocitd iniziale di 200m/s e coefficiente d'attrito h = 0.1g/m. Scrivere
esplicitamente la legge della velocita. Calcolare lo spazio percorso in un secondo e
la velocita dopo un secondo.

1.53.5% Moto di un razzo a massa variabile. Un razzo di massa M contiene
carburante di massa iniziale my, che viene consumato a ritmo costante, in modo
che la massa effettiva del razzo ¢ funzione del tempo:

m(t) = M + (mg — kt)*
dove

+ _ [mog—kt semog—-kt>0
(mo — kt)™ = { 0 altrimenti.

Il razzo si muove con velocita v(t) secondo l'equazione:
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dv
7=
dove g ¢ l'accelerazione di gravita e A la velocita con cui il carburante & spinto
fuori. L'equazione vale nell'intervallo di tempo ¢ € [O, -mEQ], ossia finché il
carburante non ¢ esaurito. Il termine —A% rappresenta la forza propulsiva (ed ¢
positivo perché % < 0): la forza & proporzionale alla velocitd con cui il

carburante ¢ bruciato. Risolvere l'equazione in wv(t) e calcolare la velocita
nell'istante in cui il carburante ¢ esaurito8.

mi(t) —m@M—A%?

Termodinamica, legge di Newton del raffreddamento

1.54.% Se un corpo caldo ¢ immerso in un ambiente tenuto a temperatura
costante T,, questo si raffredda, nel tempo, con temperatura 7'(t) che obbedisce
alla legge di Newton secondo cui la velocita di raffreddamento ¢ proporzionale
alla differenza di temperatura tra il corpo e l'ambiente:

dT
dt
Un oggetto metallico alla temperatura di 100°C viene immerso per raffreddarlo
in un liquido tenuto a temperatura di 10°C. Se dopo 1 minuto la sua temperatura &
scesa a 80°C, in quanto tempo raggiungera la temperatura di 20°C?
(Suggerimento: dopo aver risolto il problema di Cauchy lasciando la costante
k indicata, si usi l'informazione sulla temperatura dopo un minuto per calcolare £,
e poi mediante questo valore si risolva il problema).

(T =),

Elettrodinamica, circuiti elettrici del prim'ordine

1.55.% Circuiti elettrici LR. Un circuito elettrico contiene un induttore di
induttanza L e un resistore di resistenza R collegati in serie; al circuito & applicata
una forza elettromotrice V (t). Sotto queste ipotesi l'intensita di corrente i(¢) nel

8 Naturalmente questo modello non & realistico perché non considera l'attrito dell'aria;
se modifichiamo I'equazione inserendo un attrito proporzionale a v? otteniamo un'equazione
né lineare né a variabili separabili; 'equazione con attrito proporzionale a v invece ¢ lineare,
ma porta al calcolo di un integrale non elementare: questo ¢ il motivo per cui nell'esercizio
abbiamo considerato questa situazione semplificata. Si potrebbe anche obiettare che per un
razzo che sale molto di quota l'accelerazione di gravitd non ¢ costante, ma decresce con la
quota... Come si vede, impostare un modello realistico porta facilmente ad equazioni
complicate, di cui ¢ impossibile calcolare la soluzione esatta.
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circuito soddisfa I'equazione differenziale:

di
L—+Ri=V.
dt +
Si risolva l'equazione, con condizione iniziale ¢(0) =0, e si studi il
comportamento di ¢ per tempi lunghi, nei casi:
a. V(t) = E costante (corrente continua);
b. V(t) = Asinwt (corrente alternata).

Chimica, processi del second'ordine

1.56.% Reazioni chimiche a due reagenti. In certi tipi di reazioni chimiche
una nuova sostanza C' si forma a partire da due sostanze date, A e B. La velocita
di crescita della nuova sostanza ¢ proporzionale congiuntamente alla quantita
rimanente di ciascuno dei due reagenti A, B.

Indichiamo con z(t) la quantita di sostanza C' presente all'istante ¢ (percio
z(0) = 0), e con sg4,sp le quantitd inizialmente presenti delle sostanze A, B,
rispettivamente. Se per formare un'unitd di sostanza C' occorrono n unita della
sostanza A e m unita della sostanza B, all'istante ¢ la quantitd di sostanza A
rimasta ¢

(s4 — nz)
e la quantita di sostanza B rimasta ¢
(sg — mx).
Per quanto detto, quindi, la velocita con cui si forma la sostanza C' sara

dx
dt
(Il termine processo del second'ordine si usa in questo caso per indicare la
proporzionalita congiunta da due quantita variabili). Naturalmente, l'equazione ha
senso fin quando entrambi i fattori (s4 — nz), (sp — mx) sono positivi. (Oltre
quell'istante uno dei reagenti ¢ esaurito e la reazione non ha piu luogo).
a. Risolvere il problema di Cauchy con la condizione z(0) = 0. Supporre
nsg — msy # 0; come si vedra, questo ha importanza nel calcolo.
b. Si consideri ora il caso di una reazione in cui:

* un'unita di sostanza C si forma combinando un'unitd di A e due unita di
B;

= k(s4 —nz)(sp — mz).

inizialmente abbiamo 30g di sostanza A e 40g di sostanza B,
in 20 minuti si formano 12g di sostanza C.
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Scrivere esplicitamente la funzione z(t) in questo caso, studiarne I'andamento
e stabilire qual ¢ il massimo valore raggiungibile da x, e quale quantita della
sostanza C'si ¢ formata dopo un'ora.

1.57.% Concentrazione di una sostanza in una soluzione. Una sostanza
(inizialmente solida) si scioglie in una soluzione. La soluzione si dice satura
quando la concentrazione® della sostanza dissolta ha raggiunto un valore limite c
che non non puo essere superato. .

Indicando con z(¢) la quantitad di sostanza che all'istante ¢ ¢ non é ancora
sciolta e con xg la quantita iniziale di sostanza, si ha che all'istante ¢ la quantita di
sostanza gia sciolta & (xo — x) e la concentrazione ¢ ==, dove v indica il volume
(costante) del liquido. E' noto che la velocita con cui la sostanza si scioglie ¢
proporzionale congiuntamente a:

* la quantita di sostanza ancora non disciolta;

* la differenza tra la concentrazione della soluzione satura e la
concentrazione effettiva all'istante ¢.

Percio si ha:

G ~r(e= )

per una certa costante k£ > 0. (Mano a mano che la sostanza si scioglie, la quantita
ancora non sciolta diminuisce, quindi % < 0). 1l tutto ha senso purché sia
(c - g"f’f) > 0, il che in particolare significa che se la condizione iniziale non
rispetta il vincolo

zo < ¢,

la funzione z(t) non potrd tendere a zero!®, ma raggiungera il valore limite
xo — Cv.

a. Risolvere il problema di Cauchy con condizione iniziale z(0) =z e
studiare l'andamento della soluzione (Supporre zy < cv).

b. Una soluzione di acqua e sale satura contiene circa 0.12kg di sale in un
litro d'acqua. Si versano 25kg di sale in una vasca di 400 litri d'acqua. Se in 5
minuti si sciolgono 9kg di sale, quanto sale si scioglie in un'ora? Dopo quanto
tempo si saranno sciolti 20kg di sale?

9 Ricordiamo che la concentrazione ¢ il rapporto tra la quantita di sostanza dissolta
(massa) e il volume della soluzione.

10 Se mettiamo nella soluzione pitl sostanza solida di quella che la satura, una parte non
si sciogliera.
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Soluzioni § 1.1

1.1. a. Equazione a variabili separabili. Soluzioni costanti:

y=0.
.. dy . y
Altre soluzioni: — = sin2zdx = | 2sinzcoszdzx
Yy
1 .o . 20N 1
9y 0¥ te yle)= 2(sin?z + c)

() =+ —1_

U= 2(sin2z +¢)

b.  Imponiamo y(%) = V2iny¥(z) = _2(sin21x+c):

,___ 1 .8

C 2zt 4
1

V@) =1 3E Zswa)

(Scegliamo il segno + davanti alla radice perché la condizione iniziale impone un valore

positivo a y).

La soluzione ¢ definita sul pilt ampio intervallo!! contenente 7 in cui & 2 — sin’z > 0,

ciog [sinz| < Y2, quindi

1.2. a. Equazione lineare.

a(z) = tanz; A(z) = —log|cosz|;

11y, Osservazione 1.1 riguardo al s1gn1ﬁcato di "intervallo di definizione della

soluzione di un problema di Cauchy".
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6si .. .. .
= |cosz| (c + / %—;fiig—:dm) = (negli intervalli in cui cosz > 0)

= coSz (c + / Gsinmdaz> = cosz(c — 6cosz) = ccosz — 6eos’z.

b. y0)=c—-6=1;c=T;

y(x) = Tcosz — 6cos?z.

Anche se la soluzione ¢ definita per ogni z € R, poiché nell'equazione compare la funzione
tanz, definita solo per z # 7 + km, il pil ampio intervallo contenente z =0 in cui

) ’

1.3. a. y = 1 soluzione costante. Integrale generale:

y(z) =1+ ce/" conc eR.

b. y(z) =1+ e+ definita in (o0, 0).
2 2
14. a =ce¥ -,
a y(z) =ce™ + 387 g
2 2
b. = ™32 —_ — -,
y(z) =™+ oz -3

1.5. a. Equazione a variabili separabili. Soluzione costante y = 0. Altrimenti,

2
y(z) T 2242
1
b y(0)=—- =lic=~—1
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1.6. a. Equazione lineare.

alw) = 2wy Alg) = /a(m)dw = g

y= e"”z{c + /emzmsin(:ﬁ)d:v}.

/ezstin(xQ)dx = [m2 =t:dz = %E] == %/etsintdt =

(con integrazioni per parti standard)

= i—et(sint — cost) = ieﬁ (sin(z?) — cos(z?)).

g = e_"z{c + Lo (sin(?) — cos(xz))} = e + L (sin(a?)  cos(s?)).

4
3 1
b Z—y(O)—c—Z,C—l
Ly oo 2
y=e" + Z(sm(w ) = cos(2?)).
1.7. a. Equazione a variabili separabili. Soluzioni costanti: y = 0; y = —2.

Soluzioni non costanti:
[weia=1%
y(2+y) z

T AR At e
W 22 | dy = Zlog|—Y—| = loglz| + c.
/y@+y) 2] |y " a3 W = 308|5,| = loslel+e

1/2
li =c|z| conc > 0; Y —¢2? conceR
2+y 2+y
2cx?
b. Imponiamo la condizione iniziale
2c 1 22
2 = . = — = —
1 _ C’ c 27 y(x) 2 — xz
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c. La soluzione del problema di Cauchy ¢ definita per = € (—\/_2_, 0). Questo ¢ il piu

ampio intervallo contenente —1 in cui i coefficienti dell'equazione di partenza e la soluzione
sono definiti. “

Notiamo che ¢& accettabile anche la risposta (meno restrittiva): definita per
x € (-\/5, \/5) Questo ¢ il pit ampio intervallo contenente —1 in cui la soluzione ¢
definita; in z = 0 formalmente l'equazione perde significato ma nel senso dei limiti &

comunque verificata:
c 222\ 8z

222 222 \? 82
29 —— = :
2ty (2-x2)+(2—x2) (2~—z2)2’

2y +y° 8z? 1 8
= 2-23)" 2 (2-2%)
ed entrambi i membri tendono a zero per z — 0. In questo senso diciamo che I'equazione
y/ _ 2y + y2
T

¢ soddisfatta anche in z = 0, nel senso dei limiti.
1.8. a. Equazione lineare.

a(z) =1-2z; A(z) = /a(m)d:c =z -z’

y = ex2_x{c+/e—x2+zwex2dx} _ exz"”{c-i—/e”:cdm} —

= e”z“x{c +e(z—1)) =ce® "+ (- 1).

b. 2=y(0)=c—1;c=3;
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1.9. a. Soluzioni costanti: y = 0. Integrale generale:

1
= It +c

1
b. S S—
y(z) %_ %w4/3

o\t 797\ 3/
soluzione definita in (—— (5) ,<§> >

1.10.  Equazione lineare.

x

z 1

x2 -1’

== 1log(l —z?) =logV/'1 — 22

2

(in un intorno di z =0, in cui dobbiamo assegnare la condizione iniziale,
22— 1] =1-2?).

y(x) - e—logv 1_ZZ{C+ /elog\/ 1-—z23xd$} — \/%{c-}-/\/l — 33'2 ?)CUd"E} _—
— X

- om0 = e - )

Imponiamo la condizione iniziale:

y0)=c—-1=3;c=4.

4

La soluzione &: y(x) = T (1-2%)
1—22

e il pilt ampio intervallo contenente il punto z = 0 su cui la soluzione e i coefficienti
dell'equazione sono definiti ¢ (—1,1).

1.11.  a Equazione a variabili separabili. y = 1 soluzione costante. Per y # 1,

/(y iyl)z ‘= /xe"”da:
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L =—ze " —e"+e¢
y—1
I
N O P v—
g +e‘z(m+1)+c

b. Imponiamo la condizione di Cauchy:

1 1 1 1
3=y0) =1+ i =2lte=gie=—3.
La soluzione ¢: (@) = !
' Ay = e*(z+1)— 1

Dev'essere e (z+1) - % # 0, cio¢ e® # 2(x + 1),

che risolta con un confronto grafico

-2

da T # o,z # fcona€ (—1,0),8€(1,2).

Il pit ampio intervallo contenente z = 0 che rispetta queste condizioni &

(o, ),

intervallo di definizione della soluzione del problema.

22
1.12. a y(z) = ce™™t7T — 7%,
b (2] = —Le‘”z_’f —e"
A y(z) = e .
1.13.

Equazione a variabili separabili. La soluzione costante y = 0 non soddisfa la
condizione di Cauchy; per y # 0 riscriviamo:
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/fiﬂ_/ zdz
e Vri—-1
—ziyzzx/aﬁ——l—i—c

1

2 B
01—2 z2—1

y:

Imponendo la condizione iniziale y(ﬂ) = 2 troviamo

. 9
4= ,daculclzz

Cc1 —

y(z) = L
NomrYE—

(dove il segno + davanti alla radice dipende dal fatto che la soluzione vale 2 in \/5)

Intervallo massimale di definizione:
7;%-7 ¢ definita per x > 1 o z < —1. Poiché la condizione iniziale ¢ assegnata in

xo = 2, l'intervallo massimale dev'essere contenuto nella semiretta z > 1; inoltre dev'essere

9 9 145
- 2 _ . 2 Z. 2 Seios
1 2\/:1: 1>O,\/a: 1<8,:1r:<64

(%)

quindi l'intervallo cercato é&: 3

1.14.  Equazione lineare. Integrale generale

2
{c + logz + %} in (0, 4+00).

1

b S T z—|—10:1c+x—2 erz € (0,00)
‘ VETra 2T TP V0
1.15.  a Soluzioni costanti: y = 0. Integrale generale:
1
T)=—
y(@) llogl2z + 1|+ ¢
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1
b. = ,
yl@) =1z Tog|2z + 1|
. . . 1 e2-1
soluzione definita nell'intervallo: 35 )

116 (z) = l—z +(1+x)3
16. a y(z) = 172 et e o

_(1-z\]2 (1+ZC)3
b. y—(1+x>{3+ 3 }perme( 1,1)

perché (—1,1) & il pid ampio intervallo contenente xp =0, in cui la soluzione e i
coefficienti dell'equazione sono definiti. E' accettabile anche la risposta "per « € (—1,00)"
in quanto la soluzione & definita in questo intervallo; in z = 1 la soluzione si annulla, il
denominatore del coefficiente a(z) si annulla ma, nel senso dei limiti (si veda l'esercizio
1.7), I'equazione ¢ ancora soddisfatta. ‘

1.17.  Risolviamo l'equazione a variabili separabili:

/ cosydy = / sinzdz

siny = —cosx + ¢
Imponiamo la condizione iniziale:
sin cosﬂ + d
— = —C0S— +¢c; —=¢
6 2 T2

) 1
siny = — — cosz.
2
Dobbiamo risolvere l'equazione in y, quando z varia in un intorno di z = Z. La condizione
Y 2

—1§-;~~cosas§l

1 3 2 2
< < = indi ——nm<z< -7
da 2__cosa:_2,qu1nd1 37r_:c_ 37r

Inoltre dall'equazione vediamo che dev'essere cosy # 0, quindi siny # =£1, quindi



Par. 1.1. Equazioni del primo ordine 39

—;— — cosz # *1,

percid l'intervallo in cui la soluzione ¢ definita &
2R
373 )

: : at
In questo intervallo risulta y(x) = arcsin 5~ cosz ).

Notiamo che negli estremi dell'intervallo in effetti la funzione arcsin non ¢ derivabile.

3
118, a y(z) = ce 5% + >
b. ylz) = g =g,

3
c. L'intervallo & (— \/ glogi, +oo> .

1.19.  a. Equazione a variabili separabili. Soluzioni costanti: nessuna.
Risolviamo l'equazione:

47 = zidz; dy = /mzdm
1+y? y

xT
arctany = Y +c;

) = tan(z;i = c).

b. 1 =y(0) = tanc;c = % + km;

3 3
y(z) = tan L i gkn)=tan(Z+T),
3 4 3 4

(in altre parole, l'aggiunta della costante + k7 nell'argomento della tangente ¢ irrilevante).
Poich¢ l'argomento della tangente dev'essere diverso da 7 + km e lintervallo di

definizione deve contenere z = 0, la soluzione & definita per:
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U A R R S s
2 3 4 "2’ 4 4

v/ LA \/ s
4 4
1.20.

(a) Non lineare, ma a variabili separabili:

1 1
y = a(x)b(y) cona(z) = —,b(y) = -.
z Y
(b) Non lineare, nemmeno a variabili separabili.
(¢) Non lineare, ma a variabili separabili:

Yy = a(z)b(y) con a(z) = 3¢ % by) = y.

(d) Lineare (a(z) = —e?, f(x) = 1), ma non a variabili separabili.
(e) Non lineare, nemmeno a variabili separabili.

1.21.

(a) Equazione a variabili separabili y' = a(z)b(y). La funzione a(z)= % ¢
discontinua in = 0, percio non si pud garantire esistenza di soluzioni.

(b) Equazione a variabili separabili y’ = a(z)b(y). La funzione a(z) = l"% ¢ continua
in un intorno di « = 2 (precisamente, in (0, 00)), la funzione b(y) = ylog|y| & continua
(prolungabile con continuitd) ma non & C* in un intorno di y = 0, la soluzione del problema
esiste (ma non si pud garantire l'unicitd), in un intorno di = 2, che potrebbe essere piu
ristretto di (0, 00).

(¢) Equazione lineare y' + a(z)y = f(z). Le funzioni a(z) = —-a—'l—f)té—z—m & flz) = 1:;:0
sono continue in (1,4o00) (questo ¢ il pit ampio intervallo contenente z = 2 in cui sono
continue), quindi la soluzione del problema esiste ed ¢ unica, definita in tutto (1, +oc0).

(d) Equazione a variabili separabili ¥’ = a(z)b(y). La funzione a(z) = |z| & continua
in R, la funzione b(y) = 1{%5 ¢ continua in (—1,1) e, pur non essendo C*, ha rapporto
incrementale limitato in ogni intervallo del tipo [—1 +¢,1 — €], quindi la soluzione del
problema esiste ed ¢ unica in un intorno di « = 0, contenuto in (—1,1).

1.22.  Equazione a variabili separabili ¥ = a(z)b(y) con a, b continue in R, percid
siamo nelle ipotesi del teorema di esistenza.

Inoltre, b ¢ derivabile con continuitd per y # 1. La condizione di Cauchy & assegnata
proprio in y = 1, in cui non solo b non ¢ derivabile, ma ha tangente verticale (rapporto
incrementale illimitato). Percid non valgono le ipotesi del teorema di unicita.

Risolviamo l'equazione. Soluzioni costanti: y =1 (che & gia una soluzione del
problema di Cauchy). Altre soluzioni:
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dy
/\3/?;——1 = [ zdz

3 o3 _ 20
2(y 1) —2+c

Imponiamo la condizione di Cauchy prima di esplicitare:

. 9 9
y(3) =1, percid 0= ~+eje=—;

3(y—1)*° = (22 - 9)

y(z) =1+ [@] "

Sono due diverse soluzioni C! del problema di Cauchy, che si aggiungono alla soluzione

costante uguale a 1.
Osserviamo che (studiamo ad es. la soluzione col segno + )

oy 3 xQ—Qg _ z2 -9 -
y(x)—2\/ 3 3:8—30\/ 3 , percid ¥/(3) = 0.

Questo vuol dire che sono soluzioni del problema di Cauchy non solo

y1 =0

r 2_9-3/2
Y2=1+ Catt)

r 2_9-3/2
Y3 -(:c3 )

1l
—_
|

3/2

/
1+ [E2]™ sea>3
1 sex <3

ma anche, ad esempio, Yy =

o quelle che si ottengono raccordando in tutti i modi possibili una delle 3 soluzioni per
z < 3 con un'altra delle 3 soluzioni per z > 3.
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1.23.  a. Equazione lineare del prim'ordine.

olt) = 2 Alf) = / b dt =17

y(t) = e"tz{c + /et2t3dt}.
Calcoliamo ora:

2 2
213 34 _ t2 35_ _ -_t"-f__ [ T
/etdt—/<e Zt)zdtwperpam—e 5 /te dt =

= —;—etQt2 - %etz.
Quindi y(t) = e”tz{c + —;—etzﬁ - %etz} =ce ¥ + —;—tQ - %
b y(O):c—%=%¢c=1
y(t) = et + —;:tz - %
1.24. a y(z) = log<%x2 + c).
b. y(z) = log(—;—ac2 + e) , soluzione su tutto R.

1.25.  a. Equazione lineare del prim'ordine.

o) = %; Alz) = / alejde = Joglos

y(z) = e"m"g'xl{c + /ezl"gl”'e'xdx} = —%{c . /x2e"xdx}.
z
/a:ze"‘dx = -z 4 /2me“’”dm = —zle "+ {—Z:ce'”” 1 /Ze“"”dx} =

= —z%e "—2ze™% — 2¢7",
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Quindi l'integrale generale ¢&:

1 i c i 2 2
y(:n):;i{c——e (w2+2x+2)}:ﬁ—e (1—{—;—}—;5).

5 5
b. y(l)—c—g—O=>c—;
Quindi la soluzione del problema ¢:
5 2 2\ .
y(m)zai—e (1+'$"+;§>, 1n(O,+oo).
1.26. a. y(z) = —log(c + cosz)
b. y(z) = —log(cosz),
soluzione in (-7, 7).
1.27. @ y(x) = 0% L cesine,
b. y(x) = e2simz: + (1 _ e)esim:'
1.28. a =0y = 1;y(z) = —
e M y=uvy=1y —CL"I"C'
2z
b. -2
soluzione in (3, +00).
3 —ce*
1.29. a gp=ly= 39z = mconceR.
14 3%
¢. Definita in R; si, & limitata.
1.30. a y(z) = tan(c + log|z|)
b. y(z) = tan(log|z|),

T
2

soluzione in (e~%,e?).
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1.31. a y(z) = V/3r2+3z—1
, (—3—\/21 —3+\/21)
. —

6

(perché la soluzione non ¢ derivabile nei punti in cui il radicando si annulla).

1.32. a y(z) =ce™ + e"z/ezsinm dz.

/ e®sinz dx = e*sinx — / e*coszdzr = e”sinx — { e*cost + / ezsinxda:}

da cui / e®sinz dx = %e’”(sinm — COsZ)
- & Loy P
e y(z) =ce™ +e7°- 3¢ (sinz — cosz) = ce™® + i(smx — cosz)
b y(O)zc—%-——lﬁc:l

ylz) =e "+ -;—(sinx — €OsZ).

1.33.  a Equazione a variabili separabili:

/ydyz/(2w~1)dx

lo_ o
2y =z r+c

y(z) = £4/2(2? —z +¢)

y(0)=-1=-1= -2

(scegliendo il segno — davanti alla radice);

La soluzione ¢: yY(z) =—-v222 -2z +1
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b. La soluzione & definita per 222 — 2z 4 1 > 0, ossia su tutto R, ed & regolare su
tutto R perché il radicando non si annulla mai.

1.34. Occorre che sia:

continua in un intorno di zg, €

derivabile con continuita in un intorno di 3. Questo & vero per

zo # £1; yo # 0.
1.35. g # +1; Vyo.
1.36. xo # 0590 # 0, £1.
1.37. Vzo; 4o # O.
1.38. To # 2;Vyjo.
1.39. zo # 0,£1;y9 # 0.
1.40. 20> 0,20 #1; -1 < yo < 1.
1.41. zo # —1; Vyo.
1.42. -1 <z <1;90>0,y0 # 1.

1.43.  Siha:
N(t) = NoeP—#t

percid la popolazione cresce esponenzialmente nel tempo se A > u, mentre si estingue
esponenzialmente se A < .

1.44. Si ha:
N = Nge® con: 2Ny = Nye¥,

quindi k = log2.
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Percid Nﬁﬁ) 251082 — 925 _ 4. /9 ~ 9 898
0

In 2 ore e mezza la popolazione cresce di un fattore circa 2.8.

1.45. a Sia c(t) la percentuale di CO; nella stanza all'istante ¢ (¢ misurato in
minuti). Percio

c(t)
-120
100
¢ il volume totale di CO5 (in m?) presente nella stanza all'istante ¢. In un intervallo di tempo
At = 1 min. vengono tolti 20m3 d'aria che contengono %oﬁ 20m3 di CO, ed immessi altri
20m? che contengono m 20m3 di CO,. Percid nell'intervallo At si ha un incremento
(negativo) di volume di CO;, pari circa a

c(t) 0.1 —20c(t) + 2
< 100 20+ 100 20) 100 ’
e un incremento (negativo) percentuale di CO, pari circa a
_ —20c(t)+2 100 1
Aclt) = —00—— 120 ~ o+ 7 10t

Questo ¢ l'incremento percentuale in un intervallo di un minuto; in un qualsiasi intervallo
At l'incremento sara, proporzionalmente,

1
Ac(t) = 60(1 — 10c(t))At.
Dividendo ora per At e passando al limite per At — 0 si ottiene l'equazione differenziale
1
c =B — (1 —10¢)
che ha integrale generale c(t) = ke ¢ +0.1.

Imponiamo la condizione iniziale. La percentuale iniziale &

¢(0) = 0.3,
quindi 03=k+0.1, £=0.2,

eft]) = 0.2¢7& +0.1.
b.  Dopo 10 minuti la percentuale sara

c(10) = 0.2¢71%/6 4+ 0.1 ~ 0.1378.
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¢. Cerchiamo ¢ per cui si ha:

c(t) = 0.2 = 0.2¢76¢ +0.1.

1

est = %;t = 6log2 ~ 4.16min ~ 4min 10sec.

La percentuale di CO; scende al 2% dopo circa 4min 10sec.

1.46. La soluzione ¢ data da:

_ k]\foem’L
N(t) - k— No + Noeet '

L'andamento ¢ qualitativamente diverso nei 3 casi:

1) Ny <k. In questo caso N(t) ¢ monotona crescente e tende al limite k. La
popolazione cio¢ cresce fino a saturare I'ambiente, poi si assesta sul valore costante k.

2) Np = k. Si ha la soluzione di equilibrio NV = k: il numero di individui rimane
costante nel tempo.

3) Ny > k. In questo caso N(t) ¢ monotona decrescente e tende al limite k. La
popolazione cio¢ diminuisce fino a raggiungere il valore costante k, che € quello sostenibile
dall'ambiente.

1.47.  a Risolvendo il problema di Cauchy con condizione iniziale Q(0) = @ si
trova la legge

Q(t) = Qoe™.
Ora per definizione di tempo di dimezzamento si ha
Q) = QB, cio¢ Qoe " = 9—9,
2 2
il che implica ot = log2.
b. Poiché 7 = 1620 anni,
log2
“ = 1620 anni
perciod Q)= Qoe-—s—wégfmﬁ
Questa espressione uguaglia %Qo per
log2 _, 3 log2 4

e 1620ami’ — —:

I 1620 ami’ 083
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_ log} - 1620 anni

= 0.415 - 1620 anni ~ 672 anni.
log2
Analogamente, il materiale si sara ridotto a ;};QO per

o2, 1 log2

_ amni’ — —* e O e 1 :
e 4 T620ami - 208%

t = 2-1620 anni = 3240 anni.
1.48. Ponendov =y siha

equazione che risolta da

v(t) = % + ke !, conk € R.

Imponendo la condizione iniziale v(0) = 0 (il corpo cade a partire dalla quiete) si trova
_mgl, b
v(t) = . (1 e )

Per t — 400, v(t) — 52. Cid significa che il corpo si stabilizza su una velocita limite
proporzionale al peso del corpo stesso, e tanto minore quanto maggiore ¢ l'attrito.
Invece, per t — 07 si ha

mg [ h
v(t) ~ Tg (Et> =gt,

che ¢ lo stesso andamento che avremmo in assenza di attrito: poiché il corpo cade a partire
dalla quiete, nei primi istanti la velocita ¢ bassa e quindi l'attrito, proporzionale alla
velocita, ¢ trascurabile; di conseguenza la legge di caduta per tempi piccoli ¢ indistinguibile
da quella in assenza di attrito.

1.49.  a. In base all'esercizio precedente,

Voo = =2, quindi h = =2 =
h 00
) g
_ 0.033g-9.8m/s = 0.06468g/s

5m/s

(nell'ultima riga g sta per grammi, non accelerazione di gravita!)
b. Imponendo

v(t) = 0.99v4
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) mg _ky mg
ha: ——(1— m)=0.99-—
S1 ha h e h

it =001, Py 9log10;
m )

m
T = 2logl0—
0gl0—
e usando i valori precedenti per m, h:
0.033¢g
=21 —————— ~ ) .35s,
T=2 0g100.064689/5 2.35s

o

y(t) = /Ot’U(T)dT o= /Ot%ig (1 _ e—%r) dr =

Calcoliamo ora

y(T) = 5[2.35 — 0.51(1 — e™*%%)]m ~ 9.23m.

Dopo circa 9.23 metri di caduta (in 2.35 secondi) la velocita della goccia di pioggia

raggiunge il 99% della sua velocita limite.

1.50. a. L'equazione del moto ¢&:

1
my" = mg — mg(;) —hy

. 1 h
Si ottiene iy’ = g(l — —) - —.
P m

Come si vede, l'esito netto della spinta di Archimede ¢ solo quello di ridurre di una certa
frazione l'accelerazione di gravitd. La soluzione quindi, ragionando come nel caso della

caduta nell'aria (es. 1.48) ¢&:

¢ la velocita limite & Voo =
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b. Perwv, = 42cm/s, m = 10g, p=7,siha

. mg(l - %) _ 10g-980cm/s?(1 — %)

Vs 42cm/s = 200¢/s

La legge di caduta ¢ (¢ in secondi):
V(t) = Vo (1 - e'%t> = 43cm/s(1 — e™2%).

1.51.  a Ponendov =y siha

h
v =g— —v?
m
L . [gm
Soluzioni costanti: v = gh— = VUso
(non ci interessa la soluzione costante v = —./ %). Abbiamo indicato con v, la soluzione

costante perché questa & la "candidata" ad essere la velocita limite. Cerchiamo le soluzioni
non costanti dell'equazione:

dv hd
%—W—Et
. d h
Ponendo vy, = i si ha: 5 - 7 = —dt;
h v, —v m
1
/< ! + >dv=/2voo£dt
Voo —V Voo +V m
log ViV 21)00—}173 +¢; Ve _ et
V— Vo m UV~ Vo

ceWeomt +1 2
'U(t) = Voo (Cezvno#————t _ 1 = VUso (1 + cezvooﬁt _ 1)

e imponendo la condizione iniziale si trova

_ Vo + Voo

B Vo — Voo

Si osserva che per t — oo effettivamente v(t) — v, = /4" (cioé quella che abbiamo
indicato all'inizio col simbolo di v, per comodita di calcolo & effettivamente la velocita
limite).



Par. 1.1. Equazioni del primo ordine 51

b. Distinguiamo ora i casi:
1) v < vo. In questo caso

2

Voot | p2ve0 2t
(Um_vo)e omt 4 1

v(t) = v | 1 —

il che mostra che il denominatore ¢ sempre > 1 e tende monotonamente a co. Percio la
velocita cresce monotonamente tendendo al valore limite.
2) vy > vUeo. In questo caso

2

vQ—l—v@)e?vmﬁ;t -1
V0—TVoo

v(t) = v | 1+
(

" k. - a w * s
si osserva che | @t% ) > 1 g ¢2¥%omt > 1 per t > 0, percid di nuovo il denominatore non si
Vo~ Voo

annulla mai, cresce monotonamente a +oo, percido v(t) va decrescendo monotonamente
verso il valore limite.

1.52.  a. L'equazione del moto orizzontale ¢&:
mm// — —h(m')2

dove h > 0 & un coefficiente di attrito. Ponendo v = 2’ si ha

o= —-—h—v2
m
Risolviamo l'equazione:
d h 1 h
- —;’:/—dt; e g
v m v m
1
v(t) =
®) -:;t +c
¢ imponendo la condizione iniziale si trova
1
Vo = —;
Cc
1
wlt) &= .
mit

Si osservi che la velocita tende monotonamente a zero per £ — +00.
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¢ L m o1
b. S(t) = ‘/(; U(T)dT =/0 md'?’ = —h- [log(;n—t-l- ;0‘) +10gvo] =

m Vo

m h

= —1 14—t |.

h 0g< = = )

c. Siaorawvy = 200m/s, m = 20g, t = 1s, h = 0.1g/m. Si ottiene:
1
u(t) =
506_m T 2001m/s
1
vin = V(1) = —————5— = 100m/s.

200m/s 200m/s

s = 200m log(l + ﬁ : 200) = 2001log2m ~ 139m.

1.53.  L'equazione

dv dm
m(t)a—t = —m(t)g - AE{
con m(t) = M + myg — kt (espressione valida per ¢t < mg/k) da

’Ul"—- +____]€.i4_
=TI M Y — Kt

¢ kA ¢
v(t) = v + /0 (-—-g o m) dr = vy — gt — Allog(M +mg — k7)]; =

M4+m
= —gt—i—Alog(m).

La velocita nell'istante in cui il carburante & esaurito ¢&:

Mo\ _ . Ty M +my
v(—k—)-—vg 97 -i-Alog( )

M
1.54.  La soluzione dell'equazione ¢&:

T@t) = T, +ce™,.

Imponendo la condizione iniziale si ha:

100 = 10 + ¢; ¢ = 90;
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T(t) = T, + 90e™ ¥,

Ora sfruttiamo la prima informazione:

80 = 10 + 90e™*;

9
k =log= ~ 0.25.
og
Imponiamo ora che sia

20 = 10 + 90e 025

e calcoliamo
0.25¢ = log9;t ~ 8.79min, cio¢ 8 min. ¢ 43 sec.

1.55. a Riscriviamo l'equazione come

i'+5i—-—
L k.
i(t) = g + ce 1
O:i(O):%—Fc* c:—-}—b;;;

i(t) = %(l - e'%t) i(t) — % pert — oo.

b i,+§i_Asmwt
. Ti=—1

Z(t) po e-—%t{c_l_/e%tASzlwtdt}'

Per calcolare la primitiva (oltre che col procedimento standard che consiste nell'integrare
per parti due volte) pud essere utile utilizzare i numeri complessil2:

o Asgl“’t _ Im(%e(%—i-iw)t)

12 Questa tecnica ¢ illustrata in dettaglio nel prossimo § 1.2.A.
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percio
ry Asinwt 14_ (Briw)t 1 A (Btiw)t
/eL 7 dt—Im/(LeL dt =Im ————L(—%—t—iw)eL .
Ora:
By
_R._‘fl_'__e(%-{—iw)t = _.__A_ZL__—_ (% - z’w> (coswt + isinwt)
L(f +w) L((8)" +w?)
da cui
i By
/e%tASEMt dt = ;4? Im((% - iw) (coswt + z’sinwt)) =
((%) +2)
Ae'tt R
=7 (Esinwt - wcoswt) =
L((#)+?)
Aef? R/L . w
= > —3 sinwt — —R~2——2coswt =
(B 42 \ /() +? (8) +o
- A2 eltsin(wt — )
Ly (£) +w*

R/L . w o wlL
con: COSp = e, Sl = ——m—, quindi ¢ = arctan—E—.
(£)" +u? (Z) +o?

. qs . By A By
Quindi it)y=eL'c+ . (R)2 2eL sin(wt — ) p =
7T) tw
L
= e Bt 1. sin(wt — @)
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Imponiamo la condizione iniziale:

O=c— w;l , da cui
L((8) +e?)
i(t) = WA + sin(wt — ¢)

(@ +) L@ e

e o ¥ & % @ s i — By
E' interessante notare che qualunque sia la condizione iniziale, il termine ce™1" (che

contiene la costante il cui valore dipende dalla condizione iniziale) tende a zero (regime
transitorio), mentre il regime permanente, cio¢ I'andamento del sistema dopo i primi istanti
(in cui I'esponenziale svanisce) &:

A .

i) = —2—sm(wt - )
R
Ly (£) +?

che risulta essere un'oscillazione di ugual frequenza, ma ritardo di fase, rispetto alla forza
elettromotrice impressa, e ampiezza

A
V() +w

1.56.  a. Equazione a variabili separabili:

(54— n:c()i(:iB ~ma) = kdt
/ [(SA - nz)  (sp me)]dx — k(nsp — ms )i+ c

Supponiamo per semplicita che sia (nsp —ms,) # 0, altrimenti il procedimento di
integrazione cambia.

mz — Sp

log = k(nsg —msy)t+c.

nT — sS4

mx — 5B — cek(nss—ms,;)t
nT—su

da cui possiamo imporre la condizione iniziale z(0) = 0 e avere

5B
€ = =,
SA
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indi mz —Sp $B =
Quindi 2T 2B ) _ 2B k(nsp—msy)t
Nnr — S, SA
SB— S4 - i—fek(nSB—msA)t SB(]. — ek(nsB—m.sA)t)
x(t) T m —n- SBek(nsg=msa)t T g — . SBek(nsg—msa)t
S4 Sa

1— ek(nsa—ms,q)t

g _ ;%ek(nss—ms,;)t '
b.  Applichiamo la formula precedente con:
s4 =30; s =40;n =1;m = 2.
nsg —msy =40 —2-30 = —20.
1 = e-20kt

o(t) = T—3 o—20kt”
20

Si vede che la funzione ¢ definita per ogni ¢ > 0 e tende al valore limite 20 (che ¢& il
massimo raggiungibile, data la quantita di A disponibile). Utilizziamo la prima
informazione, z(20min) = 12, per calcolare la costante k:

1— e—400k
20 ~ 30€

2 1 3
400k _ 2. _ 2 ~ 0.02.
e e 3,k 40Olog2,20k 0.02

Dopo un'ora (60min) la quantita di sostanza C' presente sara

1 — ¢—0.02:60
d
157. a =kt
x(c - _O_E)

v

v 1
/l:; - —C——E:l dr = —(CU - xo)kt +c

v

o —

vlog|z| — vloglc - wl = —(cv—zo)kt + 1
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T Zo
log m=e (c-;)kt—l—cl
€T -
— e = coe (=) kt
v
¢ — B) e (c=T)kt
1— Eze—(c+ )
Imponiamo la condizione iniziale:
c— Bley x
xo:m(O):(—lt%; 022—0
v
(c— 2)2e- (=30 )kt (1— %)z,
-5 —_ v c — Ccv
percio: #t) = ne e ek _m
’UC ve

scrittura che evidenzia il fatto che z(t) decresce monotonamente dal valore iniziale z al
valore finale 0. (Supponendo zy < vc).

b.  Inbase ai dati, la concentrazione di saturazione ¢ ¢ = 0.12kg/1. L'equazione &:
dzx 25 —x
T (0'1 400 )

e ha soluzione, per z(0) = 0, (£ ~ 0.52),

. (1-05225 12
z(t) = o(1=052)0.12k _ (.59  e0.0576kt _ () 59"

Per calcolare il valore della costante k utilizziamo ora la prima informazione:

12

z(5) =25-9= 200576k5 _ (.59

0288k _ Z +0.52 =1.27

k=

028810g1 27 ~ 0.83.

12

Percio x(t) = m
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12

20047860 _ 059 0.7

e dopo un'ora z(60) =

il che significa che la quantita sciolta dopo un'ora € 25 — 0.7 = 24.3kg.
Si saranno sciolti 20kg quanto z(t) = 5, cio¢
12

g = 20.0478¢ _ () 592

che da t = 22.4min ~ 22min 24sec.



1.2. Equazioni lineari del second'ordine

1.2.A. Richiami sull'esponenziale complesso

L'utilizzo dell'esponenziale complesso, che lo studente dovrebbe aver appreso nel
corso di Analisi Matematica 1 (v. [BPS1], cap.5, §2.2) si rivela utile in varie
questioni legate alla risoluzione di equazioni differenziali ordinare (ma non solo)
per semplificare i calcoli che coinvolgono le derivate di funzioni (reali)
esponenziali e trigonometriche. Vogliamo qui giustificare queste procedure, che
useremo spesso nel seguito, e che altrimenti potrebbero sembrare puramente

formali.
Se fi,f2: (a,b) — R sono due funzioni reali di variabile reale, possiamo

definire la funzione complessa di variabile reale:
f:(a,b)—=C

che si ottiene ponendo

F#) = A1) + ifa().
Se f1 e fa sono derivabili in (a, b), porremo per definizione

F1(t) = fi(t) +ifs(2).
Esempio 1.5. Per r = a + ib € C, sia

f(t) = exp(rt) = e@®* = e%cosbt + ie™sinbt.

Se calcoliamo f/(t) in base alla definizione precedente, si verifica che si ottiene
(come ci si aspetterebbe!)

f'(t) = (exp(rt))’ = rexp(rt). (4)
Infatti in base alla definizione appena data:
(exp(rt))’ = (e*cosbt + iesinbt)’ = (e*cosbt)’ + i(esinbt)’
calcolando le derivate delle funzioni reali con le solite regole

= (ae*cosbt — besinbt) + i (ae*sinbt + be“cosbt) =
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= e“cosbt(a + ib) + ie®sinbt(a + ib) =

= (a + ib) (e*cosbt + ie”sinbt) = rexp(rt).

La (4) puo essere applicata piu volte, ottenendo ad esempio:

d? 9
@(exp(rt)) = r°exp(rt) VreC
Questi fatti si utilizzano nella risoluzione delle equazioni differenziali lineari del
second'ordine omogenee a coefficienti costanti.

Il motivo dell'utilita del calcolo coi numeri complessi in relazione alle
equazioni differenziali lineari sta nella prossima

Osservazione 1.2. Un operatore differenziale lineare a coefficienti reali separa
parte reale e immaginaria della funzione. Sia

Lz=az" + b2 +cz cona,b,c € R.

Allora, se
Z(t) =21 (t) + ?;Zz(t)

con z1, zo funzioni a valori reali, per la linearita dell'equazione differenziale e della
definizione di derivata di una funzione complessa, risulta

Lz =Lz +iLz Q)

(come si verifica immediatamente) dove Lz; e Lzs sono funzioni a valori reali. In
altre parole, l'operatore differenziale L agendo su una funzione a valori complessi
agisce separatamente sulla sua parte reale e immaginaria. Questo significa che una
soluzione complessa dell'equazione differenziale Lz = 0, ad esempio di tipo
esponenziale exp(rt), da luogo a due soluzioni reali della medesima equazione,
del tipo e*cosbt, e“sinbt. Questo & cid che si sfrutta, implicitamente, quando si
determinano due soluzioni indipendenti dell'equazione omogenea a coefficienti
costanti.

La stessa idea si sfrutta quando si determina col metodo di somiglianza una
soluzione particolare di equazioni con termine noto del tipo e*cosbt o e*sinbt
passando attraverso la variabile complessa. Si tratta in questo caso di sfruttare il
fatto che, se y = y; + tyz ¢ f = f1 + ifs (con yy, o, f1, fo a valori reali), allora

_ Ly = f
Ly_f@{Lyzzfz (6)
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Esercizi
1.58.% Dimostrare la (5) (con le notazioni e ipotesi spiegate nell'osservazione

1.2).

1.59.% Dimostrare la (6) (con le notazioni e ipotesi spiegate nell'osservazione
1.2).

1.60.% Si consideri la funzione complessa di variabile reale

f(t)=;1zconr=a+ib€R.

a. Siriscriva f nella forma f; + if; con f; e f; reali.
b. Si calcoli f/(t) in base alla definizione data e la i riscriva in forma piu
semplice (cioé come funzione di ¢ ed r anziché come funzione di ¢, a, b).

Queste tecniche di variabile complessa possono avere anche altre applicazioni,
ad esempio al calcolo delle primitive. Anche se questo fatto non ¢ direttamente
legato al tema delle equazioni differenziali, cogliamo qui l'occasione per segnalare
questa tecnica.

Notiamo che la definizione

F1@) = fi(t) +ifs(t)
si puo leggere anche dicendo che

Re[f'(t)] = [Ref (2)]

Im(f'(t)] = [Imf (2)]"

Poiché la primitiva ¢ l'operazione inversa della derivata, queste relazioni a loro

volta implicano che
Re( / f(t)dt) _ / Ref(#)]dt

Im( / f(t)dt) - / (Im £ (£)]dt
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Esempio 1.6. Si voglia calcolare l'integrale indefinito:
/e“"’cos(bx)d:c
Anziché usare la tecnica familiare di integrazione per parti, si pud procedere cosi:

/e“””cos(ba:)da: = /Re (e(“”b)‘”)dx = Re/ (e(‘”ib)x)dm’.

D'altro canto, poiché sappiamo che (e™)’ = re’ per r € C, sara anche

/eTtdt _— }_ert,
T

perciod
. 1 X e
(a-+ib)z — = latib)z _ o ..
/(e )dzx T PR (a — ib)(cosbz + isinbz)
e /e“”‘cos(b:c)dx =Re [(—Lze—_}_ﬁ(a — ib)(cosbz + isinbz) | =
= m(acosbx + bsinbz).

Esempio 1.7. Calcolare l'integrale indefinito

/ ze*sinzdzx.

Trattandosi del prodotto di tre fumzioni (non due!) l'applicazione diretta
dell'integrazione per parti (che si farebbe per integrare ze®, o zsinz, o e”sinz)
riesce male. La variabile complessa consente di accorpare due di queste funzioni,

osservando che
ze®sinz = Im(ze” ™).

Calcoliamo allora
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/ ze®+) dx = (per parti)

re®(1+9) /ex(l—i-i) 4 wew(l-l—’i) ew(l—{—i)

dz = =
1+4 +i " T+ ari ¢

e poi ricordiamo che

/xexsina:dx =Im [fze”““ﬂ:c] =

xew(l-l—i) ex(1+1)

: +c=
1+i  (1+4)?

1—14 1 ;
=Im [me“’(cosx + isinm)( 5 J) + iie””(cosx + ismx)} +c=

= jze (sinz — cosz) + 5eeosz +c.

1.2.B. Equazioni omogenee a coefficienti costanti

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 1, §3.1-3.4

Esempi svolti

Esempio 1.8.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y'+2y +4y=0.
b. Risolvere il problema di Cauchy:

yll+2yl+4y___0
y(0) =2
y'(0) = 1.

a. Trattandosi di un'equazione differenziale lineare del 2° ordine, omogenea a
coefficienti  costanti, risolviamo  anzitutto l'equazione  caratteristica
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corrispondente!3:
r4+2r+4=0
che ha soluzioni complesse coniugate:

r=—1+i\/3

Ricordando che a soluzioni complesse coniugate (a=if) dell'equazione
caratteristica corrispondono le due soluzioni dell'equazione differenziale

z1(z) = e*cos(fz); z(z) = e sin(fx)

troviamo, nel nostro caso, le due soluzioni indipendenti
#ilz) = e“wcos(\/gcc); z(z) = e‘”sin(\/gx),
per cui l'integrale generale dell'equazione omogeneal? ¢&:

z(z)=e" (clcos(\/z’;x) + czsin<\/§:c)) @)

al variare delle costanti reali ¢y, c.
b. Imponiamo le condizioni iniziali alla soluzione z(z) trovata in (7).
Dobbiamo prima calcolare

gz} =" (—clcos (\/gaz) —czsin(\/gx) —¢1/3sin (\/ga:) +¢31/3cos (\/gzv) )

quindi imponiamo:

{ 2(0)=¢ =2
ZI(O) = —c; + \/§62 =1

Risolvendo il sistema di due equazioni in due incognite ¢;, ¢ troviamo

e =2c=13

che sostituite nella (7) danno la soluzione del problema di Cauchy:

)= g" (2005(\/§x) + \/gsin(\/gx)).

13 v. libro di testo [BPS2], cap.1 §3.4.
14 v. libro di testo [BPS2], cap. 1, §3.3, Teorema 1.6.
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Esempio 1.9.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y" + 6y +9y = 0.
b. Risolvere il problema di Cauchy:

y'+6y +9y=0
y(0) =2
y'(0)=1.

a. Equazione caratteristica:

rP4+6r+9=0

r = —3 (radice doppia)

percio due soluzioni indipendenti dell'equazione differenziale sono

3z 3z

z1(z) = €% z(z) = ze”
e I'ntegrale generale é&:
2(x) = e73%(cz 4+ ¢y), perognicy,cy €R.

b. Per risolvere il problema di Cauchy imponiamo le condizioni iniziali alla
z(z) appena scritta. Calcoliamo anzitutto:

2 (x) = e (=3cix — 3¢y + ¢1)
quindi imponiamo
{ 2(0) =cy =2
Z(0)=-3c;+c; =1
co=2;c1 =17
e quindi la soluzione del problema di Cauchy é:

y(z) = e (T + 2).
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Esercizi

Risolvere i seguenti problemi di Cauchy.
(Ulteriori esercizi sulle equazioni omogenee a coefficienti costanti si trovano
anche tra gli esercizi del prossimo §1.2.C).

y' =2y +5y=0

1.61. y(0) =1
y'(0) =4

1.62. y(0) =1

y'+2y +y=0
y'(0) =4

2y" -y —y=0
1.63. y(0) = 3

y'(0) =0

y'+2y +4y=0

y(0) =+/3

y(0)=0

1.64.

y/1_6yl+9y___0
y(0) =1
y'(0)=2

|
|
|
|

1.65.

1.66. y(0) =

y(0)=0

y' +2y —3y=0
y(0)=0
y'(0) =2e

1.67.

¥ +2y +2y=0

y(0) = /3

y'(0)=0

1.68.
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¥’ +y —2y=0
1.69. y(0) =0
y(0) = 2

y'+4y +4y=0
1.70. y(0) =1
y'(0) =2

1.2.C. Equazioni non omogenee. Metodo di somiglianza.

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 1, §3.5.

Il metodo di somiglianza serve per trovare una soluzione particolare di
un'equazione lineare del 2° ordine non omogenea, quando l'omogenea ha
coefficienti costanti, cio¢ I'equazione ha la forma

ay” + by +cy = f(z) cona,b,c costanti,

e il termine noto f(z) ha una forma particolare (polinomio, esponenziale...), che
permette di cercare una soluzione y simile a f, in un senso opportuno (da cui il
nome di "metodo di somiglianza"). Questa non ¢ soltanto un'idea generale, che si
chiede allo studente di provare ad usare con un po' di inventiva; al contrario, sul
testo si illustra un certo numero di situazioni ben precise, in cui seguendo una certa
procedura ben codificata ¢ possibile determinare la soluzione. Metodo da usare,
avvertenze, eventuali eccezioni da tener presenti: occorre aver studiato con cura
tutto questo, prima di affrontare i prossimi esercizi. Presentiamo per comodita del
lettore (v. tavole a pp. 76-77) uno schema riassuntivo della casistica presentata sul
testo ([BPS2], cap.1, §3.5), oltre, come al solito, ad alcuni esempi svolti, che
naturalmente non coprono tutte le situazioni possibili. I successivi esercizi
dovrebbero comunque mostrare un ventaglio ampio di applicazioni.

Esempi svolti
Esempio 1.10. Scrivere l'integrale generale dell'equazione:
y" + 6y + 12y = 4sin2z.
Per prima cosa cerchiamo l'integrale generale dell'equazione omogenea

2" +62 +122=0.

Equazione caratteristica:
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2 +6r+12 = 0;7 = —3+i1/3

L'integrale generale dell'equazione omogenea percio ¢€:
y(z) = e™* (clcos(\/ga:) + czsin(\/gcc) )

Ora abbiamo bisogno di una soluzione particolare dell'equazione completa.
Poiché 'omogenea ha coefficienti costanti e il termine noto ¢ del tipo

f(z) = Asinwz,
possiamo applicare il metodo di somiglianza e cercare una soluzione del tipo:

y(z) = Acos2z + Bsin2z. (8)

Si noti che A, B sono da determinarsi, mentre I'argomento 2z delle funzioni seno e
coseno ¢ lo stesso che compare nella funzione seno che ¢ termine noto. Si osservi
che, pur essendo presente nel termine noto solo la funzione sin2z, la soluzione
particolare va cercata a priori come combinazione lineare di funzioni seno e
cosenol3,

Procediamo col metodo. Per la funzione y(z) in (8) calcoliamo la derivata
prima e seconda, sostituiamo nell'equazione, e imponiamo che sia un'identita,
ottenendo cosi delle condizioni che determineranno i coefficienti incogniti A, B.
Si ha:

' (z) = —2Asin2z + 2Bcos2z.

y"(z) = —4Acos2x — 4Bsin2z.

Sostituiamo nell'equazione completa le espressioni di y, y', y":

(—4Acos2z — 4Bsin2z) + 6(—2Asin2z + 2Bcos2z) +

+ 12(Acos2z + Bsin2z) = 4sin2z.

Raggruppiamo i termini simili in sin2z, cos2z:

15 Questo & solo un esempio delle tante piccole avvertenze che & facile dimenticarsi, se
si pensa di poter applicare il metodo di somiglianza in base al puro buon senso, € non in
base allo studio preciso e all'applicazione attenta della casistica del metodo stesso. E'
istruttivo che lo studente provi, per rendersi conto di dov'¢ il problema, a impostare la
ricerca di una soluzione del tipo Asin2z (come verrebbe voglia di fare): si trovera in un
vicolo cieco.
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cos2z - (—4A 4+ 12B + 12A) +sin2z - (—4B — 12A + 12B) = 4sin2z

cos2z - (8A + 12B) + sin2z - (—12A + 8B) = 4sin2z

Imponiamo ora che questa uguaglianza risulti un'identital®,

8A+12B=0
-12A+8B =4

Abbiamo cosi trovato un sistema lineare di due equazioni in due incognite, che puo
essere facilmente risolto:

24+ 3B =0 A=-3

—34A+2B=1 B= .1%
Questi valori di A, B sostituiti nella (8) danno la soluzione particolare
dell'equazione completa, che stavamo cercando:

3 2
z) = ——cos2z + —sin2z.
y(@) = —qgeos2z+ 3
Infine, lintegrale generale dell'equazione completa si otterra sommando
lintegrale generale dell'equazione omogenea, ottenuto in partenza, e questa
soluzione particolare dell'equazione completa:

3
g9 (c1 cos (\/ga:) + c9sin <\/§w>) ——c082x + —2—sin2x.

13 13

Osservazione 1.3. Notiamo che per determinare la soluzione particolare
dell'equazione completa col metodo di somiglianza non abbiamo utilizzato la
conoscenza dell'integrale generale dell'equazione omogenea. Le due procedure
sono tra loro indipendenti, anche se entrambe sono necessarie per determinare
l'integrale generale dell'equazione completa.

Esempio 1.11. Determinare l'integrale generale dell'equazione

y"' — 3y + 2y = 3ze”.

16 Questo & un punto chiave da capire. Non vogliamo risolvere l'equazione in x, ma
capire per quali valori dei coefficienti A, B, i due membri dell'uguaglianza rappresentano
la stessa funzione, cio¢ per quali valori di A, B l'uguaglianza é verificata per ogni .
Affinché questo accada dovranno coincidere, rispettivamente, i coefficienti di cos2z e sin2z
nei due membri.
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Risolviamo anzitutto I'equazione omogenea. Equazione caratteristica:

r?—3r+2=0

(r=1)(r-2)=0r=1r=2.
L'integrale generale dell'omogenea percio ¢:
2(z) = c1€” + cpe®.

Ora cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione completa. Poiché il
termine noto ¢

f(z) = 3ze™”, cioé (polinomio di grado 1) - e™,
cercheremo una soluzione particolare di questa stessa forma: |
y(z) = (ax + b)e™%,
con a, b da determinarsi. Calcoliamo le derivate e sostituiamo'nell'equazione:

Y =e*(—ax —b+a)
Y =e(az +b—2a)
e ’[(ax +b—2a) —3(—ax —b+a)+2(ax + b)] = 3ze™*

e *[6az + (6b — 5a)] = 3ze™®

che risulta un'identita se solo sel”:

6a =3 _l_b__i_
6b—5a=0 *T 7T 19

percio si ottiene la soluzione particolare dell'equazione completa:

y(z) = (-;—:c + 15—2) e’

17 Semplificando per la quantitd e, mai nulla, l'uguaglianza precedente diventa
un'uguaglianza tra polinomi di primo grado. Per il principio di identita dei polinomi, questi
coincidono se e solo se i coefficienti dei termini simili coincidono, rispettivamente.
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e infine l'integrale generale dell'equazione completa:

1 5
c1€® + cpe®® + (533 + —ﬁ)e“’”

Esempio 1.12. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
y' — 2y + 4y = e “cosz.

Primo metodo (con funzioni trigonometriche reali). In base al metodo di
somiglianza, possiamo cercare una soluzione particolare della forma!$:

y(x) = e *(Acosz + Bsinz).
Calcoliamo v’ e y":
y'(z) = e ?(—Acosz — Bsinz) + e~*(—Asinz + Bcosz) =
= e *[(B — A)cosz — (A + B)sinz].
Y (z) = e *[—(B — A)cosz + (A + B)sinz] + e *[—(B — A)sinz — (A + B)cosz] =

= e ?[(—2B)cosz + (24)sinz].
Sostituiamo ora nell'equazione:
| {e™®[(—2B)cosz + (2A)sinz]} — 2{e~*[(B — A)cosz — (A + B)sinz|} +
+ 4{e"®(Acosz + Bsinz)} = e “cosz.

Semplificando per e~” e raggruppando i termini simili in cosz, sinz abbiamo:
(2B —2(B— A) +4A)cosz + (2A + 2(A + B) + 4B)sinz = cosz

che porta al sistema:

6A—-—4B =1

4A+6B=0
3 1
he da: = —_ B=_—-—_
che da A 26’B E

18 Di nuovo, si noti che anche se il secondo membro non contiene la funzione sinz,
occorre cercare una soluzione particolare di questa forma completa.
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e quindi la soluzione particolare dell'equazione completa risulta:
3 1
— T — 1
y(z) =e <26cos:c 13s1nx>.

Il metodo appena presentato ¢ concettualmente molto simile a quello
dell'Esempio 1.10, soltanto reso piu laborioso nei calcoli dal fatto che ora la
funzione che cerchiamo, e di cui dobbiamo calcolare derivata prima e seconda, ¢ la
somma di due termini ognuno a sua volta prodotto di due funzioni. Il prossimo
metodo che presentiamo utilizza il calcolo con i numeri complessi, in particolare le
proprieta dell'esponenziale complesso (v. §1.2.A). Come vedremo il calcolo delle
derivate risulta ora molto piu semplice; per contro, bisognera eseguire qualche
calcolo algebrico coi numeri complessi.

Secondo metodo (con l'esponenziale complesso). Per risolvere I'equazione

y" — 2y + 4y = e *cosx 9)

osserviamo che il termine noto si puo vedere come parte reale di un esponenziale
complesso:

e %cosz = Re(e”7117).
Consideriamo percio I'equazione differenziale con termine noto complesso:
w' — 2w + 4w = 714, (10)

e, applicando il metodo di somiglianza che si usa per termini noti esponenziali,
cerchiamo una soluzione del tipo:

,w(x) — Aew(—lﬂ‘)
con A a priori complesso. Calcoliamo le derivate!?:

w = A(=1+i)e”1;

w" = A(=1+ i)2es-1H;
sostituiamo nell'equazione (10) e raccogliamo l'esponenziale:

AT ((—1 4 4)% — 2(=1 +¢) +4) = e5(71H)

19 Si osservi com'¢ semplice il calcolo delle derivate, in confronto a quello fatto col
primo metodo.
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(6—4i)A=1

1 6+4i 3+2i

A=eT4~ m 2%

La soluzione particolare dell'equazione (10) ¢ quindi

3+ 2 -
w(z) = -—;—6 Lea(=1+9)

e la soluzione particolare dell'equazione di partenza (9) é:

319
y(z) = Re[ ;62Z e ?(cosz + isinx)] =

=& (icosx — isimc)
o 26 13

che naturalmente coincide con la soluzione trovata col primo metodo.

Osservazione 1.4. Utilizzo dell'esponenziale complesso. Notiamo che il secondo
metodo ci ha portato in realtd a risolvere simultaneamente due equazioni
differenziali. Infatti, non solo

Rew(z) ¢ soluzione dell'equazione con termine noto Re (ew('Hi))

ma, per la stessa ragione,
Imw(z) & soluzione dell'equazione con termine noto Im (e” (“1”))
e questo significa che I'equazione
y" — 2y + 4y = e Tsinx
ha soluzione

3+ 2
26

3
y1(z) = Im e *(cosz + z'sin:c)] =e” (—1—-00533 - ———sinx).

13 26

Questo fatto, oltre all'immediatezza del calcolo delle derivate dell'esponenziale,
porta a suggerire allo studente di privilegiare sistematicamente questo secondo
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metodo, superando l'iniziale ritrosia che potrebbe avere nell'utilizzo
dell'esponenziale complesso20.

Esempio 1.13. Risolvere il problema di Cauchy:

y'(z) +3y'(z) = 2z
y(0) =0
y(0) = 3.

Per risolvere il problema di Cauchy dobbiamo anzitutto determinare l'integrale
generale dell'equazione completa, poi imporremo le condizioni iniziali.

Per scrivere l'integrale generale dell'equazione completa, a sua volta, occorre
anzitutto determinare l'integrale generale dell'equazione omogenea, quindi
calcolare una soluzione particolare dell'equazione completa. Il procedimento &
quindi in 3 passi.

1. Integrale generale dell'omogenea. Equazione caratteristica:

" +3r=0

Integrale generale dell'omogenea:
2(x) = ¢; + cpe™.

2. Soluzione particolare della non omogenea: poiché il termine noto & un
polinomio di 1° grado, in generale si potrebbe cercare una soluzione particolare
polinomio di 1° grado; osserviamo pero che l'equazione omogenea non contiene il
termine in y, ma solo quelli in ¥/, y"; il metodo di somiglianza prescrive in questo
caso di cercare una soluzione particolare polinomio di 2° grado (cioé un grado in
pit del termine noto), quindi cercheremo

7(z) = Az® + Br.

(E' inutile scrivere un polinomio di 2° grado provvisto anche di termine noto, ossia
7(z) = Axz? + Bz + C, perché dal momento che la § compare nell'equazione solo
mediante le sue derivate, il coefficiente C' scomparirebbe comunque, restando
indeterminato). Calcoliamo le derivate e sostituiamo nell'equazione completa:

¥ (z) = 24z + B; 7" (z) = 2A.

20 Peraltro, si tratta di uno strumento matematico comunemente usato in molte
applicazioni fisiche e ingegneristiche (ad esempio nello studio dei circuiti elettrici), che lo
studente quindi potrebbe incontrare anche in altri contesti.
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24 + 3(2Az + B) = 2z.

Imponendo che questa sia un'identita, si trova
24+3B=0 | A=}

e quindi

L'integrale generale dell'equazione completa & percio:

1 2
_ -3z = R
y(x) =c1 + e +3:c 5%
3. Possiamo ora imporre le condizioni iniziali per risolvere il problema di
Cauchy:
2 2
¥ (z) = —3cpe™% + 375
y(o):cl+62=0 c—_i'c—i
y/(o):_3c2_%:% 2 = 277 1—27.
In conclusione, la soluzione del problema di Cauchy ¢:
| 5 ey 1, 2
) = 27(1 e %) + 3%~ 5%
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Esercizi
1.71.  Si consideri I'equazione:
y" + zy’ + ysinz = 0.

In base alla teoria, possiamo affermare che (di ciascuna delle seguenti, dire se ¢
vera o falsa):

a. Ha due soluzioni linearmente indipendenti

b. Ha due soluzioni del tipo e*® per opportuni numeri o € C.

c. Comunque si assegnino le condizioni iniziali y(zo) = yo, ¥'(x0) = y1, il
problema di Cauchy ha una e una sola soluzione, definita su tutto R.

d. Comunque si assegnino le condizioni iniziali y(zo) = vo, ¥'(z0) = y1, il
problema di Cauchy ha una e una sola soluzione, che potrebbe essere definita solo
in un intorno di x;.

1.72, A quali delle seguenti equazioni, in base alla teoria studiata,
applichereste il metodo di somiglianza per determinare una soluzione particolare?
(Rispondere osservando l'equazione, senza provare effettivamente a risolverla; in
caso affermativo, scrivere la forma della soluzione cercata, senza risolvere).

a. y' +xy +y =2
b. y" 4+ 2y +y = 3e sinx
c. y" + 2y +y? = 3cosz
d. y" + 5y =2e° + 22
2¢e”
! " _ 5y 4+ 2y =
¢ 4 ¥ 14 22

1.73.  Scrivere l'integrale generale dell'equazione:
y// s 2y/ _ 3y — 46236.

1.74.%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y"' — 4y +4y = 0.
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b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
x

Y — 4y + 4y = xze”".

1.75. 5%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

'+ 4y +4y=0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
y' 4+ 4y + 4y = e ¥ cosz.
1.76.% Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y" + 3y — 4y = 2sinx.

1.77.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y' +6y +9y=0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione

Y + 6y + 9y = 2ze”".
1.78.% Risolvere il problema di Cauchy:

y"(z) + 9y(z) = 3sin2z
y(0) =2
y'(0) =6.

1.79.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y'(z) —y'(z) — 6y(z) = 0.

b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione

' (z) — o (z) — 6y(z) = ze 7.

1.80.%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y'(t) — o' (t) — 2y(t) = 6e™.
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b. Risolvere il problema di Cauchy per I'equazione precedente con condizioni
iniziali

{y(O) =0
¥'(0)=1

1.81.% Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y'(t) +2¢'(t) — 3y(t) = e *cost.

1.82.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione

y" +3y — 4y =0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione

yl/ _+_ 3y/ _ 4y — 56—4:17.

1.83.%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y" + 2y = 0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione

y" + 2y = 3e *sin2z.

:t.' i Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y' — 4y — 5y =0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
y" — 4y’ — 5y = 5cos2z.
1.85.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y" + 4y = 2sin3z.
b. Risolvere il problema di Cauchy:

y"(z) + 4y = 2sin3z
y(0) =2
v (0) =3



Par. 1.2. Equazioni lineari del second'ordine 81

1.86.%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione
y' +2¢ -3y =0.
b. Determinare una soluzione particolare dell'equazione

y" + 2y — 3y = 3e®cos2z.
1.87.% Risolvere il problema di Cauchy:
{y”+4y’+4y=0
y(0) = 3; ¥'(0) = 2.

1.88.
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione:

y" + 2y - 3y =0.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con le
condizioni:

y(0) =1; '(0) = 0.
c. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
y" + 2y — 3y = sinz.

1.89.9%
a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione:

4y" + 49 +y =0.

b. Risolvere il problema di Cauchy per l'equazione precedente con le
condizioni:

y(0) =1; y'(0) = 2.

c. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
4y + 4y +y = .

1.90.9% Si consideri l'operatore differenziale lineare del second'ordine:
Ly =y" + 2y + 3y.

a. Scrivere l'integrale generale dell'equazione Ly = 0.
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b. Risolvere il problema di Cauchy

Ly =0
y(0) =0
y'(0) =2

c. Determinare una soluzione particolare dell'equazione
(Ly)(z) = 3cos(2z).

Utilizzando il "metodo di somiglianza”, determinare una soluzione della seguente
equazione:

1.91. 2" — vy —y = e sin2z.
1.92. y' +4y +4y =2+ 3z + 1.
1.93. Y — 2y + 4y = 4e7 %,
1.94. v+ — 2y = 2cosz.
1.95. Y 4y =25,

1.96. Y’ + 2y + 3y = 3e*"sin3z.
1.97. Y + 2 + 3y =2 — 2.

1.98. Si consideri l'equazione differenziale:
y" +2ay’ + 3y = 0.

a. Stabilire per quali valori di o € R tutte le soluzioni y(t) dell'equazione
tendono a zero per t — +o00.

b. Stabilire per quali valori di o € R tutte le soluzioni y(t) dell'equazione
sono limitate per ogni t € R.
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1.99.% Risolvere il problema di Cauchy:

y/yl/ — 1
y(0)=0
y'(0) =1.

1.100. Risolvere il problema di Cauchy:

y' + 2y + 4y = 3sin(2z)
y(0)=0
y(0) =%

1.101. Risolvere il problema di Cauchy:
y" — 2y’ + 3y = 2cos(3z)
y(0) =3
y(0)=0
1.102. Risolvere il problema di Cauchy:
Yy =2y + 4y = 3e”

y(0) =2
y(0)=0

1.103. Risolvere il problema di Cauchy:

yll_y/__zy:xZ_*_l
y(0) =2
y'(0)=0

1.2.D. Equazioni di Eulero
Si consideri I'equazione
az?y” + bay +cy =0,

detta equazione di Eulero. Si osservi che ¢ un'equazione lineare del second'ordine
a coefficienti non costanti. Riscrivendola in forma normale

b c
oy’ +—y' + 5y =0,

si osserva che ha coefficienti continui tranne che in 0. Percio si puo risolvere un
problema di Cauchy assegnando la condizione iniziale in zy > 0, e allora la
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soluzione sara definita in tutto (0, +00), oppure in zo < 0, e allora la soluzione
sara definita in tutto (—o0,0).

Discutiamo in qualche dettaglio questa classe di equazioni perché ¢ uno dei
pochi esempi di equazioni del second'ordine a coefficienti variabili che si sanno
risolvere esplicitamente, e in modo piuttosto semplice. Le tecniche studiate per le
equazioni a coefficienti costanti (ricerca di soluzioni esponenziali per l'equazione
omogenea, metodo di somiglianza per l'equazione non omogenea) non sono qui
applicabili, ma rimane valida la proprietd fondamentale delle equazioni lineari
omogenee: l'integrale generale & combinazione lineare di due soluzioni
indipendenti.

Supponiamo ora per semplicita di studiare 1'equazione per z > 0. Osservando i
gradi delle potenze di z che moltiplicano i vari termini, si capisce che si possono
cercare due soluzioni indipendenti del tipo potenza:

y=2a',
con esponenti (non necessariamente interi) da determinarsi. Infatti, calcolando
Y =rz" 1y =r(r—1)z"?
e sostituendo nell'equazione si trova:
az?(r(r —1)a"?) + bz (rz"!) + c(z") = 0
z'(ar(r—1)+br+c)=0
che, semplificando per z", da I'equazione algebrica di 2° grado
ar(r—1)+br+c=0. (11)

Se il discriminante ¢ positivo troviamo due soluzioni reali

(a — b)i\/(a —b)? — 4ac
2a

T1, Ty =
che forniscono due soluzioni indipendenti dell'equazione differenziale, z™,x™
(almeno per z > 0), e quindi l'integrale generale

c12™ + coz™ in (0, +00).

Se il discriminante ¢ negativo troviamo due soluzioni complesse coniugate ati/3,
in corrispondenza delle quali troviamo le soluzioni complesse

. . iiﬁ .
xa:l:zﬂ = z%. xﬂ:zﬂ — xaelog(z ) — xaeizﬁloga: —
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= z%(cos(Blogz)+isin([logz)).
Questo da le due soluzioni reali e indipendenti
x%*cos(Blogz), z“sin(Llogz)
e quindi l'integrale generale
z%[cycos(Plogz) + cysin(Blogz)] per z > 0.

Infine, se il discriminante & nullo troviamo una sola soluzione x®. Per trovarne una
seconda, osserviamo che in questo caso, essendo

(b—a)* —4ac =0,

l'equazione ha la forma:

1
az®y" + bzy + Z;(b —a)’y=0

e pertanto si puo riscrivere cosi:

(come si verifica calcolando effettivamente quest'ultima espressione e

semplificandola). Notiamo anche che r = “2—;” ¢ in questo caso la soluzione (unica)

dell'equazione di 2° grado (11), percid possiamo riscrivere ancora l'ultima
equazione nella forma

U1

L'equazione si puo allora risolvere in due tempi: prima (leggendo l'equazione
precedente "dall'esterno") si cerca y; tale che

dy
S — O’
‘ dzx T

e questa ¢ un'equazione del prim'ordine a variabili separabili che risolta da
y(z) =z,

Ora si risolve
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xi——r = c1z¢
de' y—l )

equazione lineare del prim'ordine che risolta (lo studente ¢ invitato a fare i calcoli
in dettaglio) da

y = z2%(cy + c1loge)

che ¢ l'integrale generale dell'equazione di Eulero nel caso in cui il discriminante ¢
nullo. Riassumiamo:

Per risolvere l'equazione

axy’ +bxy +cy=0

si risolve prima l'equazione di 2° grado
ar(r—a)+br+c=0.

Si hanno 3 casi:
1) Se l'equazione di 2° grado ha 2 radici reali distinte 71,79, 'equazione di
Eulero ha integrale generale

y(z) = ;2™ + cpx™ per z > 0.

2) Se lequazione di 2° grado ha 2 radici complesse coniugate a=if3,
l'equazione di Eulero ha integrale generale

y(z) = z%(cicos(Blogz) + cosin(Blogz)) per x > 0.

3) Se l'equazione di 2° grado ha 2 radici coincidenti 7, l'equazione di Eulero
ha integrale generale

y(z) = 2"(c1 + eologz) per z > 0.

Infine, se volessimo risolvere l'equazione per =z < 0 potremmo cercare
soluzioni del tipo y = (—z)", definite per z < 0. Si lascia al lettore la verifica del
fatto che, fatti i calcoli e le opportune semplificazioni di segno, si viene a trovare
la stessa equazione

ar(r—1)+br+c

che da quindi soluzioni analoghe (con z sostituita da —zx).
Vediamo ora qualche esempio numerico di tutto cio.
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1.104. Scrivere l'integrale generale delle seguenti equazioni (di Eulero) in

(0, +00):
a. 22y +4zy +y=0
2 1
b. y/l+_y/+_3y:0
T x
c. 22y +3zy' +y=0

1.10S. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy per equazioni di Eulero:

z?y" —dzy — 5y =0
a. y(l)=1

y(1)=0

2%y +4zy +3y=0
b. y(1) =2

y(1)=1

xzy// - xy/ + %y =0
c. y(-1) =1

y(-1) =2

z?y" — 5xy' + 9y =0
d. y(1) = -1

y'(1)=8
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1.2.E. Applicazioni fisiche

Moto armonico semplice

Esempio 1.14. Vibrazioni libere di una molla. Una massa ¢ attaccata ad una
molla, libera di allungarsi e accorciarsi lungo una retta orizzontale. La forza di
richiamo esercitata dalla molla ¢, entro certi limiti, proporzionale all'allungamento
della molla rispetto alla posizione di riposo. Se indichiamo con z(t) la posizione
della massa al tempo t e scegliamo l'origine nel punto di riposo, la forza di
richiamo avra la forma F' = —kz (il segno — indica che la forza si oppone allo
spostamento) e I'equazione del moto sara

ma’ = — kz,

che si puo riscrivere
" __ 2
' = —-wz, (12)

con w? = }% > 0. La (12) ¢ detta equazione dell'oscillatore armonico. Le soluzioni
sono del tipo

z(t) = cicoswt + cosinwt = Acos(wt + ),

cio¢ oscillazioni periodiche di pulsazione w, quindi periodo 7" = %", ampiezza A,
fase . Il moto puo essere percio determinato, note le condizioni iniziali. Se anche
la costante k& non & nota, occorrera avere un'ulteriore informazione per
determinarla.

Supponiamo ora che la molla sia posta in un piano verticale. Allora il peso
della massa appesa tendera ad allungare la molla, e 'equazione del moto sara

mz” = mg — kz.
D'altro canto, se poniamo la massa nel punto di equilibrio (in cui il peso bilancia la
forza di richiamo) si avra
0=mg—kl
dove | = %% ¢ lallungamento della molla dovuto al peso. Possiamo quindi

riscrivere I'equazione del moto nella forma

mz" = —k(z - 1),
che ¢ la stessa equazione di prima pur di scegliere I'origine nel punto x = [ (cioé
nel punto che ¢ di equilibrio quando il peso ¢ attaccato alla molla). In altre parole,
il fatto di studiare le oscillazioni di un peso attaccato a una molla in un piano



Par. 1.2. Equazioni lineari del second'ordine 89

verticale o orizzontale ha come unico effetto quello di spostare il punto di
equilibrio. Il moto sara descritto da

z(t) = | + cicoswt + cpsinwt = [ + Acos(wt + ),

2= k
conw® = -.

1.106.% Una massa si nuove di moto armonico semplice con periodo 2sec.
All'istante iniziale si trova in posizione —4cm con velocitd 4cm/s. Deteminare
l'equazione del moto, l'ampiezza, la frequenza e l'istante in cui per la prima volta
attraversa la posizione z = 0.

1.107.% Una massa si nuove di moto armonico semplice. Quando ¢ a 2cm dal
punto di equilibrio, la sua velocita ¢ di 6cm/s, e quando ¢ a 3cm dal punto di
equilibrio, la sua velocitd ¢ di 4cm/s. Calcolare il periodo e l'ampiezza delle
oscillazioni. [Suggerimento: usare la formula z(t) = Acos(wt + ¢), calcolare
z'(t), e trovare un'identitd che lega xz(t) e 2'(¢) utilizzando il fatto che
cos?d + sin?y = 1].

1.108.% Si consideri I'equazione del moto di una massa attaccata a una molla,

mz" = —kz.
Si moltiplichino ambo i membri per 2/, si integrino ambo i membri rispetto al
tempo, e si interpreti il risultato ottenuto come principio di conservazione
dell'energia meccanica del sistema.

Esempio 1.15. Piccole oscillazioni di un pendolo. Un pendolo di lunghezza [ e
massa trascurabile si muove in un piano verticale; alla sua estremitd ¢ appesa una
massa m. Detto ¥ l'angolo formato dal pendolo con la verticale (orientato
positivamente quando il pendolo si solleva), la forza peso mg che agisce sulla
massa dall'alto verso il basso ha una componente tangenziale al moto pari a
—mgsind (v. fig.1.1). Lo spostamento tangenziale della massa ¢ pari a s = (9,
quindi la sua accelerazione ¢ [, e 'equazione del moto, in assenza di attriti, sara

ml¥" = —mgsind.

Questa ¢ un'equazione del 2° ordine non lineare ma, se supponiamo che le
oscillazioni siano piccole (cioe si discostino di poco dalla posizione di equilibrio
del pendolo), si potra approssimare sint con ¢ e si otterra l'equazione linearizzata,

mly’ = —mg?
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. g
ossia ¥ = —w?? conw® = i

che & l'equazione di un oscillatore armonico semplice, e descrive in prima
approssimazione le oscillazioni di un pendolo in prossimita dell'equilibrio.
Osserviamo che il periodo di oscillazione é:

T=-2—7£-~-—~27r\/z
w g

e il moto sara descritto ancora da

o0 = s /B2 s B = s [B ).

Fig. 1.1. Pendolo

1.109.% A un pendolo semplice di lunghezza 5m ¢ impressa una velocita
angolare iniziale di %rad/s verso il basso dalla posizione ¥ = Tldrad. Scrivere
I'equazione del moto € dire quanto valgono l'ampiezza, il periodo e la frequenza.

1.110.% Piccole oscillazioni di un galleggiante vicino all'equilibrio. Un
corpo di forma cilindrica galleggia nell'acqua, con l'asse del cilindro in verticale,
parzialmente immerso. Questo significa che il suo peso mg bilancia la spinta di
Archimede, ossia il peso dell'acqua spostata, m,g, dove m, ¢ il prodotto della
densita dell'acqua (p = 1g/cm?®) per il volume immerso.
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A sua volta, il volume immerso ¢ pari al prodotto dell'area di base del cilindro,
A, per la quota di cilindro che in condizioni di equilibrio ¢ immersa, chiamiamola
l. Siavra

mg = pAl.

Supponiamo ora di spingere leggermente verso il basso il cilindro. La spinta di
Archimede aumentera, respingendo verso l'alto il galleggiante ed inizieranno delle
piccole oscillazioni. Indichiamo con y la profondita a cui si trova la base inferiore
del cilindro (y orientata verso il basso).

a. Scrivere e risolvere I'equazione differenziale che descrive il moto.

b. Particolarizzare poi l'equazione trovata al caso di un cilindro di massa
m = 2kg, raggio r = 10cm, che all'equilibrio ¢ immerso per [ = 5cm. Calcolare in
questo caso il periodo delle oscillazioni.

Esempio 1.16. Periodo di un pendolo reale. Abbiamo ricavato nell'Esempio 1.15
l'equazione del pendolo

¥ = —w?sind, conw? = %
In quell'esempio abbiamo linearizzato l'equazione supponendo sind =~ 1.
Vogliamo capire ora come cambia il periodo del pendolo se non facciamo questa
semplificazione, ossia (dal punto di vista fisico) se ammettiamo che le oscillazioni
possano essere ampie (ad es. anche di 7/2 rispetto alla verticale). E' possibile
ottenere una formula che assegna il periodo esatto, mediante un integrale che non
pud essere calcolato elementarmente, ma pud comunque essere calcolato
numericamente con buona approssimazione.

Moltiplichiamo ambo i membri dell'equazione differenziale per ¢ e integriamo
nel tempo, supponendo le condizioni iniziali #(0) = 9, ¥'(0) =

[0 rr = =i [ sty )

tld 5 . 2
——[Y(r)|dr = —w/ sinudu
[ aa e ==

%19’ (1) = w?[cost) — costdy)
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i, . /2g\/—————
.7 ==+ i costy — costy.

Ora passiamo dalla funzione J(t) alla funzione inversa ¢(:9), e per il teorema sulla
derivata della funzione inversa scriviamo

Loy =4,/ =
29 +/cos¥ — cosidy

che poi integriamo in ¥:

9
1(9) = 4] du____
29 J s, v/ cosu — cosdy

Ragioniamo ora sul fatto che se il pendolo parte da fermo nella posizione ¥y, in
mezzo periodo 7'/2 andra da ¥ a —1, percid

T [ /—190 du _o b /'90 du
2 29 J9, +/cosu — costy 29Jo +/cosu — costy

(tenuto conto della parita della funzione cosu), percio

,!90
T = 2\/5\/2/ du '
9Jo +/cosu — costh

Si confronti con il valore di T calcolato per piccole oscillazioni, ossia
sull'equazione linearizzata (indichiamo con Ty questo periodo approssimato):

T0=27T £
\/9

T \/”/‘90

Il rapporto tra i due &

\/ cosu — 008190
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Con un software di calcolo scientifico si pud valutare questo integrale per vari
valori di ¥, per quantificare I'errore di approssimazione. Si trova ad esempio:
Yo | ©/50 /25 /10 | w/6 /3 /2
% 1.00025 | 1.00099 | 1.0062 | 1.01741 | 1.07318 | 1.18034

L'approssimazione lineare dell'equazione differenziale, quindi, porta a un
errore nel calcolo del periodo del pendolo di solo lo 0.025% per una piccola
oscillazione di 7/50, ma un errore di ben il 18% nel caso di una grande
oscillazione di 7/2.

Poiché il periodo di oscillazione di un oscillatore armonico ¢ indipendente
dall'ampiezza del moto, il crescere del rapporto T'/T, al crescere dell'angolo
iniziale (e quindi dell'ampiezza) significa anche che il periodo del pendolo in
realta cresce al crescere dell'ampiezza, rlmanendo approssimativamente costante
solo per piccole oscillazioni.

Vibrazioni smorzate

1.111. Oscillazioni di una massa soggetta ad attrito. Una massa m, mobile
su una retta orizzontale con posizione y(t), ¢ sottoposta ad una forza di richiamo
elastica —ky (es. molla); al moto si oppone l'attrito del mezzo, che si suppone
proporzionale alla velocita. L'equazione differenziale ¢ dunque

myl/ — —ky _ hyl
(con k, h > 0) che riscriviamo nella forma
Y+ 26y + WPy =0

avendo posto § = - w? = £

Scrivere l'integrale generale dell'equazione?!. Sard necessario distinguere i 3
casi:

i) 6 > w (resistenza elevata, caso detto di sovrasmorzamento, 0 smorzamento
sopracritico);

if) 6 = w (resistenza critica 0 smorzamento critico);

iif) 6 < w (resistenza debole, sottosmorzamento, smorzamento sottocritico).

1.112.5  Si consideri una massa m = 5kg che oscilla soggetta a una forza
di richiamo elastico (costante k = 20kg/s?) ed all'attrito del mezzo, proporzionale

21 Questo calcolo & riportato nel testo (v. [BPS2], cap. 1, §3.6), ma qui si chiede che lo
studente ricostruisca da sé il calcolo.
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alla velocita (costante h = 30kg/s), secondo l'equazione descritta nell'esercizio
precedente. Scrivere esplicitamente la soluzione sotto le condizioni iniziali

{y(O) = 1lm
y'(0) = 1m/s.

Calcolare il punto di massima distanza dal punto di equilibrio che la massa
raggiungera per t € [0, oo] (cioe nel futuro). La massa attraversera mai il punto di
equilibrio?

Vibrazioni forzate

Esempio 1.17. Una massa m, mobile su una retta orizzontale con posizione y(t), ¢
sottoposta ad una forza di richiamo elastica —ky (es. molla), mentre su di essa
agisce anche, dall'esterno, una forza f(t) dipendente dal tempo. L'equazione
differenziale corrispondente sara

my" +ky = f(t)

che riscriviamo come
1 k
1" 2 2
Y +uwiy = —f(t), conwy = —.
m m

Una situazione fisicamente interessante, per gli effetti che produce, ¢ quella in cui
la forzante esterna ha anch'essa (come le soluzioni dell'equazione delle vibrazioni
libere) un andamento periodico sinusoidale, del tipo

i—f(t) = Fsin(wt + )

(si noti che a priori w non ¢ uguale a wy, anche se come caso particolare pud
esserlo). Si determini l'integrale generale dell'equazione??

y" + Wiy = Fsin(wt + B).

Sara necessario distinguere il caso generico w # wy dal caso risonante
W = wyp.

22 Dj questo calcolo & gia stato fornito il risultato sul libro di testo (v. [BPS2], cap.1, §
3.6), ma qui si chiede allo studente di ricostruire per proprio conto il procedimento
risolutivo completo.
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Conosciamo gia l'integrale generale dell'equazione omogenea (moto armonico
di pulsazione wy):

2(t) = Csin(wyt + @), con C,  costanti arbitrarie.

Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione completa.
1. Sia prima w # wy. Allora possiamo cercare una soluzione particolare del
tipo?3:

y(t) = Dsin(wt + «).
Calcoliamo le derivate e sostituiamo nell'equazione:
¥ (t) = Dwcos(wt + a);

y"(t) = —Dw’sin(wt + a);

sin(wt + a) [~ Dw? + wgD] = Fsin(wt + B),

da cui vediamo che basta scegliere

Percio la soluzione particolare dell'equazione ¢

u(t) = u%——iu—zsin(wt +8)

e l'integrale generale ¢

y(t) = CSiH(Wot + 90) * ﬁsin(wt + ﬂ),

con C, ¢ costanti arbitrarie.

23 Notiamo che questo ¢, anche se con un linguaggio diverso da quello seguito negli
esercizi precedente, esattamente cio che prescrive il metodo di somiglianza: il termine noto
¢

Fsin(wt + ), che si pud riscrivere nella forma c;coswt + cpsinwt,
percio cerchiamo una soluzione del tipo

Acoswt + Bsinwt, che si puo riscrivere nella forma Dsin(wt + «).
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Facciamo ora qualche osservazione sulla soluzione trovata.

a. La soluzione ¢ data dalla sovrapposizione di due vibrazioni sinusoidali di
diversa pulsazione. Una ha pulsazione wy, che ¢ quella propria del sistema
(nell'esempio della molla, wy dipende dalla massa e dalla costante di elasticita
della molla; in altri esempi fisici w, rappresenta comunque una caratteristica
interna del sistema); l'altra ha pulsazione w, che & quella della forzante esterna (in
generale, dipende dalla forza che agisce dall’esterno sul sistema).

b. Non c'¢ un fenomeno di transitorio: nessuna delle due componenti
svanisce nel tempo. Ognuna delle due (e quindi anche la somma) ¢ limitata. Si puo
dire che le due componenti "pesano" entrambe, nessuna ¢ trascurabile rispetto
all'altra, in generale.

c. La soluzione ¢ somma di due vibrazioni periodiche; se il rapporto w/wg ¢
un numero razionale, anche la somma sara periodica (di periodo molto lungo se il
rapporto tra le due pulsazioni ¢ una frazione "complicata"); se il rapporto ¢
irrazionale, la somma sara una funzione non periodica24, ma comunque limitata.

d. Le due vibrazioni hanno ampiezza C' e u%_ljﬁ La prima ampiezza dipende

dalle condizioni iniziali. La seconda puo essere molto grande quando w ¢& vicino a
wo: se la frequenza della forzante esterna é molto vicina alla frequenza propria
del sistema, la forzante genera oscillazioni di grande ampiezza. Un sistema cosi &
quasirisonante. Torneremo su questo caso. Ora studiamo l'altra situazione.

2. Sia w=uwp. In questo caso una soluzione particolare dell'equazione
completa non si puo cercare nella forma Dsin(wgt + ) ma

y(t) = Dtsin(wot + ).
Calcoliamo le derivate e sostituiamo nell'equazione.

y' = Dsin(wot + @) + tDwgcos(wpt + )
y" = 2Dwycos(wot + @) — tDwWisin(wot + )
2Dwycos(wot + @) — tDwisin(wot + a) + wi Disin(wot + ) = Fsin(wot + B)
2Dwqcos(wot + o) = Fsin(wpt + 5)

. s F
da cui a—ﬁ—i,D—i)—O.

24y, [BPS1], cap.2, Complementi, esercizio 8.
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Percio la soluzione particolare trovata ¢

. s F
'y(t) = -é;;tSIH (W()t + ﬂ = '2—) = Z—thCOS(th + ﬂ)

e l'integrale generale ¢&:

F
y(t) = Csin(wot + @) + é-&)—tcos(wot + )
0

con C, o costanti arbitrarie.

Facciamo anche qui qualche osservazione.

a. La soluzione ¢ ora somma di due componenti di cui la prima ¢ limitata,
mentre la seconda ¢ illimitata, e si pud vedere come un'oscillazione di ampiezza
che cresce linearmente nel tempo. Questo ¢ il fenomeno della risonanza: una
forzante esterna che agisce secondo la stessa frequenza propria del sistema,
eccitera il sistema in modo "disastroso", cio¢ con ampiezza che cresce oltre ogni
limite.

b. Per quanto appena detto, la parte prevalente della soluzione, per tempi
lunghi, ¢ quella risonante. Si osservi che questa (a parte 'ampiezza crescente) ¢
una vibrazione che ha la stessa pulsazione della forzante esterna ma uno
sfasamento di /2.

1.113.%  Sistemi quasi risonanti. Vogliamo ora studiare meglio il caso di
un sistema quasirisonante, ossia in cui la pulsazione della forzante ¢ molto vicina
a (ma diversa da) quella propria del sistema.

a. Utilizzando i risultati dell'Esempio 1.17, si risolva il problema di Cauchy

Y’ + wly = Fsinwt.
y(0) =0
y'(0)=0

(si noti che rispetto all'esempio abbiamo posto 3 = 0).

b. Si ponga ora F'=1,wyg=1,w=1+e¢. Con l'aiuto di un software di
calcolo scientifico si tracci il grafico della soluzione per qualche piccolo valore di
e (ad esempio, per € = 0.1, sull'intervallo [0,24x]). Si osserva il fenomeno di
un'oscillazione di pulsazione wy modulata da un'ampiezza lentamente variabile
(fenomeno noto in acustica col nome di battimenti). Per rendere ragione di questo
fenomeno, si pud riscrivere opportunamente la soluzione trovata. [Suggerimento:

usare I'identita trigonometrica sinA — sinB = 2cos (42 )sin(452)].
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1.114.%  Forzante di tipo impulsivo. Consideriamo un sistema descritto
dall'equazione dell'oscillatore armonico forzato

my" +ky = f(t)

con

f(t) = 1 perte0,¢]
0 pert>e

dove € > 0 & una piccola costante, che in seguito saremo interessati a far tendere a
zero. Questa forzante descrive una sollecitazione di tipo impulsivo: una forza
intensa che agisce sul sistema solo per un brevissimo intervallo di tempo (ad
esempio, un urto contro un'altra massa).

a. Sirisolva il problema di Cauchy per l'equazione precedente con condizioni
iniziali y(0) = 0,v'(0) = 0.

[Suggerimento: procedere in due tempi: prima si determina la soluzione
sull'intervallo di tempo [0, €] risolvendo il problema di Cauchy

my" +ky = ;
y(0) =0
y'(0)=0

poi, detta y;(¢) la soluzione trovata, si calcolano y;(e),y;(e) e si risolve il
problema di Cauchy

my’ +ky=0
y(e) = vy1(e)
y'(e) = y1(¢)

determinando cosi la soluzione su (g,400). Detta y, questa soluzione, si pone
. y1(t) pert € [0,¢€]
fi f) = .
infine y(¢) { ys(t) pert € (e,+0) ]
b. Si studi il limite per € — O della soluzione trovata; si-mostri che questo
limite ¢ una funzione y, che risolve il problema di Cauchy

my' +ky=0
y(0) =0
y'(0) = ;.

La funzione y, ¢ detta risposta del sistema a un impulso unitario.
Dal punto di vista fisico: se all'istante iniziale la velocita ¢ v = %, vuol dire
che la quantita di moto &€ mv = 1; per il teorema dell'impulso, una (variazione di)

quantitd di moto unitaria ¢ prodotta da un impulso unitario. Difatti questa
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situazione ¢ ottenuta come limite di quella in cui agisce una forzante rappresentata
da una forza di intensita 1/e che agisce per un tempo &, quindi con un impulso
unitario. Il passaggio al limite serve a modellizzare la situazione -idealizzata- in
cui la variazione della quantita di moto avviene istantaneamente.

Vibrazioni forzate con smorzamento

Esempio 1.18. Una massa m, mobile su una retta orizzontale con posizione y(t),
¢ sottoposta ad una forza di richiamo elastica —ky (es. molla), mentre su di essa
agisce anche, dall'esterno, una forza f(t) dipendente dal tempo. Inoltre, al moto si
oppone la resistenza del mezzo, che supponiamo proporzionale alla velocita.
L'equazione differenziale corrispondente sara

my" + hy + ky = f(t)

che riscriviamo come

1 k h
v 4+ 26y +wiy = —f(t), conwi=—,6=—.
m m 2m
Come nel caso senza attrito (v. Esempio 1.17), ¢ interessante la situazione in
cui la forzante esterna ¢ di tipo sinusoidale

%f(t) = Fsin(wt + 3),

con una pulsazione w che a priori pud essere uguale o diversa da quella propria del
sistema, wy. Anche in questo caso ci aspettiamo fenomeni di risonanza quando w ¢
vicino a wy, ma come vedremo la presenza dell'attrito introduce delle differenze
significative rispetto al caso senza attrito studiato nell'Esempio 1.17.
Supporremo sempre 6 > 0 (il caso § = O ¢ stato trattato nell'Esempio 1.17).
Studiamo quindi l'equazione

Y + 26y + Wiy = Fsin(wt + B).

L'integrale generale dell'equazione omogenea ¢ stato determinato nell'Esercizio
1.111, ed ha una forma diversa nei 3 casi

i) 6 > wg (smorzamento sopracritico)

il) 6 = wg (smorzamento critico):

iii) 6 < wg (smorzamento sottocritico).

Quello che qui ci interessa ¢ che in tutti e tre i casi l'integrale generale
dell'equazione omogenea rappresenta un regime transitorio (tende a zero per
t— +00).
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La soluzione particolare dell'equazione completa invece non tendera a zero.
Infatti, per il metodo di somiglianza possiamo cercare una soluzione della forma

y(t) = Cicos(wt + B) + Casin(wt + f)

con C1, Cy da determinarsi. Notiamo esplicitamente che qualunque sia il valore di
w rispetto ad wy, questa funzione y(t) non puo essere soluzione dell'equazione
omogenea (essendo ¢ > 0 l'equazione caratteristica non ha soluzioni immaginarie
pure, quindi l'equazione differenziale non ha soluzioni trigonometriche pure).
Pertanto il metodo di somiglianza garantisce che l'equazione completa avra
effettivamente una soluzione di questo tipo, che non fende a zero e quindi
rappresenta il regime permanente del sistema.
Utilizziamo i numeri complessi per risolvere l'equazione

y" + 26y + wiy = FelWth),

Sia w(t) = Cet;w' = iwCe™;w" = —Cw?e™
[—Cw?® + 26iwC + WiCle™ = Fefeit

Felf _ FePl(ud — w?) —i26w]

G = =
(wd — w?) + 126w (W2 — u? )2 + 46202

e la soluzione cercata €

Fe[(wh — w?) — i26w] (ew)} _

= * Im{ [(w} — w?) — i26w] (cos(wt + B) + isin(wt + B))} =

= {8 — w?)sin(wt + B) — 26weos(wt + B)} =

o= r sin(wt + 6 — @)

\/(wg — w?)? + (26w)?
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con p = arctanwff‘;z. Quindi il regime permanente della soluzione dell'equazione

0
di partenza ¢&:

F :
y(t) = 2 sin(ut + )
\/(wg — W)’ + (26w)*

con ¢ = arctan 2%

0

Notiamo che la forzante produce una risposta del sistema, a regime, di tipo
oscillatorio con la medesima pulsazione, ma un ritardo di fase. La cosa
interessante ¢ studiare l'ampiezza della vibrazione, e la sua dipendenza dalla
pulsazione della forzante. Si osserva che l'ampiezza rimane limitata in questo caso
(il moto ¢ periodico), e 'ampiezza

F N :
Alw) = ¢ massima quando

\/(wg — w?)? + (26w)*

Ay = (wf — w2)2 + (26w)® & minima.

dA
_d—wo = —dw(w} — w?) + 86%w = dw[—wi + w? + 262].
Per studiare il segno di questa espressione bisogna ora distinguere i casi:
i) 26% > w? (smorzamento elevato). In questo caso %‘%}Q > 0 sempre, percid
Ap ¢ minima per w = 0. In sostanza, in questo caso l'ampiezza dell'oscillazione &
tanto maggiore quanto minore ¢ la pulsazione della forzante (che comunque non
sara zero).
ii) 26 <w? (piccolo smorzamento). In questo caso %’%—)‘l >0 per

w? > w? — 262, percid Ay & minima per w? = w? — 262, Per il valore

w = 1/wi — 262

'ampiezza ¢ massima, ed & pari a
A= F _ F
VA8 + 482 (wE — 262)  26+/u} — &2

(si ricordi che stiamo lavorando sotto l'ipotesi 262 < w3?).
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Conclusione. nel caso di oscillazioni forzate e debolmente smorzate, si ha un
fenomeno di risonanza, con oscillazioni periodiche (percido limitate) ma di
ampiezza che pud essere grande. La pulsazione della forzante che provoca la
massima ampiezza non ¢ la pulsazione propria del sistema, ma una pulsazione un
po' piu piccola. L'ampiezza massima ¢ inversamente proporzionale al coefficiente
di attrito (percid pit debole ¢ lo smorzamento, pit ampie le oscillazioni,
coerentemente col fatto che in assenza di smorzamento le oscillazioni possono
aumentare I'ampiezza senza limite).

Il lettore curioso dell'importanza fisica di questi fenomeni ¢ invitato a leggere
il paragrafo (non facile, ma interessante) "La risonanza in natura" in "La fisica di
Feynman, vol.1", Zanichelli 2001, §23-4.

1.115.k  Una particella si muove secondo la legge
y" + 4y + 16y = 3sinwt.

a. Quale pulsazione della forzante f fara si che il moto a regime abbia
periodo 7/3?

b. Quale pulsazione di f(t) = 3sinwt produrra risonanza? In condizioni di
risonanza, qual ¢ l'ampiezza dell'oscillazione, e quale il ritardo di fase rispetto alla
forzante?

Circuiti elettrici LCR

Esempio 1.19. Supponiamo che un circuito elettrico sia costituito da:

un resistore di resistenza R (misurata in Ohm),

un induttore di induttanza L (misurata in Henry);

un condensatore di capacita C' (misurata in Farad);

i tre elementi sono collegati in serie, e al circuito ¢ applicata una forza
elettromotrice F(t) misurata in volt.

In queste condizioni, si dimostra che il moto della carica ¢ (misurata in
Coulomb) nel circuito soddisfa l'equazione

1
Lq" + Rq + Yok E(t),

che si puo riscrivere nella forma

R 1 1
i !

— —q = —E(2).
¢'+7d+750=7EQ)
L'intensita di corrente ¢ = ¢’ (misurata in Ampere) soddisfa l'equazione (che si
ottiene derivando I'equazione precedente)
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R, 1. 1,
i’ —I—Zz +LCZ LE(t).

Nel caso

E(t) = Fsin(wt + §)

(corrente alternata) troviamo cosi le equazioni

R F
nmo Ay .
¢"+Td+750= Lsm(wt-l—ﬂ)
R, 1 Fuw
i+ LZ + EEZ = —L~cos(wt + /),
che ¢ I'equazione delle oscillazioni forzate e smorzate (v. Esempio 1.18), con
R 1
§ = —: i = —:
20’ T IC’

Fuw Fuw . ™
—E—cos(wt + ) = —L—sm<wt + 6+ —2~)

Si possono percio trarre analoghe conclusioni: per l'intensita di corrente i(t),
l'andamento a regime sara

it) = Fu/f -
Vi —e?) + (2)

che riscriviamo come:

in(wt+8+ 5 - )
=sinw 5 ¢

i(t) = F cos(wt + B — )

V(& -Iw) + B

con ¢ = arctanM

—w2"

Notiamo che l'analogia con l'equazione studiata nell'Esempio 1.18 non &
completa perché qui il termine noto ¢ F}f sin(wt + 8+ %), e il fattore w moltiplica

25 In effetti, ad essere perfettamente analoga all'equazione delle oscillazioni
meccaniche studiate nell'Esempio 1.18 & l'equazione per la carica q, non quella per la
corrente i, che qui stiamo studiando, e che ¢ ottenuta derivando la prima; la differenza si
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l'ampiezza della forzante?S. Questo & il motivo per cui qui di seguito rifaremo il
calcolo del valore di w che rende massima 'ampiezza.
Il denominatore dell'ampiezza si chiama impedenza del circuito,

2
Z(w) = <—C-,1;~Lw> + R,

Fissate le caratteristiche del circuito (L,C,R), l'ampiezza dell'oscillazione &
massima quando ¢ minima l'impedenza, ossia quando ¢ minimo

1 2
==——-Lw] .
a(w) ( T w)
Questo quadrato ¢ minimo quando ¢ nullo, cio¢ per
1

W e

vVIC

Questo valore di w ¢ quello che da luogo alla risonanza che, in particolare, & quindi
possibile per qualsiasi scelta dei valori di R,L,C (e non solo nel caso di
resistenza piccola, ‘come accade per le vibrazioni meccaniche). L'altra cosa
inaspettata (confrontando con le vibrazioni meccaniche forzate e smorzate) ¢ che il
valore di w che massimizza l'ampiezza coincide con la pulsazione propria del
sistema, wy. L'ampiezza massima ¢ pari a:

F F F

Z(wo) \/(a’},‘,;—Lwo)2+R2

L'ampiezza alla risonanza ¢ tanto maggiore quanto minore ¢ la resistenza.

nota al 2° membro: il passaggio da seno a coseno ¢ poco importante, ma la comparsa di un
fattore w cambia in modo significativo alcune conseguenze riguardo al fenomeno della
risonanza.

26 Questo contrasta con la regola generale che abbiamo dato: "Anche se il termine noto
contiene solo sin2z, in generale la soluzione va cercata nella forma Asin2x 4+ Bcos2z". In
questo caso, perd, notiamo che a primo membro manca il termine in %/, che nel calcolo delle
derivate di funzioni trigonometriche ¢ responsabile dello "scambio" tra funzioni seno e
coseno. Percid essendo il termine noto 3sin2z, possiamo cercare una soluzione del tipo
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Supponiamo ora che la forzante esterna sia una somma di tanti termini, del tipo
n
B(t) =) Fjsin(wit + ;)
=1

con le pulsazioni wy, ws, ... ,w, tutte diverse. Per linearita, 'andamento a regime di
i(t) sara la somma del tipo

"\ F
cos(w,t + B; — ;).
j_ZIZ(wj) ( J J ‘70])

Poniamoci ora da questo punto di vista: le pulsazioni w; sono assegnate, e noi
possiamo alterare la capacita C (o l'induttanza) L del circuito. Scegliendo
opportunamente C' (e/o L) potremo allora fare in modo che 1/ \/Z—C— sia uguale a
una particolare delle w;. Se la resistenza del circuito ¢ piccola, il sistema quindi
amplifichera di molto la vibrazione della forzante di pulsazione wj rispetto a tutte
le altre. A questo modo il circuito agisce da filtro. Questo ¢ il principio su cui si
basa la sintonizzazione di un ricevitore radio su una frequenza particolare.

1.116.%  Si determini la corrente a regime in un circuito LC'R in serie per
cui C=2-10"3, L =1/20, R=1 (nelle unitd di misura standard), a cui &
applicata una forza elettromotrice E(t) = 50sin120¢.

Si dica poi quale valore di C' (mantenendo uguali le altre caratteristiche) mette
il circuito in risonanza.

1.117.5  Si studi I'andamento a regime di ¢(t),(¢) in un circuito LCR in
serie a cui ¢ applicata una forza elettromotrice costante FE(t) = E (corrente
continua).
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Soluzioni § 1.2

1.58. Sia Lz =az" + b2 +cz con a,b,c €R e z(t) = 21(t) + iz2(¢) con 2,z
funzioni a valori reali. Allora

Lz=a2"+b2 +cz = a(z; +iz)" +b(z1 +iz) +c(z +iz) =
per definizione di derivata di una funzione a valori complessi

= a(z] +iz5) + b(z] +i25) + c(z1 + izg) =

= (az] + bz + cz1) +i(azy + b2y + cz) = L2y +iLzs.
1.59. Sianoy=y +iy2e f = fi+ifs, conyy,ys, fi,foa valori reali), allora per
l'esercizio precedente,
Ly = Ly, +iLyz
percio
Ly=f & Ly +iLly, = fL +ifa,

¢ poiché due numeri complessi coincidono se e solo se coincidono rispettivamente le loro
parti reali e immaginarie,

w=re {2k

1.60. a Siar =a+ b, allora

. i _ (a—1b) a . (=b)
1) = rt tla+14b)  t(a? +b2)  t(a? +b?) +Zt(a2 +02)°

b. Siha:

-al(@tw) + (@7) -

1.61. y(z) = €e” (cos2:c o gsian).
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1.62. y(z) = e™*(1 + 5z).

1.63. y(z) = e + 27/,

1.64. ylz) =e7" (\/_?;COS\/_?;:E + sm\/ga:)

1.65. y(z) = e¥(1 - z).
1.66. y(z) = e 4 3e7/3,
1.67. y(z) = g(e’” —e™),
1.68. ylz) = \/{;e"”(cosa: + sinz).
2 T —2z
1.69. y(z) = ge(e —e ).
1.70. y(z) = e 2*(1 + 4x).

1.71. a. Vero. Questa proprieta vale per tutte le equazioni differenziali lineari del
second'ordine omogenee a coefficienti continui.

b.  Falso. Soluzioni di questo tipo esistono sempre se i coefficienti sono costanti.

c. Vero. Per le equazioni lineari a coefficienti continui vale un teorema di esistenza e
unicita in grande per il problema di Cauchy. .

d. Falso. (v. risposta precedente).

1.72. a. No, perché 'omogenea non ¢ a coefficienti costanti, quindi non rientra nel
metodo studiato. Peggio ancora, un coefficiente dell'omogenea ¢ x mentre il termine noto &
2€%, due funzioni non simili tra loro, quindi non c'¢ neppure speranza di "adattare" il
metodo a questa situazione.

b.  Si, questo ¢ un caso standard, si cerca soluzione del tipo e™*( Acosz + Bsinz).

¢.  No perché l'equazione non & lineare (per la presenza del termine 32).

d. Si, l'equazione omogenea ¢ a coefficienti costanti, e il termine noto ¢ somma di due
termini "standard": si pud cercare una soluzione del tipo Ae® 4+ Bz® + Cz? + Dx. (Somma
delle due soluzioni che si cercherebbero per termini noti 2e” e z?, rispettivamente). Si noti
che l'assenza di y a primo membro comporta che dobbiamo cercare un polinomio di un
grado in pitl rispetto a quello del secondo membro, e senza termine noto.

e. No, perché il termine noto non ¢& di tipo standard.
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1.73. y(x) = c1€¥ 4 cpe™% + %e%.

1.74. a. Equazione caratteristica:

r?—4r4+4=0

(r — 2)® = 0;r = 2 (radice doppia).
Integrale generale dell'equazione omogenea:

2:5(

z2(x) = e**(c1 + c2%).

b.  Cerchiamo una soluzione del tipo
y(z) = e *(A + Bz)
Yy =e*(—A— Bz + B)

y' =e*(A+ Bz — B-B)

e *(A+Bx—B—-B—4(-A— Bz + B)+4(A+ Bz)) = ze™”

9A—-6B =0
9B =1

1.75. a rP4dr+4=0

(r+2)* =0;r=-2.
Integrale generale dell'omogenea:

2(z) = (c1z + c2)e™ .
b. Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione complessa

W + 4w + 4w = (73

della forma w(z) = ae®(—3+)
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W' = o(=3+4)e" 7, W' = (=3 + 1))

aex(—3+i) [(__3 +Z)2 +4(__3 +2) +4] — eatr;(—3+i)
; ; L,
al8—6i—12+4i+4]=1;a= 5t

w(z) = %ie’:(‘s“).
La soluzione dell'equazione reale &:
y(z) = Rew(z) = Re <e’3$%i(cosx + z’sinx)) = —%e”?’zsinx.

1.76.  Cerchiamo prima l'integrale generale dell'equazione omogenea. Equazione

caratteristica:
P4+3r—4=0, r=1,r=-4.
Integrale generale dell'omogenea:
2(z) = c1e® + e,

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell'equazione completa, della forma

y(x) = Acosz + Bsinz

Y = —Asinz + Beosz; ¢y’ = —Acosz — Bsinz
(—Acosz — Bsinz) + 3(—Asinz + Bcosz) — 4(Acosz + Bsinz) = 2sinz

cosz(—A + 3B —4A) + sinz(—B — 34 — 4B) = 2sinz

~5A+3B=0 , 3 . 5
{—BA—SB:Z A=-gB=-1p
(x) = ——cosz — 3singv
W= Ty 17

L'integrale generale dell'equazione di partenza ¢ quindi:

3 5 .
c1e® + cpe ¥ + —-—ﬁcosx — 1—751n9:.
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Osservazione 1.5. Utilizzo dell'esponenziale complesso per un termine noto
trigonometrico. Si sarebbe potuto usare anche il metodo dell'esponenziale complesso, al
modo seguente:

2sinz = Im[2¢™],
percid cerchiamo una soluzione w = Ae®® dell'equazione a termine noto complesso
w’ 4 3w — 4w = 2%,
Si ha: w = Aie®;w" = —Ae®”®
(—Ae”’) + 3(Az'eix) — 4(Aei") = 2¢™®
A(-5+43i) =2;

A2 _2(-5-3) (-5-3i)
~T5+3 34 17

(-5 — 3i)
17

w(z) = "

5 . 3
= ——sinz — —cosz.

17 17

gy(x) = Im[( T

In questo caso, essendo il termine noto una funzione trigonometrica singola e non il
prodotto di una funzione trigonometrica e una esponenziale, il vantaggio di usare
l'esponenziale complesso rispetto alle funzioni trigonometriche si perde un po'.

1.77. a y(z) = e (c1z + ).

(z) = ez - 1).

b. 2

<

1.78.  Dobbiamo prima scrivere l'integrale generale dell'equazione completa; per far
questo determiniamo anzitutto l'integrale generale dell'omogenea. Equazione caratteristica:

r4+9=0; r==43i
Integrale generale dell;omogenea:

z(z) = c1c0s(3z) + cosin(3z).
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Soluzione particolare della non omogenea: cerchiamo?6

7(z) = Asin2z;

Y (z) = 2Acos2z; y"(z) = —4Asin2z.
. . 3
sin2z(—4A + 94) = 3sin2z; A = 3;

3
Y(z) = —sin2z

quindi E

e l'integrale generale dell'equazione completa ¢:
. 3.
y(z) = ci1c0s(3z) + cosin(3z) + gsm2x.

Per risolvere il problema di Cauchy imponiamo ora le condizioni iniziali:

y(O) = =2
Y(0)=3c;+ =6, =%

La soluzione cercata ¢ quindi:

8 3 '
y(z) = 2cos(3z) + gsin(?)x) + gsian.
1.79. a. 2(z) = c1e™% + ¢y,

1 TN s
b. gl) = (6x+§6>e %,

1.80. a4 Integrale generale dell'omogenea:

P —2=0;r=2r= -1,

2(t) = c1e® + coe™".

26 Questo contrasta con la regola generale che abbiamo dato: "Anche se il termine noto

contiene solo sin2z, in generale la soluzione va cercata nella forma Asin2z + Bcos2z". In
questo caso, perd, notiamo che a primo membro manca il termine in ¢/, che nel calcolo delle
derivate di funzioni trigonometriche ¢ responsabile dello "scambio" tra funzioni seno e
coseno. Percio essendo il termine noto 3sin2z, possiamo cercare una soluzione del tipo
Asin2z. Se non avessimo fatto questa osservazione e, rispettando la regola generale,
avessimo cercato una soluzione Asin2x + Bcos2z, niente di male: risolvendo il sistema

avremmo trovato B = 0.
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Cerchiamo una soluzione particolare della completa. Poiché il secondo membro 6e* &
soluzione dell'omogenea, il metodo di somiglianza prescrive di cercare una soluzione della
forma:

y(t) = Ate*.
Y = Ae® (2t + 1);y" = Ae® (4t + 4);

Ae®[4t +4 -2t —1—2t] = 6e™%; 3A=6; A=2;
Soluzione particolare della completa:
7(t) = 2te*
Integrale generale della completa:
y(t) = c1e® + cpe™ + 2te™.
b. Risolviamo il problema di Cauchy

y(0)361+02:o
V(0)=2c1 —cs+2 =1

Cy = —(C Cl=—1/3
3c1 =-1 c2=1/3
La soluzione del problema di Cauchy é:

L 1 B B 1 1
ylh) = 3¢ +3e +2te” =7 2t 3 —I—3e .

1.81. 24 2r—3=0;r=1;7r=-3;

z(t) = cre’ + cpe™.

Cerchiamo una soluzione particolare della completa. Poiché il secondo membro &
e %cost = Re [et(‘z“)] ,
cerchiamo prima una soluzione complessa,
u(t) = Aef"2,
dell'equazione con termine noto e*(~2+%), e poi ne prenderemo la parte reale.

u = At (=2 4 i), 0" = AetHI (=2 4+ 0)?,
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A [(=2 4 40)? 4+ 2(=2 + i) — 3] = 2+

. 1 —4+42 1 1.
A2 =A== 016 ~ 5 T 10"

Soluzione reale dell'equazione di partenza:

y(t) = Refu(t)] =Re [(—% + 1—102> e % (cost + isint)} =

1 1
—otf 1 _ :
=e ( 5005t 1 Osmt)

Integrale generale della completa:

1
y(t) =2 (—5cost — Ilasint) + clet -+ cze’St.

1.82. a ?+3r—4=0

(r=1)(r+4)=0r=1,r=-4.
Integrale generale dell'omogenea:
z(z) = c1€” + ce ™.

b. Poiché il termine noto ¢ soluzione dell'omogenea, cerchiamo una soluzione
particolare dell'equazione nella forma

y(z) = Aze™
Y =Ae ¥ (—dz +1); o' = Ae™**(162 - 8)

Ae™7[(162 — 8) + 3(—4x + 1) — 4z] = 5e™**

—5A=5A=-1
y(z) = —ze™®
1.83. a P4+2=0; r==4i/2

Integrale generale dell'omogenea:

z(x) = clcos(\/ix) + czsm(ﬁx>.
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b. Usiamo il metodo dell'esponenziale complesso: poiché
3e "sin2z = Im (36”(”1+2i)),
cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione complessa

W’ + 2w = 3e(~1+2i)
della forma w(z) = Ae™1+2%),
W’ = A(— 1+ 2i)%e" 1)
Ae:c(—l-l—?i)[( 1+ 2i)2 + 2] — gpa(-1+420)

3 (—1+4i)_i(_1+4i)

A=T357%176 ~ 1

Ee'””(—l + 47)(cos2z + isin2zx)

3 N ,2(—142¢
w(z) = ﬁ(_l + 44)e™ 12 = T

y(z) = Imw(z) = %e‘”(—sin% + 4cos2z).

Si confronti con I'Esercizio 1.78 (v. la nota a pié di pagina nell'esercizio). Li, in
presenza di un primo membro in cui manca la ¢ e un termine noto del tipo 3sin2z, abbiamo
cercato una soluzione Asin2z, Qui, in presenza ancora di un primo membro in cui manca la
Y e questa volta di un termine noto del tipo 3e“sin2z, avremmo potuto cercare una
soluzione del tipo Ae ?sin2z? No, perché anche se a primo membro manca la derivata
prima, il calcolo della derivata seconda del prodotto Ae~*sin2x introduce necessariamente
dei termini del tipo Ae *cos2z.

1.84. a 2(z) = c1e™® + coe™.
b (m) = icosz —sin2
T T
2. .
1.85. a y(z) = ———5-sm3x + ¢1c082x + cysin2z.
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1.86. a. P+2r—3=(r—-1(r+3)=0r=1r=-3;
y(z) = c1€” + cae™.
b. 3e"cos2z = Re[3e"(1H2)].
Risolviamo allora u' 4 20 — 3u = 3e*1+%)
cercando u(z) = Ae?1+2),

u = A1+ 20)e*12) o = A(1 4 2i)2e®(1+2),
A (1 4 24)% 4+ 2(1 + 23) — 3] = 3¢™1+2),;

Ao 3 _ 3(—4-8)
T —4+48  16+64

u(e) = X8 gst0m) = 321 i) (cos2e + isin2a)

y(z) = Re[u(z)] = %e’”(-—cosZm + 2sin2z).

1.87.  Cerchiamo prima l'integrale generale dell'equazione (che ¢ omogenea).
r? + 4r + 4 = 0;r = —2 (soluzione doppia)
y(z) = (az + c)e™.
Imponiamo ora le condizioni di Cauchy:
y(0) = ca = 3;
¥ (z) = (c; — 2c17 — 2¢2)e™ %4/ (0) = ¢; — 2c3 = ¢; — 6 = 2;¢; = 8.

La soluzione ¢: y(z) = (8z+ 3)e™*

1.88. a y(x) = c1€” + cze™3%,
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s 2 = =3z
b y(z) = 1€ +4e
c (x) = ——=cosz — lsinac
] y(z) = 0 .
1.89. a 4r* +4r +1=0.

@r+1)>2=0.r= —% radice doppia.
Integrale generale dell'equazione:
y(z) = e % (cy + c2%).

b. Pl0) =8 =13

'(z) = e™2° —-lc ——1cm+c :
Y = 9G1 T 5% 2 |5

¢.  Cerchiamo una soluzione del tipo:
y(z) = ce®;
= Do of = dee™™

4y +4y +y=e¥(4-4c+4-2c+c) =¥

25 2z — 2z = —
ce e C 25,
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Soluzione particolare dell'equazione:

mm:%&.
1.90. a. r24+2r+3=0; r=-1%iy/2.
y(w)==e"”(qpos(\/§x)—+02ﬂn(\/§m>>.
b. y(0) =c1 = 0.

Y (z) = coe™ (—sin\/ix + ﬂcosﬁx);
Y0)=v2e=2 = =12
y(z) = \/§e‘msin(\/§z>.

c. Poiché 3cos(2z) = Re 3¢
cerchiamo una soluzione del tipo y = Ae’** dell'equazione

y// + zy/ +3= 361'21:'
y = 2iAe'®; ' = —4 4™,
Y 4+ 2y + 3= Ae?(—4 + 4i +3) = 3

3 3

A=gm ~ w4
- 3 -\ 12T
y(z) = 17( 1 — 44)e™”.

Una soluzione particolare dell'equazione di partenza ¢ allora

y(xz) =Re (%(—1 — 44)(cos2z + isin2:z:)) = 1—37(—0052:13 + 4sin2z).
6—12
1.91. y(z) = —=(bcos2z — 3sin2z)

68
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2 z 1
1.92. =— 4 = - =,
yo) = +7-3
5—2::;
1.93. =
ylz) = —
1.94. y(z) = -Elgsinm = E;—cosm.
2 3
1.95. =— -z
y(z) = - 52
1.96 i i
.96. y(z) = 164 (—9cos3z + sin3zx)
1.97 =1, 2
= =g "% gy
1.98. aa>0 ba=0
_1 1/3
1.99. y(@) = 3 ((29: +1) 1).
1.100 (z) = ——§cos2m + e §005\/§x + Lsin\/§:c
.100. y(z) = 1 1 \/5 .
1 . 1
1.101. (&) = —g(cos3x + sin3z) + Ee”cosﬁx.
1.102. y(z) = e[ T+ cosy/Ba — —siny/3z |
V3
1.103.
2 5 5
y(z) = -z + r_2 +2e7% + %,

2 2 4 4
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1.104. a Cercando y = z" troviamo l'equazione

—3+4/5
rir—1)+4r+1=0; =———————2\/—;

—3++/5 —3-/5

y(z) =c1x™? +cx”? perz > 0.

b. Cercando y = 2" troviamo l'equazione

—1£i+/3
rir—=1)+2r+1=0; r=——§£;

1 V3 (/3
Ylx) = % <c1cos (—i—loga:) + cosin (TIng)> per z > 0.

¢. Cercando y = z" troviamo l'equazione

r(r—1)+3r+1=0; r= —1(radice doppia)

1
yl) = ;(cl + cologz) per z > 0.

1.105. a Integrale generale. Cerchiamo y = =" con

5+3+/5

2

rir—1)—4r-5=0; r=
5+3v/5 5-3y/5
y(z) =ciz 2 +cz 2

Imponiamo le condizioni iniziali:

yl)=c1+ec=1
{y’(l) :cl(%@) +cz(5-32 5) =0

3—/5
c = %

345
Cy = 6

e la soluzione del problema é&:

y(z) = <——3_ \/g)xfﬁzé—l- (34_\/5>ac§”§2Aé per x > 0.

6
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b. Integrale generale. Cerchiamo y = z" con

-3+ 3
r(r—1)+4r+3=0; r=—;—f

(L) s L)

Imponiamo le condizioni iniziali:
log:r:)) -+

€1€0S —z—log;v + casin
loga:)) :

+ 72 (—cl\/Tgsin<\/§logx) + cz—\/——:icos(

[SI0Y

y(z) ==

tofen

y(z) = —-Z—w

/%

<[5

8|+

2 2
y(1) =c; =2

3 3
(1) = —§c1 +cz§ =1; o=

b b

e la soluzione del problema ¢:

a) = 7 (Zcos (glogx) + %sin (?logm)) pere > 0.

c¢. Poiché la condizione iniziale ¢ assegnata in zy < 0 dovremo risolvere l'equazione
in (—00,0). Cerchiamo y = (—z)" con

r(r—l)-—r—{—%:O; T

y(@) = c1(~2)" + es(~x)

Imponiamo le condizioni iniziali:
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e la soluzione del problema ¢:

z) = 3+/|z] — \/|z|* perz < 0.
d. Integrale generale. Cercando y = z" troviamo l'equazione
r(r—1)—5r+9=0; r=—3(radice doppia)
1
) = ;5(01 + cologz) per z > 0.
Imponiamo le condizioni iniziali:

y(1) = ¢ = -1

3 Co
y(z) = —;z(cl + cologz) + 5

(1) =—=3c1+cy=8; cg=5

1
e la soluzione &: y(z) = E(5logm —1)perz > 0.

1.106. Dobbiamo imporre le condizioni iniziali

z(t) = clcoswt + cosinwt

z(0) =
2'(0) = 4
Percid {Cl = —a
Cow = 4.
Inoltre sappiamo che T' = 2¢ = 2, percid w = 7. Quindi ¢; = —4,¢; = %, e

4
z(t) = —4cosmt + ;smwt.

L'ampiezza ¢ A=4/1+ -7%5 ~4.2.

Il primo istante in cui la massa taglia la posizione z = 0 ¢ il minimo ¢ per cui
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4 .
—4cosmt + —sinnt = 0,
m

1
tanmt = 7m; t = —arctanm ~ 0.4.
T

1.107. Partiamo dalla formula generale del moto
z(t) = Acos(wt + ).

in cui per il momento non conosciamo nessuna delle costanti A, ¢, w. Calcoliamo anche la
velocita

Z'(t) = — Awsin(wt + ).

Dal confronto tra le due formule ricaviamo l'identita utile

(iﬁlﬂ) + (%) = cos2(wt + ) + sin(wt + ) = 1

/ t 2
o anche z(t)® + xu(ﬂ) =A? Wt

Utilizziamo ora le informazioni date. Ad un certo istante ¢; ¢ z(t;) = 2 e 2/(¢;) = 6, il che

implica che
2
o (2) e
w

mentre ad un altro istante ¢y ¢ z(t2) = 3,2'(t3) = 4, il che implica che

2
3%+ (é) = A%,

Abbiamo quindi 2 equazioni nelle 2 incognite A, w, che ci permettono di determinarle:

e 36 36 __ 16
{A2—4+:}§ che da: {4-!-“7—94-55

A’=9+ 18 A?=44%
20
b=—; w=2A’=13; A=+13.
w

Percid 'ampiezza delle oscillazioni ¢ /13, mentre il periodo ¢ 7' = 2g’rsec. = 7rsec.
Si noti che con queste informazioni il moto non ¢ ancora completamente determinato,
in quanto possiamo dire che
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2(t) = v/13c0s(2t + @),

con ¢ incognita.

T T
1.108. / ma’ () (t)dt = — / k() (£)dt
0 0
T d 1 , 9 JI(T)
/0 mo [533 (t) }dt =2 -—/0 kzdz
1, 0] #()
m[gm (t) ]0 = —k[m2]0
1

imvz(T) - %va(O) = —kz?(T) + kz*(0)

il che significa che la quantita

E(t) = %mvz(t) + ha?(2)

nell'istante 7' (qualsiasi) ¢ uguale a £(0), ossia: ¢ costante. Questa quantitd ¢ l'energia

meccanica totale del sistema: imaw? & l'energia cinetica, mentre kz? & l'energia potenziale

2
della molla.

1.109. Poiché | =5m, g =9.8m/s? si ha w= /9 =1.4/s. Possiamo calcolare
subito il periodo

2r 27
T = = ﬁs_4.493
e la frequenza v =0.22/s.

Per calcolare il moto dobbiamo imporre le condizioni di Cauchy all'integrale generale
dell'equazione del pendolo per piccole oscillazioni:

¥(t) = cicos(1.4t) + cysin(1.4¢)
9(0) = 5
¥(0) = -3

1 .-
0 =4
{ —3 = 1l4ey,¢p = —0.357

percio il moto ¢ descritto da
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9(t) = 0.1cos(1.4t) — 0.357sin(1.4t),

l'ampiezza & A =1+/0.12 4 0.3572 = 0.37rad

1.110. a4 Siavra (tenendo conto che mg = pAlg):
my" =mg — pAyg = pAlg — pAyg = —pA(y — l)g.

Se scegliamo come origine delle y la profonditd [ a cui la base del cilindro si trova in
condizioni di equilibrio, cioé poniamo Y = y — [, otterremo

A
Y" = —w?Y conw? = 224,
m

Si riconosce 'equazione di un oscillatore armonico. Il moto sara

Y (t) = cicoswt + cosinwt

ossia: y(t) =1+ ¢ycos (\/ Eﬂt) + czsin( Bﬂt)
m m

b. Per:l=5cm; p=1g/cm?®; A =7 -10%cm?; m = 2kg si ha:

_ /1g/cm? - 100mem? - 980cm/s?
w= \/ 20002 =124/s
2m 2m

1.111.

i) & > w (smorzamento sopracritico):
y(t) = cre™ + coe™

con cj,cy costanti arbitrarie, dove ri,ry, entrambi negativi, sono le soluzioni (reali e
distinte) dell'equazione caratteristica

r2 4+ 26r + w? =0,

ossia r=—6+£V62 — w2,
if) 6 = w (smorzamento critico):
y(t) = e ey + cot)

con ¢y, ¢z costanti arbitrarie.
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iii) 6 < w (smorzamento sottocritico):
y(t) = Ae”‘”cos(\/ w? — 62t + go)

con A, o costanti arbitrarie
In tutti e tre i casi l'integrale generale dell'equazione omogenea rappresenta un regime
transitorio (tende a zero per ¢ — +00).

1.112. L'equazione differenziale ¢
y' 426y +wly =0
30kg/s k 20kg/s®

— h _ — 2 __ k _ — 2 e
coné = 35 = S5 =3/s, = = By = 4/s*, quindi

y//+6y/+4yzo

che possiamo risolvere direttamente, anziché applicare la formula astratta trovata al punto
precedente. Equazione caratteristica:

r2 4 6r+4=0;r=—3+/5;
integrale generale:

y(t) = (VB oye(-8-VE)E,

Imponiamo le condizioni iniziali:

{y(O):C1+02=1 Cc] = 25-;4
'(0) '—61( 3+\/——)+C2( \/5):1 022{5—\/_54

Quindi

y(t) = <{}4> (corvBe ({\[4) (5B

Determiniamo ora il massimo della funzione per ¢ > 0.

Y () = (\/—+4) (_3+\/5)e(—3+\/5)t+

NG

(57 Com v
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per (‘25\/%4>(_3+\/5) (~3+V5)t _(ff‘*)(:w\f)

v (VB-9)(+VE) 1405
T (VE+a)(-3+B) -V

()

quindi to = 2\1/510g<7 T y:) ~ (0.148s

¢ l'istante in cui y raggiunge il suo massimo, che ¢ pari a
Y

y(2\1/510g<2f ﬁ)) ~ 1.06m

e il punto di massima distanza dall'equilibrio & posto a circa 1.06m, quindi dopo soli 6cm
dalla partenza il punto inverte il suo percorso. Poiché per ¢ > ¢, ¢ y(t) decrescente e
y(t) — 0 per t — 400, ne segue che sara sempre y(t) > 0, percid la massa non supera mai
il punto di equilibrio (e lo raggiunge solo all'infinito).

1.113. a Sia 8 = 0 nella soluzione trovata nel Caso 1 dell'Esempio 1.17:

. Foo
y(t) = Csin(wot + ) + ——sinwt
wO == (&

Imponiamo ad esempio le condizioni iniziali
y(0) = 0;5/(0) = 0.
Si ottiene il sistema (nelle incognite C, ¢):

C'sing =0
Cwocosgo + #w =0

che da p=0;C=—
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. F .
sinwgt + 2—251nwt =
wO o

e soluzione y(t) = — W

F . w
=— 5 sinwt — —sinwgt
w Wo

b PerF=wy=1,w=1+¢€siha:

y(t) = m[sm(l =+ E)t = (1 + 6)Sillt] =
- m[sin(l + &)t — sint] + 2Si_|r_1t8

Per ¢ = 0.1 un grafico di questa funzione ¢ il seguente:

UL A o)
TTFTH TR TR %

Riscriviamo la (prima) funzione cosi:

y(t) = )

{2cos(t(1 + g»sine—t] + sint

che ¢ circa uguale a

—-lsin Eé cost+lsint
€ 2 2

I primo addendo ¢ una funzione cost (periodo 27) moltiplicata per un fattore ~——i—sin(-"§)
che rappresenta un'oscillazione di grande ampiezza (1/e) e periodo lungo (T" = 47 /¢),
ossia: una cosinusoide modulata da un'ampiezza lentamente variabile. Il massimo sard
dell'ordine di 1/e. Questa oscillazione di ampiezza variabile si sovrappone alla sinusoide

%sint, che non altera sostanzialmente il fenomeno.
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1.114. a. Consideriamo il problema:

my" +ky = ;
y(0) =0
y'(0)=0

Integrale generale dell'omogenea:

Y = €1C08 —1 | + co8In —t .
m m

Soluzione particolare della completa (costante):

_ 1
Y= ke

Integrale generale dell'equazione:

ylt) = 73(; + cicos (\/_gt) + cosin <\/%t>

Imponiamo le condizioni iniziali:

S —
{y(0)~ks+cl—0 {01=—7;1;

y’(O)ZCQ\/%ZO 0220

Soluzione del problema:

y(t) = Els— [1 — cos (\/%t)] pert € [0,€].
Calcoliamo ora
n(e) = é [1 — coS (6\/%)} ,y1(e) = é@sin(&a).

Poniamo d'ora in poi per semplicitd w = 4/ ﬁ

Ble) = -,;1;[1 ~ cos(we)] 4 (6) = +wsin(we).

Risolviamo il problema di Cauchy:
my” +ky=0
y(e) = v (e)
y'(€) =w(e)
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Integrale generale:
y(t) = cicoswt + cosinwt.
Imponiamo le condizioni iniziali:

L

y(g) = crcoswe + cosinwe = =[1 — cos(we)]
¥'(0) = —ciwsinwe + coweoswe = 1-wsin(we)

che riscriviamo (semplificando per w la seconda equazione):

€1C0Swe + casinwe = 1=[1 — cos(we)]
—cysinwe + cxcoswe = L sin(we)
Sistema lineare di due equazioni in due incognite ¢;, co. Notando che il determinante

del sistema vale 1, &€ comodo risolverlo col teorema di Cramer. Si ottiene

1 .
+=|1 — cos(we)| sinwe 1
o = e - (we)] i —(coswe — 1)
zosin(we) coswe | ke
1
coswe  3=|1 — cos(we 1
Gy = ; ke[ i (we) = -—SInwe

—sinwe i-sin(we) ke

che da la soluzione:

1 1. :
ya(t) = —kg(coswe — 1)coswt + Esmwssmwt 2

1
= E[cosw(t — €) — coswt].

La soluzione del problema di partenza (con forzante impulsiva) € quindi assegnata da:

(t) = =1 — cos(wt)] pert € [0, €]
o= &[cosw(t — €) — coswt] pert>e
(Si noti che questa funzione & effettivamente C*(0, +00), perché la y, & stata appositamente
costruita, mediante le condizioni iniziali imposte, in modo da raccordarsi con la y; in modo
ch.

k

Ricordare che w = =
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0.5

Graficodiy(t) perw=k=e=1

b. Per e — 0, l'espressione analitica di y(t) sara data dal limite di quella di yo(t),

percio calcoliamo
- 0
;%E[cosw(t — &) — coswt] = [6]

Calcoliamo il limite col teorema di De L'Hospital (derivando numeratore ¢ denominatore

rispetto ad €):

1o W,
= gg‘%g[wsmw(t —¢€)] = Esmwt.
yo(t) = 2 sinwt.
k
1
0.5
1 2 3 4 5 6
-0.5
=1

Grafico di y(t) e yo(t) perw =k =1,e =0.1
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Questa funzione risolve l'equazione y” + w?y = 0 cioé¢ my” + ky = 0, e le condizioni
iniziali .
2
w 1
¥0(0) = 039(0) = — = —.

1.115. a Ricordiamo anzitutto la relazione tra frequenza, pulsazione e periodo:
v=1/T=w/2m.

Nel moto a regime, la pulsazione & uguale a quella della forzante, quindi vogliamo che
sia

. ?Eperci(‘)wzﬁi.
3 w

b. Dal primo membro dell'equazione differernziale leggiamo § = 2,w2 = 16; la

risonanza percio si ha per

w=1/w?—262=1+16—-2-22 =22

¢ produce un'ampiezza (poiché F' = 3)

i F 3 V3

T2 k-2 4164 8

¢ un ritardo di fase

26 4-24/2
(o= arctath—w2 = arctan \/_ = arctanx/i
wh — w 16 -8

1.116. La soluzione trovata nell'Esempio 1.19 ¢

it) = F cos(wt + B — )

\/(ﬁ — Lw)! + B2

con p = arctan—_l—z_-w-_/—jg, =0,w=120,F =50,C =2-1073, L = 1/20, R = 1, percid

1
LC

5
0 cos(120t — ) = 500 cos(120t — )

i(t)=\/(m_ 1 ~ /157

24

_ Ruw/L _ 120 ~ __
con p = arctanflc__w2 = arctan g5 ~ —0.5

Per la risonanza dev'essere

1 1 20 -
— I - - — . 0_.3'
w= \/ﬁCloeC__Lw2 T202 1.38-1
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1.117. Le equazioni sono

”+E’+__1_ —E
Tr7i T elT Y

R 1
i+ =i+ —=i=0,

L LC
La prima ha per soluzione un transitorio sommato a una soluzione costante a regime,
q=CE.

La seconda ¢ omogenea, e la soluzione ha unicamente un transitorio: a regime non c'¢
alcuna corrente, ma solo una carica costante sul condensatore, che equilibra la forza
elettromotrice applicata.
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2.1. Calcolo differenziale vettoriale.
Curve continue, regolari

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 2, §1, 2, 3.
Avvertenza: il prossimo §2.2 contiene anche esercizi di riepilogo sulle curve.
Altri esercizi sulle curve si trovano nel Cap.6, §6.1.

Calcolo differenziale vettoriale e curve: linguaggio e notazioni

2.1. Una curva in forma parametrica si pud rappresentare come funzione coi
seguenti domini e codomini (scegliere una risposta tra le seguenti):

a f:R—R

b. f:R—R™
c. f:R*"—=R
d f:R*"—R™

2.2. In ciascuna delle seguenti espressioni, il simbolo - quale operazione
denota? (Rispondere scegliendo per ogni formula una risposta tra le opzioni
possibili riportate pit sotto).

a. u(t) u'(t)
f@) - ' ()]
C. U-vXuw
d. f(t)-r(t)
e. u(t)- (Au())

Opzioni possibili per le risposte:

A. L'usuale prodotto di due numeri reali

B. Il prodotto tra uno scalare e un vettore

C. Il prodotto scalare tra due vettori

D. Il prodotto misto

E. Il prodotto vettoriale

23, Detti %, ,k i versori fondamentali di R3, si scriva il risultato delle
seguenti operazioni:

a irj= b ixk=

c. i-(i+k)= d —ixj=
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e. ix(ixj)= £oii=

g i (kxj= h i-(ixk)=

2.4. Per ciascuna delle seguenti curve, si scriva una possibile
parametrizzazione:

a. La circonferenza di centro (1,0) e raggio 2, percorsa una volta in senso
antiorario!.

b. La circonferenza di centro (1,0) e raggio 2, percorsa due volte in senso
orario.

c. La semiretta avente origine in (1, 2) e passante per (—1, 3)

d. L'ellisse avente centro in (2, 1), assi paralleli agli assi coordinati, semiassi
di lunghezza 2, 3 rispettivamente.

e. La semicirconferenza di centro (0,0), raggio 3, posta nel semipiano
z <O0.
f Ilsegmento AB, con A(1,2), B(2,—1).

2.5.% Data la curva in R3 di equazioni parametriche
r(t) = (cost,sint, t),
calcolare 1 prodotti: r(¢) - r/(¢), r(¢t) x r'(t), r(t) - (r(t) x r'(t)) e il modulo
|r(2) x ' (2)].

2.6.% Scrivere l'equazione parametrica r(¢) di un punto che si muove su una
circonferenza di raggio R e centro l'origine con moto uniforme, in senso
antiorario, percorrendo un giro in un tempo 7. Quindi calcolare velocita,
accelerazione, velocita scalare e accelerazione scalare, verificando che a(t) &
parallela ma di verso opposto a r(t) (accelerazione centripeta).

2.7.% Si consideri un punto mobile lungo l'arco di curva
r(t) = (R(t — sint), R(1 — cost)), t € [0, 27].

Si verifichi che l'accelerazione scalare € costante.

I Ogni volta che parliamo di una circonferenza (o di un'altra curva chiusa nota, come
l'ellisse) come curva parametrica, se non specifichiamo diversamente si sottointende che sia
percorsa una sola volta e in senso antiorario.
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Curve continue, regolari

Esempi svolti

Esempio 2.1. Consideriamo la seguente curva piana (nota come Cissoide di

Diocle?):
2at?  2at?
r(t) = (m, m>, pert € R,

dove a € un parametro positivo. Dimostrare che la curva ¢ continua, non chiusa,
semplice, regolare a tratti con un unico punto singolare. Provare che il sostegno
della curva € contenuto in una striscia verticale del piano, ma non & contenuto in
una regione limitata.

Si vede subito che le componenti della curva sono funzioni continue, percio la
curva & continua. Per t — o0 si vede che ad esempio y(¢) ~ 2at — $o0. Questo
mostra che la curva non ¢ chiusa e non ¢ contenuta in una regione limitata del
piano. Poiché inoltre

2
2at <9

0< ,
=Ty =

la curva ¢ contenuta nella striscia verticale 0 < z < 2a. Piu precisamente,
possiamo affermare che per t — too z(t) — 2a e y(t) — %oo, percid la retta
x = 2a € un asintoto della curva.

Calcoliamo
o (1) = 2 2t(1 + %) — 2¢(t%) 3¢(1+¢%) — 2¢(#%) | _
- (1412 (141¢2)°
2a 9 . 4
=m(2t,3t +t)=(0,0)<:>t=0.

Si osserva che r € C1(R) e r/(t) # 0 tranne il punto r(0) = (0,0), che risulta
I'unico punto singolare. La curva percio ¢ regolare a tratti.

2 Questa curva fu utilizzata dal matematico greco Diocle di Caristo (intorno al 200
a.C.) per risolvere il famoso problema della duplicazione del cubo. La parola "cissoide"
significa "a forma di edera".
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Occorre ancora mostrare che la curva € semplice. E' sufficiente osservare che

2a

/ 2 4

Y({t)=—"75-3t°+1t°) 20V,

quindi la componente y(t) & strettamente crescente in R, percid non ripete mai i
suoi valori. A maggior ragione la curva r(t) non assume due volte lo stesso valore,

e quindi ¢ semplice.

Fig. 2.1. La cissoide

Esempio 2.2. Curve piane in forma polare. Consideriamo la seguente curva
piana in forma polare (nota come spirale logaritmica3):

p=ae 0eR,

dove a,b sono parametri positivi. Scriverla esplicitamente in forma parametrica
r(t) e calcolare 7/ (¢).

a. Dimostrare che ¢ una curva regolare, non chiusa, semplice.

b. Dimostrare che se si esegue nel piano (z, y) una dilatazione di coefficiente
k, la curva che si ottiene a partire dalla spirale logaritmica puo essere ruotata di un
angolo opportuno in modo da portarla a coincidere esattamente con quella di
partenza. Inoltre, esistono infiniti numeri &k positivi per i quali la dilatazione di
coefficiente k della spirale logaritmica la porta a coincidere con quella di partenza
(senza bisogno di ruotarla).

3 Questa curva fu molto studiata da Jakob Bernoulli (1654-1705), che la chiamo "spira
mirabilis" per le sue proprieta sorprendenti. In questo esercizio vedremo una di queste
proprieta, quella espressa dal punto .
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a. Ricordiamo che assegnare una curva piana in forma polare

p= 1), pervel,
¢ un modo sintetico per affermare che la curva ha equazioni parametriche

z = f(¥)cos?
{y = F(eing T EL

Geometricamente, possiamo pensare la curva tracciata da una penna posta su un
braccio che ruota attorno all'origine a velocitd costante (in modo che il tempo ¢
coincida con l'angolo ); mentre il braccio ruota, la penna si sposta lungo il
braccio in modo da essere a distanza f(J) dall'origine nell'istante . La
rappresentazione polare ¢ particolarmente adatta per linee chiuse che girano
attorno all'origine (circonferenza, ellisse...) e per curve a spirale, ma pud essere
usata anche in altri casi.

Nel nostro esempio, l'equazione polare si traduce nella seguente equazione
parametrica:

r(9) = (p(9)cosd, p(9)sind?) = (ae’’cos?, ae’’sind) per ¥ € R.
Calcoliamo quindi:
r'(9) = (ae" (beosy — sind), ae™ (bsind + cosd)).
E' utile anche osservare che, posto
p(9) = ae siha p/ (W) = abe®.

La curva & regolare perché ¢ di classe C? e inoltre (p(¥9), p'(¢9)) # (0,0) V9.
Questo ¢ il modo piu veloce di verificare la regolaritd per una curva assegnata in
forma polare, e dipende dal fatto che si ha, in generale (v. [BPS2], cap.2, §3.5),

I’ (9)|* = p(9)* + p' (9)°.

La curva ¢ semplice e non chiusa perché p(J) & una funzione strettamente
crescente, quindi al crescere di ¢ il punto r(¢) si allontana strettamente
dall'origine: percio la curva non puo né richiudersi né autointersecarsi.

b. Eseguiamo nel piano una dilatazione di coefficiente k > 0; questa
trasformera la curva in quella di equazione polare

o = kae® perd e R.

Eseguiamo ora nel piano una rotazione di angolo ¥y (con ¥y da determinarsi). Di
nuovo, si studia bene l'effetto della rotazione usando la forma polare. La curva (gia
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dilatata) si trasformera in quella di equazione polare
p= kae!®%) per 9 € R.
D'altro canto: |
kaet@=%) = (ke“w‘)) (aebﬁ) = qe®?

pur di scegliere

Yy = -;—logk,

quindi questa rotazione dell'angolo riporta la spirale a sovrapporsi a quella di
partenza.

Fig.2.2. Spirale logaritmica

Infine, osserviamo che se eseguiamo una dilatazione di un fattore
k= e, pern € Z,

l'esito della dilatazione ¢ la curva
p= e2nmh aebﬁ — aeb(19+2n7r) perﬁ eR

che col cambio di parametrizzazione ¥ = ¥ + 2nm,? € R risulta la stessa curva
di partenza. (Si rifletta sull'importanza del fatto che il parametro ¥ varia in tutto R
e non in un intervallo limitato). Notare che il parametro ¥’ si pud ancora pensare
come angolo di rotazione rispetto ai medesimi assi, essendo stato incrementato di
2nm, in altre parole la curva ha lo stesso sostegno di quella di partenza.
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Esercizi

2.8. Scegliere "Vero" o "Falso" per ciascuna delle seguenti affermazioni. Si
raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.
Sia 7y una curva parametrizzata da r : [a,b] — R™. Allora:
Si dice che «y ¢ chiusa se a = b.
Si dice che 7y ¢ regolare se r € C1([a, b]).
Se 7y & regolare, 7’'(t) & un vettore tangente alla curva per ogni .
Se 7 ¢ una curva semplice, certamente non ¢ chiusa.
Se una delle componenti di v & z(t) = €', allora la curva ¢ semplice.
Si dice che y ¢ chiusa se r(a) = r(b).
Si dice velocita scalare la quantita |/ (¢)].
Se |r(t)] = 1 allorar(t) - r'(t) = 0.
Si dice che v ¢ regolare se r’ # OVt € [a, b].

SN0 TN S /0 =R

2.9.  Siay la curva piana di equazioni parametriche

{ x = cost + tsint Y

y = sint — tcost

a. Stabilire se la curva -y ¢ continua, chiusa.

b. Calcolare il vettore derivato e il suo modulo, semplificando le espressioni
trovate.

c. Stabilire se la curva ¢ regolare, precisando in caso contrario i punti non
regolari.

2.10.% Coniche in forma polare. Dimostrare che la curva descritta
dall'equazione polare

ep

p= 1 — ecost?’

dove €, p sono parametri positivi e 9 varia nell'intervallo in cui il secondo membro
¢ definito e positivo, ¢ una conica, e precisamente:

un'ellisse see <1
una parabola see =1
un'iperbole  see > 1.

Lo stesso vale per I'equazione polare

Ep

p= 1+ ecos??’
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2.11.  Sia+y la curva piana di equazione polare
. ofV
p=sin’| 5 perd € [0, 27].

a. Scrivere le equazioni parametriche diy.

b. Stabilire se la curva ¢ continua, chiusa.

c. Calcolare il vettore derivato e il suo modulo, semplificando le espressioni
trovate.

d. Stabilire se la curva & regolare, precisando in caso contrario i punti non
regolari.

2.12. Siay la curva piana di equazione polare
p =2+ cosd perd € [0,7].

a. Scrivere le equazioni parametriche di .

b. Stabilire se la curva ¢ continua, chiusa.

c. Calcolare il vettore derivato e il suo modulo, semplificando le espressioni
trovate. :
d. Stabilire se la curva ¢ regolare, precisando in caso contrario i punti non
regolari.

2.13. Siay la curva piana di equazioni parametriche

x =te!
{y _t-pe 1€

a. Stabilire se la curva ¢: continua, chiusa.

b. Calcolare il vettore derivato e il suo modulo, semplificando le espressioni
trovate.

c. Stabilire se la curva ¢ regolare, precisando in caso contrario i punti non
regolari.

2.14.% Sia «y la curva piana (detta sestica di Cayley*) di equazione polare

p = cos® (g) per ¥ € [0, 37].

4 Se si scrive l'equazione cartesiana di questa curva si trova un'equazione del 6° ordine,
da cui il nome di sestica. Questa curva fu studiata per primo da MacLaurin nel 1718. Il
nome di "sestica di Cayley" fu attribuito alla curva nel 1900.
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Scrivere le equazioni parametriche di~y; stabilire se la curva &: continua,
chiusa; calcolare il vettore derivato e il suo modulo, semplificando le espressioni
trovate; stabilire se la curva ¢ regolare, precisando in caso contrario i punti non
regolari.

2.15.% Sia ~ la curva di equazioni parametriche

x = tcost
y=tsint t € [0,2n]
z = t?

Stabilire se la curva ¢ continua, chiusa; calcolare il vettore derivato e il suo
modulo, semplificando le espressioni trovate; stabilire se la curva & regolare,
precisando in caso contrario i punti non regolari; scrivere il versore tangente.

2.16.% Si consideri la curva piana (detta trattrice®) di equazioni:

gt = (a(t — tanht), ﬁ) pert € R,
dove a € un parametro positivo.

a. Si dimostri che la curva ¢ continua, non chiusa, semplice, regolare a tratti
con un unico punto singolare, e dotata di un asintoto.

b. Si scriva l'equazione della retta tangente alla curva nel generico punto Py
della curva, si consideri il punto P, di intersezione di questa retta con l'asse z, e si
calcoli la lunghezza del segmento P, P, verificando che questa lunghezza &
costante (questa ¢ la proprieta caratteristica della trattrice).

[Suggerimento: scrivere l'equazione della retta tangente nel generico punto
della curva nella forma a(u) = r(t) + ur’(t) dove u & il parametro sulla retta e ¢ si
pensa fissato; poi esprimere il funzione di ¢ il punto di intersezione di questa retta
con lasse z, e calcolare in funzione di ¢ la distanza tra questo punto e r(¢). Il
risultato dev'essere indipendente da ¢].

5 Questa curva fu introdotta da Claude Perrault nel 1670, e studiata in seguito da Isaac
Newton nel 1676 e da Christian Huygens nel 1692. La sua proprieta interessante ¢ quella
espressa nel punto b dell'esercizio. Inoltre, la superficie di rotazione che si ottiene facendo
ruotare questa curva attorno all'asse y ¢ detta pseudosfera, ed & un oggetto importante nella
geometria differenziale delle superfici.
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2.17.% Si consideri la curva (detta Lemniscata di Gerone® o Gerono)
r(t) = (cost, sintcost) per ¢ € [0, 27].

Stabilire se la curva ¢ continua, chiusa, semplice, regolare.

2.18.% Si consideri la curva (detta Chiocciola di Pascal’)
r(t) = ((1 + acost)cost, (1 + acost)sint) per t € [0, 27]

dove a & un parametro positivo8. Stabilire, al variare del parametro a > 0, se la
curva ¢ continua, chiusa, semplice, regolare.

6 Curva studiata da Camille-Cristophe Gerono (1799-1891).

7 Curva studiata originariamente da Albrecht Diirer bel 1525, riscoperta
successivamente da Etienne Pascal (padre di Blaise Pascal).

8 Questa equazione parametrica sembrerebbe immediatamente traducibile in forma
polare p = 1 + acost. Tuttavia si osservi che quest'ultima quantitad pud diventare negativa
se a < 1, contro il significato geometrico di equazione polare.
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Soluzioni §2.1
2.1. b.
2.2.
a C; b. A; c G d B; e C
2.3.
a 0 b —j ¢ O d -k
e —j f 1 -1 h 0
2.4,
z =1+ 2cost z =1+ 2cost
{y=251nt t € [0,2n] b. {y:—Zsint t € [0,4]

Si noti che, rispetto alla parametrizzazione del punto a, abbiamo sostituito ¢ con —¢ per
invertire il verso di percorrenza, e abbiamo raddoppiato l'intervallo del parametro per fare
due giri. :

r=1-—2t
{y=2+t t € [0, +00)

La semiretta si costruisce in forma vettoriale ponendo

r(t) = (1,2) + t[(=1,3) — (1,2)] cont > 0

z = 2+ 2cost

d. {y:1+351nt t €[0,2n]
z = 3cost r 3

e. {y:3sint te[2,27r]

Prestare attenzione all'intervallo dei parametri.

=1+t
f {y:2_3t te0,1]

I segmento si costruisce in forma vettoriale ponendo
r(t) = (1,2) +t[(2,-1) — (1,2)] con t € [0,1]
2.5. Si ha:
r'(t) = (—sint, cost, 1);

r(t) - ' (t) = (cost, sint, t) - (—sint, cost, 1) = —sintcost + sintcost + t = t;
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i i k
r(t) x r'(t) = | cost sint ¢ | = (sint — tcost, —cost — tsint, 1)
—sint cost 1

[£(t) x (8)] = 1/ (sint — teost)? + (—cost — tsint)? + 1 =

= +/sin2¢ + t2cos2t — 2tsintcost + cos?t -+ ¢2sint + 2tsintcost + 1 = /2 + 12

Infine, il prodotto misto r(¢) - (r(t) x r/(¢)) & ovviamente nullo perché due dei tre vettori
sono uguali tra loro, quindi in particolare paralleli.

t
(Rcos (—2—;—> ; Rsin(%rzz) ) , pert € R,
Velocita e velocita scalare:

y(t) =1r'(t) = R%g (—sm(?),cos(%ﬁ»;

2.6. Si ha:

i

r(t)

Accelerazione e accelerazione scalare:

co-ct0-2(3) (<o) ()

la(t)] = R(%ﬁ)z-

2
Notiamo che a(t) = — (2%) r(t).
2.7. Siha: 7' (t) = (R(1 — cost), Rsint),

r"(t) = (Rsint, Reost), | (t)] = R.

L'accelerazione scalare vale R.
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2.8.

a. Falso (confrontare con la domanda f)

b. Falso. Manca la richiesta 1’ (t) # 0Vt

c. Falso. E' vero solo se 7/(t) # 0 V¢ (in quanto il vettore nullo non pud dirsi tangente
a una curva, dal punto di vista geometrico).

Vero. Si dimostra derivando l'identita 1 = r(¢) - ().

Falso. Si confronti con la domanda b: questa volta ci si ¢ dimenticati di richiedere
che innanzitutto dev'essere r € C'([a,b]) (ipotesi senza la quale la richiesta r’/(¢) # QVt
non ha neppure senso).

d. Falso. Ad esempio, la circonferenza ¢ semplice e chiusa.

e. Vero. Infatti €%, e quindi r(¢), non assume due volte lo stesso valore
/. Vero.

g. Vero.

h.

i

2.9.

a. Sia r(t) = (cost + tsint, sint — tcost). Le componenti di r(¢) sono funzioni
continue, quindi la curva € continua.

r(—m) = (-1, —m);r(7) = (=1,n) # r(—m), dunque la curva non ¢ chiusa.

b. r'(t) = (tcost, tsint); |r'(t)| = |¢].

c. r'(t) = 0pert =0, ciog inr(0) = (1,0).
Il punto (1,0) ¢ l'unico punto singolare della curva.
2.10.  Riscriviamo l'equazione nella forma
p — epcost) = ep

e quindi passiamo alle coordinate cartesiane, ricordando che p = /22 + 32 e pcosd = z.
Si ha:

Va2 +y? =e(z+p)
e, per z > —p, z? +y? =& (a* + 2pz + p?)

2?(1 —€?) + y* — 2pe’z — e*p? = 0.

Questa ¢ una curva algebrica di secondo grado, quindi una conica. Osservando la parte
di secondo grado si osserva che per 0 < & < 1 si ha un'ellisse (coefficienti di z? e y?
concordi), per € > 1 un'iperbole (coefficienti di 22 e y? discordi), per € = 1 si ottiene

Y2 —2pz — p* =0,
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che ¢ una parabola. Notiamo che nel caso dell'iperbole si trova un ramo solo, come

suggerito dalla limitazione z > —p.
L'equazione p = 12— si tratta allo stesso modo: in questo caso si ha

1+e€cos
Vo2 +y? =¢e(-z+p)

e, per z < p, elevando al quadrato si trova un'equazione con la stessa parte di secondo
grado del caso precedente.

2.11.
x = sin?(2)cosy
. J € |0, 27].
¢ {y = sin®(%)sind per # € [0, 2}
b. Lacurva ¢ continua, ¢ chiusa: r(0) = r(2m) = (0,0).
e r{d) =
= (sing cos —g cosd) — sin® ( g) sind, sing cosg sing + sin? (g) cosz‘})
0 0
/ — o _ 3.
o) = sm<2>cos<2>,
0.6
0.4
0.2

Fig. 2.3. La curva dell'esercizio 2.11.

[’ (9)] = V 0(19)2 +P’(19)2 = \/sin“(g) -+ sin? (g)cos2(g> =

sin(—)! =0perd =0,9 = 2m.
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d. Lacurva non & regolare, ha un punto singolare in r(0) = r(27) = (0,0).

2.12,
z = (2 + cos)cosv
“ { y = (2 + cos¥})sind
b. Lacurva & continua, non chiusa perché z(0) = 3; z(7) = —1.
& 7' (9) = (—2sind — sin29, 2cosd + cos299);

' (9)| = /5 + 4(sindsin29 + cosIcos219) =

=v/5 + 4c0s(20 — 9) = /5 + 4costd # 0 V0 (perché 5 + 4cosd) > 1)

d. La curva ¢ regolare in quanto il suo vettore tangente ¢ sempre definito e mai nullo.

i
\

Fig. 2.4. La curva dell'esercizio 2.12

2.13.
a. Lacurva & continua, non ¢ chiusa: z(0) = 0, z(1) = e~ L.
b. () =et(t-1)(-1,3 - t)

)] =1 —t)y/1+ (3-1) =
et (1 — )Vt —6t+10=0pert = 1.

c. Lacurva non & regolare, ha un punto singolare r(1) = (e™1,0).
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2.14.

z = cos® (%) cost
{ y = cos® (2)sind &R an

La curva ¢ continua perché le due funzioni componenti sono continue; chiusa perché
f(o) = (LO)aZ(?’ﬂ-) = (1,0)

J 9 J 0 J 9
—cos?| = )sin— —cos? [ = Vsin®. —cos?( = )sin—si (2 —
( cos <3>sm3c0519 cos (3)51m9, cos (3>sm351m9+cos (3)00819)

9 o 9 s
= cos? (}2) (—sin—cosz‘}——cosgsim‘}, ——sin—?;sinﬂ + cosgcosﬁ) =

3 3
J 4 4
—en2 [ YN a2 =
= coSs <3)< sm(gﬁ),cos(gz‘}))
J ¥ 7 3
/ = 2 — = = T =
I’ (¢)] = cos (3) Oper3 2+k7r, 9 5

La curva non & regolare nel punto r(27) = (0,0).

Fig. 2.5. La sestica di Cayley, esercizio 2.14

2.15.  Lacurva ¢ continua perché le 3 componenti sono funzioni continue;
non & chiusa perché ad esempio z(0) = 0 e z(27) = 472

r'(t) = (cost — tsint, sint + tcost, 2t)
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|7’ (t)| = v/ 1+ 5t2 # 0 per ogni t,
percio l'arco di curva ¢ regolare.
_ (cost — tsint, sint + tcost, 2t)
V14512 '

2.16. a. Sivede che le componenti della curva sono funzioni continue (cosht # 0
V1), percio la curva ¢ continua. Per ¢ — o0 si ha:

z(t) ~ at — oo, y(t) — 0.

vers(r'(t))

Questo mostra che la curva ha l'asintoto y = 0, ¢ mostra anche che non ¢ chiusa.

Calcoliamo
e (1 _eorany  sinht ) 5, _ sinht
7)) = a(l (1 — tanh®t), cosh2t) = a(tanh t o)

Notiamo che 7' € C(R), percid r € C1(R), e '(t) = 0 < ¢ = 0. Quindi la curva & regolare
a tratti, con l'unico punto singolare (0) = (0, a).

Poiché z/(t) = tanh?t > 0Vt, la componente z(¢) & strettamente crescente, percid non
ripete i suoi valori; a maggior ragione la curva ¢ semplice.

b. Laretta tangente alla curva nel suo generico punto (a(t — tanht), co"m) ¢:

a sinht
= t——tnht,——-——) tanh?t, —
(w(w), y(w)) (a( anht) cosht T u( e cosh2t>
. { z(u) = a(t — tanht) + utanh?t

cio¢ . sinhiF

y(u) = Cosit — Yeosh2t
che interseca l'asse z per y(u) = 0, cio¢

a sinht a cosh®*  cosht

cosht  CcoshZt "7 Coshi sinht - sinht

e quindi
h
z = a(t — tanht) + a%ﬁ%tanhzt = at — atanht + atanht = at

Dunque il punto di intersezione tra la tangente e l'asse z ¢ (at,0) e la lunghezza L del
segmento di tangenza ¢

I? = (at — atanht — at)? + (

2 1
_ 2 2 _ 2
cosht) - (tanh bt cosh2t) -

quindi ¢ costante.
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- -2 2

Fig. 2.6. La trattrice, Esercizio 2.16.

Q o o o
T . mn s
LS S

1 4
Fig. 2.7. La proprieta caratteristica della trattrice.
2.17.  La curva ¢ ovviamente continua. E' chiusa perché r(0) = r(27) = (1,0). Per
vty = 3.

capire se & semplice 0 no, osserviamo che, per t € [0,27],cost = 0 per t; =
Per questi due diversi valori del parametro si ha

r(t1) = r(t2) = (0,0)
percio la curva non ¢ semplice (passa due volte dall'origine). Calcoliamo
r'(t) = (—sint, cos’t — sin’t) = (—sint, cos2t).

La curva & di classe C?, 2/(t) = 0 per t = 0, , 2 valori per cui si ha y/(t) = 1, percio r/

non si annulla mai, e la curva & regolare (v. fig. 2.8).

0.4

0.2 r

Fig. 2.8. Lemniscata di Gerone, Esercizio 2.17.

2.18.  Lacurva & ovviamente continua e di classe C!. E' chiusa perché
r(0) = r(2m) = (1,0).
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* Se0<a<1sihal+ acost > 0 e lacurvaha equazione polare

p =1+ acosd per v € [0, 27]

In questo caso o = —asind

|7 (9)| = \/ (1 4 acost)?® + a?sin?9 = /(1 + a?) + 2asind.

Questa quantitd & strettamente positiva se a < 1, perché 'equazione

1+ a?
2a

sint = —

non ha soluzioni in quanto %‘ﬁ >1 per a € (0,1). Quindi la curva & regolare se

O<a<xl.
Sea =1siha

|7 (9)] = /2(1 + cos¥) = 0 per ¥ = ,

e il punto r(m) = (0,0)

¢ singolare.

Per 0 < a < 1, inoltre, poiché p > 1 e ¥ fa un solo giro intorno all'origine, la curva non
puo intrecciarsi, percid ¢ semplice.

*+ Sea > 1 ¢ancora vero che

I ()| = /(1 + a?) + 2asint

(anche se t non ha piu il significato di angolo con l'asse z) e |r/(t)| # O per ogni t (per la
stessa ragione di sopra), percio la curva ¢ regolare.
In questo caso pero la curva non € semplice in quanto I'equazione

1
1+ acost = 0, cost = ——,
a

per a > 1 ha due soluzioni distinte in [0, 27],

1 1
t; = arccos| —— |, ts = 2m — arccos| ——
a a

e per questi due diversi valori del parametro & r(t) = (0, 0), ossia la curva passa dall'origine
due volte.

Riassumendo:

La curva ¢ sempre continua e chiusa.

La curva ¢ regolare per ¢ # 1, ha un punto singolare per a = 1.

La curva ¢ semplice se 0 < a < 1, intrecciata se @ > 1.
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I tre grafici di seguito illustrano le tre situazioni:

—05 JS

Fig. 2.9. Chiocciola di Pascal per a = 0.5. Semplice e regolare

0 /\
0.5 1 1.5
-0.5
-1

Fig. 2.10. Chiocciola di Pascal per ¢ = 1. Semplice e non regolare

1.5
1
0.5 1.5 2 2.5

Fig. 2.11. Chiocciola di Pascal per a = 2. Intrecciata e regolare

i

o




2.2. Lunghezza di un arco di curva
e integrali di linea di prima specie

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 2, §4, 5.
Linguaggio e notazioni per gli integrali di linea di prima specie

2.19.% Quali delle seguenti scritture possono indicare correttamente un
integrale di linea di prima specie? Per ciascuna scrittura, dire se ¢ corretta o
scorretta, nel secondo caso spiegando con precisione perché.Si raccomanda di
rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.

b
i / FOr ()dt
b, /ﬂmmmw

b

c (Lf@@DM@W“
d. /f ds

b
3 /ﬂMﬂmw

2.20.% Quali delle seguenti scritture possono indicare correttamente la
coordinata y del centroide di una linea materiale omogenea ? Per ciascuna
scrittura, dire se ¢ corretta o scorretta, nel secondo caso spiegando con precisione
perché. Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le
successive.

1/,
a. : Ye=7 [ ur (t)dt

1 b
b v=1 [ vir ol
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1 b
c. v =1 [ v @l
1
. ==
d. Y L/;ys
e, %A ()| (2)|dt

2.21.% Quali delle seguenti scritture possono indicare correttamente il
momento d'inerzia rispetto all'asse y di una linea materiale omogenea - di massa
m? Per ciascuna scrittura, dire se ¢ corretta o scorretta, nel secondo caso
spiegando con precisione perché. Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda
prima di leggere le successive.

a. I——/ (t)|dt

m b
b 1= 7 [0+, ol ol
c. I:%[y(:cz—i-zZ)ds
b
d =2 / () + ()] (8)dt
b
e. I= Zg—/a [22(t) + 22 ()] | (¢)|dt

Curve rettificabili

2.22.% Scegliere "Vero" o "Falso" per ciascuna delle seguenti affermazioni.
Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.

Sia y una curva parametrizzata da r : [a, b] — R™. Allora:

a. Se ¢un arco di curva continua, certamente +y € rettificabile.

b. Sidice che -y & rettificabile se f |7’ (t)|dt & finito.
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c. Sey ¢ un arco di curva regolare a tratti, allora ¢ rettificabile.

d. Esistono curve rettificabili non regolari a tratti.

e. Esistono curve continue non rettificabili.

f Se una curva ¢ rettificabile ma non & regolare a tratti, non & possibile
calcolarne la lunghezza.

g Seuna curva ¢ regolare a tratti, la sua lunghezza ¢ uguale a f |7 (t)|dt.

Esempi svolti

Esempio 2.3. Si calcolino la lunghezza e il momento d'inerzia rispetto all'asse z
dell'elica cilindrica® omogenea di massa m descritta dalle equazioni parametriche:

z = Rcos?
y = Rsind 9 € [0,27]
= by
2

R, h sono parametri positivi.

Calcoliamo anzitutto il vettore derivato, e quindi I'elemento d'arco:

h
"(9) = | —Rsin? 9 .
r' (9) < RsinY, Rcos ’27r>’

2
ds = |r'(9)|do = \/ B2 + 4h—dz9.

Possiamo ora calcolare la lunghezza

2 h2 \/_—___
= 2 L = 2 2
L= /ds / \/R +4ﬂ_2d19 2mi | R —6-4:71_2 2rR)* + h

Si osservi il significato geometrico della formula trovata: 27 R ¢ la lunghezza della
circonferenza di raggio R, su cui si proietta l'elica, vista dall'alto; h ¢ il "passo"
dell'elica, cio¢ la distanza in verticale tra due spire successive. Il risultato trovato
ci dice che una spira di elica ¢ lunga come l'ipotenusa di un triangolo rettangolo
che ha per cateti la circonferenza rettificata e il passo dell'elica.

9 Tra le curve nello spazio tridimensionale, questa & una delle pill semplici ed
importanti. Si pud caratterizzare come l'unica curva dello spazio (assieme alla retta e alla
circonferenza, che si possono vedere come eliche degeneri, rispettivamente per R = 0 e per
h = 0) ad avere curvatura costante. (Per la definizione del concetto di curvatura, si veda il
testo [BPS2], cap.2, §6.1).
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Veniamo al momento d'inerzia. Si chiede di calcolarlo rispetto all'asse z,
percio la formula da usare ¢é:

_m 2 ; _
I_LL(y +2%)ds

- ———m—-—-——/% (stinzﬁ + i’2—192> \/ R2 + L
27/ R? + ;ﬁ% 0 4m? 4dm?

92 3
:m 7TR2+h__(2L) = 1m lR?_l_th )
47?2 3

o 2 3

Fig. 2.12. L'elica cilindrica, Esempio 2.3.
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Esempio 2.4. Si consideri I'arco di curva y parametrizzata in forma polare da:
p=1+4cosd, V€[]

a. Stabilire se ¢ l'arco di curva € continua, chiusa, regolare, determinando gli
eventuali punti non regolari.
b. Calcolare l'integrale di linea di prima specie:

/IyIdS-
¥

a. La curva ¢ chiusa perché p(+m) =0 (ai due estremi la curva passa
dall'origine).
Possiamo usare la formula per il calcolo dell'elemento d'arco valido per una

curva in forma polare:
ds = \/ p + p'%dd.

Calcoliamo percio p' = —sind e quindi
ds =1/ p? + p'’dV = \/(1 + cost))? + sin20) = /2(1 + cosd)dd.
Percio la curva ¢ regolare tranne che per cost = —1, cio¢ per ¢ = =£.

L'origine (corrispondente a ¢ = £7) ¢ l'unico punto non regolare della
10
curva.

b. y = psinY = (1 + cosd)sind, perciod

/|y{ds - / (1 + cos®)sind|+/2(1 + cosd)dd =
¥ -7
=22 / (1 + cos®)* %sinddv) =
0
[cos?) = t; —sinddV = dt;t € [1,—1]]

_ 2\/5/_11(1+t)3/2dt _ 2\/5[3(1+t)5/2]1_1 —2v2-2av2=2

10 Notiamo che questa curva & una chiocciola di Pascal (v. Esercizio 2.18), del tipo non
regolare.
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1
é
g

-1

Fig. 2.13. La curva dellEsempio 2.4.

Esempio 2.5. Calcolare la lunghezza e le coordinate del centroide dell'arco di
curva omogenea (catenariall) di equazione

y=Chz z €[-1,1].

Trattandosi di una curva piana che ¢ grafico di una funzione di una variabile
y = f(x), applichiamo la formula per il calcolo dell'elemento d'arco

ds = \/1+ f'(z)’dz,

ds = +/1+ Sh?zdx = Chz dz.

percio essendo y' = Shz,

Quindi la lunghezza é:

1 1
L= / Chzdz = 2 / Chzdx = 2[Shz]) = 2Sh1.
-1 0

Il centroide ha coordinate (z., y.), dove z, = O per simmetria, mentre

1 1! 1!
¢ == ds = —— Chz - Chz dx = — h2 =
Y, L/7y s 25h1 )., x rdz Shl,oc zdz

11 Si pud dimostrare che questa curva, o meglio la curva pill generale aChbz, descrive
la forma di una fune pesante appesa per le estremita. Questa proprieta fu messa in luce per
la prima volta nel 1669 da Joachim Jungius. Il nome "catenaria" fu introdotto, proprio per
questa sua proprieta, da Huygens.
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- Chl + ——
o Shi 2 *

Shl

1 [thcmm}l 1 Sh1Ch1+1_1< 1)
2 2 '

= Shl

0.5 1

Fig. 2.14. La catenaria, Esempio 2.5

Esempio 2.6. Una curva rettificabile ma non regolare a tratti. Mostriamo un
esempio esplicito di arco di curva continua che risulta rettificabile pur non essendo
regolare a tratti. La curva, che ¢ un grafico di funzione, y = f(z) con z € [0, 1], si
definisce bene con una costruzione geometrica iterativa.

Definiamo prima f(z) in [O, l], come la funzione che ha il seguente grafico

("a triangolo", con segmenti di pendenza 45°):
0.25

0.2

0.15
0.1 |

0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Poi la definiamo anche in [%, % + %] aggiungendo in questo intervallo un

grafico simile, ma dimezzato in scala:
0.25
0.2

0.15

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Poi la definiamo in [1 + 1,1 4 1 + 1] aggiungendo un altro grafico simile a
quello di partenza ma ridotto di :

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05 |

0.2 0.4 0.6 0.8 1

... procediamo indefinitamente, definendo cosi la funzione in [0, 1). Infine
poniamo f(1) = 0. La funzione risulta cosi definita in tutto [0, 1]; & facile rendersi
conto che si tratta di un arco di curva continua. Inoltre, la sua lunghezza puo essere
approssimata dalla lunghezza dei primi passi della sua costruzione: ad ogni passo
intermedio della costruzione é una poligonale, e se distendiamo i suoi lati lungo la
diagonale del quadrato che ha per lato l'intervallo [0,1], ci accorgiamo che la
lunghezza totale della curva, ossia l'estremo superiore delle lunghezze di queste
poligonali, ¢ uguale alla lunghezza della diagonale del quadrato di lato 1:

L=1+/3

0.25

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Questa curva d'altro canto non é regolare a tratti, perché l'intervallo [0, 1] pud
essere suddiviso in un numero infinito, ma non in un numero finito, di
sottointervalli su ciascuno dei quali la curva ¢ regolare. Ecco quindi una curva non
regolare a tratti ma rettificabile. Per questa curva la lunghezza si ¢ calcolata
appellandosi direttamente alla definizione.

Per chi ¢ curioso, una definizione analitica della funzione ¢ la seguente. Si
definisce prima, per ogni € R, la funzione "madre"

1—|z—1| seze]0,1]
=J 2 2 '
9(z) { 0 altrimenti
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e poi si pone, per z € [0, 1]:

Esercizi

Lunghezza di un arco di curva, parametro arco

2.23.% Si consideri la cicloide!?:
r(t) = (R(t — sint), R(1 — cost)),t € R.

a. Si verifichi che ¢ una curva regolare a tratti, e si individuino i punti
singolari.

b.  Si calcoli la lunghezza dell'arco di cicloide che si ottiene per ¢ € [0, 27].

c. Siriparametrizzi l'arco di curva per ¢ € [0, 7] mediante il parametro arco.

2.24.% Calcolare la lunghezza dell'arco di spirale logaritmica, espressa in
forma polare da:

p= ae®? perd € [—’190,’190],

in funzione dei parametri positivi a,b,¥y. Quindi scrivere le equazioni
parametriche della curva mediante il parametro arco.

2.25.% Calcolare la lunghezza dell'arco di trattrice!3:

a "
r(t) = (a(t — tanht), a)—sfﬁ) pert € [0,T7,

in funzione dei parametri positivi a, T'. Quindi, riparametrizzare la curva rispetto al
parametro arco, per ¢t > 0.

12 La cicloide si puo definire come la curva tracciata da un punto fisso su una
circonferenza che rotola lungo una retta (pensare ad esempio alla linea tracciata da un punto
su una ruota di bicicletta in movimento). Il nome "cicloide" fu introdotto nel 1599 da
Galileo.

13 Gia incontrata nell'esercizio 2.16.

14 L'epicicloide si pud definire come la curva generata da un punto di una circonferenza
che rotola sulla superficie esterna di un'altra circonferenza. I termine viene usato
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2.26.% Si consideri la famiglia di curve dette epicicloidil4, definite da:
r(9) = (acos? — cos(ad?), asind — sin(add))

dove a>1 ¢ un parametro reale. L'intervallo in cui varia ¢ va scelto
opportunamente in dipendenza da «. Infatti:

a. Dimostrare che se « & razionale la curva ¢ chiusa.

b. Se a € un intero > 2, determinare il minimo 7" > O per cui la curva per
t € [0,T] & chiusa.

c. Nelle ipotesi del punto precedente (« intero > 2 e 7" scelto in modo che la
curva sia chiusa e semplice), mostrare che la curva ¢ regolare a tratti e determinare
i suoi punti singolari. Quanti sono?

d. Nelle ipotesi del punto precedente, calcolare la lunghezza dell'arco di
curva. [Suggerimento: si pud riutilizzare parte del calcolo fatto nell'esercizio 2.23
sulla cicloide].

2.27. Siconsideri la famiglia di curve dette ipocicloidil®, definite da:

r(9) = ((a — b)cosd) — beos < (a - b) 19) , (@ — b)sin? + bsin<<a - b)é‘))

dove a,b sono parametri reali. In questo esercizio supporremo per semplicita che
a,b siano interi positivi primi tra loro, a > b. Sotto queste ipotesi, le funzioni
z(t), y(t) sono periodiche di periodo 27b.

a. Nelle ipotesi precedenti, mostrare che l'arco di curva (chiusa) per
t € [0,27b] & regolare a tratti e determinare i suoi punti singolari. Quanti sono?

b. Calcolare la lunghezza dell'arco di curva per ¢ € [0, 27b]. [Suggerimento:
si puo utilizzare un calcolo simile, ma non identico, a quello fatto nell'esercizio
2.23 sulla cicloide].

tradizionalmente anche per indicare ad es. la traiettoria della Luna rispetto al Sole (dal
momento che la luna ruota intorno alla terra, che ruota intorno al sole), o la traiettoria di un
pianeta rispetto alla terra. Tuttavia queste traiettorie non sono epicicloidi secondo questa
definizione matematica, ma epitrocoidi.

I5 L'ipocicloide si pud definire come la curva generata da un punto di una circonferenza
che rotola sulla superficie interna di un'altra circonferenza.

16 Daremo qualche notizia su questa curva nelle soluzioni, per non anticipare qui la
proprieta caratteristica che 'esercizio vuole mettere in evidenza.

17 Come suggerisce il nome, questa curva ¢ disegnata sul cono z2 + y? = 22, anziché
su un cilindro come I'elica cilindrica.

18 Questa curva & una particolare ipocicloide. Si veda I'Esercizio 2.27 per la definizione
di ipocicloide.

19 Archimede di Siracusa ( ~ 200 a.C.) studid questa curva nel suo libro "Sulle spirali",
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2.28.% Si consideri la spirale di Cornul®

r(t) = (/Otsin(u;>du,/otcos<%2>dv) pert € R.

Riparametrizzare questa curva mediante il parametro arco. Calcolare quindi la
quantita

" (s)]

(cio¢ la curvatura della curva). Ripetere l'esercizio per la spirale di Cornu
generalizzata

t un+1 t ,Un+1
r{f) = (/0 sin(n_l_l)du,‘/ocos(n_!_l)dv) pert € R

doven =1,2,3,...

Baricentri e momenti d'inerzia

2.29.% Calcolare il momento d'inerzia di una circonferenza omogenea di
massa m e raggio R che ruota attorno ad una sua retta tangente.
(Il risultato finale dev'essere espresso in funzione dei soli parametri m, R).

2.30. Calcolare la lunghezza e le coordinate del centroide del seguente arco
di elica cilindrica:

z = Rcos?
y= Rsind 9 €0, 37].
z=hi

2.31.% Calcolare il momento d'inerzia di una linea materiale omogenea
rappresentata da una circonferenza di raggio R e massa M, rispetto a un asse
passante per un punto della circonferenza e perpendicolare al piano che la
contiene.

2.32.% Calcolare la lunghezza e il centroide di una linea materiale omogenea
rappresentata dall'arco di parabola

16 Daremo qualche notizia su questa curva nelle soluzioni, per non anticipare qui la
proprieta caratteristica che l'esercizio vuole mettere in evidenza.
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y =z’ per z € [—a, al
in funzione del parametro a > 0.
Esercizi vari

2.33. Calcolare l'integrale di linea

/z3ds
%

dove ~y & l'arco di elica conical”:

x = tcost
y=tsint t¢€ [\/5, \/’;]
z =1

2.34.% Si consideri l'arco di curva parametrizzata da:

{Zj:;gfg tel-1,1].

a. Stabilire se ¢ l'arco di curva ¢ continua, chiusa, regolare, determinando gli
eventuali punti non regolari.

b. Calcolare la lunghezza dell'arco di curva.

2.35.% Si consideri l'arco di curva parametrizzata in forma polare da:

p = |sind|, per ¥ € [0, 27].

a. Stabilire se ¢ l'arco di curva ¢ continua, chiusa, semplice, regolare,
determinando gli eventuali punti non regolari.

b. Calcolare la lunghezza dell'arco di curva.

2.36.% Si consideri l'arco di curva -y parametrizzata in forma polare da:

p=1+sind, 9 €|0,n].

a. Stabilire se ¢ l'arco di curva ¢: continua, chiusa, regolare, determinando gli
eventuali punti non regolari.

17 Come suggerisce il nome, questa curva ¢ disegnata sul cono 22 + 3? = 22, anziché
su un cilindro come I'elica cilindrica.
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b. Calcolare l'integrale di linea di prima specie:

/7 12|ds.

2.37.% Calcolare la lunghezza dell'arco di curva:

z = 3tcost
y = 3tsint t € [0,5]
z =4t

2.38.% Calcolare il momento d'inerzia di una linea materiale omogenea
rappresentata da un quarto di circonferenza di raggio R e massa M, rispetto a un
asse tangente alla curva in uno dei due estremi.

2.39. Calcolare la lunghezza dell'arco di curva piana la cui equazione in
forma polare ¢:

9\ 2
b (sin§> , ¥ €[0,27].
2.40. Calcolare l'integrale di linea

/vﬁds

x = tcost
dove «y ¢ l'arco di curva: y =tsint te€[0,2n].
&=t

2.41.% Calcolare l'integrale di linea

/yds
oy

dove «y & l'arco di sinusoide y = sinz per = € [0, 7].
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2.42.9% Sia y l'arco di curva:

z = 4cost
y=4sint t € [0,4n].
z =3t
Si calcoli I'integrale di linea: / 22 ds.
Y

2.43. Si consideri una linea materiale omogenea (detta astroide!3) di
equazioni:

— 3
{” = feosd o [0, 271].

y = Rsin®¥

Si calcoli la sua lunghezza e il suo momento d'inerzia rispetto all'asse vy,
indicando con M la massa totale.

2.44.9% Si consideri ancora la linea materiale astroide dell'esercizio
precedente. Se ne calcoli il momento d'inerzia rispetto a un asse passante per il
centro e perpendicolare al piano della curva, ricordando che la lunghezza della
curvae L = 6R.

2.45.9% Si consideri la spirale di Archimede!?, descritta in forma polare da:
p = A9,

con A > 0 fissato. Si calcoli la lunghezza dell'arco di spirale costituito da n giri
completi, ossia per ¥ € [0, 2n7].

18 Questa curva & una particolare ipocicloide. Si veda I'Esercizio 2.27 per la definizione
di ipocicloide.

19 Archimede di Siracusa ( ~ 200 a.C.) studid questa curva nel suo libro "Sulle spirali",
ottenendo due risultati che per le idee coinvolte anticipano il calcolo infinitesimale
moderno: il calcolo dell'area racchiusa dal primo giro di spirale, e la determinazione della
pendenza della retta tangente in ogni punto. Archimede da di questa curva una definizione
cinematica: una retta che ha un'estremita fissata ruota uniformemente; su di essa si muove di
moto uniforme un punto. La curva descritta dal punto ¢& la spirale di Archimede. Come si
vede, questa definizione corrisponde esattamente alla nostra equazione in forma polare.
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2.46.% Sia vy la curva piana di equazione polare
p=¢e, ¥ e[-2m2n].

a. Calcolare la lunghezza della curva.
b. Calcolare le coordinate del centroide.

2.47.% Si consideri l'arco di circonferenza

\vrm 0€[03)

Calcolare le coordinate del centroide.

2.48. Si consideri la curva di equazioni:

Lo o ?<o3]

Si calcoli l'integrale di linea / (x +y)ds.
7

2.49. Siay la curva piana di equazione polare

p =cost), ¥ € [——W ﬂ-].

23

a. Verificare che ¢ una curva chiusa, continua, regolare.

b. Calcolare l'integrale di linea / ¥2ds.
9

2.50. Si consideri I'arco di circonferenza omogenea, di massa M,
z = rcost B T §
y = rsind 24|

Calcolare il momento d'inerzia rispetto all'asse y.
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2.51. Sia~ l'arco di curva:

z = Rcost
y= Rsint t € [0,7]
z = ht

(R, h costanti positive). Calcolare l'integrale di linea

/yz ds.
0

2.52.% Sia «y la curva piana di equazione polare
p =929 € [0,2n].

Dopo aver scritto le equazioni parametriche della curva e aver calcolato
I'elemento d'arco ds, calcolare la lunghezza della curva. Questa linea ¢ regolare? In
caso negativo, quanti punti singolari ha, e quali sono?

2.53.% Sia - la curva piana di equazione polare

p=2e, 9 €0,4n].

Dopo aver scritto le equazioni parametriche della curva e aver calcolato
l'elemento d'arco ds, calcolare l'integrale di linea:

/xds
oy

2.54.% Sia  la linea materiale omogenea di massa m, rappresentata dall'arco
di curva piana, grafico della funzione y = logz per = € [1, 3]. Dopo aver scritto
I'elemento d'arco ds, calcolare il momento d'inerzia di -y rispetto all'asse y.

2.55.9% Sia v l'arco di cicloide, di equazioni parametriche:

{xzt—sint

g =1 = goist t € [0, .

Calcolare l'integrale di linea:

/\/Zy—y2ds

~
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2.56.% Sia y l'arco di curva di equazione polare:
p=13%9 €0,

a. Calcolare I'elemento d'arco ds, semplificando I'espressione ottenuta.

b. Stabilire se la curva ¢ regolare, determinando in caso contrario i punti
singolari dela curva.

c. Calcolare la lunghezza della curva.

2.57.% Sia y l'arco di curva grafico della funzione
1
g = §Ch2x, z € [—log2,log2].
a. Calcolare I'elemento d'arco ds.
b. Calcolare la lunghezza di v, semplificando I'espressione ottenuta.

c. Calcolare le coordinate del centroide di v (supponendo che si tratti di una
linea materiale omogenea).
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Soluzioni §2.2.

2.19,
a. Scorretto. Manca il modulo al vettore derivato.
b. Scorretto. Poiché la variabile di integrazione ¢ ¢, sul simbolo di integrale

dovrebbero comparire gli estremi di integrazione, f:, non il simbolo +.
c. Corretto. Questo ¢ l'integrale di linea scritto in forma esplicita.
d. Corretto. Questo ¢ l'integrale di linea scritto in forma simbolica.
e. Scorretto. Questo integrale dovrebbe essere in dt, non in ds.

2.20.

a. Scorretto. Nell'integranda manca il modulo al vettore derivato; inoltre, essendo un
integrale in dt, dovrebbe comparire y(t), non y.

b.  Scorretto. Essendo un integrale in dt, dovrebbe comparire y(t), non y.

c. Corretto. Questo ¢ l'integrale che assegno y, scritto in forma esplicita.

d. Corretto. Questo ¢ l'integrale che assegno ¥, scritto in forma simbolica.

e. Scorretto. Poiché ¢ un integrale in dt, sul segno di integrale dovrebbero comparire

gli estremi di integrazione, cosi: fa , € non l'indicazione simbolica di integrale sulla curva .

2.21.

a. Scorretto. La distanza al quadrato dall'asse y non & 2, ma 22 + 22,

b. Scorretto. La distanza al quadrato dall'asse y non & z? + 42, ma 2% + 22.
¢.  Corretto. Questo ¢ il momento d'inerzia scritto in forma simbolica.

d.  Scorretto. Manca il modulo al vettore derivato.

e. Corretto. Questo ¢ il momento d'inerzia scritto in forma esplicita.

2:22,

a. Falso. Esistono curve continue non rettificabili, v. [BPS2], cap.2, §4.1, Esempio
4.4,

b. Falso. La definizione di rettificabilitd si da mediante l'estremo superiore delle
lunghezze delle poligonali inscritte, ¢ la definizione ha senso anche per curve non regolari,
per le quali /() potrebbe non esistere.

c.  Vero, questo ¢ un teorema (v. [BPS2], cap.2, §4.1, Teorema 2.4).

d. Vero, come si capisce implicitamente dalle due risposte precedenti. Non ¢
immediato costruire un esempio di questo tipo, tuttavia. Se ne fornira uno nell'Esempio 2.6.

e. Vero, v. risposta a.

f  Falso, si pud pensare di calcolarne la lunghezza direttamente dalla definizione,
anziché usando l'integrale della velocita scalare.

g Vero, questo ¢ un teorema (v. [BPS2], cap.2, §4.1, Teorema 2.4).

2.23,
a. Lacurva & evidentemente di classe C!. Si ha:

r'(t) = (R(1 — cost), Rsint);
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I ()| = RV/2 — 2cost = v/2R+/1 — cost = 0 per:
cost = 1,cio¢ t = 2km conk € Z.

I punti singolari sono r(2km) = (k27R,0) con k € Z.

b.  Calcoliamo ora la lunghezza dell'arco per ¢ € [0, 27]:

L:\/§R/ V1= costdt = \fR/Q"\/u—cost (Croosd)

14 cost
_ \/ﬁR/ |sint| dt _2V2R " sint
o v/1+co \/1 + cost

[cost = u; —sintdt = du]

U du 1
=2V 2R =2v2R = . = 8R.
/2 /_1\/1_12 V2 [2\/1+u]~1 2v/2R-2v/2 = 8R
c. Calcoliamo per t € [0, ] il parametro arco:

t
s=\/§R/ vV1—cosTdr =
0

(con i calcoli fatti sopra)

= \/§R/ \/ls—j:—:;);dT— V2R cost—\/_ = \/_R[2\/1+u]
:2\/§R(\/_-\/m>,
=V2(1-33)

4R

da cui v/ 1+ cos —\/—

2\/_R

cost = 2(1 - Z}i)Q -1

t= arccos[ (1 - éy — 1]
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e \/1 [z ] - \/ 11 3) 40~ 55|

2(1—-1%) 1-(1—&)2
¢ la parametrizzazione mediante s ¢:
ris) = R(arccos {2(1—&)2—1] - 2(1—4—E) 1—(1—-4—%)2 g— 2<1_ﬁ)2)
per s € [0,4R)].

2
1.5
1
0.5

5 10 15 20 25

Fig.2.15. La cicloide (per ¢ € [0, 87]).

2.24, Calcoliamo:

P = abe®?;

= /02 + p%d0 = \/ (aeh?)” + (abeh)’d9 = ae? /1 + BPdo.

o

Yo b0
ae”/1 + b2dd = a\/1 + b2 [%J =
-

_190

_ ay/1+b2 (ebﬂo - e"‘"")) _ 2a/1+ b2 inh(b9,).
b b °
Calcoliamo ora il parametro arco:

9 bt ? / 2
s:/o aebt\/1+bzdt=a\/1+b2[%} 29——1+—b(ew—l)

0 b
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da cui

Osservando che e = (1 + i——),
a

V14 b2
le equazioni parametriche sono quindi ora:
{ z = ae?)cost(s) = a(l + W@l%)cos[ log(l + W)]

y = ae?@sind(s) = a(l + ﬁ)sinhlog(l w m)]
per s € [0, +00).

2.25. Si ha:

inh .

nh4 inh2
'Z,(t)':a\/glnht+smht ’smht|\/T+- ]smht]

cosh4t = cosh?t cosh2t

nh
ds == / - = [alogcosht]] = alogcoshT",

Calcoliamo ora, per t > 0:

' sinh
s = / a0 g = alogcosht
g cosht

da cui

cosht = €%/9, t = SettCh(e*/*) = log(es/“ + v e2sla — 1)

2s/a __
tamih = Verle—1 — /1 — e-2/a

esla
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r(s) = (a (IOg(es/a + \/623/“ - 1) - 41— e‘2s/a),ae"s/“)

per s € [0, +00]

2.26. a Poiché cosy ha periodo 27 e cos(add) ha periodo 27/c, la funzione
z(¥) = acos? — cos(a) & periodica se e solo se il rapporto tra i periodi, cio¢ «, €
razionale?0, Lo stesso vale per la funzione y(¢). Percid quando « & razionale r(?¥) ¢
periodica e la curva ¢ chiusa.

b. Se a>2 & un intero, r(t) ¢ periodica di periodo T' = 27. La curva r(t) per
t € [0,2m] & chiusa.

c. Lacurva ¢ di classe C!. Calcoliamo:

7' (t) = (—asind + asin(ad?), acos? — acos(ar?))

' ()| = a/2 — 2sindsin(ad)) — 2coscos(al?) = a\/E\/l — cos[(a — 1)¥] = 0 per:
cos[(a — 1)I] = 1, (o — 1)¥ = 2k,

19:052{6_1,perk—0,1,2 — 2.

Ci sono « — 1 valori di ¥ € [0, 27] che danno punti singolari della curva:

2km 2k 2km . 2km . 2k
T = | acos —cos| a—— |,asin —sin| o
a-—1 a-—1 a—1 a—1 a—1
perk=0,1,2,...,a0 — 2.
d  Calcoliamo la lunghezza dell'arco di curva per ¢ € [0, 27]:

L /O%a\/g\/l ~cosl{a = 1)9] dd — [(a - 1) =td9 = __d_t_]

a\/— 2m(a—1) 2
V1 —costdt = a—l)/ V1 —costdt =

T a-1

(il calcolo di questo integrale & stato fatto nell'Esercizio 2.23 e fa 8/ \/5)

=a\/—2_~—%=8a

20y, [BPS1], cap. 2, Complementi, Esercizio 8.
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—
-

1 2
4-
wf
2r 5
JS\)]-O)

Fig. 2.16. Alcune epicicloidi, rispettivamente pera = 2,a = 3,a = 4,a = 12

2.27. a Lacurvaé diclasse CL.

a

b
bﬂ) =0per: J= aw(l +2k),perk € Z.

I (#)] = (a — b)v/24/1 +cos(

Poiché a ¢ un intero >2, i valori di k& per cui ¢ ¢ € [0,27b] si hanno per
k=0,1,2,...,a — 1. Ci sono a punti singolari della curva:

I(gw(l + 2k)) = ((a - b)cos(gw(l + 2k)> - bcos(—(a;—b)ﬂ(l + 2k)>,

a

(a— b)sin[gﬂ(l + 21@)] + bsin((a —b) 4 2k)>>

perk=0,1,2,...,a0 — 1.
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et a a b
b. L:/O (a—b)V/2 1+cos(gﬂ>dﬁ—[30—t,d19—;dt

2
= (a_b)\/ig-a V1 +costdt =
0

(il calcolo di questo integrale ¢ simile a quello fatto nell'Esercizio 2.23)

2 |sint|
=(a—b)V2b | —=———=dt=28b(a—0D).
i/ = =

Fig. 2.17. Alcune ipocicloidi, rispettivamente per (a = 3,b = 2); (b =a,b = 2);
(a=7,b=4); (a =13,b=12);

2.28. Calcoliamo

£ = (sin(§ )soos(5) ) 011

percio ¢ ¢ gia il parametro arco! La curva ¢ gia parametrizzata nel modo richiesto:
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201=(sn(2) ().

"(s)] = s.

La curvatura di questa spirale coincide col parametro arco: pill arco percorriamo, piu la
linea si incurva?!.

0.5

Fig.2.18. La spirale di Cornu (n = 1).

2l In particolare, questo significa che la linea si incurva molto gradualmente,
permettendo una transizione continua della curvatura tra la linea retta e una curva con
raggio di curvatura assegnato. Per questo motivo questa linea, detta anche clotoide, ¢
utilizzata nella progettazione di tracciati stradali e ferroviari. Invece, le due funzioni
integrali z(t¢),y(t), sono dette funzione seno integrale e coseno integrale di Fresnel, e
intervengono in ottica geometrica, nello studio di fenomeni di rifrazione.
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Caso generale, n intero > 2:

dinuovo |[r/(t)| =1et =s.

gntl ) gntl
()= (5”cos(n+ 1),—s"sm<n+1)) e |r'(s)] =s"

In questo caso la curvatura coincide con la potenza ennesima dell'ascissa curvilinea.
Fatto cio che richiedeva l'esercizio, torniamo a considerare la spirale di Cornu per
n = 1. Il grafico mostra che la curva spiraleggia attorno a due "zone limite". Se calcoliamo,

ad esempio
+0o 2 +00 2
sggrnooz(s) = (/o sin(%)du,/o cos<%>dv)

troviamo un punto le cui coordinate sono date dagli integrali generalizzati di Fresnel, che
convergono ai valori

(£:5)

(Questo fatto si pud dimostrare con metodi di analisi complessa). Percio effettivamente la
curva tende a un punto limite per s — 400 (e al punto opposto per s — —00).

2.29.  Scriviamo l'equazione della circonferenza in modo che l'asse di rotazione sia
l'asse y:

{a: = R + Rcos? 9 € [0, 2],

y = Rsind

(Infatti, 'asse y ¢ tangente a questa circonferenza).
L =2nR;ds = Rdv;

2
== / 2ds = — (R + Rcos?)?Rdd =

_ mR?
- 27TR 0

(1 + 2cos? + cos?9)dv) =

3
- §MR2

Osserviamo che per il calcolo degli integrali definiti non siamo passati attraverso la
primitiva, ma abbiamo ricordato che
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2m 2m
/ cosddd = / sindd?¥ = 0 per simmetria,
0 0
mentre
k% kT -
/ cos?9dd = / sin?9di = kZ perk=1,2,3,..
0 0

(integrale definito notevole, v. [BPS1], cap.6, §5.4, Esempio 5.24)

2.30. L = 37w/ R? + h2.
Centroide: C=10, 2—@, Stk .
3m’ 2

2.31.  Scriviamo l'equazione di una circonferenza passante per l'origine, in modo che
l'origine sia il centro di rotazione:

r(9) = (R + Rcos?, Rsind), ¥ € [0, 27]

L'asse di rotazione ¢ l'asse z, quindi la distanza del punto dall'asse ¢ la sua distanza
dall'origine nel piano (z, y):

1= [ as = o [ R( -+ cost) + sno] ao =
L 5 2TR 0

2 T

2.32. Poiché y = f(z) con f'(z) = 2=z, si ha:

ds = /1 + f'(z)dz = V1 + 4zdz;
L=/ \/1+4m2d:c:2/ V1+4dx2dr =
—a 0

M R2 27 MR2 2m 2
_ MR / 2(1 + cos?)dv = r / 2d09 = Mgf 41 = 2MR2,
0 0

!:256’ = sinhu; dzx = %coshudu]
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SettSh2a

1 SettShZa
=9 v/ 1 + sinh? - §coshudu = / cosh?u du =
0

0

_ [u + sinhucoshu] SettSh2a _ SettSh2a + 2a4/1 + 4a?
N 2 0 - 2 '

Il centroide per simmetria avra ascissa x¢c = 0, mentre

ya=%/yds=% :cz\/1+4m2da::g/ 224/ 1 + 4a?dx =
v -a 0

L

[256 = sinhu; dz = —;—coshudu]

cosh?u du.

B g /SettShZa sinhzu
Ly 4

Ricordiamo ora che ¢

U __ ,—U U —-u 2u __ ,—2u
sinhucoshu = (e g )(e el >= (e g )zlsinhZu,

2 2 4 2
percio
[ pomshy . 1 [sinh2ucosh2y — 2¢ 52
= = (sinh2u)?du = —
ve 2L/0 3 (sinh2u)"du SL[ 4 ]0

Ricordando ora che
sinh2u = 2sinhucoshu; cosh2u = cosh?u + sinh?u
si ha:

sinh2ucosh2u /y—setsh2, = 2sinhucoshu (cosh®u + sinh®u) p—

=2-2av/1+4a2(1 +4a® + 4a?) = 4aV/1 + 4a%(1 + 84?);

, fo1idd(18al)-2etSha o, /171 44%(1 + 8a?) — SettSh2a
c = = A
Sttt doryt+ 3ol 8((SettSh2a + 2a/1+ 4a?)
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N4
2.33. /z3ds = /\[ BV 2+ t2dt = [\/2 + 12 = u]
¥ 2

Fig. 2.19. Elica conica (Esercizio 2.33)

2.34.  a Lacurva é continua, non & chiusa: z(—1) = 0; z(1) = 2.

r'(t) = (2t + 3t%, 2t — 3t?)

Ir'(¢)| = ]t|\/(2 +3t)2 + (2 - 3t)% = [t|\/2(4 + 9¢2).

Quindi la curva ¢ regolare tranne per ¢ = 0, cio¢ l'origine.

b. L:/1lt|\/2(4+9t2)dt=2\/§/1t\/4+9t2dt:
-1 0

1
= %5(133/2 - 8).

3.18 o

- zﬁ[i (4+ 9t2)3/2]
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5

0.5

0.5 1 1.5 2
Fig.2.20. La curva dell'Esercizio 2.32

2.35. a Lacurva ¢ continua, chiusa.

Non ¢ semplice perché per ¢ = 0,7, 27 si ha p = 0.

{ T = |sind|cosy

= [dindlsind @ € [a2e]:

Per 9 # 0,7, 2m, |r'(9)| = 1/p? + 0% = V/sin29 4 cos?d = 1.

0.5

Fig.2.21. La curva dell'Esercizio 2.35

Nei punti ¥ = 0,7, 27 (corrispondenti all'origine) non esiste p'(¢) e quindi la curva
non ¢ regolare. Al di fuori di quel punto, & regolare.

2
b. L= / 1d¥ = 2.
0

2.36.
a. v o = costd;ds = 1/ p? + p'2dd = 1/2(1 + sind)d,

la curva ¢ continua e regolare per ¢ € [0, 7]. La curva in forma parametrica standard &
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r(9) = ((1 + sind)cosd, (1 + sim})sind?)

poiché r(0) = (1,0) e r(m) = (—1,0), la curva non ¢ chiusa.
b.  z = (14 sind)cosv, percid
™
/ lolds = / (1 + sind)cost| /2(1 T smd)dd =
¥ 0
T /2
=+/2 / (1 + sin®)*/?|cost|dd = 21/2 / (1 + sin®)*2cos¥dd =
0 0

[sind = t; cosd¥dd = dt;t € [0,1]]

_2f/ 1+t3/2dt_.2f[ 1+t5/2} 2\/5 = 4\/—_—-

-1 -0.5 0.5 T
Fig.2.22. La curva dell'Esercizio 2.36.
2.3% r'(t) = (3cost — 3tsint, 3sint + 3tcost, 4)

ds = |r'(t)|dt = /25 + 9t2dt
5
L:/ V25 + 9t2dt =
0

[315 = 5Shu; 25 + 9t* = 25(1 + Sh?u) = 25Ch%u; dt = —gChu du;Shu € [0, 3]}
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5Chu - gCh'u, du = — Ch?udu =

SettSh3 5 2 5 SettSh3
/0 3 Jo

25 [ShuChu + w15 25
o | BECHTTE — 22(34/10 + SettSh3 ).
3[ 2 ]0 7 (3V/10 -+ settshs)

2.38. Consideriamo l'arco di circonferenza:

#

descritto dalle equazioni parametriche:

xz = R + Rcos?d s
{ystimﬁ‘ e [_’ﬂ]'

ds = Rd?

L'asse di rotazione (tangente alla curva in un estremo, cio¢ l'origine) ¢ 'asse y, percid

6%(x,y) = z* = R*(1 + cost))?

2M R?

I= -A[—/j‘r/&zds = —%/ R%(1 + cos?)’Rdd = / (14 2c0s9 + cos®?)dd =
el P H

2 2
- 2 (g- + [2sin0]] + ZT—) _ MR (§w-z) :MRQG _ ﬁ)_

s s 4 Vs

o
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dd.

2.39. ds = 1/p?+ p%dd =
2

9

L= / sin—

" 2

2.40. I’ (t)| = V1 + 5tdt.
/\/st=/ tv/1+502dt = [(1+20 )3/2—1].
% 0

sing
2

’dﬁ = 2/ sintdt = 4.
0

2.41. ds = \/1+ f'(z)*dz = v/1 + coslzdz
/ yds = / sinzy/1 + cos?zdz = [cosz =
¥ 0

1 1
=/ \/1+t2dt:2/ V1 + 2dt = [t = Shu]
-1 0

SettShl
=2 / Ch*udu = [ShuChu + uS™" = /2 + SettShi.
0

2.42. r(t) = (4cost, 4sint, 3t); r'(t) = (—4sint, 4cost, 3);

ds = |’ (t)|dt = v/16sin%t + 16cos®t + 9 dt = 5 dt.

47!' t3 4
/z2 ds = / 9¢25dt = 45 [—} = 960 7°,
¥ 0 3 1o

2.43. ds = |r'(9)|d¥ = 3R]sindcosyI|d.

7r/2 1 7T/2
L=3R- 4/ sindcosddd = 12R [Esinr"z?] = 6R.
0 0
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I =—[x2ds==-MR*-4 cos'dsinddd = ~M R*.
L/, 2 0 4

1t

0.5}

Fig.2.23. L'astroide (Esercizio 2.43)

2.44. I= M / (2 +y%)ds =
L vy

(utilizzando i calcoli dell'esercizio precedente)

2m
= —6]% R?(cos® + sin®9)3R|sindcosd|dd =
0

/2
= —;—M R?.4 / (cos®d + sin®y)sindcosddy =
0

R I s 1 1 1
=92MR?|— =2MR*(=+=)==MR?
[ 5 T3 ]0 <8+8> pME

2.45. Siha:

p = A;ds = \/(A9)* + A2dY = AV/9? +1dY
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2nm
L= / A/ 9% +1d0Y = [¢ = sinht; d = coshtdt]
0

SettSh(2n7) inhtcosht -+ ¢ SettSh(2n)
= / Acosh?tdt = A F;(;S—-F—J =
0 0

= g— (2n7r\/ 1+ (2n7)* + SettSh(2n7r)).

Fig.2.24. La spirale di Archimede (Esercizio 2.45).

2.46.

a ds = \/p2(9) + p2(9) d¥ = Ve + €20 d) = ”/2do
2
L= / e?\/2d9 = v/2[e"]" = /2(X — 7).
-2

S
3

(9) = (e’cosd, e’sind)

2m
o _ 9 P _
z= L/:cds e%_e__zﬂ)/%e cost} - e ﬁdqﬁ‘_
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1 2T
S B / e?’cosy dd;

e27r _ e—27r —on

1 2m
I= 55— / e*sind? do.
€

—2:
T — 2T —on

Calcoliamo i due integrali simultaneamente col metodo della variabile complessa:

27 21 mr ' 619(2_”) 2r
/ e*cosd d + i / e*singd d = / e’ gy = , =
-2 -2 —or 241 5
e27r(2+i) 6—27r(2+i) 6477 _ 6—477 e4‘/1' _ 6—47!'
2+ 2+ 2+ 52—
percio
2 ) 2 1
/ e?cosddd = = (647T - 6”4”); / esind dy = —= (647r 6“4”)
-2 5 —or 5

e il centroide ha coordinate:

24, (52)
248. 3
2.49

2.50. M?(z_q)

2.51. 7wRhy/R?+h?

2.52.

— 92
{x—ﬁcosﬁ 9 € [0,21].

y = ¥2singd
ds = \/ f(9)* + f/(9)* d9; f(9) = 0% f(9) = 20

ds = VO + 492 dY = 9/ 92 + 4d9¢
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/ 992 +4d9 = [(192+4)3/2]%=

0

_1 [(am® + )" - £272] = —8-[(7r2 +1)"* -1].
3 3
La curva & regolare tranne per ¥ = 0; punto singolare: (0, 0).

z = 2e%cost
2.53. de0 .
- {y = 2¢sind € [04]

ds =/ F(9)* + f/(8)%d0 = /42 + 4e20d9 = 21/2 e’
4
/xds-/ 2¢e?cost - 2\/_2-619(119 4\/—/ e*?cost do.

4m 4m
/ e*cosd dd = [e¥sing])" — / 2e*’sing do =
0 0

4 47
= 2{ [e*cosd] gw — / 2¢?’costd dﬁ} =2(*"—1)—4 / e cost do.
0 0

4
Quindi: / e?costd dv = g(e87T — 1)
0

254. (z) = logz; f'(x) = i;
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b.

C.

2.56.

[m—ta:dx—tdtd % tdt’ (\/—‘/_>]

m w1 aya/2]” _
L) - F 50+ -

m[10%/2 — 2%/2]

{Vio=va+ e[}
r'(t) = (1 — cost, sint)

ds = /1 — 2cost + cost + sin?t dt = /2(1 — cost) dt

r'(t) = 0 per cost = 1, cioe per ¢ = 0, e quindi il punto (0, 0) ¢ singolare.

Vey—y?= \/2 — 2cost — (1 — cost)® = /1 — cos?t = sint
™
/\/Qy—yzds = \/5/ sinty/1 — cost dt =
g 0

=§\/§[(1—cost 3/2} \/— 2\/—__
o= 4%

ds =1/ p(®)* + p'(9)? d¥ = /9% + 1606 ddd = 9>/ 92 + 16 do
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L=/ds=/z93\/192+16d19=
iy 0
[\/192+16=t;z92+16=t2;192:tz—lﬁ;ﬁdﬁztdt]

/V\/7|'2+16 t5 16 :| V2416

(t* - 16)t%dt = [5 ?ﬁ

4 4

2
= (w2+16)3/2(ﬂ 1 136) —64<£§—l§) =

2
/9 sip(me 32 64 - 32
=l 18] (5 15) 15
2.57.
a. f'(z) = Sh2z
ds=1/1+ f'(z =1+ Sh?zdz = Ch2z dzx.
b.

log2 log2
L= / Ch2z dz = 2 / Ch2z dz = [Sh2z]®* = Sh(2log2) =
—log2 0

¢. Per simmetria, 7 = 0.

logZ 1 8 log2 3
Y = d = 2= h = =
] L/y 5= log22C 2z - Ch2zx dz = 15/0 Ch*2z dx

8 1 gz _ 2 (1 1\ 15
== h h NS — — —_ )
" 4[C 2zSh2z + 2z], =oE (2 (4 + ) + 210g2>

17 4
=3 + Iglogz



2.3. Applicazioni fisiche
Deduzione delle leggi di Keplero dalle leggi di Newton

Contesto. Nel 1608, 1609 e 1619, rispettivamente, Keplero formulo le sue tre leggi
sul moto planetario. Si trattava della prima descrizione cinematica del moto dei
pianeti che fosse al tempo stesso quantitativamente esatta e matematicamente
semplice. | sistemi sia tolemaico che copernicano infatti offrivano entrambi la
possibilita di calcolare le posizioni dei pianeti in buon accordo con le osservazioni,
ma a prezzo di una pesante complicazione matematica, conseguenza del voler
descrivere le traiettorie a partire da circonferenze (e quindi "epicicli") anziché
ellissi. Le leggi di Keplero sono queste:

Prima legge. L'orbita descritta da un pianeta attorno al sole ¢ un'ellisse, col
sole in uno dei fuochi.

Seconda legge. 1l raggio vettore che unisce il sole a un pianeta descrive aree
uguali in tempi uguali.

Terza legge. 1 quadrati dei tempi di rivoluzione dei vari pianeti intorno al sole
sono proporzionali ai cubi dei semiassi maggiori delle rispettive orbite.

Newton, nella sua grande opera del 1687, formulo le leggi fondamentali della
dinamica e la legge di gravitazione universale, creando un quadro coerente
all'interno del quale le leggi di Keplero si possono dedurre matematicamente come
particolari applicazioni. Nella teoria di Newton il moto dei pianeti riceve per la
prima volta non solo una descrizione, ma qualcosa di piu simile ad una vera
spiegazione causale: tutto ¢ conseguenza della legge di gravitazione universale,
che assegna la forza che il sole esercita su un pianeta, e della legge fondamentale
della dinamica, che fornisce l'accelerazione del pianeta, nota la sua massa e la
forza che agisce su di esso.

Presentiamo ora una deduzione matematica delle tre leggi di Keplero a partire
dalle leggi di Newton (legge di gravitazione universale e legge fondamentale della
dinamica). Come si vedra ¢ coinvolta molta matematica studiata in questo capitolo,
ed anche altra di carattere piu algebrico-geometrico.

Consideriamo un punto materiale di massa m (es. un pianeta) posto nel campo
gravitazionale di un punto materiale di massa M molto piu grande (es. il sole)
posta nell'origine. In base alla legge di gravitazione universale, sulla massa m
agira una forza attrattiva

GMm

E‘:—' 3I
||

e quindi, in base alla seconda legge della dinamica, I'accelerazione della massa m
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sara
= “WL (1

Questo ¢ un sistema di 3 equazioni differenziali non lineari del second'ordine.
Non lo sappiamo risolvere determinando la legge oraria r(t), ma mostreremo come
dall'equazione vettoriale (1) si possano dedurre le 3 leggi di Keplero sul moto dei
pianeti.

11 fatto che sia lecito, ai fini del calcolo che stiamo facendo, considerare queste
masse come punti materiali anziché come corpi estesi ¢ un ulteriore problema, a
cui si pud rispondere utilizzando il calcolo integrale: affronteremo effettivamente
questo problema nel capitolo sul calcolo integrale, e mostreremo che questo modo
di procedere ¢ effettivamente giustificato. Per ora prendiamolo per buono e
procediamo come segue.

La deduzione procede in vari passi.
1. Dimostriamo anzitutto che

x ' = h = costante. @)

1=

Infatti derivando:
(r x z’)' =71 x 7' +r xr" = 0perché:

il primo addendo ¢ zero perché il prodotto vettoriale di un vettore con se stesso &
sempre nullo; il secondo ¢ zero perché i due vettori r,r” sono tra loro paralleli,
come si legge dalla (1). Percio il vettore © x 1’ ¢ costante perché ha derivata nulla
rispetto al tempo.

La (2) implica che il moto della massa m avviene in un piano, quello passante
per l'origine e perpendicolare al vettore h. Sceglieremo in seguito un sistema di
riferimento opportuno, per ora solo l'origine ¢ fissato (nel punto della massa M).

2. Vogliamo ora riformulare la (1) in un modo piu semplice, che elimini il

denominatore |r|®. Introduciamo il versore
u(t) = vers(r(t)) e poniamo 7(t) = |r(t)|, per cui si ha:
=T,

Ora calcoliamo:
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" xh= —f?gz X (rxr')= —%‘A{r@ X [ru x (ru' +r'u)] =
r
=——Gj;4y_><(rgxrg')=—GMy>< (ux u). ' 3
"

3. Oraricordiamo che poiché u ha modulo costante (perché € un versore), u e
' sono ortogonali?2, percid

u, ', u X 1 sono una terna destrorsa, quindi

ux (uxu)=—u

e la (3) siriscrive
" xh=GMuy. @)

4. La (4) consente di abbassare l'ordine dell'equazione differenziale di
partenza, infatti essendo h costante si ha

" x b = (r' x h)’ percid
(r' x h)' = GM/

e quindi " xh=GM(u+c) ©))

con ¢ vettore costante (di integrazione).

5. Vogliamo ora scegliere il sistema di riferimento in modo opportuno e
dedurre dall'equazione differenziale precedente la traiettoria del moto.

Scegliamo l'asse z coincidente con il vettore h, in modo che il moto si svolge
nel piano zy. Poiché sia u che r’ x h si trovano in questo piano, per differenza vi
sta anche c. Scegliamo l'asse delle x coincidente con il vettore ¢, e introduciamo
nel piano zy le coordinate polari, percid () & p, mentre ¥ & I'angolo formato da ¢
con u.

Moltiplichiamo ora scalarmente per r ambo i membri della (5):

r-(r' xh) =GMr- (u+c) = GM(r + rccost)

con ¢ = |c|, mentre a primo membro (proprieta circolare del prodotto misto)

22y. [BPS2], cap.2, §6.1, Proposizione 2.5.
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r-(r'xh)=h-(rxr')=h-

per definizione del vettor k. Percid abbiamo ottenuto
GM (r + rccosd) = h?,
hz

r= GM(1+ ccosd) ©)

che ¢ l'equazione di una conica in forma polare. Dal fatto chesiac <1, =1, > 1
dipende il fatto che la conica sia un'iperbole, parabola, ellisse, rispettivamente.
Ricordiamo che ¢ € una costante di integrazione, dipende percio dalle condizioni
iniziali. Il calcolo fatto fin qui vale infatti per qualsiasi corpo orbitante intorno al
sole, non necessariamente un pianeta (potrebbe ad es. essere una cometa che passa
una volta sola vicino al sole su un'orbita iperbolica e poi se ne allontana per
sempre); se il corpo orbitante & un pianeta, e quindi l'orbita ¢ chiusa, l'orbita sara
necessariamente un'ellisse, con un fuoco nell'origine?3. Abbiamo quindi ottenuto la
prima legge di Keplero.

Notiamo che quella ottenuta ¢ la descrizione geometrica della traiettoria, non
la descrizione cinematica della legge oraria: abbiamo ottenuto (1), non r(¢).

6. Deduciamo ora la seconda legge di Keplero. Per questo torniamo alla (2).
Notiamo che, per il significato geometrico del prodotto vettoriale,

1

‘2'|£><I

4

¢ l'area del triangolo aventi due lati r,7’; ossia, essendo ' = dr/dt, & la velocita
istantanea di variazione dell'area del triangolo di lati r, dr, e questa (v. fig. 2.25) ¢
proprio l'area S(t) spazzata dal raggio vettore 7.

Percio abbiamo:
@’_
dt

che ¢ la seconda legge di Keplero: il raggio vettore spazza aree uguali in tempi
uguali, ossia la velocita areolare d.S/dt ¢ costante.

= 2|h| = costante, @)

23y, [BPS2], cap.2, §3.5, "Coniche in forma polare".
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Fig. 2.25.

7. Deduciamo infine la terza legge di Keplero, che mette in relazione il
periodo di rivoluzione attorno al sole con il semiasse maggiore dell'orbita. Dalla
(7) otteniamo, integrando su tutto il periodo [0, T']:

Area ellisse = 2hT

con h = |h|. L'area dell'ellisse vale mab, dove a,b sono i semiassi. (Questo & un
risultato che si pud ottenere col calcolo integrale in una variabile?4). Quindi
mab

T =—. 8
Il problerma ¢ esprimere la costante A in funzione di parametri noti, in particolare
dei semiassi dell'ellisse. La (6) suggerisce di ricavare h in funzione delle costanti
G,M e di qualche lunghezza legata all'ellisse, sostituendo a ¥} qualche valore
notevole. Per sbarazzarci della costante di integrazione c (che non sappiamo
esprimere in funzione di altri parametri), imponiamo ¢ = 7/2, che da

)

II numero r( g) ¢ la lunghezza del segmento che si ottiene tracciando, da un fuoco

dell'ellisse, il segmento parallelo all'asse minore, finché taglia la curva. E' chiaro
che questa ¢ una grandezza legata alla geometria dell'ellisse, che dev'essere

24 v.[BPS1], cap.6, §5.5, Esempio 5.27.
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possibile esprimere in funzione dei semiassi a, b dell'ellisse stesso (v. fig. 2.26)

Fig. 2.26.

Per far questo occorre usare pero non l'equazione dell'ellisse in forma polare,
ma l'equazione cartesiana dell'ellisse, e la proprieta caratteristica dei fuochi
dell'ellisse.

Dall'equazione cartesiana dell'ellisse

2 2
< Y
=1
a? b2
(ora l'origine ¢ nel centro dell'ellisse, non in un fuoco) leggiamo che se +x, sono
le ascisse dei fuochi, r( %) ¢ l'ordinata del punto di intersezione dell'ellisse con la

retta z = x, percio
2
s %
r(3)=0/1- 3 (10)

D'altro canto, la proprieta caratteristica dei fuochi dell'ellisse ("l'ellisse ¢ il luogo
dei punti per cui la somma delle distanze dai fuochi & costante") otteniamo,
uguagliando la somma delle distanze di (a,0) dai due fuochi alla somma delle
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distanza di (0, b) dai due fuochi (v. fig. 2.27),

S
Fig. 2.27.
(a+z0) + (@ — z0) = 24/ b% + 2
a=4/b%+22
x2 = a? — b2 (11)

Questa ¢ la relazione che ¢i mancava. Infatti sostituendo la (11) nella (10) si ha

T a? — b2 b2 b2
T(E)Zb\/l—-( ~ ):b\/-a—:_a_,

che sostituita nella (9) da

2 b2
W =GM— (12)

che sostituita nella (8) (dopo aver elevato al quadrato ambo i membri della (8)) da

m2a?b?  7?a’b? T e

2 __
=1 ‘4GM%2_4GM“’
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: a® 4GM

e infine Tz = .
che ¢ la terza legge di Keplero, che esprime la costanza del rapporto tra il cubo del
semiasse maggiore dell'ellisse e il quadrato del periodo di rivoluzione.

E' curioso il fatto che la geometria dell'ellisse entri in questa formula solo
mediante il semiasse maggiore (e non entrambi). Questo significa che, fissato il
semiasse maggiore, se rimpiccioliamo il semiasse minore il periodo non cambia;
d'altro canto l'orbita si & accorciata, dunque questo ¢ possibile solo se il pianeta ha
diminuito la propria velocita. Difatti la (12) ci dice che rimpicciolendo il semiasse
minore, la velocita areolare diminuisce.

(13)

Osservazioni. Notiamo quali sono gli strumenti matematici utilizzati in questa
deduzione:

* Calcolo vettoriale (algebrico): proprieta del prodotto scalare, vettoriale,
misto, significato geometrico del prodotto vettoriale.

+ Calcolo differenziale vettoriale: regole di derivazione del prodotto scalare
e vettoriale, ortogonalita di w e w’ se u(t) ha modulo costante.

» Proprieta dell'ellisse: abbiamo usato la proprieta caratteristica dei fuochi
dell'ellisse (definizione metrica di ellisse), I'equazione dell'ellisse in forma polare
(che si basa su una diversa caratterizzazione metrica dell'ellisse, mediante fuoco e
direttrice), I'equazione cartesiana dell'ellisse, e la formula per l'area.

Notiamo anche che le leggi di Keplero, nella forma in cui le abbiamo dedotte
dalle leggi di Newton, contengono piu informazioni quantitative rispetto a quelle
che emergono dalla loro usuale formulazione "verbale". Questo ¢ particolarmente
evidente per la terza legge, che nella formulazione usuale (che ¢ quella originaria)
afferma che il rapporto a®/T? ¢ costante, mentre la deduzione dalle leggi di
Newton specifica quanto vale la costante. La conseguenza ¢ che mentre nella
formulazione originaria la legge consente solo di fare raffronti tra pianeti diversi
(ad esempio, noti 7" e a per il pianeta A e a per il pianeta B, si ricava T' per il
pianeta B), questa formulazione ha un effettivo contenuto predittivo anche su un
singolo pianeta (ad es., noto a siricava T").






Cap. 3. Calcolo differenziale
per funzioni di piu variabili

3.1. Grafici e insiemi di livello
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §1.

Si considerino le seguenti funzioni reali di due variabili. (Sono funzioni molto
semplici che lo studente ha gia -o potrebbe avere gia- incontrato). Ragionando
sull'espressione analitica, ed eventualmente tracciando alcune linee di livello,
immaginare e cercare di tracciare il grafico della funzione. Controllare quindi la
soluzione, cercando di capire perché il grafico € quello che é.

3.1. f(z,y) = 2? + 9? 37. fil=z,y = m
32. f(z,y) = 2? —¢? 38. f(z,y) =z'+ 4

33. f(z,y)=2+3y—= 39. f(z,y) =sinz

34.  f(z,y) ==y 310.  f(z,y) =e =V

35.  flz,y) = \/:c_z—l——y2 3.11.  f(z,y) = e®siny

3.6. f(z,y)=1—+/22+y?

Si considerino i grafici di linee di livello riportati qui di seguito. Per ciascuno
di essi, si dica quale funzione descrivono, scegliendo una delle seguenti:

a xy b. xe¥

c. x4+ y? d z+2y-3
e. x22—y? f cosy

g ~a* -y’ h 2+ y?

i. sinxsiny [ cosx

Grafici delle linee di livello:
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3.18.% 3.19.%

\.
4

=3

-1
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Soluzioni § 3.1
3.1. z? + 92

32. 2% —¢?
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33.24+3y—=x

3.4. zy




206 Cap. 3. Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili

3.5. /x? + 92

3.6. 1—/z2 + 92 )
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3.7. /1 =22 —y?

38 zt 4 ot




Ry
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3.9. sinx

3.10. e =V
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311, e*siny

312 A 2?44

Le linee di livello sono circonferenze, percio la funzione ¢ radiale; allontanandosi
dall'origine le linee di livello diventano pill vicine, percio il grafico della funzione diventa
piu ripido. Tra le funzioni proposte, la 7 & I'unica con queste carattaristiche.

313. e 22—y
Le linee di livello sono iperboli aventi asintoti y = +x.

314. a zy
Le linee di livello sono iperboli aventi per asintoti gli assi coordinati.

315. ¢ Jx2+y?

Le linee di livello sono circonferenze, percid la funzione ¢ radiale, e sono equispaziate,
percio la funzione ha pendenza costante: il grafico € un cono.

316, g eV

Le linee di livello sono circonferenze, percid la funzione ¢ radiale. Le linee sono
ravvicinate in una zona intermedia, in cui il grafico della funzione sara ripido, e scompaiono
(cioé sono rade) vicino all'origine e lontano dall'origine: significa che nell'origine la
funzione ha un punto di massimo o di minimo e lontano dall'origine il grafico ¢ quasi
orizzontale. La superficie Gaussiana "a campana" & l'unica con queste caratteristiche, tra
quelle proposte.
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317. d x+4+2y-3
Le linee di livello sono rette parallele ed equispaziate, percio la superficie € un piano.

3.18. b ze¥
Le linee di livello assomigliano a delle curve esponenziali (se guardiamo l'asse y come
asse delle ascisse). Tra le funzioni proposte, la b ha proprio questa caratteristica.

319. [ cosz

Le linee di livello sono rette verticali, percio la funzione dipende solo dalla variabile x
(e non ¢ una funzione lineare perché le linee non sono equispaziate). Tra quelle proposte,
questa & l'unica possibilita.



3.2. Limiti e continuita per funzioni di piu variabili
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §2.

Esempi introduttivi sui limiti di funzioni di due variabili

Il calcolo dei limiti per funzioni reali di due o piu variabili ¢ delicato, perché
introduce fenomeni nuovi rispetto a quelli che si presentano nello studio delle
funzioni di una variabile. Il primo problema per lo studente ¢ rendersi conto di
qual é il problema.

I prossimi esempi non sono ancora esempi svolti di calcolo di limiti, ma
esempi di situazioni di vario tipo, che vogliono far riflettere su certi fenomeni che
si possono presentare in due variabili. Trarremo spunto da questi esempi per fare
alcune puntualizzazione di valore generale.

Esempio 3.1. Si considerino i limiti:

z.2_|_y4.

2¥*lcosy
; lim —;
(,9)=(0,0) 24 + 2

li _—
(z,y)l-rﬁo,o) z24+4 "

(@) (b)

a. La funzione ¢ continua in tutto il piano, perché ottenuta per prodotti e
quozienti di funzioni continue, e il denominatore non si annulla mai. Quindi il
limite si calcola semplicemente sostituendo il valore del punto:

2 1

f(:c,y) zf(0,0) = Z = 5

lim
(z,9)—(0,0)
Questo semplice esempio ¢ solo per ricordare che il problema, nel calcolo dei
limiti in due variabili cosi come in una variabile, nasce solo quando troviamo

qualche forma di indeterminazione.

b. Qui siamo in presenza di una forma di indeterminazione [2]. Vogliamo
capire cosa succede quando (z,y) — (0,0). Ma cosa vuol dire studiare la funzione
quando (z,y) tende a (0,0)? Se pensassimo di imitare i ragionamenti

unidimensionali, potremmo pensare ad esempio di far tendere prima la z a zero:
8 g o 4
0 i +y Yy _ o,
perx — U, ———— — — =Y
z*+y !}

ora facciamo tendere anche y a zero e abbiamo y? — 0. Con questo abbiamo
dimostrato, in effetti, che
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2 4
1im(1im3”4—iy—> = 0.
y—0\z—0x +y2

Ma ¢ quello che dovevamo fare? Notiamo che se avessimo fatto tendere a zero
prima la y e poi la  avremmo trovato:

?+yt 2 1

pery =0, ity o 2

e questo per x — 0 tende a +o0. In altre parole:

2 4
lim (lim%_‘_—y> =400
z—0\y—02x +y2

In realtd questo limite in due variabili non esiste. La conclusione & che:

non e lecito calcolare un limite in due variabili facendo tendere le due
variabili al punto limite separatamente, una dopo l'altra,

cosi lim (lim (, y)) oppure cosi lin(1] (lin% f(z, y))
T— y—

z—0 \ y—0

Si consideri anche quest'altro possibile ragionamento:

IB2 N y4 ZE2 .

ey d

"Per (z,y) — (0,0),z% + y* ~ z?, percid Errato!!

Questa stima asintotica, che pud essere suggerita dall'imitazione meccanica di
procedure usate nei limiti in una variabile ("la seconda potenza prevale sulla
quarta potenza, per x — 0") non ¢ lecita, perché a priori non c'¢ nessuna relazione
tra z € y, quindi non c¢'¢ ragione per affermare che y* sia trascurabile rispetto a z2.

In un limite per (z,y) — (0,0) le variabili x,y sono infinitesimi indipendenti,
non possiamo confrontare una potenza di  con una potenza di y. Per questo e per
altri motivi,

non faremo mai uso di stime asintotiche su funzioni di piu variabili.

Esempio 3.2. Si considerino i limiti:

2 2 4
) Ty ) xz°+y
lim ———; (b lim ———;
(@y)—(0,0)z2 + y* ®) (2,9)—(0,0) Tt + y?

(@)
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a. Forma di indeterminazione [0/0].
Possiamo vedere cosa succede facendo tendere (z,y) a (0,0) lungo una
qualsiasi retta y = ma:

z(mz)? mix3 mizx
= — O per x — 0.

z? + (mz)* T 22+ mizl T 1+ mig?

f(z,mz) =

Dunque avvicinandoci all'origine da qualunque direzione! otteniamo limite
zero. Verrebbe da concludere che il limite ¢ zero. Tuttavia questa conclusione non
é lecita:

il comportamento della funzione lungo alcune o tutte le rette che si avvicinano
a (zo, yo) non permette di concludere l'esistenza del limite per (z,y) — (2o, ¥o)-

In realta si dimostra che questo limite non esiste. Ce ne si pud rendere conto
osservando ad esempio che lungo la curva z = 3 si ha:

fty) = i = 2

percio avvicinandoci all'origine lungo questa curva la funzione ha valore costante
1/2, dunque non tende a zero.

Non saremmo autorizzati a concludere l'esistenza del limite nemmeno se
sondassimo il comportamento della funzione lungo alcune (o numerose) curve
diverse dalle rette. Si osservi che il procedimento criticato nell'Esempio 3.1.5,
consistente nel calcolare

lim ( li
lim (y}g&f (:v,y)>
dal punto di vista geometrico significa far tendere il punto (z,y) al punto (0,0)
lungo la spezzata che unisce (z,y) a (z,0) e poi a (0,0). (v. Fig.3.1)
Analogamente l'altro limite iterato corrisponde all'altra spezzata. Anche queste
sono solo particolari curve, che non descrivono il modo gemerico in cui

(z,y) — (0,0).

I Per la verita le rette y = mz escludono una direzione, quella della retta z = 0;
tuttavia lungo questa retta la funzione ¢ identicamente nulla, quindi l'affermazione fatta &
vera.
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(x)

0,0) (x,0)

Fig. 3.1.

Concetti e tecniche di base sul calcolo dei limiti in due variabili

Come si fa dunque a dimostrare rigorosamente che un limite in piu variabili (che
da luogo a una forma di indeterminazione) esiste o non esiste? Lo studente ¢
invitato a studiare con attenzione quanto illustrato sul testo: [BPS2], cap.3., §2.2, e
quindi proseguire con le prossime domande di verifica della comprensione teorica,
seguite dagli esempi svolti e dagli esercizi.

Esercizi (domande di comprensione della teoria)

Per ciascuna affermazione, dire se é vera o falsa. (Possono essercene piu di
una vere). Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le
successive.

3.20. Sivoglia calcolareE l)irrz0 5 f(z,y). Supponiamo di aver verificato che
w,y _— b

per ogni retta y = ma passante per l'origine si ha

lin})f(:z:, mz) = .

Allora:
a. sipuo concludere che lim f(x,y) esiste e vale [
(z,y)—(0,0)
b. sipud concludere che ; l)irrzo i f(z,y) se esiste vale I
z?y = )

321. Sia f:R*> > R, e sia f(p,?) la stessa funzione scritta in coordinate
polari. Se V¢ € [0, 27)
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limf(p,?¥) =0,
p—0

allora:
a. esiste hm f (z,y)=0
z,y)—
b. se esiste " l)m%00 f(z,y), allora tale limite ¢ zero (ma potrebbe non
z,y)—
esistere)

c. € possibile che " l)lrr% f(z,y) esista e sia diverso da zero
z,y)—

3.22. Sivoglia calcolare lim f( Y).

)~
La "tecnica delle restrizioni" di f a curve pud essere usata:
a. per dimostrare che il limite esiste (ma non che non esiste)
b. per dimostrare che il limite non esiste (ma non che esiste)
c. per dimostrare sia che il limite esiste sia che il limite non esiste

3.23. Sivogliacalcolare lim f(z,y).
(z:9)—(0,0)

La "tecnica delle maggiorazioni di f mediante funzioni radiali" pud essere
usata:

a. per dimostrare che il limite esiste (ma non che non esiste)

b. per dimostrare che il limite non esiste (ma non che esiste)

c¢. per dimostrare sia che il limite esiste sia che il limite non esiste

3.24. Sivoglia calcolare lim
8 (x,y)-*(OO)f( y).

Si supponga di aver dimostrato che:

a. f(z,y) < 2zy?. Allora il limite esiste e vale zero.

b. |f(z,y)| < |2zy?|. Allora il limite esiste e vale zero.
2

g |f(z,y)| < ‘:v ' Allora il limite esiste ed & +oo.

d. |7 (z, )| < 27 Allora il limite esiste e vale 1.
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Esempi svolti

Esempio 3.3. Calcolare il seguente limite, ossia: dimostrare che il limite esiste e
vale £, oppure dimostrare che non esiste, applicando criteri o teoremi studiati.
zy(2y® + %)
(za)-00) z+y?
E' una forma di indeterminazione [0/0]. Per cominciare a farci qualche idea,
esaminiamo le restrizioni della funzione lungo le rette y = muz:

2?22 + 23)  22® +4°
zt+22 22+

f(z,mz) = ~ 2z — 0.

Pertanto il limite della funzione, se esiste, vale zero.2 Cerchiamo di dimostrare
che esiste con la ftecnica della maggiorazione mediante una funzione radiale
infinitesima (v. [BPS2], cap.3, §2.2).

Passando in coordinate polari si ha (una spiegazione dettagliata dei prossimi
passaggi sara data nel box posto al termine dell'esempio):

p*cosdsingd(2p%sin?y + p3cosyy)
ptcostd + p2sin?dd

£ (0, 9)| =

2p?|cosdsin3d| picostd|siny]

| 2p%costsin®9 + p*costdIsing
B ~ p?cosid +sin?¢  p2costdd + sin?

p2costd + sin2

2p?|cosvsin®¥|  p3costd|sind|
sin2¢ p?costd

= 2p%|cosIsindd| + p|sin®d| <

< 2p? +p.

L'ultima funzione trovata ¢ una maggiorante radiale infinitesima; percio il limite
esiste e vale zero.

2 Nel passaggio qui sopra abbiamo fatto una stima asintotica. Questo non ¢& in contrasto
con quanto dichiarato negli esempi introduttivi ("non useremo mai il simbolo di asintotico
su funzioni di piu variabili") in quanto stiamo usando la stima asintotica nello studio di una
restrizione di f, che é una funzione di una sola variabile. Lo faremo spesso.
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Tecniche standard delle maggiorazioni.

L'esempio precedente ci da l'occasione per puntualizzare alcuni fatti standard che
si usano nelle maggiorazioni, e con cui lo studente pud non essere familiare.
Commentiamo quindi i vari passaggi con cui si € maggiorato f(p, ).

Scritta f in coordinate polari ed eseguita la semplificazione algebrica per p?
(prime due uguaglianza) si applica la disuguaglianza triangolare:

|la+b] < |a| + [b]

come segue. Prima si spezza la frazione (dentro il modulo) come somma di due
addendi, poi si applica la disuguaglianza triangolare:

2p?cosdsiny + p*costdIsind 2p?cosdsindyy picostIsiny

p2costd + sin2¢ - p2costd + sin?yd + p?costd + sin?d | —
2p%cosdsiny picostPsing |
= | p2costd +sin?d| | p2cost + sin2d |
_ 2p?|cosdsin®d| p3cost|sind|

~ p2costd +sin2d | p2cosied + sin2d’

L'ultima uguaglianza segue dal riscrivere opportunamente il modulo dei quozienti:
nel nostro caso il denominatore ¢ sempre positivo, quindi si puo lasciare il modulo
al solo numeratore, anzi ai soli fattori del numeratore che hanno segno variabile (p
e potenze pari di cos?¥ sono gia > 0). Ora si fa un'altra maggiorazione, di questo
tipo:

I e

a
<

>
sea,b,c >0, 1S3

(perché b+ c > b)

in altre parole maggioriamo la frazione sopprimendo uno degli addendi a
denominatore. L'addendo da sopprimere ¢ scelto "bene", in modo che quello che
resta si semplifichi col numeratore. Percio facciamo

2p?|cosdsin®?| _ 2p%|cosIsin’V|
p2costd + sin?d ~ sin2¢

= 2p*|cosdsin?|

(sopprimiamo p?cos?t a denominatore in modo che sin?Y si semplifichi col
numeratore) e analogamente nella seconda frazione
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2p3co;419|sir.n92[ < picostdy|sindd| — plsind|
p?costd + sin?y p2costd

(sopprimiamo sin?J a denominatore in modo che p’cosy si semplifichi col
numeratore). Infine, eliminati ormai i denominatori, applichiamo il fatto ovvio che

|cos?| < 1,[sind| <1

e otteniamo la maggiorante radiale infinitesima, 2p% + p.
Lo studente ¢ invitato a riflettere con attenzione su questi e simili passaggi che
trovera negli esempi svolti, e impadronirsi di queste tecniche standard.>

Osservazione 3.1. La "maggiorante radiale infinitesima' dev'essere radiale!
E' opportuno un altro commento sull'esempio precedente. Un errore piuttosto
comune consiste nell'arrestarsi troppo presto nelle maggiorazioni precedenti,
scrivere qualcosa come:

|£(p,9)| < (dopo vari passaggi) < 2p?|cosdsind| + p|sin?| — O per p — 0,

e pretendere di concludere che il limite & zero. Questo é scorretto! # Si noti che
non c'¢ niente di errato nella catena di relazioni scritte qui sopra, ma queste non
provano nulla. Infatti il criterio che abbiamo studiato richiede di trovare una
funzione maggiorante di | f| che sia radiale e infinitesima; ora la funzione

g(p, ) = 2p*|cosdsind| + p|sind|

¢ si infinitesima, ma non ¢ radiale. L'ultimo semplice passaggio, che consiste nello
scrivere

20%|cos?sind| + p|sind| < 2p% + p

¢ fondamentale per l'applicabilita del criterio. Non si sottovalutino questi aspetti
logici: in questo genere di problemi, importante non ¢ tanto "indovinare" il limite
giusto, ma dimostrarlo correttamente.

3 Spiegazioni ancora pill dettagliate e approfondimenti si possono trovare nel testo
Bramanti, Travaglini: "Matematica. Questione di metodo." Zanichelli 2009, Cap.14.
"Maggiorazioni". :

4 Intendiamo dire che & logicamente scorretto il ragionamento, anche se la conclusione
(esistenza del limite) & vera (ma andrebbe giustificata diversamente).
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Esempio 3.4. Lo stesso esercizio si sarebbe potuto svolgere, in alternativa, con
maggiorazioni che non fanno uso delle coordinate polari. Si osservino i prossimi

passaggi:
20y’ | 2ty

2z1° + 2ty
zt + y?

zy(2y% + %)
x4 4+ 92

3 4
< 2|zy’| - ly]

2+ S8 = 2y + ] — O per (2,9) — 0,0).

Per il teorema del confronto, il limite di partenza esiste e vale zero.

Si noti che qui si € applicato un criterio diverso da quello usato nell'esempio
precedente, per provare l'esistenza del limite: Il'ultima funzione scritta,
9(z,y) = 2|zy| + |y|, non & una funzione radiale, ma ¢ evidentemente una
funzione continua in tutto il piano, percio per (z,y) — (0,0) tende a g(0,0) = 0;
per il teorema del confronto, anche f tende a zero. Anche questa ¢&
un'argomentazione corretta, che fa uso di un diverso teorema.

Esempio 3.5. Calcolare il seguente limite, ossia: dimostrare che il limite esiste e
vale ¢, oppure dimostrare che non esiste, applicando criteri o teoremi studiati.

lim xsin’y + 3zy?
@y)—-00)\ x?+2y!

E' una forma di indeterminazione [0/0]. Poiché la funzione & somma di due
addendi che sembrano avere diverso ordine di grandezza (xsin?y tende a zero
come p3, 3zy! tende a zero come p®), spezziamo anzitutto la funzione nella

somma dei due addendi e studiamoli separatamente:
zsin’y 4+ 3zy*  wsin?y 3zyt

P S N N G

= f(@,y) + g(z,y).

Il secondo addendo sembra essere il pil piccolo dei due; cerchiamo di dimostrare
che tende a zero:

3|z|y* 3lzlyt 3|z
e,y = AV AT 3]

- 0
22+ 2yt = 2yt 2

quindi per il teorema del confronto g(z,y) — 0. (La funzione %"‘—c—l ¢ continua e

percio tende a zero nell'origine).
Studiamo ora il limite di f. Il fatto che il numeratore sia di grado complessivo
3 mentre il denominatore & z? + 2y* suggerisce che il limite potrebbe non esistere.
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Mostriamo che non esiste il limite, mediante la tecnica delle restrizioni:

xsin’z x

@)= e~ =
2qin2 24in2
9 _ y°sin"y  y“sin‘y L

Poiché lungo curve diverse il limite ha valori diversi, il limite in due variabili non
esiste. Quindi non esiste neppure il limite di partenza: se f + g avesse limite,
poiché g ha limite, anche f avrebbe limite.

Osservazione 3.2. Come si cercano le curve che mostrano la non esistenza del
limite? Lo studente si puo chiedere "come sia venuto in mente" di provare proprio
le curve y =z e z = y2. L'idea ¢ che, se vogliamo mostrare che il limite non
esiste, dobbiamo trovare due curve che evidenzino due comportamenti diversi
della funzione. La retta y = x "pesa" allo stesso modo le due variabili; si ottiene
un limite in una variabile in cui il denominatore & 2? + 2z, quindi asintotico a z.
Nel denominatore (z?+ 2y*), quindi, lungo questa retta prevale x? ed ¢&
trascurabile 2y?*; detto altrimenti: rispetto all'infinitesimo campione z, il
denominatore & di 2° grado. L'altra curva, z = 32, & scelta in modo da rendere il
termine 2y* non trascurabile: osservando gli esponenti delle due potenze a
denominatore, scegliamo la curva z = y? in modo da rendere i due addendi in
(22 4 2y*) di ugual peso; ora rispetto all'infinitesimo campione y il denominatore
¢ di quarto grado. Per illustrare con un altro esempio questa tecnica: se, in un caso
simile ma diverso, avessimo un denominatore del tipo (z® + 3y*), potrebbe essere
utile provare le restrizioni y =z e y= 2. Altri esempi evidenzieranno
situazioni ancora diverse.

Esercizi

Calcolare i seguenti limiti, ossia: dimostrare che il limite esiste e vale £, oppure
dimostrare che non esiste, applicando criteri o teoremi studiati. Ulteriori esercizi
sui limiti si troveranno nel § 3.4.B.

Nota bene. Alcuni dei prossimi esercizi diventano molto facili se si utilizzano
alcuni fatti relativi alle funzioni positivamente omogenee (v. [BPS2], cap.3, §9.2).
Per maggiore gradualita, qui non abbiamo voluto dare per scontato che lo studente
conosca gia queste nozioni, e quindi non le abbiamo usate. Nel successivo
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paragrafo relativo alla differenziabilita, ci troveremo a calcolare altri limiti, e a
quel punto utilizzeremo anche il concetto di funzione positivamente omogenea.
. zy? + 3yz?
3.25.* lim 4—2—-——-2
(@y)—(00) \ z* + y° + 5y
zlog(1l + zy)

3.26.
* (z,5)—(0,0) x2sin’z + 2y?
% + y5)
3.27. li LI
* () (00) <w2 + ot
3 5
; Y+
3.28. : lim Z
* (,3)—(0,0) <x2 + y“)
x1/3y5/3
3.29. li
* () (00) ( z2 4 y?
3 _ .5
3.30.% lim sinzy | ——2—
(z,9)—(0,0) (22 + y?)
2 1/3qin2 22
331.% lim | Y +22y S (=5)
(2,4)—(0,0) ¢ty
eVe e 9
3.32. lim |[—— =%
e @9)—-00\ x%+ y?
2 2
3335 <ylog(1+x +y ))
(@,y)—(0,0) w* £ g
5/3,3 3
334.% lim (LY
(@)—=(00)\ (22 +y?)

(@,y)—(0,0) z2 + y?

z24y?
3.35.% lim (?fi________f”)
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.
3.36.% lim (e Veoss + ————
(z,9)—(0,0) (z% + y?)
337.% im %Y
o (@y)—(00) Tt + Y2’
(z2 — ¢’
3.38. il ¥
x (z9)—(00) %+ y?
2
3.39.% lim =

m .
(z,9)—(0,0) ¥

3.40.% Dimostrare che la funzione f(z,y)=1y* definita per
z > 0,y > 0, non ammette limite per (z,y) — (0,0).

(Notare che questo & il motivo per cui all'espressione 0° non viene attribuito
significato).
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Soluzioni § 3.2

3.20.
a. Falso. La restrizione lungo rette non consente di dimostrare l'esistenza del limite.
b. Vero. Se il limite esiste, ¢ tale anche lungo tutte le restrizioni.

3.21.

a. Falso. Fare il limite per p — O per ¢ fissato (qualsiasi) ¢ come fare il limite lungo
qualsiasi semiretta: non consente di concludere I'esistenza del limite.

b.  Vero. (Si veda la risposta precedente e la risposta b dell'esercizio precedente).

c. Falso. (v. risposta precedente).

3.22.
a. Falso.; b. Vero.; ¢. Falso.
3.23.
a. Vero.; b. Falso.; ¢. Falso.
3.24.

a. Falso. Se non si dimostra la maggiorazione in valore assoluto, nulla si puod
concludere.

b.  Vero, per il teorema del confronto.

c. Falso. Se f ha una maggiorante che tende a +oo non ¢ detto che f tenda a +oo.
Potremmo concludere questo se f avesse una minorante che tende a +oo.

d. Falso: la disuguaglianza scritta, togliendo il modulo, si traduce in

—27V < f(z,y) <2V,
Percid f ¢ compresa tra una funzione che tende a 1 ed una che tende a —1 (limiti diversi): il

teorema del confronto evidentemente non permette di concludere nulla.

3.25.

zy? + 3yx? _ zy? 3ya?

x4+y2+5y4 —x4+y2+5y4+x4+y2+5y4

= f(z,y) + 9(z, ).

_ =l |zly® _
lf(m7y)| - ILA +y2 o 5y4 S y2 - lxl = O!
percid f(z,y) — O (teorema del confronto).
33 . Jart 3
9(0,2) = g ~ 320 s ) = grs g

Percid non esiste il limite di g, e pertanto neanche il limite di partenza.
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3.26.  Calcoliamo il limite di qualche restrizione.

zlog(1 + z?) ® oz

= —_—Y A AN —— = — O_
f(z,2) x%sinx + 2z2 22 2

o wlog(l+2%) z-28 1
f(@a) = o2sin’z + 220 321 3

Poiché restrizioni di f lungo curve diverse hanno limiti diversi, il limite di partenza non
esiste.

3.27.  Maggioriamo come segue:
z® + 1 ol I i B N
S22yt 24yt T 2

T = fa] +1y].

t@"@_
| o

(Spiegazione: primo passaggio: disuguglianza triangolare; il denominatore & somma di
termini positivi quindi togliamo il modulo; secondo passaggio: somma di due quantita
positive ¢ > di una sola di esse, quindi passando al reciproco valgono le maggiorazioni
scritte; terzo passaggio: semplificazione algebrica).

Poiché g(z,y) = |z| + |y| ¢ una funzione continua che per (z,y) — (0,0) tende a zero,
per il teorema del confronto il limite cercato esiste e vale 0.

3.28. Una maggiorazione come nell'esempio precedente (il testo del limite ¢
apparentemente molto simile, percio ripetere quella tecnica ¢ invitante) non funziona perché
lv’] I i O 25 I S
= 21 4 2 45—4"*""'—2"__"“[37!
2yt 2yt T ot 2ty

y3+x5
£2+y4

ed ora la funzione ﬁ non tende a zero per (z,y) — (0,0), percid per questa via nulla si
puo concludere. Attenzione: questi calcoli non provano che il limite non esiste, ma
suggeriscono che non esista, percido cerchiamo ora di dimostrare che il limite non esiste
mediante la tecnica delle restrizioni.

P TR B

e o = g
kgt o

fz,z) =

Una curva su cui il comportamento potrebbe essere diverso da questo & z = y? (che
sostituita nella funzione, pareggia gli esponenti a denominatore). Si ha:

3 10 3
Yty y 1
f(yz,y)z——y4+y4 N;Z:;—u!:ooperyﬁOi.

Pertanto il limite in due variabili non esiste.

3.29. Il numeratore ¢ una funzione algebrica di grado complessivo 2 + 1 =2, il
denominatore ha grado 2, l'idea ¢ che il quoziente non abbia limite. Calcoliamo qualche
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restrizione.

0 z? 1
f(xao):E:O; f($,$)=m2+w2=§-
Pertanto il limite non esiste.

3.30. Il denominatore ¢ p?, il numeratore si annulla almeno di ordine 5 (sinzy si
annulla del second'ordine), quindi cerchiamo una maggiorante radiale infinitesima.
Conviene cominciare ad osservare che

3 _ .5
x —_—
(z* +¢?)

picosd — pBsin®y
o

Isinzy| < |zy| percid |f(z,y)| <

If(p, )] < |p>cosdIsing

= |cossind (pcos®? — p’sin’d) | < |pcosdsing| + |pPcosdsin®s| < p + p°
maggiorante radiale e infinitesima. Percio il limite esiste e vale zero.

3.31.  Cominciamo ad osservare la quantita

olz,y) = (acy2 + 2y'/3sin?x
LA z2 + y2 '

Il denominatore ¢ p2, il numeratore si annulla di grado maggiore di 2, quindi si dovrebbe
poter trovare una maggiorante radiale infinitesima e provare che g(z,y) — 0. Infatti:

pPcostsin® + 2p1/3 (sind)/3sin? (pcosd)

P =

lg(p, 9)| =

213 (sin®)/3sin? (pcosty)
pe

2013 (pcosd)? -

< |pcosdsin®?| + 2 <

<p+

2 2+1/3
<p+ pp2 =p+20'"°,

maggiorante radiale infinitesima. Percio g(z,y) — 0 per (z,y) — (0, 0).
Osserviamo ora

2_ . - .
L'esponente i?—ﬁyé ¢ una funzione che per (z,y) — (0,0) non ammette limite, ma ¢ limitata,
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in quanto
22 — ¢ _ |22 — 2| - 22 4y .
w2+y2 x2+y2 —.’B2+y2 '
22 2
Percid 0< e(mﬁ) <e
(&)
¢ o(0:0)e5)| < elg(a,)] — Oper (2,9) = (0,0)

Per il teorema del confronto, il limite di partenza esiste e vale zero.

3.32.  Per(z,y) — (0,0),
eVPHY 9 1,

percio f(z,y) —» —o0.

Abbiamo applicato in questo caso i teoremi sull'algebra dei limiti (nel caso di limiti infiniti).

3.33.  Osserviamo che la funzione ha la seguente struttura:
f@y) =y g(=z,y)

con g funzione radialed. La funzione g & percid sostanzialmente una funzione di una sola
variabile,
log(1 + p)
9(p,8) = ==—F2 — Lperp— 0.
Questo suggerisce che f tenda a zero come y, perciod cerchiamo la maggiorante radiale
infinitesima. E' molto facile:

log(1+p%)| _ log(1+p?)
2 = ’

|f(p,9)| = |psind - < .

Questa ¢ una funzione radiale, infinitesima perché

2 2
log(l+p) 2 _ , 0

p p

Percio il limite cercato esiste ed & zero.

5 Di funzioni radiali parleremo piu diffusamente nel §3.4.
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3.34. 1l denominatore & p*, il numeratore ¢ somma di un addendo di grado
complessivo % ( > 4) e uno di grado complessivo 4. L'idea ¢ che il primo addendo tenda a
zero ma il secondo non ammetta limite (¢ quindi il limite complessivo non esista). Seguendo
quest'idea, scriviamo:

2%/3y 23y
xz, = = + fo.
f(z,y) (w2+y2)2 (m2+y2)2 i+ [
3+3 (cos9)”/ (sin®)°
|f1(p,8)| = |2 oosd)” (sind) | < s,

ot

maggiorante radiale infinitesima, percio f; — 0.
Mostriamo che f, non ha limite calcolando il limite delle restrizioni lungo diverse rette

Yy =mz
m:c4

m
hmma) = o = W)

La funzione f, ha valore costante (e diverso) su ogni semiretta per l'origine, quindi ha
limite diverso lungo ogni semiretta. Percio il limite di f, non esiste, e poiché f; ha limite,
fi1 + fo non ha limite: il limite di partenza non esiste.

3.35.  Scrivendo in coordinate polari la f,
p_ p_
fp,9) = pcosﬂ(e s 1) = cosﬂ(e P 1),

osserviamo che lir% f(p,9) = cosd,
p—

il che significa che il limite lungo ogni semiretta passante per l'origine da un valore diverso.
Pertanto il limite di partenza non esiste.

3.36. Il primo addendo,
fi(z,y) = e™Ycosz,

~ & una funzione continua che pertanto tende a f1(0,0) = 1.

1

11 secondo addend falz,g) = ——
secondo addendo, T,y = ———
ROV @)
1
. . e
¢ una funzione radiale, fa(p,9) = —

Pt
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Questa funzione di una sola variabile tende a zero per p — O (gerarchia degli infiniti).
Pertanto f, & essa stessa la maggiorante radiale infinitesima di... f5, e quindi tende a zero®.
Pertanto il limite cercato & 1.

337,

.’Eyz

lzly® _ laly® _
zt 4+ y?

:x4+y2 =Tz

|z] = pleosd| < p.

Poiché | f(z,y)| < p, maggiornate radiale infinitesima, il limite & zero.

3.38.

(22 —42)°  p*(cos®d — sin?y)”
72 + y2 - p2

0< =p? (cos2z9 - sin219)2 <p?

percio la funzione tende a zero per (z,y) — (0, 0).

339. Lungolarettay==x¢& f =z — 0; lungo la curva y = z2 & f = 1. Percio il
limite non esiste.

3.40. ¥ = e,
Lungo la retta y = z si ha zlny = zlnz — 0, dunque f — 1.
1

Lungo la curva y = e~ /% (e71/% — 0 per £ — 0%) si ha zlny = —1, dunque f — e L.
Percio il limite non esiste.

6 Questo ¢ un ragionamento un po' contorto che si pud evitare a favore di un argomento
generale: se una funzione ¢ radiale, il suo limite si pud calcolare come limite in una
variabile per p — 0.
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Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §3.

3.3.A. Insiemi del piano definiti da equazioni o disequazioni

Nello studio delle funzioni di due o piu variabili si ha spesso a che fare con insiemi
del piano (o dello spazio) definiti da una o pit equazioni o disequazioni. Mentre lo
studente ha gia una certa familiarita a trattare insiemi definiti da equazioni (almeno
i grafici di funzioni y = f(z), z =g(y), ¢ le curve elementari studiate in
geometria analitica -sostanzialmente le coniche-), ¢ possibile che abbia poca o
nessuna consuetudine a individuare quale insieme ¢ rappresentato da una certa
disequazione, o viceversa con quali disequazioni si pud tradurre un certo luogo
geometrico. Si tratta di una questione di matematica elementare, che perd, come
vedremo, si intreccia con le proprieta delle funzioni continue di pit variabili. Per
questo pud essere opportuno affrontarla ora. Quanto segue ¢ davvero molto
elementare, e per molti studenti pud risultare superfluo. Ad ogni modo,
I'esperienza dice che per altri non lo ¢...

Sopragrafici, sottografici, semipiani,
a. Se f:I — R ¢ una funzione continua su un intervallo I, il suo grafico
y = f(z) rappresenta un arco di curva continua, e il sopragrafico

y > f(z)
definito, piu precisamente, come l'insieme
{(z,y) eR*:z e L,y > f(z)}

rappresenta la regione del piano compresa tra le rette verticali z = a,z = b e che
sta sopra il grafico di f. Ad esempio:

y > logxrper0 < z < 2

¢ l'insieme in fig.3.2.

Analogamente y < f(z) sara il sottografico, le  disequazioni
y < f(z),y > f(z) indicano lo stesso insieme privato della linea del grafico
stesso.
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Fig. 3.2.

b. Come caso particolare del precedente, una disequazione
ar+by+c>0

(£0, <0, > 0) rappresenta un semipiano, comprensivo (nel caso <, > )onon
comprensivo (nel caso <, > ) della sua retta origine az + by + ¢ = 0.

Come si fa a capire quale dei due semipiani delimitati dalla retta
az + by + ¢ = 0 ¢ descritto dalla disequazione? La cosa piu semplice & esplicitare
la disequazione rispetto ad y, ad esempio
1

D 2
2¢ — 3y +1 >0 lariscriviamo come y < -3—95 + 3

N .

e questo mostra che il semipiano ¢ il sotfografico della retta y = %CL’-I— %
Analogamente,

oL 1
3y—2x+12>0 lariscriviamo come y > gx —3
e questo ¢ il sopragrafico della retta y = ~32-:c — %
Disequazioni

y >3, y<2ecc.

indicano gli opportuni semipiani limitati da rette orizzontali.
c. Tutto quanto detto fin qui si puo riferire anche a funzioni z = g(y).
Basta... girare il foglio e ragionare. Ad esempio:
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z—y—ey>0

indica l'insieme dei punti che stanno alla destra del grafico della funzione
x =1y+e¥(v.fig. 3.3)

Fig. 3.3. Fig. 3.4.
L'insieme cercato € quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme

mentre arctany — 2z > 0

indichera l'insieme dei punti che stanno a sinistra del grafico della funzione
&L= %arctany (v. fig.3.4). In particolare, disequazioni come

r<3z>1

indicano semipiani limitati da rette verticali.

Interno ed esterno di un cerchio o un'’ellisse.
La disequazione

(z —20)> + (y — ) < 7

indica l'insieme dei punti del piano la cui distanza (al quadrato) da (zg,yp) ¢
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minore di r2. Percid stiamo parlando del cerchio” di centro (zg, yo) e raggio r. Se
ci fosse la disuguaglianza < , sarebbe il cerchio privato della circonferenza, e se
ci fosse la disuguaglianza > o >, sarebbe la regione del piano esterna al
cerchio, rispettivamente compresa o esclusa la circonferenza stessa.

Per analogia, si capisce che

r?

1 +4? <1 (oppure >1)

indichera la regione del piano interna (rispettivamente, esterna) all'ellisse

$2

2
=1
1 Y

Disequazioni corrispondenti a curve piu generali. Proprieta delle funzioni
continue
Consideriamo la disequazione

z? —yt > 1.

Poiché z? — y? = 1 & l'equazione di un'iperbole, ci aspettiamo che la disequazione
denoti una delle regioni in cui l'iperbole divide il piano, ma quale? Qui non ¢
possibile l'intepretazione in termini di distanza (e quindi di interno ed esterno) data
nel caso del cerchio: in effetti l'iperbole ¢ una linea in due rami, che divide il piano
in fre regioni, tutte illimitate (non c'¢ una regione esterna ed una interna).
Naturalmente in questo esempio molto semplice ci sono vari modi di capire
facilmente quale luogo geometrico € descritto dalla disequazione, ma vale la pena
usare questo esempio per illustrare un fatto generale.

1. Se f(xz,y) ¢ una funzione continua definita in tutto il piano, la
disequazione f(z,y) # 0 definisce un insieme aperto del piano, costituito da un
certo numero (eventualmente infinito) di aperti commessi. Supponiamo per
semplicitd che siano un numero finito:

Ay, Ag, ..., An.

2. Studiamo ora il segno di f in ciascuna di queste regioni. Consideriamo ad
esempio A;. In essa per definizione f(z,y) # 0; inoltre sappiamo che f &
continua in A; e che A; ¢ aperto e connesso. Per il teorema degli zeri per funzioni
continue di piu variabili (v. [BPS2], cap. 3,§3.2), se in A; esistessero due punti

7 Ricordiamo che, in geometria elementare, cerchio denota la figura piena,
circonferenza la sua linea di contorno. Le due parole -vengono confuse spesso nel
linguaggio comune.
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diversi in cui f ha segni opposti, dovrebbe esistere un terzo punto di A; in cui f si
annulla, cosa impossibile. Concludiamo che f ha segno costante in A;.

3. Questo ragionamento si pud ripetere per ciascuna componente connessa
A1, Ag, ..., Ay, In ciascuna regione A; il segno di f non cambia (anche se pud
cambiare da una regione all'altra). E' sufficiente allora valutare f in un solo punto
di ciascuna regione per conoscere il segno di f in tutta quella regione.

Applichiamo questa argomentazione all'esempio elementare

f(xvy)=x2-'y2—1-

L'iperbole f(z,y) = 0 divide il piano in 3 aperti connessi in cui f(z,y) # 0:

Fig. 3.5.

In ciascuna delle 3 regioni sappiamo che il segno di f non cambia, percio
valutiamo ad esempio:

f(0,0) = —1 < 0, quindi in tutto Aj sara f(z,y) <0
f(2,0) = 3 > 0, quindi in tutto A3 sara f(z,y) > 0
f(=2,0) = 3 > 0, quindi in tutto A; sara f(z,y) > 0
In definitiva, il luogo descritto dalla disequazione
1;2 _ yZ > 1

¢ l'unione dell'insieme A; con l'insieme A3 e con il grafico dell'iperbole.
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Sistemi di equazioni e disequazioni. Unioni e intersezioni di insiemi.

Infine, quando abbiamo un insieme definito da pill equazioni o disequazioni
che devono valere simultaneamente o alternativamente, dovremo considerare
l'intersezione o l'unione (rispettivamente) degli insiemi definiti dalle singole
relazioni. Ad esempio,

l<x <2

rappresenta l'intersezione dei due semipiani z > 1 e = < 2, quindi la striscia
verticale compresa tra le rette z = 1 (esclusa) e x = 2 (compresa). Analogamente,
le condizioni

y<O0oy>2

rappresenta la regione esterna alla striscia compresa tra le rette orizzontaliy = 0 e
y = 2, ed esclude le rette stesse.
Le condizioni

y>2t 2P +y2 <1

rappresentano la regione che & interna al cerchio di centro (0,0) e raggio 1 e sta
, Ossia:

anche sopra il grafico della parabola y = 2

Fig. 3.6. L'insieme cercato & quello in grigio.
| bordi in nero appartengono all'insieme
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3.3.B. Topologia

Esempi svolti

Esempio 3.6. Sia E C R? l'insieme di definizione della funzione

_ log(z® — y)

flz,y) = \/It?y

Dopo aver determinato analiticamente l'insieme E ed averlo disegnato, dire se
E ¢ aperto, se ¢ chiuso, se ¢ limitato, se ¢ connesso.

Imponiamo che I'argomento del logaritmo sia positivo:
3 —y >0,
e che il radicando sia non negativo, anzi positivo perché la radice ¢ a
denominatore:

1—2y>0.

Percio: Ez{(x,y)ERZ:y<w3,my<1}.

La disuguaglianza y < x® descrive il sottografico della cubica y = 3.

Per l'altra disuguaglianza: zy = 1 ¢ un'iperbole equilatera di asintoti gli assi
cartesiani, posta nel 1° e 3° quadrante; questa divide il piano in 3 regioni; detto
f(z,y) = zy — 1 notiamo che

£(0,0) <0,f(2,2) > 0,£(-2,-2) >0,
percid il metodo illustrato nel §3.3.A consente di concludere che zy <1

rappresenta la regione di piano compresa tra i due rami dell'iperbole (quella
contenente gli assi cartesiani). L'insieme E ¢ l'intersezione dei due insiemi definiti
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dalle due disequazioni, percio:

Fig. 3.7. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

Notiamo che un errore grossolano (ma frequente!) consiste nel "riscrivere" la
disequazione zy < 1 come y < %, il che evidentemente porta a un insieme
diverso. (Per chi non se ne fosse accorto: non ¢ lecito dividere per = i due membri
della disequazione, visto che x ha segno variabile).

Ora rispondiamo alle domande. Ciascuna delle due disequazioni
y < 23,2y < 1 definisce un insieme aperto, per il teorema sugli aperti e chiusi
definiti da funzioni continue3.

Essendo intersezione di due aperti, £ ¢ aperto.

E non & chiuso, perché & aperto e non & né vuoto né tutto il piano®.

E non ¢ limitato, ad esempio perché comprende tutto il 4° quadrante, quindi
nessun cerchio lo puo contenere.

E ¢ connesso, come si vede dalla figura.

8 v. [BPS2], cap.3, § 3.1, Teorema 3.5.
9 Si pud dimostrare infatti che gli unici sottoinsiemi di R™ ad essere simultaneamente
aperti e chiusi sono il vuoto e l'intero R™.
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Esempio 3.7. Studiare il segno della funzione
f(e,y) = (y - 3)(2* + 4" - 2),

ossia: determinare analiticamente l'insieme 7o su cui si annulla e disegnarlo;
stabilire quindi il segno di f in ciascun aperto connesso in cui -y, spezza l'insieme
di definizione di f.

L'insieme degli zeri di f ¢&:
7 ={(2,y):y=302" +y* =2}

quindi l'unione di una retta e una circonferenza (che non si intersecano). Questo
insieme spezza il piano in 3 regioni aperte e connesse:

A ={(z,y) rx? 4yt < 2}
(l'interno del cerchio);
Ay ={(z,y) : 2 +y* >2ey < 3}
(la regione esterna al cerchio ma sotto la retta orizzontale);
Ay = {(z,y) 1y > 3}

(la regione sopra la retta orizzontale).
Seguendo il metodo illustrato nel §3.3.A, valutiamo f in un solo punto di
ciascuna delle 3 regioni.

f(0,0) = 6 > 0,percid in A; & f(z,y) > 0;
£(2,0) = —6 < 0, percid in A, & f(z,y) < 0;

£(0,4) = 14 > 0, percio in A3 & f(z,y) > 0.

Con ci0 il segno di f ¢ studiato.
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Fig. 3.8. In grigio le regioni in cui f(z,y) > 0; in bianco le regioni dove f(z,y) <0

Osservazione 3.3. Ad ogni confine cambia il segno di f? Il metodo appena
presentato per studiare il segno di f (valutarne il segno in un solo punto di
ciascuna regione connessa in cui l'insieme degli zeri divide il piano) talvolta puo
essere ulteriormente snellito, a questo modo. Cominciamo a valutare il segno di f
(col metodo appena descritto) in una sola delle regioni connesse, per esempio A;
(nell'esempio sopra); scopriamo cosi che in A; ¢ f > 0. Attraversando il confine
tra A; e Ay notiamo che la funzione deve necessariamente cambiare di segno,
perché

flzy) = @w=3)(z*+9* - 2),

e il fattore (2% + y? — 2) cambia di segno attraversando la circonferenza (mentre il
fattore (y — 3) non lo cambia). Percid in A, sara f < 0. Passando ora in Aj si
attraversa un solo confine, lungo il quale il fattore (y — 3) (e solo questo) cambia
di segno. Dunque in Ag sara f > 0. Questo argomento (ad ogni attraversamento di
confine si cambia il segno) va usato con una certa cautela: se la funzione contiene
fattori del tipo

(x2 + 92 — 2)2

(che non cambiano segno attraversando la curva lungo cui si annullano) o contiene
fattori di tipo diverso che cambiano ciascuno segno all'attraversamento dello stesso
confine, ad esempio
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(x—y) e log(l+z—y)

si potranno avere eccezioni alla regola precedente.

Esercizi

Di ciascuno dei seguenti oggetti geometrici, si dica se é un insieme aperto,
chiuso, limitato, connesso. (Talvolta la risposta potrebbe anche essere "dipende
da caso a caso”).

3.41. Nel piano R?:

Una retta.

Il piano privato di una retta.

Il grafico di una funzione y = f(z) continua, definita su [0, 1].
Il grafico di una funzione y = f(z) continua, definita su (0, 1).
Il grafico di una funzione y = f(z) continua, definita su R.

RS TR

3.42. Nello spazio R3:

a. Una retta.

b. Lo spazio privato di una retta.

c. La regione compresa tra due sfere concentriche, comprese le superfici
delle sfere.

d. 1l sostegno di un arco di curva continuar : [0, 1] — R3.

e. Il sostegno di un arco di curva continua r:R — R3. (Quest'ultima
domanda ¢ piu difficile delle altre...)

Stabilire se ciascuno dei seguenti insiemi é o non é.: aperto; chiuso, limitato;
connesso. (Disegnare l'insieme solo se necessario per rispondere alle domande).

3.43.% E = {(z,y) € R*: log(2* + y* — 2) < 3}
3.44.5k E = {(z,y) € R*: log(2* — %) > 3}
3.45.% E={(z,y) eR*:2* +y* =3}
3.46.% E={(z,y) eR* :z* +y* =3}

3.47.% E={(w,y,z)€R3:z+x2—y2>O}
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3.48.% E:{(m,y,z)€R3:z2§m2+y2}
3.49.5% E={(z,y,2) e R®: 22 < z® +¢*}
3.50.% E={(x,y,z)ER3:z2>m2+y2}
3.51. E={(z,y) eR?: 1<z’ +4? <2},
3.52. E={(z,y) eR*: 2> +y* <202* +y* > 3};
3.53. E={(a:,y)ER2:1<x+y<2,2x-y>O}.

Determinare analiticamente l'insieme di definizione E della seguente funzione
f. Quindi, stabilire se E é o non é: aperto; chiuso, limitaio; connesso. (Disegnare
l'insieme solo se necessario per rispondere alle domande).

_ log(a? + y? — 4)
- 3

z -——-———W
f( ,y)_\/y——fl:Z

logz

3.54. f(z,y)

3.55.

3.56. flzg) =

a2 .2
357, fla,y) = arcsin(3 — z* — y*)

y—4

Studiare il segno della funzione f, ossia: determinare analiticamente l'insieme
Yo Su cui si annulla e disegnarlo; stabilire quindi il segno di f in ciascun aperto
connesso in cui 7o spezza l'insieme di definizione di f.

3.58. flzy)=(y—2*+ 1) (:z:2 42— 1)

3.59. f(z,9) = (y — Hlog(z? + y* — 2)
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3.60.

f(z,y) = ysiny/z? + 32

Determinare analiticamente l'insieme di definizione E della seguente funzione
f e disegnarlo. Quindi, stabilire se E é o non é: aperto; chiuso, limitato;

connesso.

3.61.

3.62.

3.63.

3.64.

3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

3.69.

3.70.

f@y)=y2-Vy—-2a

_ log(z? + ¢ —4)

f(z,y) — —
/2 2 _
flz,y) = alask et

1+ log(z?+y2—1)

flay) = VI8

rz—1

_ zlog(y — 2% + 1)
f(w’y) - \3/10g(x2 +y2) — 2

oy W= 3)ogla® +(y —1)°]
) V1-logly—a?)

1
f(z,y) = mo_gyl \/2 —y—(z-1)%

log(4 —z* —y?) + vz + 4
(z - 1)’ '

f(z,y) =

a2 A2
f(w,y)=log(1 Eo )

ysinz
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3.71.

3.72.

373

3.74.

3.75.

3.76.

37

3.78.

3.79.

3.80.

3.81.

1
flz,y) = log(1 — log(z? + y))
log(1 + zy)
f(z,y) = ooy
f@y) = o oy —4

f@,y) = V4 —log(z? + y* - 2)
f(z,y) = /33 — 5y + larcsin(z? + y?)

log(zy)

f(z,y) = m
f(z,y) = \/y — logz - log(z® + 4y® — 1)

\/xz—I—?—g—-l

f(w,y)—\/T—xr_—E
Vi—z2— ¢

log(z* —y — 1)

flz,y) =

flz,y) = \/1+10g((:'3+y)2 = 1);

a. Determinare l'insieme di definizione F della funzione

flz,y) = log(l — log(a:2 + 97— 1))

b. Dire poi se l'insieme E ¢ aperto, chiuso, limitato, connesso (rispondere si o

no a ogni domanda).

¢. Determinare l'insieme F in cui f(z,y) > 0.
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Soluzioni § 3.3
3.41.
a. Non aperto, chiuso, illimitato, connesso.
b.  Aperto, non chiuso, illimitato, non connesso.
¢.  Non aperto, chiuso, limitato, connesso.
d. Non aperto, non chiuso, limitato, connesso.
e. Non aperto, chiuso, illimitato, connesso.
3.42.

a. Non aperto, chiuso, illimitato, connesso.

b.  Aperto, non chiuso, illimitato, connesso.

¢.  Non aperto, chiuso, limitato, connesso.

d.  Non aperto, chiuso, limitato, connesso.

e. Non aperto, connesso. Pud essere limitato o illimitato, dipende dalla curva: una

retta & una curva di questo tipo col sostegno illimitato; una circonferenza percorsa infinite
volte & una curva di questo tipo col sostegno limitato. Pud anche essere chiuso o non chiuso,
dipende dalla curva. Una retta ha sostegno chiuso. Una spirale logaritmica, descritta in
forma polare da p = e?,9 € R invece no, perché il suo complementare non ¢ aperto; infatti
l'origine, che appartiene al complementare del sostegno, non ¢ un punto interno del
complementare: qualsiasi intorno, pur piccolo, dell'origine, contiene punti della spirale.

3.43. Notiamo anzitutto che occorre imporre la condizione di positivita
dell'argomento del logaritmo:

2?4+ y?—2>0.
Inoltre,
log(z? +y*—2) <3« a2’ +y* —2< .
Percio
E={(z,y):2<2’+y* <2+¢}.

L'insieme E & percio una corona circolare, comprensiva della circonferenza esterna ma non
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di quella interna. Per questi motivi &: non aperto, non chiuso, limitato, connesso.

Fig. 3.9. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

3.44.  Occorre imporre la condizione z? — y? > 0, peraltro implicita nella seconda,
2 —y? > e,

Si tratta certamente di un insieme aperto e non chiuso. (Teorema su aperti e chiusi
definiti da funzioni continue).

E' anche illimitato, perché z2 — y? = e* & un'iperbole, che spezza il piano in 3 regioni
tutte illimitate.

Per capire se ¢ connesso o no dobbiamo capire meglio che insieme rappresenta.
L'iperbole z? —y? =e® ha asintoti y =4z e vertici sull'asse z. La disequazione
7% — y? > ¢® indica le due regioni esterne ai due rami, come si vede ad esempio valutando
z? — y% — €® lungo i punti (0,0), (£e?, 0). Pertanto l'insieme non & connesso.

Fig. 3.10. L'insieme FE & quello in grigio. | bordi in grigio non appartengono
all'insieme.

3.45.  Insieme chiuso, non aperto. Esplicitando I'equazione nella forma

y=v3—a3
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vediamo che F ¢ il grafico di una funzione continua definita su tutto R, percido FE &
connesso e non & limitato10,

\ﬁ

-2 2 4

Fig. 3.11. L'insieme E ¢ il grafico disegnato

3.46.  Insieme chiuso, non aperto. Esplicitando 1'equazione nella forma
y=+v3-—zt

vediamo che E ¢ l'unione dei grafici di due funzioni definite su [— V3, \“/5] , continue (e

percio limitate per il teorema di Weierstrass) , percio E ¢ limitato. Inoltre F & connesso,
perché ciascuno dei due grafici ¢ un arco di curva continuo, percid ¢ connesso, e i due
grafici si toccano negli estremi dell'intervallo.

-

Fig. 3.12. L'insieme E & la curva disegnata (unione di due grafici)

10 Si osservi che questo non dipende dal fatto che la funzione /3 — 3 sia illimitata
(cosa che pure ¢ vera) ma semplicemente dal fatto che il grafico di qualsiasi funzione
definita su tutto R ¢ un sottoinsieme illimitato del piano: non ¢ contenuto in nessun cerchio.
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3.47. L'equazione z + 2? — y? = 0 descrive una superficie quadrica, precisamente
un paraboloide iperbolico. Ad ogni modo, si puod vedere come grafico di una funzione di 2
variabili, z = y? — x?continua e definita su tutto R2. Questo spezza lo spazio in 2 regioni,
sopra e sotto il grafico; F ¢ il sopragrafico, grafico escluso. Percio ¢ un insieme aperto, non
chiuso, illimitato, connesso.

z

Fig. 3.13. L'insieme E & la regione tridimensionale in grigio (sopragrafico)

3.48. L'equazione z? = 2 + y? descrive un cono a due falde. Questo spezza lo
spazio in 3 regioni, una contenente il semiasse z per z > 0, una contenente il semiasse z per
z < 0, la terza non contenente l'asse z; F rappresenta quest'ultima, compresa la superficie
stessa del cono. Percio ¢ un insieme non aperto, chiuso, illimitato, connesso.

2 1 0

=L

Fig. 3.14. L'insieme E & la regione tridimensionale in grigio
(compresa tra le due superfici coniche)
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3.49.  Si veda l'esercizio precedente. Ora E rappresenta la stessa regione di prima,
ma esclusa la superficie stessa del cono. Percid ¢ un insieme aperto, non chiuso, illimitato,
acora connesso.

3.50. Si vedano i due esercizi precedenti. Ora E rappresenta l'unione delle due
regioni che stanno dentro le due falde del cono, e sono disgiunte perché la superficie stessa
del cono & esclusa. Percid & un insieme aperto, non chiuso, illimitato, non connesso.

=1

Fig. 3.15. L'insieme E ¢ la regione tridimensionale in grigio
(composta di due regioni distinte, ciascuna interna a una falda del cono)

3.51.

Fig. 3.16. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, ¢ connesso.
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3.52.

Fig. 3.17. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme
E non ¢ aperto, ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

3.53.

Fig. 3.18. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

E & aperto, non ¢ chiuso, non & limitato, & connesso.
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3.54. E={(z,y):y#3,2> +y* > 4}.

E ¢ aperto, non chiuso, illimitato, non connesso.

Fig. 3.19. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

3.55. E={(z,y):y>zey> a2’}

E ¢ non aperto, non chiuso, illimitato, connesso.

Fig. 3.20. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono
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3.56. E={(zy):2>0,z#1,2%+1* <2}.

E ¢ non aperto, non chiuso, limitato, non connesso.

Fig. 3.21. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

3.57.
E={(z,y):y#42<2®+1> <4} = {(z,9):2< 2? +¢* < 4}.

(La condizione y # 4 ¢ implicita nell'altra). Dunque:
E ¢ non aperto, chiuso, limitato, connesso.

Fig. 3.22. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme
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3.58.

s

Fig. 3.23. Regione grigia: f positiva; regione bianca: f negativa

3.59. 70:{(:c,y):y=40z2+y2:3}

Ricordiamo che f ¢ definita solo per 22 + 32 > 2.

Fig. 3.24. Regione grigia: f positiva; regione bianca: f negativa;
regione punteggiata: f non definita
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3.60.

Yo = {(a:,y) cy=00+v22 4y =k7rperk=0,1,2,...}

Fig. 3.25. Regione grigia: f positiva; regione bianca: f negativa

Questo esempio ¢ particolarmente significativo alla luce dell'Osservazione 2.3: qui, pitt
che valutare f in ciascuna regione, ragioniamo sul fatto che ad ogni attraversamento di
confine il segno di f deve cambiare, i quanto i fattori y e siny/z2 + y? si annullano su curve
diverse, e sempre del prim'ordine. Basta quindi valutare il segno di f in uma di queste
regioni, ¢ poi colorare la figura "a scacchiera".
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3.61.
E={(x,y):x>—-le(y>\/a:2+1oy< - x2+1)}

E ¢ aperto, non chiuso, limitato, non connesso

Fig. 3.26. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

3.62. E={(x,y):x2_<_y§x2+4}.

E non ¢ aperto, & chiuso, non ¢ limitato, ¢ connesso.

-2 -1 1 2

L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme
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3.63. E:{(x,y):\/a:2+y2>2,y753:z:+1}

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, non ¢ limitato, non & connesso

Fig. 3.27. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

3.64. E={(z,y):2*+¢* > 2}

E non ¢ aperto; ¢ chiuso; non ¢ limitato; & connesso.

Fig. 3.28. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono
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3.65. E={(z,y) eR*:0< 2>+’ < ez #1}

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.29. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono; il cerchietto indica un punto rimosso

3.66.
E={(z,y) eR*:2®+ > #£ 0,2 + > # %y > 2 — 1}

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.30. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in grigio non appartengono
allinsieme; il cerchietto indica un punto rimosso
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3.67. Ez{(m,y):x2<y<m2+e,(m,y)#(0,1)}

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, non ¢ limitato, &€ connesso.

12£

10}

Fig. 3.31. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in grigio non appartengono
all'insieme; il cerchietto indica un punto rimosso

3.68. E:{(m,y):0<y§2—(x—1)2,x751}

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, non & connesso.

Fig. 3.32. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono
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3.69. E={(x,y):m2+y2<4,x7é1}.

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, non € connesso.

Fig. 3.33. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

3.70. E={(z,y) €R?:2? + 44® < L;z # 0,y # 0}.

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, non & connesso.

Fig. 3.34. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme
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3.71.
E={(z,y) eR*:0<2?+y<lol<a®+y<e}.

E & aperto, non E ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.35. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

3.72. E={(z,y) eR?:zy> —1,22 +1% < 5}

E ¢ aperto, non & chiuso, & limitato, ¢ connesso.

Fig. 3.36. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme
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373. E={(z,y) €eR?:2y>0,3z+2y—4 #0}

E non ¢& aperto, non ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.37. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

374. E={(z,y) eR?2:2<2?+y> <et+2}

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, & connesso.

Fig. 3.38. L'insieme FE & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono
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375, E={(z,y) €R*: 22 +¢y? <1;3z-5y+1>0}

E non ¢ aperto, ¢ chiuso, ¢ limitato, & connesso.

Fig. 3.39. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme

3.76. E={(m,y)€R2‘: zy > 0,2% + 9% < 1}

E ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.40. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme
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3.77. E={(a:,y):x>0,y_>_10gz,w2+4y2>1}.

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.41. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

3.78, E={(ﬁ,y)ERZ:w2+%21,x2+y2<4}

E non ¢ aperto, non ¢ chiuso, & limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.42. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono
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3.79.
E = {(z,v) 6R2:x2+y2§4,y<x2—1,y7éx2—2}

E non ¢& aperto, non & chiuso, ¢ limitato, non ¢ connesso.

Fig. 3.43. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme,
i bordi in grigio non appartengono

/ 1 /
E={(z,y):y> -2+ 1+goy§——m— 1+—2 .

E non ¢ aperto, ¢ chiuso, non ¢ limitato, non ¢ connesso.

3.80.

Fig. 3.44. L'insieme E & quello in grigio. | bordi in nero appartengono all'insieme
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3.81.
a E={(z,y):1<2?+y?<1+e}

4

Fig. 3.45. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme

b. E ¢ aperto, non ¢ chiuso, ¢ limitato, ¢ connesso.
c. F={(z,y):1<2®+y*<2}.

Fig. 3.46. L'insieme E & quello in grigio.
| bordi in grigio non appartengono all'insieme



3.4. Derivate parziali e differenziabilita
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §4.

3.4.A. Calcolo di derivate parziali, piano tangente
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §4.1, 4.2.

Esempi svolti

Esempio 3.8. Calcolare le derivate parziali della seguente funzione

xeY

2+ Qper(:c y)?é(o O)

flz,y) =

Fuori dall'origine la funzione ¢ derivabile in quanto composta di funzioni
elementari derivabili, e possiamo calcolare la derivata parziale con le usuali regole
di calcolo studiate nel calcolo differenziale in una variabile:

_(2_ zey .
oz \z2+y2)

derivando questa come funzione della sola x, pensando y costante

_ e¥(z? + y?) — 2x(ze?)  e¥(y? — )
(22 +12)° (22 + y2)?

Analogamente, pensando ora la z come costante e la y come variabile, calcoliamo

_(?—( reY ) _ze¥(z? +9?) — 2y(ze¥)  ze¥(a? + y? — 2y)
Oy \a? +y? (a? +2)° (= + 97"

Esempio 3.9. Scrivere I'equazione del piano tangente al grafico della funzione
f(z,y) = sin(zlogy) nel punto (zo, 7o) = (7, e).

Calcoliamo anzitutto:

-(%(sin(a:logy)) = cos(zlogy) - logy

0 T
— (sin(zxlo = cos(zlo .-
8y( (zlogy)) (zlogy) y
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Quindi valutiamo:

0 0
S (me) = =1i gr(me) = =T f(me) =0

Perci¢ il piano tangente ¢:

of of
R = f(ﬂ'v 6) + 'a—x(ﬂ-’ e)(a: - 71—) + 55(7D e)(y - e)

ciog z=—(w~—7r)—g(y—e)

; s
ossia z=—g——y+2m.
e

Esempio 3.10. Calcolare, se esistono, le derivate parziali indicate, nel solo punto
richiesto.

0 0 .
%%’ 9y (\/ x? + ychS(wy)) in (0,1).

Si chiede di calcolare le derivate parziali di una certa funzione in un punto
specifico. Non essendo richieste le derivate parziali in (z,y) generico, possiamo
applicare la definizione di derivata parziale come derivata rispetto ad una variabile
di un'opportuna restrizione della funzione:

g d
8_:J; (%o, %0) = T (f(=, yO))/x=xo

”3% (Wcos(xy)) (0,1) = % (\/ z2+1 cosa:) = 0.

z=0

Si osservi il primo passaggio: abbiamo anzitutto sostituito y =1
nell'espressione di f(z,y), ottenendo una funzione della sola z; si tratta quindi di
derivare questa funzione in z = 0. Poiché la funzione \/z? + 1cosz & certamente
derivabile in x = 0 (perché composta di funzioni derivabili), ed ¢ simmetrica pari,
ha necessariamente derivata nulla in z = O.
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Se non avessimo fatto quest'ultima osservazione, avremmo potuto calcolare la
derivata in x generico e poi sostituire il valore x = 0:

-CL (\/' 2 + 1cosa:) = (—m:-?————cosx — /22 +_1 sinx) = 0.

dx z=0 Va2 +1 J2=0
Analogamente:
0 d d
a—y(\/:cz + yzcos(zy))((), 1)= o <\/y_2)y:1 == @(y)y=l = 1,

Si osservi che 1/y? = |y|, noi dobbiamo derivare questa funzione in y =1, e
vicino a questo punto ¢ |y| = y.

Osservazione 3.4. Calcolo di derivate parziali mediante la definizione. Si
confrontino i due modi di calcolare le derivate parziali usati negli Esempi 3.8 e
3.10 precedenti.

Il primo modo si puo usare per funzioni di cui sappiamo a priori che le derivate
parziali esistono in tutto un aperto; si calcolano allora le derivate parziali usando le
regole di calcolo differenziale imparate in analisi 1, vedendo la funzione di due (o
piu) variabili come funzione di una sola variabile (quella rispetto a cui si deriva),
mentre l'altra (le altre) resta fissata. Questo ¢ un metodo di uso molto comune, e
sicuramente quello piu familiare allo studente.

Il secondo modo sfrutta fino in fondo la definizione di derivata parziale.
Dovendo, ad esempio, calcolare

0
é(mo,yo),

anziché (primo modo) calcolare prima

1o}
%(x,y),

in un punto generico, e poi sostituire (z,y) = (o, ¥o), si sostituisce subito y = yo
(il valore della variabile rispetto a cui non si deriva ¢ fissato), quindi si calcola

d

_c-l—:;(f(x’ yO));

e infine si sostituisce £ = xy. Lo studente di solito preferisce il primo metodo
(certamente pit meccanico) e non vede che vantaggi ci siano ad usare il secondo.
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Tuttavia, quando cid che interessa ¢ calcolare la derivata parziale in un punto
specifico, i vantaggi ci sono:

« La funzione f(z,yq) potrebbe risultare derivabile per un certo y, fissato,
mentre non lo & per y generico, quindi il calcolo fatto in questo modo risulta
praticabile in piz casi.

« La funzione f(z,y,) potrebbe risultare molto semplice (ad esempio:
costante!) e quindi banale da derivare, mentre f(z,y) potrebbe non esserlo.

Nel seguito ci riferiremo al metodo usato nell'Esempio 3.10 come "calcolo
della derivata parziale usando la definizione", e al metodo usato nell'Esempio 3.8
come "calcolo della derivata parziale usando le regole di calcolo differenziale".!!

Esercizi

Calcolare le derivate parziali delle seguenti funzioni, nei punti indicati,
semplificando le espressioni trovate.

Ulteriori esercizi sul calcolo di derivate parziali e piano tangente si trovano
nel §3.6.

3.82. 3z%y> — bxy? 4+ 22° — 22y  per ogni (z,y)
3.83.% _w_y2_ er (z,y) # (0,0);

° ° fL'2 + y4 p 7y ’ )
3.84.% log(zy) per zy > 0;

@

3.85.% arctan(;) per y # 0;
386k \/(e— 1P+ (u+2)? per(e,y) £ (1,-2)
3.87. z¥ perz > 0.

1L E' chiaro che si tratta di due denominazioni un po' convenzionali ¢ criticabili (anche
la prima rispetta le regole di calcolo, anche la seconda rispetta la definizione!), ma ¢ tanto
per capirci.



268  Cap. 3. Calcolo differenziale per funzioni di pit variabili

e_mz/y
3.88. pery > 0.
VY
3.89. Vxy? perz #0.
Y
3.90.% Ty + ze per (z,vy,2) # (0,0,0).

$2_|_y2+z2

Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico della funzione z = f(z,y)
nel punto (xo, yo) assegnato:

2z ; s ZT__
3.91.5% e“"siny in (0, 6>'
3.92.% log(ac2 + y4) in (1,-1);
Ty . '
3.93. % m n (2, ].),
3.94.9% 2237V in (20, y0) (punto generico)
3.95.% Sh(zy) — ShzShy in (1,0).

Calcolare, se esistono, le derivate parziali indicate, nei soli punti richiesti (in
altre parole: non calcolare le derivate parziali nel punto generico (z,vy), per poi
sostituire le coordinate del punto richiesto; utilizzare invece la definizione di
derivata parziale, come nell'Esempio 3.10):

o 0 xy .
3.96.* 'é;, "a‘; <W> m (0, 1),

0 0, 3 . _
3.97.% = ay(\/Ey) in (1,0);

0 ey
3.98.* 55(1_*_1:3) m (1,2),
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a ([ l|z|y® ) .
3.99. — -1,1);
* Oz (y + |z] n(-11)
o 0,. s s u T
3.100.5% e 8—y(sm(a:y)smx) in (-2—, 1).
0 0 0 xy .
3.101.% %,a—y,‘é';'(m) n (1,1,0).

3.4.B. Derivabilita, differenziabilita, derivate direzionali
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §4.3, 4.4,9.2.

Il concetto di funzione differenziabile, per funzioni di piu variabili, € molto piu
delicato del concetto di funzione derivabile per funzioni di una variabile. Per
questo motivo, in questo argomento pill che mai, ¢ assolutamente necessario aver
studiato, compreso e assimilato la teoria in modo solido, prima di affrontare
qualsiasi esercizio. Percio, oltre a rimandare ai riferimenti opportuni sul libro di
testo, iniziamo questo paragrafo con delle domande di verifica teorica.

Domande di comprensione teorica su
derivabilita, differenziabilita, derivate direzionali

3.102. Di ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se ¢ vera o falsa
(giustificando l'affermazione fatta). Si raccomanda di rispondere a ciascuna

domanda prima di leggere le domande successive.
Sia f : R® — R, o € R™.

a. Si dice che f ¢ differenziabile in zy se le sue derivate parziali sono
continue in xg.
b. Se f ¢& continua in zy e ha tutte le derivate parziali in z;, allora f ¢
differenziabile in z;.
I termini "derivabile" e "differenziabile" hanno lo stesso significato.
Se f ¢ differenziabile in z( allora f ¢ continua in .
Se f ¢ differenziabile in xq allora f ¢ derivabile in x,.
Se f ¢ derivabile in z, allora f & continua in z;.
La "formula del gradiente" serve per calcolare il gradiente di una funzione.

0 v e /D
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h. Se una funzione possiede in un punto tutte le derivate parziali, allora (per
la "formula del gradiente") possiede in quel punto tutte le derivate direzionali.

i. Se una funzione ¢ derivabile in un punto, allora il gradiente indica in quel
punto la direzione di massimo accrescimento.

[ Se una funzione ¢ differenziabile in un punto, allora (per la "formula del
gradiente") possiede in quel punto tutte le derivate direzionali.

m. Se una funzione ¢ differenziabile in un punto, allora il gradiente indica in
quel punto la direzione di massimo accrescimento.

3.103. Quali delle seguenti scritture possono indicare correttamente una
derivata parziale? Per ciascuna scrittura, dire se ¢ corretta o scorretta (possono
essercene piu di una corrette), nel secondo caso spiegando con precisione perché.
Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.

¢ 7 (o) = fim T2 ﬁﬁ””(”%)

b ggm,yo) _ i £ {090+ ) = a0
c g{;(_@o) = }quf(@-o + h:g) — f(zo)

d 01 (0,10) = £ 80) ]

e. gi (zo0) = }{%f(zo + hg}i) — f(zo)

3.104. Quali delle seguenti scritture indicano correttamente la definizione di
derivata direzionale? Per ciascuna scrittura, dire se ¢ corretta o scorretta (possono
essercene piu di una corrette), nel secondo caso spiegando con precisione perché.
Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.

a. Dy f(z0) = Vf(zo) - v

b. Dyf(z0) = %[f (zo +tv)] /10
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C.

. f(mo 4 heosv, yo + hsind) — f(xo, yo)
By (zo,90) = ]111_{% -

con v = (cosv, sin??)

d.

e.

Dyf(mo) = Illi_r)r(n)f@o + h;i)) — flzo)

1 z +hCOS’l9, +hSll‘l’l9 — Zg,
Dyf($07y0)=’111_r>r(1)f( 0 ot ) — £ (0, W)

con v = (cosv, sin?d)

f

Dyf (20) = lim flao + hﬂ;) — f(zo)

3.105. Di ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se ¢ vera o falsa
(giustificando l'affermazione fatta). Si raccomanda di rispondere a ciascuna
domanda prima di leggere le domande successive.

Sia f:R? — R differenziabile in (zq,79) € R? e sia v una curva regolare
passante per (g, yo), che & una linea di livello di f. Allora:

a

b.
2.
d.

V f(zo,vo) & tangente a -y in (xq, yo ).
La derivata direzionale di f nella direzione tangente a -y ¢ nulla.
La derivata direzionale di f nella direzione perpendicolare a -y ¢ nulla.

V f(zo,yo) & perpendicolare a «y in (zg, yo)-

3.106. Di ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se ¢ vera o falsa
(giustificando l'affermazione fatta). Si raccomanda di rispondere a ciascuna

domanda prima di leggere le domande successive.
Sotto opportune ipotesi di componibilita e differenziabilita delle funzioni

coinvolte, valgono le seguenti identita, per f : R® — R,r : R — R™

VRIS I

VI[f(x®)] = VF(xt) - r'(t)
L)) = f'(x(¥)) - V()
L)) = VIiE®) ')
VIf(x®)] = f'(x(t)) - Vr(t)
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Domande di comprensione teorica sulle funzioni omogenee

Poiché negli svolgimenti degli esercizi sulla differenziabilita utilizzeremo
sistematicamente i criteri visti per funzioni omogenee, invitiamo il lettore, dopo
aver studiato attentamente questa parte (v. [BPS2], cap.3, §9.2) ad affrontare le
prossime domande di verifica.

Di ciascuna delle seguenti affermazioni dire se € vera o falsa (possono esserci
piu risposte vere). Si raccomanda di rispondere a ciascuna domanda prima di
leggere la successiva.

3.107. Una funzione f:R"\ {0} — R si dice positivamente omogenea di
grado o € R se:

a. f ¢ omogenea di esponente o positivo.

b. f(A\z) =Af(z) VA >0Vz e R,z #0.

c. fAz)=A"f(z)VA>0VzeR™ z#0.

d. flaz)=af(z)Vz € R*,z #0.

3.108. Sia¥X = {z € R": |z| = 1}. Allora:

a. Se f:R"\ {0} — R ¢ positivamente omogenea di grado «, i suoi valori
in ¥ determinano i suoi valori in tutto R™ \ {0}.

b. Se f:R™\ {0} — R ¢ positivamente omogenea di grado « ed & continua
in 3, allora € continua in tutto R".

c. Se f:R"\ {0} — R & positivamente omogenea di grado « ed ¢ continua
in X, allora ¢ continua in tutto R" \ {0}.

d. Se f:R"\ {0} — R ¢ positivamente omogenea di grado o >0 ed &
continua in Y, allora & continua in tutto R”.

3.109. Se f:R™\ {0} — R ¢ positivamente omogenea di grado 1/3, allora
(scegliere una sola risposta tra le seguenti):

a. [ écontinua in Q.

b. f ¢édiscontinua in 0.

c. [ puo essere continua o discontinua in Q.

3.110. Se f:R™\ {0} — R ¢& continua fuori dall'origine e positivamente
omogenea di grado 1/3, allora (scegliere una sola risposta tra le seguenti):

a. [ ¢ differenziabile in 0.

b. f non ¢ differenziabile in Q.

c.  f puo essere o non essere differenziabile in 0.
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Cogliamo l'occasione per ricordare qui anche il seguente risultato per funzioni
radiali, che useremo talvolta accanto ai risultati validi per funzioni omogenee:

Teorema 3.5. (Criterio di continuita e differenziabilita per funzioni radiali). Sia
[ :R™\ {0} — R una funzione radiale, cioé f(z) = g(|z|) con g : (0,+00) — R
e sia f continua fuori dall'origine. Allora:

a. [ ¢ continua in 0 se e solo se esiste finito lim g(p);
p—0

b. f ¢ differenziabile in 0 se e solo se esiste g (0) = 0.

La dimostrazione ¢& un facile esercizio.

Esempi svolti

Esempio 3.11. Data la funzione

= J =5 PO (z,y) # (0,0)
fiz) {o " bt (5,9) = (0,0),

a. Stabilire in quali punti del piano ¢ derivabile, calcolando esplicitamente le
derivate in tal caso (semplificare le espressioni trovate!);

b. Stabilire in quali punti del piano ¢ differenziabile;

c. Determinare il pitl grande insieme aperto A del piano in cui f ¢ C*.

a. Osserviamo che, fuori dall'origine, la funzione & certamente derivabile se
z # 0 (notare che la funzione di una variabile 2%/° non ¢ derivabile per z = 0). Di
pill, possiamo osservare fin da subito che f & C? nell'aperto!2 {z # 0} e quindi &
certamente  differenziabile in quell'aperto (condizione sufficiente di
differenziabilita, v. [BPS2], cap.3, §4.3, Teorema 3.8).

Calcoliamo, per z # 0,

0
) -

som’ (@ +97) = 20(a%PY) 3yt — 72
(e +9?)° 52/5(a? + y2)’

12 Notiamo che per affermare che f ¢ C! nell'aperto {z # 0} non & necessario
calcolare preventivamente le derivate parziali: ¢ sufficiente osservare la forma analitica
della funzione f(x,y) e notare che ¢ composta di funzioni elementari regolari, tranne che
perx = 0.
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Bf ) 33’33/5y2($2 4 y2) _ 2:(/(.233/5:(/3) 333/5?/4 + 33313/53/2
5 T Y) = =
dy (22 +y2)° (z% + y2)2

Nei punti (0,4o) con 3o # O f non & derivabile (perché 23/° non & derivabile
inx = 0).

In (0,0) invece f ¢ derivabile con derivate nulle, perché ¢ identicamente nulla
sugli assi; esplicitamente: '

of d p
;9;(0,0) = C—l;(f(x,()))/mo - E(O) —0

(e analogamente per g—i (0,0)).

b-c.  Abbiamo gia osservato che f € C'(A) con A = {z # 0}, ed & percid
ivi differenziabile.

Nei punti (0, yo) con yo # O f non ¢ differenziabile perché non & derivabile.

Rimane da studiare l'origine. E' importante che lo studente capisca perché
questo punto va studiato a parte. Da una parte, l'origine non appartiene all'aperto in
cui f & C?, quindi non ¢'¢ un motivo ovvio per affermare che f ¢ differenziabile;
d'altro canto, la funzione nell'origine ¢ derivabile (con derivate parziali nulle),
quindi non c¢'¢ un motivo ovvio per affermare che non ¢ differenziabile. In queste
situazioni, solitamente occorre rimboccarsi le maniche ed applicare la definizione
di differenziabilita, che coinvolge il calcolo di un limite in due variabili ed &
quindi un po' delicata.

In questo esercizio, perd, siamo facilitati dal fatto che f € una funzione
continua fuori dall'origine e omogenea di grado 1 + g > 1. Infatti

_2 23/5y3

_ a4
Oz, Ay) = A°F o

Percio, per le proprieta delle funzioni positivamente omogenee (v. [BPS2], cap.3,
§9.2, Teorema 3.32), f ¢ differenziabile nell'origine.

Esempio 3.12. Data la funzione

_ [ =2 per (z,9) # (0,0)
i {o ¥ perley) = 0,0,

a. Stabilire in quali punti del piano ¢ derivabile, calcolando esplicitamente le
derivate in tal caso;
b. Stabilire in quali punti del piano ¢ differenziabile;
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c. Determinare il piti grande insieme aperto A del piano in cui f ¢ C!.

a. Per (z,y)# (0,0) la funzione ¢ derivabile (anzi, nell'aperto
{(z,y) # (0,0)} f & C! e quindi differenziabile). Calcoliamo:

Q]_”(x ) = 3z(z? +9?) — 2z(x® + 2¢*)  z* + 3a?y? — dzy?
oz (22 + ) @+ )
B_f_(m y) = 8y3(x? +y%) — 2y(«® + 2¢*) 40P + 8a?y® — 223y
9y~ (22 +97)" (22 +4?)”

Calcoliamo in base alla definizione le derivate in (0, 0).

f(e,0) =2 9L (0,0)= 1

of

£(0,9) =2y2;—8—y-(0,0) =0.

b-c. feC'YA) con A= {(z,y)#(0,0)} (questo si stabilisce
semplicemente osservando la forma analitica della funzione), e percid ¢ ivi

differenziabile.
Studiamo la differenziabilita nell'origine. Occorre verificare se

af 8f 5y (0.0 = (\/aﬂ +y2)

f(z,y) = f(0,0) —z5-(0,0) —

per (z,y) — (0,0), ossia se:
f(m,y) — il = O(\/ o +y2) per (x,y) — (070)

Esplicitamente, cid significa dimostrare che per (z,y) — (0,0) il seguente
quoziente tende a zero:

z3+2¢*
flzy)—z  Zrg — % 2t -xy? (*)

Vi +? o2+ (2 +2)Y?

2y* zy? B
(a2 +2)? - (22 + y2)*? = 91(z,9) + g2(, ).

Ora g; ¢ positivamente omogenea di grado 1, continua fuori dall'origine, percio
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tende a zero per (z,y) — (0,0), mentre g & positivamente omogenea di grado 0
(senza essere costante), percid non ammette limite.
Quindi il quoziente (x) non tende a zero, e f non ¢ differenziabile nell'origine.

Esempio 3.13. Si consideri la funzione

f(z,y) = %@ per (z,y) # (0,0)
| 0 per (z,y) = (0,0).

a. Calcolare le derivate direzionali di f nell'origine per un generico versore
(cosd, sind}).

b. Verificare se vale o no la formula del gradiente. Di conseguenza, si puo
dire se la funzione ¢ differenziabile nell'origine o no?

tcos¥sin(t?)

a. g(t) = f(tcost, tsind) = (cosd 1 t2sind)’

Percosd #0et — 0,

t3cosv t , 1
g( ) ~ 2c0s29  cosd’ -Dyf(070) =9 (0) el

cosd
Per cos? = 0 abbiamo g(¢) = 0e D, f(0,0) = 0.
b. La formula del gradiente non vale, in quanto

v-Vf(0,0) = (costd,sind) - (1,0) = cos?d

1

mentre D,f(0,0) = p—t

Percio la funzione certamente non ¢ differenziabile nell'origine (in quanto se fosse
differenziabile, certamente varrebbe la "formula del gradiente", v. [BPS2], cap.3, §
4.4, Teorema 3.9).

Esempio 3.14. Stabilire se la seguente funzione ¢ continua, derivabile,
differenziabile in (0, 0):

(0,0)

(0,0).

1IN

’ 0 per (z,y)

Per come ¢ definita f, verificare la continuitd significa provare che
f(z,y) — (0,0) per (z,y) — (0,0). Cerchiamo di dimostrare questo, cercando
una maggiorante di f radiale infinitesima (come abbiamo visto nel §3.2).
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z | peosv
log(z2 +42)| | 2logp

P
~ 2|logp|

— Operp— 0,

quindi f € continua in (0, 0).
Calcoliamo le derivate parziali nell'origine, in base alla definizione.

—Z— perz #0
0) = | =
f(=,0) { 0 perz = 0,

of
ox

" = lim ———¢ =1lim .——° =
percio 2—0 zlog(z?) = log(x?)

Si noti che in questo caso la definizione analitica di f(z,0) costringe a calcolare la
derivata come limite del rapporto incrementale.

Inoltre f(0,y) = 0; g—f(o y) =0

In particolare, f € derivabile.
f allora ¢ differenziabile in (0, 0) se risulta f(z,y) = 0(\/ 22 + y2).

)| femesd) Ly
Va2 +y?| | 2plogp|  2[logp|
quindi (criterio della maggiorante radiale infinitesima), ! Sf;z — 0 per

(z,y) — (0,0), e f & differenziabile in (0, 0).

Esercizi
3.111.%%  Data la funzione

ooy = | S per (a,y) # (0,0)
f(z,y) {0 ver (z.9) = (0.0).

a. Calcolare le derivate parziali di f per (z,y) # (0,0) (semplificando le
espressioni ottenute).

b. Calcolare le derivate parziali di f in (0, 0) e stabilire se f ¢ differenziabile
nell'origine.

c. Determinare il pili grande insieme aperto A del piano in cui f & C1.
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3.112.%  Data la funzione

3 1292 20 A0
f(z,y) = { AT B per (z,y) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Calcolare le derivate parziali di f in (0, 0) e stabilire se f ¢ differenziabile
nell'origine.
b. Calcolare la derivata direzionale D,f(0,0) per v= (%3—, —%) ,

giustificando il procedimento seguito.

3.113.%  Data la funzione

3, 9md__ 2
floy) = | S per (@9) # 0,0
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua o meno nell'origine.
b. Stabilire se f ¢ derivabile o meno nell'origine.
c. Stabilire se f ¢ differenziabile o meno nell'origine.

3.114.%  Si consideri la funzione

21,2

: —z°/y
f(z,y)={ 0 PrVF0
0 pery = 0.

a. Stabilire se esistono le derivate parziali di f nei punti dell'asse z (ossia nel
generico punto (zg,0) con zy € R), calcolandole in caso affermativo.

b. Calcolare %5 nei punti che non stanno sull'asse =z

(ossia nel generico punto (x,y) cony # 0).

3.115.%  Si consideri la funzione

T__ 52y a2
Fog) = | Tt per (z,9) # (0,0)
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se esistono le derivate parziali di f nell'origine, e calcolarle
esplicitamente.

b. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f nell'origine (non si
richiede di verificare se f € differenziabile o no).
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3.116.%  Si consideri la funzione

, _ 2
Fag) = { (log(z+2) IZ§%;2-2))(275 3y) per (z,9) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se esistono le derivate parziali di f nell'origine, e calcolarle
esplicitamente.

b. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f nell'origine (non si
richiede di verificare se f ¢ differenziabile o no).

3.117.%  Data la funzione

| 2y
o) = 4 P DT (z,y) # (0,0) |
f( 7y) { 0 per (3;, y) — (O, O).

a. Calcolare la derivata direzionale di f nell'origine rispetto al generico
versore (cosd, sind}).

b. Stabilire se nell'origine vale la formula del gradiente.

c. Stabilire se f ¢ differenziabile o meno nell'origine.

3.118.%  Data la funzione

64,6

Fog) = { il per (2,0) # (0,0)
0 per(z,y)=(0,0).
a. Stabilire in quali punti del piano ¢ derivabile, calcolando esplicitamente le

derivate in tal caso (e semplificare le espressioni trovate);
b. Stabilire in quali punti del piano ¢ differenziabile;

3.119.%  Data la funzione

oy = ] EEESE per (z,y) # (0,0)
f(’y)_{o++ per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se ¢ derivabile o meno nell'origine, calcolando esplicitamente le
derivate in tal punto (nomn si chiede di calcolare le derivate in ogni punto del
piano);

b. Stabilire se nell'origine ¢ differenziabile o meno.
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3.120.% Sia

T in(z2—y?
f(z,y) = (lgte¥)  per (z,) # (0,0)
0 per (z,) = (0,0).

a. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D,f(0,0)
nell'origine, con v = (cos¥, sin¥), ed in particolare le derivate parziali.

b. Osservare se in questo caso la formula del gradiente ¢ verificata oppure
no. Cosa si puod concludere riguardo alla differenziabilita di f nell'origine?

3.121.%  Data la funzione

22 )sin(z2 )+ zy?
Flz,y) = et )f/r;(z+;_§! s per (z,y) # (0,0)
0 per (2,3) = (0,0).

a. Stabilire se nell'origine f € continua e se ¢ differenziabile, giustificando le
proprie conclusioni in base a criteri studiati.

b. Calcolare %ﬁ in tutti i punti del piano e stabilire se g—£ ¢ continua
nell'origine.

(Suggerimento: non cercare di dedurre il punto a dal calcolo delle derivate
parziali in (z,y) generico, cio¢ dal punto b, ma studiare la funzione nell'origine, in
base ai criteri studiati).

3.122.%  Calcolare le derivate parziali della seguente funzione in tutti i
punti in cui esistono. Scrivere poi l'equazione del piano tangente in (1, 2).

_ [ zlog(z* +y?) per (z,y) # (0,0)
f(“"y)‘{o ST et o) = (0.0).

3.123.%  Calcolare in base alla definizione la derivata direzionale della
seguente funzione nell'origine, rispetto a un generico versore (cosd,sind).
Calcolare in particolare le derivate parziali nell'origine, e stabilire se in questo caso
vale la formula del gradiente.

z,y) = —i% per (z,y) # (0,0)
f(z,y) {o ol o (0,05
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Stabilire se la seguente funzione é differenziabile nell'origine (dopo averla
eventualmente ridefinita nell'origine per renderla continua). "Stabilire" significa:
dimostrare che lo é o che non lo é, applicando criteri o teoremi studiati.

3.124. e Sin\(/_m2)

3.125. —
f(x7 y) \/;2_*_—3/2

3.126. fz,y) = iff I;f

3.127. Flay) = L o)
(22 +y7)"?

3.128.% f(z,y) = (e - 1) xzx—zﬁ

3.129.% fzyy) = (77 — &) mzﬁ_yyz

3.130.5 f(z,y) =™ (W)

3.131.5% f(z,y) = %&%ﬁ

Stabilire in quale sottoinsieme del piano la seguente funzione é derivabile, e in
quale ¢ differerenziabile. "Stabilire" significa: dimostrare che lo é o che non lo é,
applicando criteri o teoremi studiati, o eseguendo calcoli opportuni.

3.132.% flz,y) = Yz - y*°

3.133.% flz,y) = (z—1)¥° . 443
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3.134.% f(z,y) = zeV=*Y
3.135. Sia
22y
f(x,y) = o +y2

Calcolare le derivate parziali di f(z,y) in tutti i punti del piano. (Suggerimento:
trattare separatamente il caso (z,y) = (0,0)). Scrivere l'equazione del piano
tangente nel punto (2, 1).

3.136. Sia
flz,y) =z Yy

Calcolare le derivate parziali di f(z,y). (Suggerimento: trattare separatamente i
punti y = 0). Calcolare la derivata direzionale nel punto (1, —1) secondo il vettore
11

v=(-J5 1)
3.137.% Sia

f(z,y) =zva* + 4

Calcolare le derivate parziali di f(z,y). (Suggerimento: trattare separatamente il
punto (z,y) = (0,0)). Scrivere il differenziale di f nel punto (—1,1).

3.138.% Sia
f(z,y) = ylog(2® + v*)
Calcolare le derivate parziali di f(z,y). (Suggerimento: trattare separatamente il
punto (z,y) = (0,0)). Scrivere il versore che indica la direzione di massima
crescita di f nel punto (ﬁ, %)
3.139. Sia

flz,y) =V (z+1)+y.
a. Calcolare le derivate parziali di f in tutti i punti in cui esistono.
b. Qual & il pit grande aperto A di R? in cui f ¢ C'?
c. Dire se f ¢& differenziabile in (0, 1), giustificando la risposta.
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d. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f in (0, 1).

3.140. Sia
flz,y) = ="
a. Calcolare le derivate parziali di f in tutti i punti del semipiano z > 0.
b. Provare che f ¢ differenziabile in tutto il semipiano z > 0.
c.

Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f in (e, 2).
d. Calcolare la derivata direzionale D,f(2,2) per v= (%, 73),

giustificando il procedimento seguito.

3.141 5%  Sia

S

Y

f(:c,y):{? sex # 0

0 sex=0

Calcolare le derivate parziali di f in tutti i punti in cui esistono.

Qual & il piti grande aperto A di R? in cui f & C1?

Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f in (3,2).

Calcolare, mediante la definizione, la derivata direzionale D, f(0,0) per il
generico versore v = (cosd, sin). Provare poi a calcolare D, f(0,0) usando la
"formula del gradiente". Cosa si osserva? f ¢ differenziabile in (0,0)?

O &8

3.142.% Sia
fz,y) = Sy

a. Calcolare le derivate parziali di f in tutti i punti in cui esistono.
b. Qual ¢ il pit grande aperto A di R? in cui f ¢ C'?

c. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f in (\/5, 1).
d. Calcolare la derivata direzionale D, f (\/5, 1) per il generico versore
v = (cosd, sind), giustificando il procedimento seguito.
3.143. Sia
f(z,y) = ye?™.

a. Calcolare le derivate parziali di f in tutti i punti in cui esistono.
b. Qual & il piu grande aperto A di R? in cui f & C1?
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c. Dire se f ¢ differenziabile in (1, —1), giustificando la risposta.

d. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f in (1, —1).

e. Calcolare, mediante la definizione, la derivata direzionale D, f(0,0) per il
generico versore v = (cosd, sindd).

3.144.9% Sia

w2\3/§

f(z,y) = ol

Si dica (giustificando la risposta) in quale insieme del piano la funzione f risulta:
a. continua;
b. derivabile;
c. differenziabile.

3.145.9% Sia

_ =

f(xay)'_ 1—I—x2+y2'

Si dica (giustificando la risposta) in quale insieme del piano la funzione f risulta:
a. continua;
b. derivabile;
c¢. differenziabile.

3.146.
a. Calcolare

. Yy
lim log|{ 2 .
(c)m(00)” g( T yz)

b. Nel caso tale limite [ esista finito, prolungare con continuita la funzione
ponendo f(0,0) = [, e calcolare le derivate parziali di f in (0, 0).
c. Stabilire quindi se f ¢ differenziabile nell'origine.

3.147. Sia
£7/3,5/3
f(:c,y) - ;,;Z—.Eyl’_ per (x’y) 7’4 (O’O)
0 in (0,0)

a. Calcolare le derivate parziali di f in ogni punto del piano.
b. Stabilire se le derivate parziali di f sono continue in tutto il piano.
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c. Stabilire se la funzione ¢ differenziabile nell'origine.

3.148. Sia

_ [ per (z,y) # (0,0)
f(x’y)_{ow in (0,0)

Stabilire su quale sottoinsieme del piano la funzione ¢:
a. Continua;
b. derivabile;
c. differenziabile.

3.149.
a. Calcolare

. _xy
lim ze=+?,
(z,9)—(0,0)

b. Nel caso tale limite ! esista finito, prolungare con continuita la funzione
ponendo f(0,0) = I, e calcolare quindi le derivate parziali di f in (0,0).
c. Stabilire quindi se f ¢ differenziabile nell'origine.

3.4.C. Derivazione di funzioni composte

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §4.5.

Esercizi
3.150. Sia

2 .
e” siny

fo) =g

a. Calcolare le derivate parziali di f nel generico punto (z,y) e semplificare le
espressioni ottenute.

b. Dettar : R — R?,7(t) = (a(t),b(t)) un generico arco di curva regolare nel
piano e f la funzione considerata al punto a, calcolare la derivata della funzione
composta:

O]
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3.151. Sia f(z,y) una funzione differenziabile in R?, e si consideri la curva:
r(t) = (2cost, 3sint) per t € [0, 27].

Scrivere la formula che assegna la derivata di f(r(t)).

3.152. Sia
f(@,y) = &)

e sia r(t) = (x(t),y(t)) pert € [a,b]

un arco di curva regolare. Scrivere la formula che assegna la derivata di f(r(¢)).

3.153. Sia f(z,y) una funzione differenziabile in R?, e sia
g(z,y) = zef@Y),

Scrivere la formula che assegna il gradiente di g.

3.154. Sia g:R — R una funzione derivabile. Scrivere la formula che
assegna il gradiente di

f(z,y) = g(z?sin’y).
3.155. Sia r(t) = (a(t),B(t)): R —-R? wuna curva piana regolare,
g(z,y) = z?e¥, e sia f(t) = g(r(t)). Scrivere l'espressione di f'(t) e di f/(2).

- 3.156. Sia g:R? — R derivabile, e sia f(t) = g(t?,e’). Scrivere
I'espressione di f’(t) e di f'(2).

3.157. Sia g:R — R derivabile, e sia f(z,y) = g(z® +y?). Scrivere
l'espressione di V f(z,y) e di Vf(2,1).

3.158. Sia g:R? — R derivabile e positiva, e sia f(z,y) = log(g(z,v)).
Scrivere l'espressione di V f(z, y), e valutare V f(1,0).

Caratteristica dei prossimi due esercizi (tranne il punto c del secondo) é
essere ambientato in R™ con n qualsiasi. Va svolto per n qualsiasi (e non per
n = 2 o0 3), usando le opportune notazioni.
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3.159. %  Sia f : R® — R definita da
f(z) = el perz € R

a. Calcolare (z)peri=1,2,...,n.

Bxi

b. Scrivere esplicitamente e semplificare I'espressione:

"9

=1

3.160.% Sia f : R" — R definita da
f(z) = log’|z|, per z € R™\ (0,0).

f .
B2, (z)peri=1,2,...,m.

a. Calcolare
b. Detto r(t) : I — R™ un arco di curva regolare, calcolare

d
1)

dove f ¢ la funzione del punto a, e semplificare I'espressione ottenuta.

c. Applicare la formula trovata al punto b alla curvar : (0,1) — R? data da

r(t) = (tcost, tsint, t)

e semplificare I'espressione trovata.



288 Cap. 3. Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili
Soluzioni § 3.4
3.82. CLA 6xy® — 5y? + 622 — 2;
ox
QJ—C = 92%y* — 10zy — 2z.
Oy
258 of _ P +y") —2a(xy®) _ Y=’ +u).
.00, - 2
Oz (@ +y4)° («? +y4)
of _ 2ay(@®+y') — 4’ (zy®) _ 2ay(a® —y?)
by (@ +¢*)° (@ +¢*)°
3.84. log(zy) = log|z| + log|y|, percid
of 1 905 _1
oz =z’ Oy vy
3.85. ?— : 2(1> oA
T 14 (5) Y e+ y
of 1 ( x) -
9] .
oy 14 (;_,) y? 24y
3.86. gi _ 2z 1) _ z—1 ;
7 91+ @2 \f(e-1) + (y+2)?
y+2
‘91’ V(@1 + (y+2)?
_8_[ — (y — y—1. Qf_ — Y
3.87. 5o = (y—1)a¥=; 3y z¥logx.
—9pe= 1Y . -
sgs, L _ZBeTR 08 ap(TWE 131
Ox Y\/Y Oy Y 2y )y
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of _ v  of ..,
3.89. B = 375 By = 2/ y.
3.90.
of _yla®+9*+2°) —2x(zy+2e¥)  y(—2®+y*+2%) — 2aze?
8r (22 + 92 + zz)2 (22 + % + z2)2
Of _ (z+ze¥)(z® + 4% + 2°) — 2y(zy + 2¢¥)
dy (22 +y2 + 22)°
Of _ e¥(z®+4? +2°) —2z(xy +2¢¥) _ e¥(a® + 97— 2°) — 2zy2
0z (22 +y2 + 22)° (22 + 12 + 22)°
3.91. g—iﬁ = 2¢*%siny; Z—g— = e®cosy
m \/§ T 1
vi(0.5) = (1’7)’f(0’€> =3
: 1 3 m
Piano tangente: g 3 +x -+ 5 (y - 6)
3
3.92. of = ﬁ_; of -
Or 22+yt’ Oy 24y
Vf(]., —1) = (1: _2); f(la _1) = 10g2
Piano tangente: z=log2+ (z—1)—2(y+1).
24 .4y _ 2
3,03, of _yle®+y") —2z(zy) _ y(=2°+y")

2= @y @y

of _ z(z®+v*) — 4 (zy) _ =(a® - 3%
oy (22 + y4)2 - (22 + y4)2
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Piano tangente: 2 o= % - %(x = 2) 2—25(3/ =1)
ossia =4 _8 2
95 25 25
of _, Of _
3.94. - = 2237 L = —z237Vlog3;

Piano tangente:

z = 2337 + 22037 (z — z0) — 2537 *log3(y — Yo)

of _ . of _
3.95. 5 yCh(zy) — ChzShy; B zCh(zy) — ShaChy
V£(1,0) = (0,1 - Sh1); £(1,0) =0
Piano tangente: z=(1—Shl)y.
3.96. —‘9—(—2?—9—5> =_‘.l_< d 2) ~1
oz \ z + Y /(0,1) dr \ 1 +x /(0)
h &
perché T3 a2 ~zperz — 0.
0] ( Ty ) d
— (=== = —(0) 10 = O0;
F\Z 1) o 3y Vi
0] d
3.97. 5;(\3/53/3)/(1,0) = %(0) =0;
0] d
5?;(\3/;3/3)/(1,0) = @(ys)/(o) =G

=y y y 2
3.98. 5‘9— (i_3> _ 5_ (.";> _ <.6_> _e
Y 1 +z /(1,2) Y 2 /(2) 2 /(2) 2
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3.99.

i(ﬁlf_) __d_(__li) _i( =) =
Ox \y* + 2|/ jo1y  dox\l+zl/ )y dolz—1//-

_(m—l—x) _ 1
= | s =
_ 4
(@=1" /),y

3.100.

3.101. g7 _a_( . )in(l,l,()).

0 Ty d 1
‘5’; ("_—xQ + z2> (11 1)0) = zl; (1 +_z"2' )/z=0 = 0

(perché ¢ 2 ¢ derivabile e simmetrica pari, percio ha derivata nulla in z = 0).

3.102.

a. Falso. Questa ¢ una condizione sufficiente per la differenziabilita, non la
definizione.

b. Falso. Continuita e derivabilita non implicano differenziabilita:

c. Falso. (Studiare le definizioni!)

d. Vero. Questo ¢ un teorema (v. [BPS2] cap.3, §4.3, Proposizione 3.2).

e. Vero. Questo ¢ un teorema. (Stessa Proposizione citata qui sopra).

[ Falso. Esistono contresempi.

g Falso. La "formula del gradiente" serve per calcolare le derivate direzionali di una

funzione, se si conosce il gradiente e si sa che la funzion ¢ differenziabile.
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h. Falso. Se non si suppone che f sia differenziabile, la formula del gradiente puo
non valere.

i.  Falso. L'affermazione ¢ vera se si sa che f ¢ differenziabile.

. Vero. E' proprio quello che afferma il teorema noto come "formula del gradiente".

m. Vero. E' una conseguenza della formula del gradiente. (In senso stretto, ¢ vero solo
se il gradiente non si annulla, altrimenti questo non indica alcuna direzione).

3.103.

a. Scorretta. Per le derivate parziali non si usa il simbolo %ﬁ.

b. Corretta.

c.  Scorretta. A denominatore c'¢ il vettore he;, € questo non ha senso.
d Corretta.

e. Corretta.

3.104.

a. Scorretta. Questa non ¢ la definizione, ma il modo di calcolare una derivata
direzionale mediante la formula del gradiente (che, oltre tutto, potrebbe non valere, se f
non ¢ differenziabile, anche per una funzione che effettivamente possiede derivate
direzionali).

b. Corretta.

c¢.  Scorretta. Il simbolo -‘g—i non si usa.

d Scorretta. A denominatore c'¢ il vettore kv, e questo non ha senso.

€.

Corretta.
f Corretta.
3.105.

a. Falso; b. Vero; c¢ Falso; d. Vero

3.106.

a. Falso. Nella formula compare la scrittura V[f(r(t))] che non ha senso, essendo
f(r(t)) una funzione reale di una sola variabile.

b.  Falso. Nella formula compare la scrittura Vr(t), che non ha senso, essendo r(t)
una funzione vettoriale di variabile reale, e non una funzione reale di piu variabili.

¢. Vero.

d. Falso. Nella formula compare la scrittura f'(r(¢)), che non ha senso, essendo f
una funzione di pit variabili.

3.107.
a. Falso; b. Falso;, c¢. Vero.; d. Falso.

3.108. .
a. Vero, b. Vero; c¢. Falso; dVero
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3.109. ¢ Se non sirichiede la continuita fuori dall'origine, nulla si pud concludere.
Se si richiede la continuita fuori dall'origine, allora certamente f ¢ continua.

3.110. b
3.111.
a. Per(z,y) # (0,0)
2zy(z? + y?) — 22(z%y — 3y° 813
fa:(l',y): y( y)z 2(2 2 y): ) yz?
(2% +y?) (z2 +9?)
Folz,y) = (2=9%)(2* +4%) — 2y(a’y — 3y°) _ z* — 102" — 3y*
Y\ (:L'Q + y2)2 (332 r y2)2

b f(@,0) =05 £(0,0) = 0;

_ 3
£O.9) = =3 = =34 £,(0,0) = =3,

f ¢ differenziabile nell'origine se

f(wa y) — Vf(()? O) ) (IB, y)
N

— 0 per (z,y) — (0,0).

22—31°
flz,y) = Vf(0,0) (z,y) —u_z2+32 +3y  z?y—3y° + 327y + 3y°

NZEEY - NN - (22 + y2)3/2
2 PO S
= E_gix—%}i/"z = [in coordinate polari] = —ﬁ—gq%,fm—ﬁ = 4cos?sinyd
ity

non tende a zero con p, percid f non ¢ differenziabile.

Oppure, si poteva citare il teorema: poiché f ¢ una funzione continua fuori dall'origine,
omogenea di grado 1 ma non lineare, non ¢ differenziabile nell'origine. (v. [BPS2], cap.3,
§9.2, Teorema 3.32).

c. 1l pit grande aperto in cui f & C! ¢ il piano privato dell'origine: fuori dall'origine le
derivate parziali sono evidentemente continue; d'altro canto f non puo essere C'! in tutto il
piano perché f non ¢ differenziabile nell'origine.
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3.112.

22
a. f(Z,O): ‘x_g_:zw;fx(o>0):2;

5
£(0,5) = % = 44%; £,(0,0) = 0.

f ¢ differenziabile nell'origine se
f(CL‘, y) _ Vf(0,0) i (:v,y)

— 0 per (z,y) — (0,0).

V2 + P
3 2.2 2 5 _
f@,y) = VI0,0) (z,y) _ T - 224 dy
NeE=T Vo e
ptcos?Isin?d + 4p5sin®d

= [in coordinate polari] = = pcos®Ysin®d + 4p?sin®0.

0
Percio

f(xvy) — Vf(()»O) ) (:c,y)
Va2 + 2

che ¢ una maggiorante radiale infinitesima; pertanto la funzione a primo membro tende a
zero per (z,y) — (0,0), percio f ¢ differenziabile.

= | peos®Ysin® + 4p*sin®I| < p + 4p%,

b. Poiché f ¢ differenziabile nell'origine possiamo applicare la formula del gradiente ¢
affermare che:

D,f(0,0) = Vf(0,0) - v = (2,0) - <—\—/2——§,—%) = /3.

3.113. a. Proviamo che

lim z,y) = 0.
(w,y)ﬁ(O,O)f( v)

o) < 2 2el 4 20aly? _ %]+ 2ol + 2laly? _
’ = 2 . y2 4 1-2:(/2 &= z2 e y2

_letl |, 2ef | 2y’

x2+y2 x2+y2 .Z'2+y2

=fi+tfotfs
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Ora: f; & positivamente omogenea di grado 2, f; & positivamente omogenea di grado 1,
fs & positivamente omogenea di grado 1, sono tutte continue fuori dall'origine, quindi
ciascuna delle tre tende a 0 per (z,y) — (0,0). Per il teorema del confronto anche
f(z,y) — 0, quindi & continua.

b. f(z,0) = —— = —2z; =~

In particolare, f ¢ derivabile nell'origine.
c. f differenziabile nell'origine se e solo se:

f(z,y) + 22
( 2) =— — 0 per (z,y) — (0,0).

Ve +y

k: Y, P S 2

flz,y)+2z| %-FQ% B 2Py + 203> 3
Va?+y? V2 +y? (22 + 12 + 229?) /22 + 2|~

|zy| + 2|’y ol +2al’y?

T (2242 + 22y?) /2 + 2 T (22 +y?) /2 + 2
z’y 2|z|*y?
_ =7yl |z] e =ata

@+ (@ +4?)

Ora: g; ¢ positivamente omogenea di grado 1, g, € positivamente omogenea di grado 2,
quindi entrambe tendono a zero. Per il teorema del confronto, il limite desiderato & zero, e f
¢ differenziabile nell'origine.

3.114.
. Of .
a. f(z,0) = 0 percid -8-;3—(930, 0) = 0 per ogni zp € R.
6"“%/92
f(zo,y) = s

Distinguiamo ora: per zp = 0 si ha

f(0,y) = % che non ¢ derivabile in y = 0, percid non esiste %(O, 0).
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2 /02
. —z5/y e % 21 v s . o s
Per 2y # 0 si ha che per y — 0, f;ziyz ~ ;2 — 0 con velocita esponenziale, quindi
0 0

con derivata nulla. Percio esiste %5(900, 0) =0sexo#0.
In conclusione, la funzione ¢ derivabile tranne che nell'origine.

—-:tcz/y2 (_211%2(‘%.2 + y2) < 2y>

of

b.
3.115.
(e*=1)z?
a. flz,0) = { Z - pera# 0} = (e —1).
0 perz =0
of .
—5;(070) dx [6 1] )x-‘O =1

0 d
3§m0> Lli—ew) = (-2e%) =2

b. L'equazione del piano tangente &:

2= f(0,0) + <om+y mO)
ossia z=x—2y.
3.116.

(log(z+2)—log2)4x? 0 z
,0) = ? perz 76 =41 1+—).
f(=,0) {O z o0 og( +2)

Foo= Elae(e 3], = () _ -
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(log(2)~log(y+2))9y* 0
0,y) = v pery #0L _ _o10g(1+ ).
£(0,9) {O e, g(1+2)
of d Y 9 9
——(0,0) = —|—9log(1 + = =~ =—=.
00 =g+ D0~ (555),.
b. L'equazione del piano tangente ¢&:

2= 1(0,0) +22L(0,0) + 4L 0,0)

dy
i =2z — =y.
ossia Z2=22- 5y
3.117.
. 2t3costIsin?y
a. g(t) = f(tcosd, tsing) = Poos?0 T tsimid
_ 2tcosdsiny 2tsin?d o
T cos2d + t2sintdd cost ’
purché sia cost? # 0. Per cos # 0 si ha
2sin?y
D(cosﬂ,sim?)f(oa 0) = g’(O) = CoSh )

per cos = 0 ¢ g(t) = 0 e Do +1)f(0,0) = 0.
b. La formula del gradiente non vale nell'origine perché la generica derivata direzionale

non ¢ combinazione lineare di cosd, sind.
c. Pertanto f non ¢ differenziabile nell'origine.

3.118.
a. Fuori dall'origine f & certamente derivabile. Calcoliamo:

of _ 62°(a® +y*) —22(2® +4°)  4a7 4 62%" — 2200
ba (22 +94)° (22 +y)?

of 6y°(z® +y*) — 4y° (2 +¢°)  62y° + 29 — 4a5y°
By (22 +y4)° (22 + )’
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Nell'origine: Flz,0) =2%5 g_i(oa 0) =0;

_ 2900 =
f(oay) __yZ, 8y (070) =0.

b. Le derivate parziali calcolate al punto precedente sono evidentemente continue
fuori dall'origine, quindi f € C*(R?\ (0,0)) e pertanto & differenziabile fuori dall'origine.
Studiamo la differenziabilita nell'origine.

[ ¢& differenziabile in (0, 0) se e solo se

f(z,y)
W — 0 per (z,y) — (0,0).
flzy) | _ ® +4° _
Vai+?2| (@ +yh)y/aR 4P
- 6 >

= o+ <
(22 +y) V2 + 2 (2249422 + o

SR TN,
—.1132\/; y4\/§/—2 Y

per (z,y) — (0,0). Per il teorema del confronto, anche i’;’i’y? — 0, e f ¢ differenziabile

nell'origine.

3.119. a. Calcoliamo le derivate parziali nell'origine.

3

=% o cuindi 2 0.0 =
f(z,0) = — = z; quindi B (0,0) =1.

3

Y L Of
>— = —2y; quindi 8—y(0,0) = -2

f(0,y) =
La funzione ¢ derivabile nell'origine.

b. La funzione ¢ differenziabile se e solo se la seguente espressione tende a zero per
(z,y) — (0,0):

z2y+w3 —2113

f(a:,y) -z -2y _ v R + 2y _
\/IL‘2 + g \/xz + 12

A

il
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_ ny + 373 — 2y3 — :[73 _ :L‘y2 _ sc3y2 + 2x2y + 2y3 + 2:1}22/3 B
(22 + 92 + 22y?) /22 + 12

32y —ay? — 2%y’ + 22%°  ay(3z —y — 2y + 229?)
(z2 + 2+ 2%2) /22 + 2 (2412 +22y?) /2t + P

Poiché numeratore e denominatore sono entrambi dell'ordine di grandezza di p?, I'idea & che
il limite non esista. Dimostriamo dunque che questo quoziente non ha limite (quindi il
quoziente A non ha limite, quindi f non & differenziabile nell'origine), passando in
coordinate polari:

_ pPcosdsind(3cosd — sindd — cos’Psing + 2cosdsin®y)
N p*(1 + p2cos?dsiny) B

A(p,9)

_ cosdsintd(3cost) — sind — p?cos’PIsind? + 2p?cosdsiny)
B (1 + p*cos2sin2y)

— cosdsind(3cosd — sindd)

per p — 0, e per ogni ¢ fissato con cossing # 0. Poiché si ottengono limiti diversi lungo
diverse direzioni, il limite non esiste.

3.120.

. T T
i Fltcos®, tsind) = t(cosv + smz?)smt[z (cos?® — sin®¥)] _

(cos®? + sindd)sin[t? (cos? — sin?d)]
; :

Per 9 fissatoet — 0 &

i 2 2,9 _ ain2
f(tcosd, tsin®) ~ (cosd + sind)t t(cos ¥ — sin“d) _

= (costy + sind)¢(cos?d — sin’?)

e quindi

D,f(0,0) = zid;[f(tcosﬁ, tsind)] ;,_o = (cost + sindd) (cos*d — sin*9).

In particolare (per ¥ = 0,9 = ).

of of

500 =1;5.(0,0)= 1.
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b.  Osserviamo che:
V £(0,0) - (cosd, sing) = costy — sind # (cosd) + sindd) (cos*y — sind),

quindi in questo caso la formula del gradiente non ¢ verificata. Se ne deduce che f non ¢
differenziabile nell'origine.

3.121.
2

a f(z,y) =22+ yQSin(:ﬂQ + y2) + \/%;2-

= fi(z,y) + fa(z,y)

dove: f; & continua radiale, cio¢
filz,y) = g(\/ z? + yz) con g(p) = psin(p?).

Inoltre g & derivabile in p =0 con derivata nulla (perché g(p) ~ p%), percid f; ¢&
differenziabile nell'origine.

f2 ¢ positivamente omogenea di grado 2 e continua fuori dall'origine, quindi continua e
differenziabile nell'origine. Pertanto f & continua e differenziabile nell'origine.

b. Calcoliamo prima g—f:—((), 0).

(z?)sin(z?)

Fl2,0) = —\/;—;—— = |z|sin(z?) ~ |z|2?,

N 9 0. 0y =
percio 52 (0,0) =0.

Calcoliamo ora la derivata fuori dall'origine:

of _ 8 ((w2+y2)sin(m2+y2)+wy2> _

ox Oz NZEwR

= _1,_ 2 { [2zsin(z? + ¢?) + 2z (2® + y®)cos(z? + ¥?) + ¥*] Va2 + 92 +

~ [(2? + y?)sin(z? + y?) + 23] ﬁ}

Ora:
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of

[20° +20° + p*lp + [p* + 0°] _ 5p* +20°
Oz - 2

e . 50° + 2p,

I
e poiché la maggiorante ¢ funzione radiale e infinitesima per p — 0,

of
5L — 0 per (z,4) = (0,0).

Pertanto -g—ﬁ ¢ continua nell'origine.

3.122. Per (z,y) # (0,0):

22

_ 2 .2 :
Folz,y) = log(z® +4%) + PR

fu(z,y) = ;52—_%
Per calcolare V £(0, 0), consideriamo
f(,0) = 2aloglal,
che non & derivabile nell'orgine. Quindi non esiste f;(0,0).
f(0,y) =0,

quindi f,(0,0) = 0.
Piano tangente in (1, 2):

z=f(1,2)+ f=(1,2)(z - 1) + /,(1,2)(y - 2)

z = logh + (log5 + i—) (x—1)+ fé(y -2}

3.123.
t3cos?Ysindd

m = tcos>dsing;

g(t) = f(tcosd, tsind) =
dunque se v = (cos¥, sindd),
D,f(0,0) = ¢'(0) = cos’*JIsin.
In particolare,
azf(oa O) = ayf(()’O) = 0)

percid in questo caso la formula del gradiente non vale. (Se valesse, tutte le derivate
direzionali sarebbero nulle nell'origine).
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3.124.  f &una funzione radiale, f(z,y) = g(1/#? +y?) con

g(p) — 1 per p — 0. Ridefinendo ¢(0) = 1 si ha g derivabile e ¢/(0) = 0 (perché g ¢
pari) quindi f ¢ differenziabile nell'origine con gradiente nullo. (Criterio valido per funzioni
radiali).

3.125. f &una funzione radiale, f(z,y) = g(1/2? + y2) con

cosp—1
g\p)=—"-
(p) P

g(p) — 0 per p — 0. Ridefinendo g(0) = O si ha g derivabile e ¢/(0) = 1 quindi f non
¢ differenziabile nell'origine. (Criterio valido per funzioni radiali, v. Teorema 3.5).

3.126. La funzione & positivamente omogenea di grado % + % —2= % > 1, fuori
dall'origine € continua, percio & differenziabile nell'origine.

3.127. La funzione & positivamente omogenea di grado 4 —3 =1 (si noti che
l'esponente ¢ omogeneo di grado 0), non ¢ lineare, percid non ¢ differenziabile nell'origine.

3.128. flz,y) = (e - 1)—~le—
. 2 + y2
f(z,y) — 0 per (z,y) — O perché xgii% ¢ omogenea di grado 1 quindi tende a zero, e
(e"® — 1) — 0, per (z,y) — (0,0). Percid prolunghiamo per continuitd f in (0,0)
ponendola uguale a 0.

Sugli assi coordinati f si annulla, quindi ha derivate parziali nulle nell'origine.
Percid f ¢ differenziabile nell'origine se e solo se & o (\/ z? + yz). Ora:

. mzy .
ST _ eSinz _ 1 P
( )(962 VAT ( )g(z,y)
dove g(z,y) & positivamente omogenea di grado O e continua fuori dall'origine, percio &
limitata, (es‘m’ - 1) — 0, percid il loro prodotto tende a zero (teorema del confronto).
Pertanto f ¢ differenziabile nell'origine.

M

3.129. Per (z,y) — 0,

(esmz _ ecosy) s 60 _ e1 =1- e,
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< non ha limite perché & omogenea di grado 0, percid non esiste
Tty

lim z,Y).
(w,y)—>(0=0)f( v)

La f non ¢ quindi prolungabile per continuita nell'origine. A maggior ragione non ¢
differenziabile.

. m2y2 2$y4
3'130. f(x7 y) = esmx <$2 + y2 - xz + y2>7
dove, per (z,y) — (0,0):
sinz $2y2 v
e = 15 Zig 0 (omogenea di grado 2);
2zy* .

-—% — 0 (omogenea di grado 3).
Ty

Pertanto f(z,y) — 0, ridefiniamola uguale a O nell'origine.
[ ¢ identicamente nulla sugli assi, quindi ha derivate parziali nulle nell'origine. Pertanto

¢ differenziabile se e solo se f(z,y) = o(/2? +y?). Ora:

f(z,y) — oSinz z?y? _ 2ay*
V@ + g2 (B2 + )22 +y? (224922 + 32

dove, per (z,y) — (0,0):

sinz 2 x2y2
@+ Y

e — 0 (omogenea di grado 1);

2y
(o2 +y)V/al T i

Pertanto £ (”fyz — 0, e f ¢ differenziabile.

— 0 (omogenea di grado 2).

z2
2
3.131. («° +v°) AN i i
24yt | T2yt a4yt a4yt T
.’126 6 2 CL‘3 3
Sz +‘z7+ |x2y L0t 4 g2 4+ 2fay?] - Oper (2,) - (0,0)

(teorema del confronto), percio prolunghiamo per continuita f in (0,0) ponendola uguale a
0. Derivate parziali nell'origine:
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6

f(z,0) = % = z*%, quindi f,(0,0) = 0;

6
£(0,y) = zg = y?, quindi £,(0,0) = 0;

percio f ¢ differenziabile nell'origine se e solo se € o(\ /x? + y2).
In polari:

lf(p, v)
p

& pbcostdy % pBsin® 25| cos®dIsin®V|
= p3(cos?d + psintd) - p3(cos?d + p3sintd)  p3(cos? + pPsintd) T

p6COSGQ9+ psin®y 20%|cos®Isin®y|
~ picos2y  p3(p?sintdd) p3(cos29)

= pPcos*? + psind + 2p°|cosvsin®I| < p* + p + 2/°,

maggiorante radiale infinitesima, quindi f(z,y) = o(y/22 +y2), e f ¢& differenziabile
nell'origine.

3.132. Nell'aperto {(z,y) : zy # 0} f & C*, pertanto & differenziabile.
~ Sui due assi, ma fuori dall'origine, una o l'altra delle derivate parziali non esistono, f
non ¢ derivabile e quindi non ¢ differenziabile.
f & continua fuori dall'origine e positivamente omogenea di grado : + ¢ =3 > 1,
percio ¢ differenziabile nell'origine.

3.133. Nell'aperto {(z,y) : = # 1} f & C*, pertanto ¢ differenziabile.

Nei punti (1,y) con yo # 0 non esiste f,, quindi f non & derivabile e quindi non &
differenziabile.

Studiamo (1,0) traslando nell'origine: ¢ come studiare l'origine per la funzione
9(x,y) = ¥/5y*/°.

g & continua fuori dall'origine e positivamente omogenea di grado £ + 2 =2 > 1,
percio ¢ differenziabile nell'origine. Quindi f ¢ differenziabile in (1, 0).

3.134. Fuori dall'origine f & C*, quindi differenziabile. f(0,0) = 0.
Derivate parziali nell'origine:

f(z,0) = zel*l ~ z, percid %(0, 0)=1

_ 5 0.0y =
f(0,y) = 0, perciod By (0,0) = 0.

Percio f ¢ differenziabile nell'origine se tende a zero il seguente quoziente:
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eV _ g eVaty _ 1
sesesomm w = zg(zx,
o TR 9(z,y),
dove la funzione g ¢ radiale,

e —1
9(p) = p — 1perp— 0.

x +y2

Percid per (z,y) — (0,0), ¢ gy =+

differenziabile nell'origine.
3.135. Per(z,y) # (0,0):
of _ 2zy?
9z~ (2 + )
of _ 2zty
Oy (a? +42)°
Poich¢ f(z,0) = f(0,y) = 0, f2(0,0) = £,(0,0) =0.

4 4 32
Z—g+%(x—2)+-2‘-5~(y—l)
pm B, 4
25 T o5Y T §
3.136. Pery #0:
\LV— y 3y2/3
i 8f _ Bf _ 0 Se.’L‘():O
Bey =il oz Bz 20 0) =0; Oy g (70 0) = {nonesiste sexg # 0
of of 1
9z (1 _1) _la 3 (1 '—1) 3

S

Duf(t,~1) = V1(t,-1)-u= (-1,3 ) (—% 7

— 1,z — 0, e il prodotto tende a zero. Pertanto f &
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3.137.  Se(z,y) # (0,0):
of _ i of =y
E \/_2'+—'2" y Rt

Se (z,y) = (0,0):
poiché f(z,0) = z|z|, §(0,0) = 0; poiché f(0,y) = 0, £(0,0) = 0.

af f A
Fe LD =VEE s G L) = s

1 1
df(~1,1) = <\/§+ %>dx - 72-dy

3.138. Se (z,y) # (0,0):

of _ 2azy Of _ § . 4 21?
9z 2 +y’ Oy =log(«* +4°) + ot -yt

Se (z,y) = (0,0):

poiché f(,0) = 0, 4£(0,0) = 0. Poiché £(0,y) = 2ylogly|, §£(0,0) non esiste.

orfL 2\ _2v2 071 [2) 4

dz\ /3" V3 3 7oy\3' V3] 3

1 2 24/2 4 8 16 2
|Vf(%’ 5) - (T’§ =\5+5 =35V

ol L2 _(%%)_ 1 2

vers| Vf \/5 = = g\/g . _3’_6

o 2/3
3.139. a gg(x,y)zmsew$é—l§

nei punti (—1, o) con yo # 0, f non & derivabile; ( 1,0) =0.
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af 2z+1)Y° ,
By = —B +1sey #0;
nei punti (z,0) con zy # —1, f non & derivabile; g—g(—l, 0)=0.

b. A={(z,y) eR*:z# -ley#0}.

c. Poiché (0,1) € A, f ¢ differenziabile in (0,1).

d. z:2+%x+3(y—l)

of 4 Of
. 4 o . — ] y=1. 24 — Y a
3.140. a 5 (B Y) =Yz By (z,y) = z*logz

b. Poiché le derivate parziali sono continue in tutto l'aperto {z > 0}, la funzione f &

ivi differenziabile.
c.  f(e,2) =¢e*Vf(e,2)=(2e,e?). Piano tangente:

z=¢e?+2(z—e) +e(y—2)

d. Poiché la funzione ¢ differenziabile, si pud calcolare la derivata direzionale
mediante la formula del gradiente:

Dy /22 = (% -@) V(2,2 = (% ‘/7§> - (4,410g2) =
= 2 + 21/3log2.

3.141.

i 2
a fo(z,y) = —-Z—z; fulim, )= f per z # 0.

Sexz=0:

f4(0,90) = 0Vyo; f2(0,10) = {non esiste  seyo # 0

b. A= {(z,y) eR?:z #0}.
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4 4 4
c V2= (-53)i 6.9 =3
. 4 4 4
Piano tangente: s — §(x -3)+ g(y -2)
ossia 2= — éx—l- B
- Tty

f(tcosd, tsind) sed # I + kn
d g(t) = { ( ) 2 —

0 sez?z%’—i—lmrw

cos??

:{M se cost # 0
0 se cost? =0

sin®9
Y ge cost? # 0
Dl,f(O, O) - g’(O) - {Sow se cost i 0

Invece, poiché V £(0,0) = (0, 0),
V£(0,0) - (cosd, sind) = 0

quindi la formula del gradiente non vale nell'origine. Cido implica che f non ¢
differenziabile nell'origine.

3.142. a fo(z,y) = ——wa\s/ﬂe—”zy

. 1
fylzy) = eV ("x2\3/3_/+ W) pery #0

fy(zo, 0) non esiste per nessun x.
b. A={(z,y):y#0}
. Vf(ﬂ,l) = (—gﬁ_@,——é%);f(\/il) = %. Piano tangente:

=52V - o0

e?
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d. Poiché f ¢ differenziabile in (\/5, 1) (in quanto il punto sta in A), vale la formula
del gradiente:

24/2 5 .
yf(\/— 1) ———cosﬁ ge—zsmt?.
343. @ fulo,y) = el pera £0; fy(n,y) =¥
. S€ Yo = 0
f=(0,%0) = {non esiste seyo # 0
b. A= {(z,y):z#0}.
c. f ¢&differenziabile in (1, —1) perché (1,—-1) € A.
d Vf(l,-1)=(-%,e); f(1,—1) = —e. Piano tangente:
z=—§(m—1)+e(y—|—1)—e
ciog: =-Sotey+o
‘ E=TEETeT
e.

g(t) = f(tcosd, tsin®) = tsinde Vo7,

v 3
gl(t) = Sil’l’l?e 3V tcosy (1 + ‘t"':gtcz%w) — Sinﬂeﬁ/tCOS’& <1 + _——_Vtgosz9) ;

D, £(0, O) = g’(O) = sin?

3.144. a f ¢ ovviamente continua fuori dall'origine. Nell'origine il limite esiste e
vale zero, infatti:

:cz\a/}]

$2+y2

< v/lyl — Oper (z,y) — (0,0).

- :z:2-|—y2 -

Percio la funzione & prolungabile con continuitd anche in (0,0), ed ¢ quindi continua in
tutto R?,

b. f & ovviamente derivabile (e differenziabile) fuori dalla retta y = 0, poiché la
funzione di una variabile \3/5 non ¢ derivabile per y = 0.

Calcoliamo le derivate nei punti (zo, 0).
f(z,0) =0, percid fy(zo,0) = 0.
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x%&/@

x5 +y*’

f(an y) =

che non ¢ derivabile in y = 0, tranne che per zy = 0. Dunque:

f & derivabile nei punti del piano in cui y # 0, ed inoltre & derivabile in (0, 0).

¢. f & ovviamente differenziabile per y % 0 (perché ¢ un aperto in cui le derivate
parziali sono continue); non ¢ differenziabile in (zo,0) se zg # 0 (perché in tal caso non ¢
derivabile). Rimane da verificare se ¢ differenziabile in (0,0) (dove & derivabile, con
derivate nulle); questo accade se

flay)
Vg

In coordinate polari, quest'espressione ¢ uguale a:

pcos’¥ Y/ psind  cosZ+/sind

0 - %3

Essendoci una potenza positiva di p a denominatore, certamente per p — 0 questa quantita
nnon ¢ infinitesima, quindi f non ¢ differenziabile in (0,0). In conclusione, &
differenziabile nei punti con y # 0.

3.145. a. f & continua in tutto R? (notare che il denominatore non si annulla mai).

b. f ¢ derivabile (e differenziabile) per y # 0 e (ragionando come nell'esercizio
precedente) ¢ derivabile in (0, 0) (con derivate nulle), ma non lo ¢ in (zo, 0) per zy # 0.

c. Certamente f ¢ differenziabile per y # 0 e non ¢ differenziabile in (z¢,0) per
xo # 0. Rimane da studiare la differenziabilita in (0, 0).

f(z, l \/—I pcosz‘}\/psm | < F
\/fv2+y SVETE

Poiché /p & una maggiorante radiale infinitesima, % — 0, e f & differenziabile in
(0,0).

3.146. a O.

b, £5(0,0) = 0; £,(0,0) = log2.

c.  f non ¢ differenziabile in (0, 0), in quanto
(z9)—(00) /22 + 32

non esiste.
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3.147. a. Per (z,y) # (0,0):

10/3,,5/3 4/3,11/3 13/3,2/3 _ .7/3,8/3
falz,y) = =2 + 1 zy ;fy(:v,y)=5x Y xzy ;
3(z% +y?) 3(z? +¢?)

b

mentre in (0, 0), le derivate parziali sono entrambe nulle.

b. Le derivate parziali sono continue in tutto R? (per (z,y) — (0,0) tendono a zero
perché entrambe funzioni omogenee di grado 1 e continue fuorti dall'origine) e di
conseguenza:

¢. f ¢&differenziabile (anche) nell'origine.

3.148. a R% 5. R?% c. R?\ {(0,0)}.

3.149.
a 0

b fz(0,0) =1; £,(0,0) =0
c.  f non ¢ differenziabile in (0, 0), in quanto
. f ( )y) -z :
lim “—==-=—— non esiste.
(z,5)—(0,0) /22 + y?
3.150. a

£ = ex22msiny(1 + 22 4+92) — 2xe’”25iny B e’”22:vsiny(x2 )

o (1+a2+2)° (1+ 22 +y2)°

% [cosy(1 + z? + y?) — 2ysiny]
(1+22+y?)°

fy(z,y) =

d

b. 2 @)] = fo(a(t), b(8)a’(8) + fy(a(), b())V'(2) =

_ 6a(t)22a(t)sinb(t) (a(t)2 + b<t)2) a’(t) ok
(1+a(t) + b))’

N @ [cosh(t) (1 + a(t)? + b(t)?) — 2b(t)sinb(t)]

(1 +a(t)? +b(t)?)" b

3.151. Lt et))] = Ed'i[ f(2cost, 3sint)] =

0
= —2sint of 2cost, 3sint) + 3cost—5ji(2cost, 3sint).
Y

32
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L] _ 3 @) =
3.152. @) == [e (=(e) +u(t )] -
= (GO0 (—a(t)a (1) — 4P (Y (1))
3.153.
Vy(z,y) = V[mef(z,y)] = (ef(z,y) + zef@Y) £, (2, 1), xef(x’y)fy(x, v))
3.154.
Vf(z,y) = V[g(zsin’y)] = ¢ (z*sin’y) - V(2sin’y) =
= g (z%sin’y) - (2zsin®y, 3z?sin’ycosy).
! _ @ ! @ / —
3.155. 1'(6) = 5, (e®)e () + 5 @) =
= 20(t)e”Da/ (t) + o (t)ePD ' (t)
F1(2) = 20(2)ePPo/ (2) + 2(2)ePP 3 (2).
T\ @ 2t @ 2 )t
3.156. Fi= aw(t ,eh)2t + ay(t ,e')e
/ . _3_9_ 2 2_8_9_ 2
f(2) _4396(4,@ ) +e 8y(4,e ).
0
3.157. a—i(m,y) =g (2* +y%)2z
0]
8—5(9«", y) =4 (*+¢°)2y
Vi(z,y) = (2zg (z* +v*), 299 (+* +¢°))
V£(2,1) = (49'(5),24'(5))
Vy(z,y) (Vg)(1,0)
3.158. Vi(z,y) = =% Vf(1,0) =
f@) 9(z,y) ' F:9) (1,0)
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3.159. a
a —|Z —|z a —|z a
D {eel) = e 2 al) = l_l-é-;(\/x%—}—x%-i-...—l-x%) =
~lal 2z; lz| i
= —e = = —e i
2v/a} + 23 + ... + 2 ||
b.

= —el2l. I}_l lz|* = —e712 . |g|

_ 2loglz] =z _ 2ailog|z|

3.160. a. 3 Z(log2]_:g|) = T =Tl
b d r(t Vi) ') =
: O] =Vi®) L) =

_ N~ 2ri(t)log|r(t)]| (1) = _ 2log|r(t)] t)l
2 kP O T &m0
g S 1re(e)) = 28I o

r(t) = (tcost, tsint, t);  |r(t)] = V262 = t/2;
r'(t) = (cost — tsint, sint + tcost, 1)
3

Zri(t)rg(t) = tcost(cost — tsint) + tsint(sint + tcost) + ¢ = 2t.
i=1

2log(t\/— ) 2log(t\/5> B 210gt+10g2.

2% = =
217 t t

d
pred (r(t)) =



3.5. Derivate successive
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §5.1, 5.2.

3.161. %  Sia f(z,y) = /2% + y?. Calcolare (nei punti in cui esiste)
f O*f

TR + e
oz = 0y?
e semplificare I'espressione ottenuta.

(Suggerimento: ponendo p = +/z2+y% e f(z,y) =g(p), si pud usare
opportunamente il teorema di differenziazione delle funzioni composte. .. )

3.162.% Sia f(z,y) = 7;%?—1/; Calcolare (nei punti in cui esiste)

& f
o " o

e semplificare l'espressione ottenuta.

(Suggerimento: ponendo p= +\/22+9y? e f(z,y) =g(p), si pud usare
opportunamente il teorema di differenziazione delle funzioni composte. .. )

3.163. Scrivere la matrice hessiana delle seguenti funzioni (nei punti in cui
esiste), semplificando le espressioni ottenute:

y ) 2 2y
a. arctan; b. Jx?+y C

3.164. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al second'ordine per le seguenti
funzioni:
a.  zeb. ycosz + xsiny ¢ e®log(l+ x +y)

3.165. Verificare che per ogni k& € R le funzioni
u(z,t) = sin(kz) - sin(kct)

u(z,t) = sin(kz) - cos(kct)

u(z,t) = cos(kx) - cos(kct)

u(z,t) = cos(kx) - sin(kct)

soddisfano l'equazione delle onde: uy — c*uz, = 0
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3.166. Verificare che le seguenti funzioni risolvono I'equazione di Laplace in
due variabili,

v 0u
Au=—+—=0.
“= 92 * 0y?
ui(z,y) = 2t — 62%y® + ¢
uz(@,y) = 2’y — zy’
uz(z,y) = e’siny
u4(z,y) = coshzcosy

3.167. Scrivere lo sviluppo di Taylor al 2° ordine, con resto secondo Peano,
nel punto (1, 1), per la funzione

f(z,y) = zlog(1 + v°)
nella forma f(1+h,14+ k)= ...
3.168. Scrivere lo sviluppo di Taylor al 2° ordine, con resto secondo Peano,
nel punto (1, 1), per la funzione

f(z,y) = zarctany
nella forma f(1+h,1+k) = ...

3.169.9% Scrivere lo sviluppo di Taylor al 2° ordine, con resto secondo Peano,
nel punto (1, 1), per la funzione

f(z,y) = zlogy — ye*
nella forma f(1+h, 1+ k) = ...

3.170.% Scrivere lo sviluppo di Taylor al 2° ordine, con resto secondo Peano,
nel punto (I, Z), per la funzione

f(z,y) = zsiny — ycosz
nella forma f (% + h, T + k) = ...
Stabilire se le seguenti funzioni sono di classe C*(R?) o no, se sono di classe
C?(R?) o no. "Stabilire" significa: dimostrare che lo é o che non lo &, applicando

criteri o teoremi studiati, o eseguendo calcoli opportuni (ma evitare calcoli non
necessari!)
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_ zy(e® —9°)
3.171. flz,y) = g
3.172. flz,yy) = Yz (a® + 3%
z3 + 2zy® + bz
3.173. z,y) =
f(z,9) Py
3
3.174. f(z,y) = (z — 2y)

T7+v

3.175. %  Equazione del calore in R". Verificare che la funzione

u: R SR
1 P
u(z,t) = € "
risolve l'equazione del calore
ou
. Ay =
5 u=20
cioe Oy : @ =
ot or?

=1 L

in R™*! (per t # 0).
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Soluzioni § 3.5

3.161.

2

2 2 2

(z,y)

z,y) =p; Vp = ;
f(z,y) =p; Vp ,

pm=g \ )= =m0 PwT
N S V. S
Tz vy ,03 p3 p3 P z2 + y2
1 T,y
3.162. f(@:y) = glp) conglp) = =5 Vo = ( ; .
1 (z,y) (z,9)
_— o ? = :
Vi@y) =gd(e)Vp=—5="=-"3
2
Lo =\ P30T 32 32
fm:—é;’ "E - = pﬁ - p5 ) fyy— p5
foap =3P 3 80 1 1
Tz Yy p5 p5 ps /)3 (xz + y2)3/2
3.163.
2zy y2_z2
_ | @+ @)
a. Hf - y’—z? 2y
@+ (@)
2
TaE T
b Hf = (z?+y?) (M;y)
T @
21@(1’2"3%{2) —x4+6z2y23+y4
- (#2+1?) (@+y?)
C. Hf = —zi+6z%’+yt  2my(y’-32?)
(@+y?)° (@+y?)°
3.164.

a z+zy+o(z?+y?)
b. y+zy+o(z?® +y?)
¢. z+y+3z—1y2+o0(z®+17)
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3.165. Intuttie 4 icasi siha:

Ugy = —U, U = —C2U, U — CUgg = —C2u + cu = 0.
82'LL1 2 2 82'“1 2 2
3.166. B2 = 12z° — 12y%; By = 12y* — 12z
0%uy o Puy

Bz = 0% B —6zy;

__82u3 = e%siny; ____82u3 = —e%siny;
83}2 - y: ayg - y7
82’U¢1 6211,4
~—— = cosh . ——= = —cosh .
Py coshzcosy; 5 coshzcosy
3.167. f(1+h,1+k)=1log2+ hlog2 + k + hk + o(h* + k?)

3168. f(1+h14+k) = g + gh-k %k+ %hk— ikz-l-o(hQ—l—kQ)

3.169. f;c = logy — yex; fy — :—:;— —eF

1 T
foz = — ye’; foy = ; =g Jyw = _&5

f(l»l) = - e;fx(lal) = —e;fy(lal) =1-¢
fzx(l, 1) R 6; fxy(la 1) = 1 - 6; fyy(lvl) = —1

F+h,1+k)=

—e—eh+(1—e)k+ %(-ehz +2(1 — e)hk — k?) + o(h® + k?)
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3.170. f(g, %) =0;

. . T 2 s
fe = siny + ysinz; fx(Za Z) = —~(1 =+ —)

fy = zcosy — cosx;fyG-, %‘:—) _ V2 (_1 n f)

ﬂ>=ﬁ.

is
Jzz = ycosz; fxa:(27z
Joy = cosy + Sinx;h;;(%, Z‘) == \/5

fyy = "mSiny;fyy(?:& %) = "\/—2_%

=

(Geni o)) = (e PP (e s

21 2 4

+ 1{£ TR+ 2v/20k — \/52-1&} +o(h? +k?).

3.171. La funzione & continua fuori dall'origine ed & omogenea di grado 5 — 2 = 3.
Le derivate parziali prime saranno continue fuori dall'origine e omogenee di grado 2. In

particolare, sono continue anche nell'origine, quindi f € C1(R?).
Le derivate parziali seconde saranno continue fuori dall'origine e omogenee di grado 1.

In particolare, sono continue anche nell'origine, quindi f € C%(R?).

3.172. f(gc, y) = \17};(3;2 e yz) — $7/3 s 131/3y2
of T4, ¥

9z 3" T 323"

La funzione %ﬁ non & continua in z = 0 (almeno fuori dall'origine), quindi f non & C'*(R?).

x3 + 2xy? 5z
3.173. T,y) = = filz,y) + fo(z,
con f; positivamente omogenea di grado 3 — 1 = 2, f; positivamente omogenea di grado

4 — 1 = 3. Entrambe le funzioni sono continue fuori dall'origine.
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f1 ha derivate parziali prime positivamente omogenee di grado 1, continue fuori
dall'origine, quindi continue anche in (0,0), percid f; € C1(R?). (Si ricordi che ogni
derivata parziale prima di una funzione positivamente omogenea di grado «, se esiste, ¢ una
funzione positivamente omogenea di grado @ — 1, v. [BPS2], cap.3, §9.2, Esercizio 4).

fo ha derivate parziali prime positivamente omogenee di grado 2, continue fuori
dall'origine, quindi continue anche in (0, 0), percid f, € C1(R?).

Iterando il discorso si vede che le derivate parziali seconde di f, sono omogenee di
grado 1 quindi f, € C?(R?), ma le derivate parziali seconde di f; sono omogenee di grado
0 quindi discontinue nell'origine. Percid fo ¢ C?(R?).

Conclusione: f € C*(R?); f ¢ C%(R?).

3.174. La funzione & positivamente omogenea di grado 3 — 2 = I e continua fuori
dall'origine. Le derivate parziali prime saranno positivamente omogenee di grado %, le
derivate parziali seconde saranno positivamente omogenee di grado % Se ne deduce che

f € C?(R?). (Si vedano le argomentazioni pill dettagliate dell'esercizio precedente).

3.175. Calcoliamo

e~ e (5)

Pu_ 10 f m))_e¥fa 1
822 ~ 12 da; |© =

Bu 1 e n g [l nl)
at—A“"tn/ze“{ o T 2 ol (T



3.6. Massimi e minimi liberi
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §6.

Esempi svolti

Esempio 3.15. Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente
funzione, studiarne la natura (cio¢ decidere se sono punti di minimo, massimo o
sella).

f(z,y) = 2%y — zy* + zy

Calcoliamo le derivate parziali e risolviamo il sistema per trovare i punti
stazionari:

fo=20y—y*+y=yRz—y+1)=0
fy=2?—2zy+z=x(r—-2y+1)=0.

Essendo il primo esempio, discutiamo in dettaglio la risoluzione del sistema.
La prima equazione da

y=0oppurey =2z +1
Se y = 0 la seconda equazione da
z(x+1)=0,cioez =00z = —1,

cioe i punti (0,0), (—1,0).
Se y = 2z 4 1 la seconda equazione da

a:(—-3a:—1)=0,cioé:c=00x=—-§,

valori che sostituiti in y = 2z + 1 danno i punti (0, 1), (—%, -};)
In conclusione i punti stazionari sono:

(—g, -},;);«—1,0); (0,0); (0,1).

Calcoliamo le derivate seconde e scriviamo la matrice hessiana;

_ 2y 2z — 2y + 1
Hf(“”y)_<2a:—2y+1 ~2x )

Ora valutiamo la matrice Hessiana in ciascuno dei punti stazionari e applichiamo il
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criterio studiato:
11 2 4 . (11 N
Hf (—-3, §> = (_ definita pos.; ~3'3 punto di min. rel.;

Hf(-1,0) = (_1 _21) indefinita; (—1,0) punto di sella;

[N [N

(1)) indefinita; (0, 0) punto di sella;
2 -1Y. , .
Hf(0,1) = 1 0 indefinita; (0, 1) punto di sella.

Esempio 3.16. Determinare tutti i punti critici della seguente funzione, e studiarne
la natura, determinando gli eventuali punti di massimo relativo, minimo relativo, o
sella. (Nel caso si trovi qualche caso dubbio, stabilirne la natura con i metodi
studiati).

1 1
f(2,y) = 5% = 2" + 32°.

Calcoliamo il gradiente e cerchiamo i punti stazionari:

o=z’ +2=2z(y*+2)=0
fy=2*y—dy=y(z®*-4)=0

y(x2—4)=0=>y=00x=:}:2;
y—_—0=>a;:0;:13-—-2=>y2+2=0impossibile;

r=-2=19y'—2=0,y==+V2
Punti critici:

(0,0); (-2,v2); (-2,-v2).
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Hessiana:

2

¥ +22  2zy
2zy ozt —4 |

Hf(z,y)= {

Hf(0,0) = [8 _5)4} ; perciod (0,0) & un caso dubbio.

Per studiarlo consideriamo la seguente restrizione di f:
1 : .
fle,0) = §x3 che ha un punto di flesso in z = 0,

quindi (0, 0) & punto di sella per f(z,y).

Si rifletta sul criterio usato: se (0,0) fosse un punto di massimo oppure di
minimo per la funzione f(z,y), lo sarebbe anche per la funzione di una variabile
che si ottiene restringendo f a qualunque retta o curva; l'esistenza di una
restrizione lungo cui il punto ¢ di flesso implica quindi che non sia né di massimo
né di minimo per la funzione di due variabili. Alla stessa conclusione
giungeremmo se trovassimo due diverse restrizioni tali che lungo I'una la funzione
ha un punto di massimo e lungo I'altra ha un punto di minimo.

Hf(-2,%V2) = #‘\2/5 :F4o\/§

matrice indefinita.

Percid (—2, i\/-Q_) sono punti di sella.

Esempio 3.17. Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente
funzione, studiarne la natura (cio¢ decidere se sono punti di minimo, massimo o
sella).

f(zy) = (= 1)*(z* - ¢°)
Calcoliamo il gradiente e cerchiamo i punti stazionari:

{ fo = 2(z—1)(22—1?) + 20(z—1)* = (z—1)(42?—2y%—2z) = 0
fy=—2y(z-1)" =0.

Dalla seconda equazione:

—2y(:c—1)2:0=$y=00x:1;
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I

DN | =

y=0= (z—1)(42’-22) =0=z=1,2=0,z =

percid abbiamo i punti (1,0), (0,0), (3,0);
x = 1 = anche l'altra equazione ¢ soddisfatta.

Percio (1,yo) € un'intera retta di punti stazionari.
In definitiva, i punti stazionari sono:

(0,0); (—;—,0); elarettaz = 1.
(Il punto (1,0) & gia compreso nella retta).

Matrice hessiana:

1222 — 2¢y% — 122+ 2 —4y(z — 1))

Hi(zy) = ( —dy(z — 1) —2(z —1)°

Hf(0,0) = <§ _O2> indefinita; (0, 0) punto di sella.

-1 0
Hf(%,()) = ( 0 _l) definita neg.; (%,0) punto di max. rel.
2

a2
Hf(l,y) = (2(1 0 %) 8) semidef. (1, yo) casi dubbi.

Abbiamo quindi un'intera retta di casi dubbi.
Osservando che f(1,y9) =0, vediamo che possiamo studiare la natura dei
punti stazionari (1, y) studiando il segno di f.

fzy) = (z-1)*(z —y)(z +y)
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Con i metodi visti nel §3.2 possiamo concludere che:

b

Fig. 3.47. Zona grigia: f(z,y) > 0; zona bianca: f(z,y) <0

Osserviamo ora il comportamento di f nell'intorno dei punti della retta z = 1.
Se yo > 1 0yp < —1, f & negativa in un intorno di (1, yo), quindi (1, yo) & punto
di massimo relativo (perché f(1,yo) = 0);

se —1 < yg < 1, f ¢ positiva in un intorno di (1, yo), quindi (1, yo) ¢ punto di

minimo relativo;
invece in ogni intorno dei due punti (1,41) f cambia segno, quindi (1,+1)
sono punti di sella.

Esercizi

3.176.%
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la
natura: -
zy?

flz,y) = 5 — 2% — day.

b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (1, 1).
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3177.%
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:

3
fz,y) = %—y + %wzy + %y2-
(Suggerimento. Uno dei punti critici presenta un "caso dubbio": per studiarlo,
ragionate opportunamente sul segno della funzione in un intorno di quel punto).
b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (1,0).
c. Calcolare la derivata direzionale di f(z,y) nel punto (1,1) rispetto al
versore v = (2, 2).

3.178.%
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:
flz,y) =z -1)(y— 1)+ (y—1)°.

b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (1, 2).

3.179.%
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la
natura (& sufficiente considerare 0 < x < 27):

y2
f(w,y) = 7 = (y+ Lcosz.

b. Calcolare la derivata direzionale D, f(%,0) cony = (—ﬁ, :%E)

3.180.9%
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la
natura:

(@,v) = (zlog)(y — 2) - L.

b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (e, 1).
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3.181.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:

LE2

fz,y) = Ty — 2% +zy — 2z — o>
b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (1,0).
c. Calcolare la derivata direzionale di f(z,y) nel punto (0,1) secondo il

V3 1)_

Versore v = ( 5 179

3.182.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:

zy 2 2
f(ﬂﬁ,y)="3—+$ y—3zy +y°.

b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z, y) nel punto (0, 1).

3.183.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:
f(z,y) = 22y + 2% + ¢ — 6y.

b. Scrivere l'equazione del piano tangente alla superficie z = f(z,y) (del
punto precedente) nel punto (1, 2).
c. Calcolare la derivata direzionale di f(z,y) nel punto (1,2) rispetto al

versore (~ﬁ, ﬁ)
3.184. Si consideri la funzione
f(z,y) = " (22 —zy +v°).

a. Si determinino tutti i punti critici di f in R?, e se ne stabilisca la natura,
giustificando le proprie conclusioni.
b. Siscriva l'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1, 1).

3.185. Si consideri la funzione di due variabili;

flz,y) =2 +y* + 2%
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a. Determinare i punti critici di f e stabilirne la natura.
b. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto

(Zo,%0) = (1,1).

3.186.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:
3

T e T
fley) =3 —ey’ - o +v.
b. Scrivere l'equazione del piano tangente alla superficie z = f(x,y) nel

punto (2, —1).
c. Calcolare la derivata direzionale di f(z,y) nel punto (1,—1) rispetto al
1

versore (ﬁ, —75)'

3.187.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:
f(z,y) = zy® — 322 — 12zv.

b. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z, y) nel punto (1, 1).

3.188.
a. Si determinino tutti i punti critici della seguente funzione, e se ne studi la

natura:
1173

f(a:,y) = 3‘ —y2 — 4zy.
b. Calcolare la derivata direzionale di f(z,y) nel punto (1,1) rispetto al
versore (@, %)

c. Calcolare il piano tangente al grafico di z = f(z,y) nel punto (1,0).

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari delle seguenti funzioni, studiarne la
natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo o sella).

3.189.% flz,y) = 2*y — zy* — Szy
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4 1
3.190. flay) =y’ +5° + 37 + 5o — 1
3.191.% flz,y) = e (2zy — %)
3.192.k flz,y) =2’y(z —y+1)
3.193. flz,y) = eV (2y® + 2” + 4z)
4
3.194. f(z,9) = ePy +day — S2° — da® +
1,3 5, 1 4
3.195.% fle,y) = 52°y" —2y" + 5y
3.196. flz,y) =27 H(1—y) + e
3.197.% flz,y) = (2 —1)" + y* — 4ay® + 8z
9 . 1 5, 1
198. = 22' + oty — 2t — oy
3.198 fle,y) = 32"+ 52y — 72" — 5y
x? 9 2
3.199.% flay) =5 +z)(d-v)+y
3.200.% fz,y) = 2t +y* — 22%y
3.201. F(z,y) = 8(x — 1)* + y* — day?
1 9., 1
202. = o'y’ ——a” oy
3.203.%

floy) = 5+ 17 + @+ 1)(3-2) + @+ 1y - 2) - 20°
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4
3.204. flz,y) = zy* + §y3 + 3y + %wQ =]
1

3.205.% flz,y) = z3y — 53:2112 — dzy + 2¢°
3.206.% f(z,y) = 23y + y* — 322y
3.207. flz,y) = 2>y +° — 4oy
3.208.% flz,y)=(z-1)>*(y-2) -

. T 1 2
3.209. flay) =z -1y -1)+5y" ~y
3.210.% flz,y) = (2*+v*) (1 —y)

Applicazioni geometriche

I prossimi problemi di ottimizzazione possono essere formalizzati sia come
problemi di ottimizzazione vincolata (che affronteremo nel § 3.8) sia come
problemi di ottimizzazione libera, usando il vincolo per esprimere una variabile in
funzione delle altre e quindi ottenendo un problema di ottimizzazione libera, in
una variabile di meno. Qui ¢ richiesto di seguire quest'ultima strada; opportuni
suggerimenti guideranno lo studente nell'impostazione.

3.211.5  Si vuole minimizzare la quantita di cartone con cui & costruita una
scatola, priva di coperchio, che deve avere volume di 1000cm3. Quindi, fissato il
volume di un parallelepipedo, si vuole minimizzare l'area della somma di 5 facce
su 6. Trovare le dimensioni degli spigoli.

Suggerimento di impostazione. Se scegliamo il riferimento in modo che 3
facce della scatola coincidano con i piani coordinati, e (z,y, z) € il vertice opposto
a quello che si trova nell'origine, il volume della scatola &

ryz = 1000cm?, da cui z = E—QQ
zY

Esprimere ora in funzione di z,y,z l'area da minimizzare e sostituire
I'espressione di z trovata qui sopra per ottenere una funzione di 2 sole variabili
(z,y) di cui cercare gli estremi liberi.
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3.212.%  Determinare qual ¢ la sfera di raggio massimo, centrata
nell'origine, che sta sotto il piano 3z + 2y + z = 1.

Suggerimento di impostazione. La sfera che risolve il problema sara tangente
al piano, quindi la distanza dell'origine dal piano ¢ uguale al raggio della sfera;
percid si sta cercando il punto del piano a distanza minima dall'origine.
Naturalmente questo si pud trovare con i metodi della geometria, ma cerchiamolo
minimizzando la distanza dall'origine del punto (z,y,z) sul piano. Anzi, come
spesso si fa nei problemi in cui si vuole minimizzare una distanza, conviene
minimizzare il quadrato della distanza dall'origine, 2 + y? + 22, funzione pit
facile da derivare (e d'altro canto la distanza ¢ minima quando il suo quadrato ¢
minimo). Sostituendo alla z la sua espressione ricavata dall'equazione del piano, si
ha una funzione di 2 variabili (z, y) di cui cercare il minimo libero.

3.213.%c  Determinare il punto sulla superficie

3= perz >0,y >0

z+y?
che ha distanza minima dall'origine.
Suggerimento: leggere prima il suggerimento di impostazione dell'esercizio

precedente.
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Soluzioni § 3.6

3.176. a.

fzz%a-—2:c—4y20
fi=zy—dz=3(*-4)=0=>z=00y==2

2
w=0ﬁ>y<y§—-4>20=>y=00y:j:2\/§;

4 8

Punti critici: (0,0); (0 2\f) (o,—2\/§); <—§,2); (g-,—2>.

Matrice hessiana: Hf(z,y) = -2 -4
’ Y) = y2_4 2xy .

Hf(0,0) = [:i "04].Det = —16 < 0: (0, 0) punto di sella.

H f(O,:tz\/g) - {—82 g].Det — 64 <0 (0,i2\/§) punti di sella.

[ }Det %>0 fez=—-2<0:

()
g

8
5 punti di massimo relativo.

1 14 1
b fL)=3-5=—7i L) =5 6= f(L1) =3
Piano tangente:
17 17
z=——(:c—-l)—3(y—1)—%—:—?x—3y+4
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3.177. a.

fe=2*y+zy==ay(z+1)=0
3
fy=%+%w2+y20.
zy(z+1)=0=>z=00y=00z = —1;

1y 3
x=0:>y=0;y=0:$a:2(§+—2—>=0=>9:=Oo:c=—§;

a:=—1:>y=—%.

3 1
Punti critici: 0.0). [=2.0). (=-1.=21).
unti critici (0,0), ( - ),( , 6)
Matrice hessiana: Hf(z,y) = 2zy+y 2’ +a
' v= 4z 1 '

HF(0,0) = [8 ?];DetHf — 0 caso dubbio;
3 0 3 9 ;
Hf —5,0 =13 1 ;DetHfz—i—G—<0puntodxsella;
4

> 0 punto di minimo.

=

1 Lo 1
— — == 6 : = 1 =
Hf( 1, 6) [o 1],DetHf 5 >0 fra

= 0 percio ¢ utile studiare il

~—

Studiamo ora la natura dell'origine (caso dubbio). f(0,0
segno di f in un intorno di (0, 0).

(Y, a1
f(fc,y)——y(2y+2w +3m)-

2 2 3

In un intorno dell'origine questa disuguaglianza & verificata in prima approssimazione
quando & verificata y > —z2. Lo studio del segno del prodotto y(1y + $2% + 32%) mostra

2
(1y+ 1.762 + 1303) >0pery > —z° — §x3.
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allora che in ogni intorno dell'origine f cambia di segno. Quindi (0, 0) ¢ di sella.

R e

Fig. 3.48. In grigio le regioni in cui f(z,y) > 0; in bianco le regioni in cui f(z,y) < 0.

)
b. f2(1,0)=0; f,(1,0) = &3 £(1,0) = 0.
; 5
Piano tangente: z= Ey.
11
C. f(1L,1) =2 fy(171) = 'é"
3 11 4 8
Dyf(l,l)—2'5+—é—'g—§.
3.178.
a fo=¢e"2(y—1)=0 =S p=00y=1.
' fy=e(z—-1)+2(y—-1)=0
3
a:=0=>—-1+2(y—1)=0=>y=§;
y=1l1=e(z—-1)=0=z=1.
e oo 3
Punti critici: (O, 5); (1,1).
Matrice hessiana: Hf(z,y) = {e (2 +e%’)x(y -1 6;
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1 3
Hf (O, g) = [(2) g].Det > 0; Tr > 0, quindi (0, 5) ¢ punto di minimo.

Hf(l,1) = [2 ;}.Det < 0, quindi (1, 1) & punto di sella.
b. f(172):1; fz(172)=e; fy(1’2)=2'
11 piano tangente ha equazione:

z=1+4e(z—1)+2(y—2)

ossia z=ex+2y—3—e.
3.179.
fe=@w+1l)sinzr=0 =>y=-lozx=0o0z=m
a. oy a
fy =12 —cosz =0.
~—1=>cosw~—~l=>:c—g7r x—éw
. ST TR

r=0=y=2zc=1m=>y=-2.

Punti critici: 0,2), (m,—2), (gw,—l), (%w,—l).

. 1
fzz = (y + 1)cosz; Jay = sinz; fyy = ‘2“
P ]

smx 3

; Det > 0, Tr > 0: (0, 2) punto di minimo.

s

—~

o

)

N—r

It
—
o W
- O
| SRE— |

; Det > 0, Tr > 0: (7, —2) punto di minimo.

=
~
—
o
|
&N
Il
—
O
o= O
[ I

H21—O§'Dt0'21 to di sell
f37r,—— = 125 % ; Det < O: 37r,— punto di sella.
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g £ 4 .
Hf(gw, 1) =| x L ; Det < 0 (yr,-l) punto di sella.
2 2
m V2 /2
b vi(30) = (?“7)’

3.180.
fo=(loge +1)(y—2) =0
a. 1
[y = zlogz — 3ye =0
1
(logx+1)(y—2)=0:>y=20w::g
=2=zlogr—e=0=>z=c¢
w—-l —l—le—Oi =
e e 27 V="
1 2
Punti critici: 2 —-,—= |-
unti critici (e,2); (e’ 62)
=2 logz + 1
H = “ :
f(@y) [longrl —3e

0 2
H fle; %) = [2 —le]; DetH = —4 < 0 = (e, 2) punto di sella
2

1 2 -2_2 0
Hf(:e-’—gi) B [ 0 —1e

(1,—2) punto di massimo

: DetH =1+¢e?>0,TrH <0,
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b. f(ev 1) 7= —-1516’ fx(e’ 1) = -2, fy(@,l) = %6
z=—§e—2(m—e)+%e(y—l)

z——2:v—l—le +l
= 56+ 7€

3.181. a (—1,—3%)punto di massimo; (2,2) punto di sella; (—4, 2) punto di sella.
b. z———4x+2y+1

¢ Dyf(0,1)=-2_1.

3.182. a (0,0) punto di sella; (i%gl—‘/—g,O) punto di sella;(:—g’—_goiﬁ,o) punto di

sella; (1, 2) punto di minimo; (—3, —2) punto di minimo.
b z=-3xz+2y—1.

3.183. a. (0,3) punto di minimo; (:tZﬂ, ——1) punti di sella
b z=6x—y—9
& el
TV
3.184. a. (0,0) punto di minimo; (—2, —1) punto di sella
b. z=2Dbex+ey—4e

3.185. a. (0,0) punto di minimo; i((%)lM, -2 (%)1/4) punti di sella
b. z=>5x+3y-5.

3.186. a. (1, i\/@ punti di sella; (ﬁ-z-,O) punto di minimo;

—-L-,0) punto di sella
lg 5275—1)1+2§(:c—2)+2( +1)
FFEm T Y
C. —575.
3.187.
a (-%,2), (3,—2) punti di massimo; (0, 0) punto di sella; (0,:&2\/5) punti di sella.
b z=—-1Tz—9%+12

3.188. a. (0,0) punto di sella; (—8, 16) punto di massimo
—3(1+ 42
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& z=:c—4y—§

3.189.
fo =32y —y* ~ by =y(3z* ~y—5)=0
Tu =x3—2my-5x=m(w2—2y—/5) =10,
I punti stazionari sono: (&1, —2); (:t\/é, 0); (0,0); (0, —5).

6y 3z? —2y—5)

Matrice hessiana: Hf(z,y) = (3332 —2y—5 —92

Hf(l,-2)= (—212 __22) def. neg.; (1, —2) punto di max. rel.

Hf(-1,-2) = (122 3) def. pos.; (—1, —2) punto di min. rel.

Hf(i\/g, o) e (100 ;213/'5') indef, (:!:\/g, 0) punti di sella

Hf(0,0) = (_05 ‘65 ) indef. (0,0) punto di sella

Hf(0,-5) = ((5) g) indef. (0,—5) punto di sella

3.190.
(0,0) punto di minimo relativo; (—1, —1) punto di sella; (—9, 3) punto di sella.

3.191.
fo=e % (=22(2zy — y?) + 2y) = 2ye (=222 + 2y + 1) = 0
fo=e(2z —2y) = 2% (z —y) = 0.
I punti stazionari sono: (0,0); (1,1);(—1,-1).

Matrice hessiana:

o 2y(—6z +42® +y — 22%y) (2 — 4z® + 4ay)
Hf(z,y)=e ( (2 — 422 + day) —2 '
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Hf(0,0) = (g __22> indef.; (0, 0) punto di sella

Hf(1,1) = e‘l(—26 _22> def. neg. (1,1) punto di max. rel.

Hf(-1,-1)=¢! -5 4 def. neg. (—1, —1) punto di max. rel
2 =2

3.192 fz = 3z% — 22y + 22y = 2y(3z — 2y +2) = 0
o fy=22-22%+ 2> =2*(x—2y+1)=0.
11

I punti stazionari sono: (-1,0); <— 5131

);e la retta (0, yo).

Matrice hessiana: H f(z,y) = <2y(1 +3r-y) (2432~ 4y) )

z(2 + 3z — 4y) —222

Hf(~1,0)= (? _12) indef; (~1,0) punto di sella

11 -2 4 11
Hf(_.?:,z)—_— 8 _4% def. neg. <_§’Z) punto di max. rel.

Hf(0,y) = (2y0(10— o) 8) semidef. (0,yo) casi dubbi.

Studiamo i punti della retta x = 0 mediante il segno, poiché f(0,yo) = 0.

Lo studio del segno ci dice che:

i punti (0, yo) per yo > 1 e per yo < O sono punti di massimo relativo (perché in quei
punti f € nulla e in un intorno ¢ negativa);

per 0 < yp < 1 sono punti di minimo relativo (perché in quei punti f & nulla e in un
intorno € positiva);
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i punti (0,0) e (0,1) sono di sella (perché in quei punti f ¢ nulla e in ogni intorno
cambia di segno).

Fig. 3.49. In grigio le regioni in cui f(z,y) > 0;
in bianco le regioni in cui f(z,y) < 0.

3.193. <-—2, 1+\/§) punto di sella; (—2, 1——\/_?:) punto di min. rel.
3.194. (0,0) punto di sella; (—2, 2) punto di min. rel.; (—8, —16) punto di sella.

folt,y) =2 = =9?(ay—1) =0=>y=00y=1

3.195.
fy(z,y) = 32%° — 2oy +y = y(32*y — 22 +1) =0
y = O retta di punti stazionari;
1 1/3 1
Yy = E=> E(Ex—2:c+1> =0=zx=2,y= 3’
quindi (2, %) ¢ stazionario.

3 2
- Y 3ry” —2y
Hf(e,y) = <3a:y2 -2y 3z%y—2z+ 1)

definita positiva.

DO Coj—
[V NI

2,1) & punto di minimo.
2
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Nei punti y = 0 si ha:

Hf(z,0) = (8 2;:_ 1) caso dubbio.

Studiamo col metodo del segno. f(zg,0) = 0.

1 1
flz,y) = yz(—wjy— =+ 5) > 0se:

[\

- T
y—m 2

8

Grafico di g(z) = 2 —

Fig. 3.50. In grigio le regioni in cui f(z,y) > 0;
in bianco le regioni in cui f(z,y) < 0.
Quindi:
per zp < 3 inun intorno di (zg,0) & f(z,y) > 0; (2o, 0) & punto di minimo;
per x>+ in un intorno di (x,0) & f(z,y) < 0; (2o, 0) & punto di massimo;

2
in ogni intorno di (%, 0) f cambia di segno, (%, O) ¢ punto di sella.

3.196. (0,1) punto di massimo; (++/log2, 1) punti di sella.

{fx(w,y) =4(z—1° -4 +8=0

3.197.
fy(z,y) = 4y® — 8zy = 4y(y® — 2z) = 0

4y(y* —22) =0=>y =00y =2z
Al(z—1)° —y*+2] =0

Se y = 0 la seconda equazione da

(z-1P°+2=0z=1- V2.
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Se 42 = 2z,
(z-1P°-224+2=0; (z-1)°-2(z—1)=0;

@-1)[(z-1)’-2]=0=>c=10z=1+V2.

:1:=1=>y2=2=>y=:i:\/§;
p=1+V2= 9 =2(1+v2)iy=+/2(1+72)

z=1—-+2=¢2= 2(1 - \/5) < 0, impossibile.
Quindi i punti critici sono:

(1— \3/5,0); (1,i\/§); (1+\/§,i\/;<_1+—\/§)).

. 12tz —1)°% -8y
H : H = .
essiana f(z,y) ( 8y 192 — 82

\3/41 0
Hf (1 - \/5, 0) = ( 0 8 ( \3/5 1) definita positiva; punto di minimo.

N 0 :F\/i : - -
Hf (1,:!:\/5) = (:F \/5 i ) indefinita; punti di sella.

24 F44/1+/2
Hf<1+\/§’i\’2(l+\/§)>: Fay/1+ /2 16(1++/2)

definita positiva; punti di minimo.

3.198. (0,0) punto di massimo rel.; (1,%) punto di sella; (—5,%£) punto di sella.

{fx = ('7;+1)(4_y2)

3.199. f, = —2y(%2 & :v) +2y = 2y(1 -z - w)
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2 +22-2=0;z= —li\/g.
I punti critici sono: ~ (—1,0); (——1:%:\/5, 2); (—11\/5, -2).

4 —o? —2y(z+1)
2
—2y(x + 1) 2(1 . —x)

Hessiana: Hf(z,y) = [

Hf(-1,0)= [g g} definita positiva,

(—1,0) punto di minimo relativo.

0 —4(i\/§)

Hf(-14v/3,2) = 4(2vA)

indefinita,

(— 1+ \/5 , 2) punto di sella.

0 4(:!: \/§)
(v3)

indefinita,

Hf(-u\/i—z) -1,

(—li\/g, —-2) punto di sella.

fo(z,y) = 42° — dzy = dz(a® — y) = 0
3200 { fulz,y) = 4y* — 22 =0
dz(x? —y)=0=>z=00y =z
4y3 —222=0

Se z = 0 la seconda equazione da y = 0.
Sey = 22,

DO | =

42° - 222 =0=z=002'=Z,z2==

Bk

1
\7__2—;3/:

Quindi i punti critici sono:
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(i %)
9-("5% 15)
(3

Hessiana: = Az 1 2y2
) caso dubbio.
Pero: f(z,z) = 2z — 22°

ha un punto di flesso in z = 0, quindi x = 0 ¢ punto di sella.

8 4
11y _ (v T

__ 48 _ 16 . ] 1 1 T .. .
Det = SV > 0. Definita positiva. (i%, %) sono punti di minimo relativo.

3.201. (1,0) punto di sella; (2, 4+2) punti di minimo.

=zy?—9z=1x(y*-9)=0
3202 { f; = zzyy + yf: ;((xyz + y‘"’)) =0
x(y2—9) =0=>2x=00y =43
r=0=y=0;y=3= z?+ 27 = 0 impossibile;
y=—3=>m2—-27:0,:v::t3\/§.
Punti critici: (0,0); (3\/5, -3); (—3\/5, -3).
Hessiana: Hf(z,y) = [yzz;yg 9:22—;:671@/3]

Hf(0,0) = {—09 8} ; percio (0, 0) & un caso dubbio.

Per studiarlo considero:
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f0,y) = %ys che ha un punto di flesso in x = 0,

quindi (0, 0) ¢ punto di sella.

| 0 F18Y3B .
Hf(:l:3\/§, 3) = [21218\/5 i ] percid (i3f )sono punti di sella.

3.203.

fo=(24+1)+3-2y+2(z+1)(y—2) = z(z — 2+ 2y)
fo==2(x+1)+ (x+1)* -4y

z(z—2+2y)=0=>z=00x=2—2y;
1
a:=0:>-—1—4y=0,y=—1;
r=2-2y=>-2B8-29)+(3-2y)’ —-4dy=0=>4y>—12y+3=0=>

3:i:\/_ —

I punti critici sono:

(e (i)

4

Hessiana: Hif(a9) = [29: —243%y 2o J

2z -4 |

]
Hf (0, —i) = [ 0 2 _04] definita neg.; (O, ——i) punto di massimo relativo.

indefinita,

3+\/g>: ~1-v6  —2(1+/6)

a <_1 V6T ~2(1+/6) 4

(—1 — \/6, 3 +2\/6> punto di sella.
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indefinita,

5_6\ | -1+6 2(-1+/6)
Hf(—1+\/6,—2—>— 2(-—1+\/E) o

(—1 + \/6, 3= \/6> punto di sella.

2

{fz:y2+x
fy = 2zy + 4y* + 6y = 2y(z + 2y + 3)

3.204.
(0,0) punto di minimo relativo; (—1,—1) punto di sella; (-9, 3) punto di sella.

3.205.

{fz=3:c2y—xy2—4y=y(3:v2—xy—4)
fy=8—aPy—dz+dy=2*(x—y) -4z —y)= (2> - 4)(z —y)

(x2—4)(x——y)=0:>y=wom2—4=0, ciod z = +2;
y=x:>x(2x2—4)=0:>a::00x=:’c\/2-;

z=42=2y(4dFy) =0=>y =00y = :4;

I punti critici sono: (f 2,v/2);+ ) (2,0); £(2,4).
i 6y — y* 3z% — 2y — 4
Hessiana: Hf(z,y) = 322 — 22y — 4 44 :

Hf(0,0) = [_O 1 _44] indefinita, (0, 0) punto di sella.

Hf (i(\/i \/5)) = [_1_% _22] definita pos., :!:(\/5, \/5) punti di minimo.
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H F{£(2,0)) = [(8) g] indefinita, +(2, 0) punti di sella.

Hf(£(2,4)) = [32 I~

s 0 } indefinita, +(2, 4) punti di sella.

3.206. {ﬁ=3ﬁy-mw=&w@—2)

fy =2 + 4y — 322
Bxy(x —2)=0=>2z=00y=202=2;
z=0=y=0;
y=0=2"-322=0=>2z=00z=3;
r=2=4>-4=0=>y=1.
I punti critici sono: (0,0);(3,0); (2,1).

- 2 _
Hessiana: Hf(z,y) = [59611 by 3z 655].

3z2 —6x  129?

Hf(0,0) = [8 8] caso dubbio.

Consideriamo la restrizione
f(z,2) = 22* = 32° ~ — 32 per z — 0.

Per questa restrizione il punto = 0 non ¢ né di massimo né di minimo (flesso a tangente
orizzontale), dunque per la funzione di due variabili l'origine & punto di sella.

Hf(3,0) = [8 8] indefinita; (3, 0) & punto di sella.

H (2, 1) = [g 162] definita positiva; (2, 1) ¢ punto di minimo relativo.

3.207. (0, 0) punto di sella; (4, 0) & punto di sella;
(2, 725) punto di minimo rel.; (2, —ﬁ-) punto di massimo rel.
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f=2(z-1)(y—-2)=0 =z=1loy=2

3.208. { (oo 1)t 2 =0

t=1=2y=0y=2=>(z-1)>=4=>z=30z=-1.

Punti stazionari: (1,0),(3,2),(-1,2).
[2ty=2) 2(z-1)
Hf(z,y) = [2(3 I ]

H (1,0} = [—04 _?2] = (1,0) punto di massimo

HF3,2)= [2 _42] = (3,2) punto di sella

Hf(-1,2) = li_o4 —_-;1] = (-1, 2) punto di sella.

3.209. (0,2) punto di minimo relativo; (1, 1) punto di sella.

3210 {fz=2x(1—y)=0 Sz=0oy=1
- fy=2y(1—y)— (2*+y*) =0
9 2
z=0= 2y —3y =O,y=00y=§
y=1= 22 +1=0,mai
. . . 2
Punti stazionari: (0,0); (0,—3-).

Matrice hessiana: Hf(z,y) = [2(1 -y) -2z ]
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Hf(0,0) = {(2) g}, definita positiva; (0,0) punto di minimo.

21 —13 i i — ] @ i
HZ (0, 3> = [ 2] 5 1ndeﬁmta, <0, 3) € punto di sella.

3.211. L'area della somma di 5 facce escluso il coperchio ¢:

1000 2000 = 2000
Az:vy+2xz+22y=my+2(x+y)—@~— :gjy—-}-———;——l_.—_:';—.

Cerchiamo gli estremi liberi di questa funzione in z > 0,y > 0.

y_zog_oz y4
T p—

3
(poiché y £0) 1= 2300, y =10 /2 ~ 12.6cm;

2000 2000

= 100 2 10 /2 ~ 12.6cm;

L'unico punto stazionario ¢ dunque (10 \75,10 \3/5), e per il significato fisico del
problema ¢ evidente che sard punto di minimo. Accertiamocene comunque rigorosamente,
calcolando 'Hessiana:

-l 2 1
Hf(a,y) = { : @_} mr(0va1092)= |7 4],
y3
matrice definita positiva, quindi (10 \3/5 ,10 \75) ¢ punto di minimo relativo.
La scatola deve quindi avere dimensioni:

r=y=102~12.6cm;

_ 1000 1000 10

xy (10 \3/5)2 PR

In altre parole, lo spigolo in altezza dev'essere meta degli spigoli di base, uguali tra loro.
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3.212. flz,y) =2+ + (1 -3z — 2y)2;

9z — 6(1 — 3z — 2y) = 0
2u—4(1-3z—2y)=0

10z 46y =3 x__3_ 1
6r+5y=2 *- 1Y T
Unico punto stazionario: i 1
4 ' 14°7)°

Per il significato geometrico del problema, sara il punto di minimo, comunque
verifichiamolo con I'Hessiana:

Hf(z,y)= [160 g] , matrice (costante) definita positiva,

quindi (13—4, %) ¢ effettivamente di minimo. La distanza cercata &

3 1 3\ /2 3 2\ 32422412 1
f(ﬁ’?)“(ﬁ) +(1z> +(1‘3'1—4‘2'ﬁ) =T T

Ora il raggio della sfera cercata ¢ la radice di questa quantita, quindi

3.213. Minimizziamo la funzione

1
flz,y) =2+ + ———.
oy @ +9)
2 —
= (e+?)” 0
Y Gy =

La 2¢ equaz. da y = 0 oppure (z + y2)* = 2.
Dalla 1 equaz.,y =0 =z = ;12-;:53 =lLz=1;

(w+y2)2=2:x=%=>(%+y2)2:2=>y= \/5——5

Punti stazionari: (1,0); (%, A / \/é = %)
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Matrice hessiana:

4 8y

2+ (z+12)° (z+y?)° .

H(z,y) = Sy 9+ 1224z |’
(z+y?)° (z+y?)°

Hf(1,0) = [g _02] indefinita; (1,0) punto di sella.

1 1 _ SACRS

DetHfG; \/_—5>=40—24\/§>0.

2

Matrice definita positiva, (%, \/_ - %—) ¢ punto di minimo. Il punto della superficie ¢

individuato anche dalla 3 componente z = ﬁy;, = —\%5, percio &

(V)



3.7. Funzioni definite implicitamente
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 3, §8.

Esempio 3.18. Sia
flz,y) = ze¥ —ye® — 1.
Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C'(I) in un intorno di z = 1. Si calcoli poi ¢'(1).
f € C(R?). L'equazione
0=Ff(Ly) =e®* —yo—1
suggerisce Yo = 0. Calcoliamo:

of
Oy

of
y) = ze¥ —e®; =1 (1,0) = 1 —e.
(z,y) =ze¥ —e 8y( ) €
Percio per il teorema di Dini ¢ definita una e una sola funzione y = g(x) in un
intorno I diz =0; sihag(l)=0e

of
g = —25(1’0)
55(170)
: of _ v ,0 Of _
Calcoliamo B (z,y) = e¥ — ye¥; 5 (1,0) = 1.
1 1
P 10 4 = — =
ercio g (1) ==

Esempio 3.19. Si consideri 'equazione:
-z fy+z+y=0

Si dimostri che, in un intorno del punto (—1, 1), questa definisce implicitamente
una funzione y = g(z).

Calcolare quindi ¢'(—1) e ¢’(—1), e scrivere lo sviluppo di Taylor al
second'ordine per g, in un intorno di z = —1.
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Sia: fly) =2’ -z /y+z+y
fl=1,1)= —141-14+1=0

0 0 3
@) =~ + (L 1) = § #0

37

percido per il Teorema di Dini, in un intorno del punto (—1,1), I'equazione
f(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione y = g(x).

Il fatto che questo esercizio richieda il calcolo non solo di ¢ ma anche di ¢’
suggerisce un procedimento leggermente diverso da quello dell'esercizio
precedente, che anziché applicare direttamente la formula per la derivata della
funzione implicita ne ripercorre la dimostrazione: derivando rispetto ad =z
l'equazione f(z,g(z)) = 0siha

322 — \/g(z) - 2\/_

$ =1 4 (21)

dx@)+1+4(z)=0

+1+d(-1)=0

da cui ricaviamo gd(-1)=-2.

Derivando ancora rispetto ad z:

G o g(z) _ g'(z) _z g'(@)Vg(z) - Aj(z; +g'(x)=0
2v/9(z)  2¢/g(x) 2 g9(z)

1
—6+1+1+ E(g”(—l) -2)+4'(-1)=0

Possiamo ora scrivere la formula di Taylor:
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9(@) = o(~1) + ¢ (~1)(z +1) + 20" (~1)(& + 1) + o((z + 1))

g(z) =1-2(z+1)+ g(x +1)%+o((z+1)%)

Esercizi
3.214.%  Si consideri I'equazione:
x3+xy2—2y3 =0

Si dimostri che, in un intorno del punto (1, 1), questa definisce implicitamente una
funzione y = g(z).

Calcolare quindi ¢'(1) e ¢’(1), e scrivere lo sviluppo di Taylor al
second'ordine per g, in un intorno di z = 1.

3.215.%  Si consideri l'equazione:

vVl —y—-2x4+y=0

Si dimostri che, in un intorno del punto (2, 3), questa definisce implicitamente una
funzione y = g(z).

Calcolare quindi ¢'(2) e scrivere lo sviluppo di Taylor al prim'ordine per g, in
un intorno di z = —2.

3.216.%  Sia

Vi

f(z,y) = yeosz + 2(z — l)cos(3y).

Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione z = h(y),h € C*(I) in un intorno di y = 1.
Si calcoli poi A/(1).

3217 %  Sia

f(z,y) = we ™ — 29e".
Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z), g € C'(I) in un intorno di zg = 2.
Si calcoli poi ¢'(2).
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3218.k Sia
flz,y) =2" - 2zy + y*(z - 1).

Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C(I) in un intorno di zy = 1.
Si calcoli poi ¢'(1).

3.219.% Sia
f(z,y) = e — e Peosz — 1.

Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C*(I) in un intorno di zy = /2.
Si calcoli poi ¢/'(7/2).

3.220.%x Sia

f(z,y) = arctan(zy) — e~ 1),
Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C'(I) in un intorno di zo = 1.
Si calcoli poi ¢/(1).

3.221.% Sia

f(z,y) = zlogy + zy?logzx — z°.
Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C'(I) in un intorno di zy = 1.
Si calcoli poi ¢'(1).

3.222.% Sia

1
fl@,y)=2y(z = 1)" + 32+ (= - 2)(y - 1)°.
Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z), g € C*(I) in un intorno di zo = 2.
Si calcoli poi ¢'(2).
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3223.% Sia
flay)=e™—(z+1)+y°(z - 1).

Si dimostri che l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una
sola funzione y = g(z),g € C*(I) in un intorno di zy = 1.
Si calcoli poi ¢'(1).

3.224.% Sia
flz,y) =2y + (z+1)y° — 3¢,

Si dimostri che I'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente due funzioni
v =g1(z),y = g2(x), 91,92 € C*(I) in un intorno di zg = 0.
Si scelga una delle due funzioni g; e se ne calcoli la derivata prima in x = 0.
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Soluzioni § 3.7
3.214.Sia fz,y) = 2° + z® — 24°.
fy(z,y) = 2zy — 6y°

f(1,1) =0; fy(1, 1) =—4.

Percio per il teorema di Dini, risulta definita, in un intorno di « = 1, una funzione y = g(z)
tale che f(z, g(z)) = 0.

Risulta: g9(1) =1
e derivando l'equazione
z* + ag(2)” - 24°(z) = 0

32% + g(z)’ + 2zg(x)g (z) — 69(x)°g (x) =0 ™

da cui: 3+1+24(1)—64(1)=0;4(1)=1
¢ derivando ancora rispetto ad z la (*):

6z + 29(z)g (z) + 29(z)g (z) + 224 (z)* +
+22g(z)g" (z) — 129(2)d ()’ — 69(x)’¢"(z) = 0

6+2+2+2+2y"(1)—12-6y"(1) =0

da cui gd'(1)=0.
Percid g(z) = (x—1) +o((z - 1)%),perz — 1.
3.215. flz,y) =Vt —y—2z+y
f(2,3)=1-4+3=0
Of (e — =2 1.0f 54 2
8y(x’y) - 3($2 _y)z/g, +1a ay(273) - 3 5&0

percid per il Teorema di Dini, in un intorno del punto (2,3), l'equazione f(z,y) =0
definisce implicitamente una funzione y = g(z).
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of _ 2x _'8f ___2_
)= o =k e =
of 2
qy=-223 __=5_,
3y(2’3) 3

9(z) = 9(2) + 4'(2)(z - 2) + o(z — 2)

g(x) =3+ (z—2)+o(z—2)

3.216. f € C*(R?). L'equazione 0 = f(zq,1) = coszp + 2o — 1 suggerisce zg = 0.
Calcoliamo:

OF o, 1) = vl ™)L 0 1) =
%(x,y) = ysmm—i—2cos<3y), 333(0’1) = ..

Percio per il teorema di Dini € definita una e una sola funzione = = h(y) in un intorno
diy=1;sihah(l)=0e

0,1
h/(l):_gg( ) )
2:(0,1)
Calcoliamo
Of o 4 = ™o Dsin(Ty): 01y = 14 Y3
5 (#9) = o5z~ 23 l)sm(3y>,ay(0,1)—-l+ .
V3
Perciod R'(1) = —lil"‘—ﬁ = —(14—-\2——?;71’).

3.217.  f e CY(R?). L'equazione 0 = f(2,9y) = 2e~2% — 2yoe~2 suggerisce yo = 1.
Calcoliamo:
of —2y? . 9f -2 -2 -2
— J— = Z. 2 (9 = — — = — .
By (z,y) 4xye 2e”%; 8y( ,1) 8e 2e 10e
Percio per il teorema di Dini ¢ definita una e una sola funzione y = g(z) in un intorno
diz=2;sihag(2)=0e

) 91(2,1
9(2)=—§§22,1;-
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. of — =2 -z, of ) -2 _ 9,2
Calcoliamo 5 (z,y) = e + 2ye™; B (2, 1) =g 2e™* =3e ",
3e2 3
oy / - __v
Percid d(2) = 02 = 10"
1
3.218. f(l,y):1—2y:0=>y:§.

1
0]
8]7; —2z + 433 (z — 1); af(l §)=—2750.
Poiché f(1,3) =0, f ¢ C' inun intorno di (1,1) e 8f( ,1) # 0, l'equazione f(z,y) =0

definisce implicitamente una e una sola funzione y = g(x) in un intorno di (1, 2) e risulta
¢(1) = 1. Calcoliamo ora:

of _ LOf (1Y 1
Bx‘?’ —2y+y . (1 ) 2+

16’
i
= - £ = =
i) —2 32~ 32
™
1(30)=0
By ae™® +2e” cosx,é——(—— )_~7éo

Poiché f(%,0) =0, f ¢ C' in un intorno di (%,0) e %5(—275 0) # 0, l'equazione f(z,y) =0
definisce implicitamente una e una sola funzione y = g(z) in un intorno di (2 1 0), e risulta
g(%) = 0. Calcoliamo ora:
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ﬁf_ zy —2y'.§13r. T
8x—ye +e smx,ﬁm(Q,O)—l,
of (m
(- §u0 - 1o
2 &30 5 7
3.220. f(l,y) =arctany—1=0=>y = g
T
f(l,z)zo.
of 2 (o1 OF (4 T 1
e Ny Y yz—-1). 2 (¢ Oy .+ i
o = Tyt 0 g, (05) = T

Poiché f(1,7) =0, f ¢ C* in un intorno di (1, %) e %5(1, ) # 0, I'equazione f(z,y) = 0
definisce implicitamente una e una sola funzione y = g(x) in un intorno di (1, %), e risulta
g(1) = %. Calcoliamo ora:

8f _ Y —2y(z—1). af T _ % .
3m_1+($y)2+2y6 ’8ac<1’4)_1+7r2/16+2’
81,1 T 3
/ Oz \" 4 2
Jg)y= -3 > = ———-(14+7%/16) = —=m— —.
55(1,2) 4 2 4 32
3.221. fLy)y=logy—1=0=y=ce.
f(le)=
of =z af 1
— == logz; = == #0.
o=+ aoylogs gL (1,0) = ¢ #

Poiché f(1,e) =0, f & C* in un intorno di (1,e) e %5(1,6) # 0, l'equazione f(z,y) =0
definisce implicitamente una e una sola funzione y = g(z) in un intorno di (1, e), e risulta
¢(1) = 1. Calcoliamo ora:
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af of

o _ 2 ¥ . 9T — 2.
B logy + y“logz + y* — 2z; ax(l,e) e* —1;
9f (1 2
g’<)=—3§_(’e) 116 =e—¢é
3.222. f(2,0) =2 +6=0=y=—3.
f(2,-3)=0
of 2, ® 4 Of _
ay-?(w 1) +16(x Dy-1) ’8y(2’ D=2 £0,

Poiché f(2,-3)=0,f & C! in un intorno di (2,-3) e %5(2,——3) # 0, l'equazione
f(z,y) = 0 definisce implicitamente una ¢ una sola funzione y = g(z) in un intorno di

(2,—3), erisulta g(2) = —3. Calcoliamo ora:

"g{} :4y(x-1)+3+~1l6 y—1)5;—g—£(2,—3) =-1243—64=—-73;
OIS o )
5(2,-3) 2
3.223. fA,y)=e?—2=0=y=—log2
f(1,-log2) = 0.
—g—in = —ze™ + 3y’ (z — 1); —g—;ﬁ(l, —log2) = -2 #0.

Poiché¢ f(1,—log2)=0,f & C! in un intorno di (1,-log2) e %5(1, —log2) # 0,
l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una sola funzione y = g(z) in un

intorno di (1, —log2), e risulta g(1) = —log2. Calcoliamo ora:
6f ~zy 3 8f 3
- A - . 221, —log2) = 2log2 — 1 — :
B ye 1+ 9% E (1,-log2) = 2log2 — 1 — (log2)”;
97(1,~log2)  2log2 — 1 — (log2)® 11
(1) = — &2 = =B %) —log2 — = — = (log2)".
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3.224. f(O,y):2y+y2——320_—_—>y:1’y=_3

f(07 1) = f(0> _3) =0.
Scegliamo ¢, (z) tale che g;(0) = 1.

of _
Oy

- OF 01y =a 980 _gy =
277 + 2y(z + 1); 55(0, 1) ==4 By (0,-3) = —4.
Poiché f(0,1) =0, f & C* in un intorno di (0,1) e %(0, 1) # 0, l'equazione f(z,y) =0
definisce implicitamente una e una sola funzione y = g;(z) in un intorno di (0, 1), e risulta
91(0) = 1. Analogamente:

Poiché f(0,—3) =0, f & C! in un intorno di (0,—-3) e %5(0,—3) # 0, l'equazione
f(z,y) = 0 definisce implicitamente una e una sola funzione y = go(z) in un intorno di
(0,—3), erisulta go(0) = —3.

Scegliamo ora g; e calcoliamo:

8f . -z 2 2z, af — .
3 = —2e""y+y* — be ’8:1:(0’1)— T
of -
G0)= -l =TT
&0 4 4
Analogamente:
Scegliamo ora g, e calcoliamo:
of
_8—;(07 _3) = 97
g (0) — %(0:—3) _ _i — 2
’ d0,-3 4 4



3.8. Massimi e minimi vincolati.
Moltiplicatore di Lagrange

Riferimento: libro di testo [BPS2, cap. 4, §6.1.

Esempio 3.20. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione

(yy) = we @)

soggetta al vincolo
g(z,y) =2+ (y-1)*-1=0.

Si richiede di determinare i "candidati" punti di massimo o minimo vincolato
usando il metodo del moltiplicatore di Lagrange, e quindi stabilire I'effettiva natura
dei punti trovati, giustificando le proprie affermazioni.

Cominciamo ad osservare che il vincolo non ha punti critici in quanto
Vg(m’ y) = (2337 2(y - 1))

si annulla solo in (0,1), punto che non soddisfa l'equazione di vincolo. (Questa
~ verifica ¢ necessaria per poter poi applicare il metodo del moltiplicatore di
Lagrange).

Scriviamo la Lagrangiana:

L(z,y,\) = ze @+ — Az?+ (y—1)* - 1]

e impostiamo il sistema:

oL __
32 =0
oL __
ay_o
oL _
6/\_0

e~ @ +)[—222 + 1] = 2)z
che da: e~ @) [—2zy] = 2\ (y — 1)
2+ (y-1)>-1=0.

Dividendo membro a membro le prime due equazioni otteniamo
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222 -1  «z

s oy=—2z?+1
2zy y—1 4 v

che sostituita nella terza (equazione di vincolo) da

4zt + 22 —1=0.

V-1 [T -1 5o W

=" g5 g YT T Ty 4

Quindi i punti stazionari vincolati sono

V1T-1 5-4/17

g8 4

=+

Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ una circonferenza, insieme chiuso e limitato;
f ¢ continua, quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo
assoluto sul vincolo; d'altro canto la funzione f ¢, rispettivamente, positiva e
negativa nei due punti stazionari, percio

/171 5-/17 \ 4 : . .
( —‘/—;——, ——Il—) ¢ punto di massimo assoluto vincolato;

A3 EofTF ¥ » e '
(_ 18 1, — L ) ¢ punto di minimo assoluto vincolato.

Esercizi

3.225.%  Determinare tutti i punti di massimo e minimo della funzione
f(xay) = 332 _y2

soggetta al vincolo 22 + y? = 1. Giustificare le proprie conclusioni.

3.226.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluto della funzione

flz,y) =Y

soggetta al vincolo (z — 1) + 4y® = 4. Giustificare le proprie conclusioni.
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3.227. Determinare tutti i punti di massimo e minimo assoluti della funzione
flz,y) =2 —¢°

soggetta al vincolo z* + y* = 1. Giustificare le proprie conclusioni.

3.228.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione

f(z,y) = ze™
soggetta al vincolo
y?
g(m,y)zﬂ:z—l-Z—l:O.
3.229.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione
f(z,y) = zy’

soggetta al vincolo
g(z,y) =2 +44° -1 =0.
3.230.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione
f(z,9) = 2" +2v/2ay
soggetta al vincolo
g(z,y) =2’ +y* —4=0.
3.231.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione
flz,y) = v* + 42’y — 4y
soggetta al vincolo
glz,y) =22 +9y* —1=0.
3.232.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione
flz,y)=ze™ ¥
soggetta al vincolo

gz, y) =2 —y* -1=0.
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Nota bene: anche se in questo caso il vincolo non descrive un insieme chiuso e
limitato, potete "dare per buono" che massimo e minimo assoluto esistano.

3.233.%  Determinare i punti di massimo e minimo assoluti per la funzione

f(z,y) = (—:H;)—y)

soggetta al vincolo

2

X
g(fﬂ,y)=-2—+xy+y2~2=0.

Applicazioni geometriche

3.234.%  Si vuole progettare la forma (cilindrica) di una lattina da bibite in
modo da minimizzare l'area della superficie totale (quindi minimizzare il metallo
usato), realizzando un volume V; prefissato. Determinare in che proporzioni
devono essere scelti il raggio R e 'altezza h del cilindro.

Si imposti il problema come problema di massimo vincolato, scrivendo le
funzioni f(R,h),g(R,h) che assegnano, rispettivamente, l'area della superficie
totale e il volume del cilindro, e minimizzando f(R,h) sotto la condizione
9(R,h) = V.

3.235.%  Si vuole calcolare il massimo volume di una scatola a forma di
parallelepipedo contenuta dentro I'ellissoide

22 P zz
— + ¥ + <1
Per semplicita, assumere fin dall'inizio che il parallelepipedo abbia le facce
parallele ai piani coordinati. Data la simmetria del problema, possiamo limitarci a
considerare quel che succede nel primo ottante z > 0,y > 0,z > 0. La porzione
della scatola che cerchiamo contenuta in questo ottante sara un parallelepipedo con
3 facce sui piani coordinati; detto (z,y, z) il vertice opposto a quello che si trova
nell'origine, il volume di questo parallelepipedo ¢ semplicemente zyz, che va

massimizzata sotto il vincolo

(Infatti, se la scatola non tocca la superficie dell'ellissoide, certamente non stiamo
usando al meglio lo spazio disponibile). Si noti che si tratta di un problema di
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ottimizzazione vincolata per una funzione di 3 variabili. Il volume della scatola
contenuta nell'ellissoide intero ¢ 8 volte il volume della scatola che sta nel 1°
ottante.

3.236.%  Si vuole calcolare il massimo volume di una scatola a forma di
parallelepipedo contenuta dentro un cono di raggio R e altezza h.
Rappresentiamo il cono come:

Cz{(x’y’z) 12’ +9y’ <RL0<2<h— %\/:v2+y2}.

Per semplicita, assumere fin dall'inizio che il parallelepipedo di volume
massimo abbia la base inferiore nella base del cono e i vertici della base superiore
appoggiati sulla superficie del cono. Data la simmetria del problema, possiamo
limitarci a considerare quel che succede nel primo ottante z > 0,y > 0,z > 0. La
porzione della scatola che cerchiamo contenuta in questo ottante sara un
parallelepipedo con 3 facce sui piani coordinati; detto (z,y, z) il vertice opposto a
quello che si trova nell'origine, il volume di questo parallelepipedo ¢
semplicemente xyz, che va massimizzata sotto il vincolo

Si noti che si tratta di un problema di ottimizzazione vincolata per una funzione di
3 variabili. Il volume della scatola contenuta nel cono intero & 4 volte il volume
della scatola che sta nel 1° ottante.

3.237. Si svolga nuovamente l'esercizio 3.211 del §3.6, utilizzando ora il
metodo del moltiplicatore di Lagrange (in sostanza, si chiede ora di non usare
l'equazione di vincolo per esprimere una variabile in funzione delle altre, anche se
questo & possibile).

3.238. Si svolga nuovamente l'esercizio 3.0 del §3.6, utilizzando ora il
metodo del moltiplicatore di Lagrange (in sostanza, si chiede ora di non usare
l'equazione di vincolo per esprimere una variabile in funzione delle altre, anche se
questo ¢ possibile).

3.239. Si svolga nuovamente l'esercizio 3.0 del §3.6, utilizzando ora il
metodo del moltiplicatore di Lagrange (in sostanza, si chiede ora di non usare
I'equazione di vincolo per esprimere una variabile in funzione delle altre, anche se
questo ¢ possibile).
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Soluzioni § 3.8

3.225. Si verifica che il vincolo non ha punti critici:
Vy(z,y) = (2z,2y) = 0 solo nell'origine, che non sta sul vincolo.
Introduciamo la lagrangiana:

L{z,y,\) = 2% — ¢ —)\(:c2—|—y2 - 1).

Le=2z—-22z=22(1-A)=0
Ly=-2y—2\y=—-2y(1+A)=0
w2+y2:1

La 1% equazioneda z =00 A = 1.

z =0 = (Equaz. 3)y = +1 = (Eq.2) A = —1, quindi:

(z,y,\) = (0,1, —1).

A =1 = (Bquaz2)y = 0 = (BEquaz.3) z = %1, quindi: (z,y,\) = (£1,0,1).

I candidati punti di massimo e minimo vincolato sono quindi:

(0, £1); (£1,0).

Notiamo che f(0,+1) = —1, f(£1,0) = 1.

La funzione f & continua, il vincolo & un insieme chiuso e limitato (circonferenza), per
il Teorema di Weierstrass deve esistere almeno un punto di massimo e uno di minimo.
Quindi il minimo & —1 e il massimo & 1, entrambi i punti (0,%1) sono di minimo ed
entrambi i punti (41, 0) sono di massimo.

3.226. Si verifica che il vincolo non ha punti critici:
Vg(z,y) = (2(z — 1), 8y) = 0 solo in (1, 0), che non sta sul vincolo.

L(z,y,\) = e TV )\[(m - 1)2 + 492 — 4]
%f = —9ze YV — 2AM(z—1)=0
g—]; = —2ye“’”2'y2 —8\y=0
(z—-1)>+4y* =4

Punti stazionari per L:

(_1’0)7 (370)’ <_%)i%—§> 2

F(-1,0) =7 £(3,0) =% £ (=4, £4) = 78
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Percio, poiché f, essendo continua sul vincolo (che ¢ un insieme chiuso e limitato)
deve avere massimo e minimo vincolati, si pud concludere che:

(3,0) punto di minimo assoluto; (—%, :I:\/Tg ) punti di massimo assoluto.

3.227. Si verifica che il vincolo non ha punti critici:
V(z,y) = (42°,49) = 0 solo in (0, 0), che non sta sul vincolo.
I punti stazionari della lagrangiana sono:

(0, +1); (+1,0); (5. = 35):

Esaminando il valore di f in questi punti si conclude che:
(0,1),(—1,0) sono punti di minimo assoluto (min. = —1);
(0,-1),(1,0) sono punti di massimo assoluto (max. = 1).

3.228. Vg(z,y) = (2, %) = 0 solo nell'origine, che non soddisfa il vincolo.

2
L(x7y7)\) :xe—y—)\[l'z'{‘yz_]}. )

eV =2\z
Risolviamo il sistema: —ze™! = A3
2
2+ L -1=0.
Dividendo membro a membro le prime due equazioni otteniamo
Y 2
= =-x; y=-4z
4z ¥
che sostituita nel vincolo da

4t +22-1=0

a_V17-1 L [V17-1 _1-4/17

T =

Xz =
g g Y 2
Quindi i punti stazionari vincolati sono

N V17-1 1-+/17

g8 2

Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ un'ellisse, insieme chiuso e limitato; f & continua,
quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo assoluto sul vincolo;

d'altro canto la funzione f &, rispettivamente, positiva e negativa nei due punti stazionari,
percio
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(\/ ﬂg'—l, 1—‘#) ¢ punto di massimo assoluto vincolato;

<— 3@;’_—1, 1;2@> ¢ punto di minimo assoluto vincolato;

3.229.
L(z,y,\) = zy° — A[z® + 49° — 1].
Risolviamo il sistema:

1P =2\
3zy? = 8)\y
2?2+ 492 —-1=0.

Dividendo membro a membro le prime due equazioni, nell'ipotesi A # 0, otteniamo

V3

X
=== 4f=38z%y==2"—
g YT 2 "

ché sostituita nel vincolo da
9 1
4z —~1=O;ac=:l:§.

Quindi sono punti stazionari vincolati i seguenti:
I ESVEA W & WV
2’ 4 ) 27 4 )

Se poi A =0, la prima equazione da y = 0, allora la seconda ¢ soddisfatta, e la terza da
z = £1. Quindi abbiamo anche i punti

(+1,0)

(che sono punti stazionari liberi, che si trovano sul vincolo).

Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ un'ellisse, insieme chiuso e limitato; f ¢ continua,
quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo assoluto sul vincolo;
d'altro canto la funzione f vale:

128 2 4

%mic 2)

T 128 2’ 4

éﬁmiG __ﬁ)
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0in (£1,0) (per A =0)

quindi i primi due punti sono di massimo assoluto, i secondi due di minimo assoluto.

3.230. Il vincolo non ha punti critici.

L(z,y, ) ::c2+2\/2—:ry—/\[ac2+y2——4].

2x+2\/5y-—2)\a::()
Risolviamo il sistema: 2v/2z— 2 y =0
+y? =4

-
\—/3’=+\/'y N =0

z?+y? =4

___( A=2+M)=0=>y=00A=-1,A=2.

V2

y = 0 = (dalla 1 equaz.) z = 0, che perd non soddisfa I'equaz. del vincolo;

A=-1= TV = —ﬂ:Z\/gx-:F—g—
P+yt=4 Y 3’ V3

= +/2 2 2
A=2=7% V2 Sy=d——,x==420/2
{x2+y2=4 Y \/§m 3

Quindi sono punti stazionari vincolati i seguenti:

+ 1,_2\/2 ” 2\/21 |
V3 3 3°/3
Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ una circonferenza, insieme chiuso e limitato; f &

continua, quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo assoluto sul
vincolo; d'altro canto la funzione f vale:

~4in i(%,—z\/g) 8 ini(Z\/g, %)

quindi i primi due punti sono di minimo assoluto, i secondi due di massimo assoluto.
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3.231. L(z,y,A) = f(z,y) = y* + 42y — 4y — A[z* + 42 — 1].
8ry — A2z =0
Risolviamo il sistema: 3y2 +422 —4—-X2y=0
2+ =1.

8y —A22=0=>z=00A=4y.

1
:c=0:>y=:i:l,—12F2)\:0,)\=$§.
2 _m2 4
A:4y=>{if+yfy__14 O So=41y=0

Quindi sono punti stazionari vincolati i seguenti:
(0,1 ) (41, 00,

Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ una circonferenza, insieme chiuso e limitato; f ¢
continua, quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo assoluto sul
vincolo; d'altro canto la funzione f vale:

£O,+£1) =F3;  f(+1,0)=0
quindi (0, 1) & punto di minimo assoluto, (0, —1) di massimo assoluto.
3.232. 1l vincolo non ha punti critici.
LizyA) = ze~ @V — Az?—y? - 1].
Risolviamo il sistema:

eV (=222 + 1) = A2z
e“zz‘yz(—2:cy) = -2y
z? —y? = 1.

La2%equaz.da:y=00A = ze~ "V,

Sey=0,z ==£1;

se A =ze~"V, la 1% equaz. da —22% + 1 = 22%, 2 = £1,e la 3% equaz. day® = -2,
impossibile.

Quindi i punti stazionari vincolati sono (£1, 0). Poiché

f(£1,0) = e},

sapendo che massimo e minimo esistono possiamo concludere che (1,0) ¢ punto di
massimo assoluto, e (—1,0) di minimo assoluto.
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3.233. Vyg(z,y) = (z +y,z + 2y) = 0 solo nell'origine, che non soddisfa il vincolo,

quindi il vincolo non ha punti critici.

3 2
L(x>y))‘)= (m——;y)— _)\<:_U2_ +my+y2_2)

Risolviamo il sistema:

L= (z+y)’ — Mz +y) =0
Ly=(z+y)" - Az +2y) =0

La prima equazione da:

x4y =0oppure z +y = A
z +y =0, ciod y = —z, sostituita nella terza da

—2—~—a:2+:c =0, =4 a==20
e quindi i due punti (2, —2), (-2, 2).
Invece z 4+ y = A da, nella 2% e 3% equazione, il sistema:

(z+y)’ - (z+y)(z+2y) =0
z° 2
Stay+y"—2=0

Escludendo (z + y) = 0 (gia discussa) la prima da
z+y—x—2y=0,cioey=0

che sostituita nella 3¢ d& ancora z = +2, quindi troviamo (2, 0), (-2, 0).

Quindi sono punti stazionari vincolati i seguenti:

(2,-2),(-2,2),(2,0),(-2,0).

Ora ragioniamo cosi. Il vincolo ¢ una ellisse, insieme chiuso e limitato; f ¢ continua,
quindi per il teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo assoluto sul vincolo;

d'altro canto la funzione f vale:

f(23 '—2) = f(—zv 2) =0;

£(2,0) = 3 £(-2,0) = —3.

quindi (—2, 0) & punto di minimo assoluto, (2,0) di massimo assoluto.
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3.234. Superficie totale:

f(R,h) = 2Area base + Area sup. laterale = 2 - mTR? + (27 R)h;

Volume:

g(R,h) = mR?h.
Il problema dunque &:
min(27R? + 27 Rh)
sub
TR?h = Vj.

Per il significato del problema saranno R > 0, h > 0, in particolare il vincolo non ha
punti critici. Lagrangiana:
L =27wR? + 2rRh — A(er2h - 'Vb).

Punti critici della lagrangiana:

4R + 2mh — 2A7Rh =0
2TR — ATR?2 =0
TR’h =V

2
Dalla 2 equazione, A= ik

che nella prima da AmR + 2mh — 4wh = 0;
h=32R.
Questa ¢ l'informazione che ci interessa: occorre che la lattina abbia l'altezza uguale al
diametro. In tal caso, l'area della superficie laterale é:
f(R,2R) = 2 R? + 47 R? = 67 R2.
3.235. Il problema ¢:

2 2
Frhra=

Per il significato del problema saranno = > 0,y > 0, z > 0, in particolare il vincolo
non ha punti critici.

2 2 2
Lagrangiana: L =zyz— A x_+_y_+_,z__1 .
a? b2 2
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Punti critici della lagrangiana:

yz—)\%’é:O
:cz——')\iﬁz:O
xy—)\i—izo

2 2 2
EtLE+5-1=0

c2

: yz =%
Dalle prime due 5

dividendo membro a membro si ha:

e queste relazioni inserite nell'equazione di vincolo ci danno

a2

o =liz=

Sie

e quindi b c
T et Y I ——
Y \/ga \/—?;
11 volume della scatola contenuta nell'ellissoide intero & 8 volte il volume di questa scatola,
cio¢
abc

34/3

A titolo di confronto, Vepissoide = %ﬂabc (come calcoleremo in seguito usando il calcolo
integrale), percio

V=28

Vscatola _ 2
- ’
Vellissoide ~ 7/3

che & poco pindi 1/5.
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3.236. 1l problema e:

min zyz
sub

z=h—L\/a2 2

Per il significato del problema saranno = > 0,y > 0, z > 0, in particolare il vincolo
non ha punti critici.

Lagrangiana: L=xyz -\ (z —h+ %\/ z? + y2>.

Punti critici della lagrangiana:

yz — )\‘%7;%17 =0
xz—)\%\/;——g:—? =]
zy—A=0
z-h+% 22+y2=0
Dalla 3% si ha A = zy, che sostituita nelle prime due da
r 2
v O
h __zy?

Tz =g AL

semplificando per y la prima, per z la seconda, e dividendo membro a membro si ha:

2
z .
1= —, quindiy = =z,

che sostituita nella (*) e nell'equazione di vincolo danno:

h x h
indi hz . _h
e quindi R\/§ h Rx\/:?_
. \/5 2 h
che risolta da T = —3—R,y— TR,Z— 3"

11 volume della scatola contenuta nel cono intero & 4 volte il volume di questa scatola, cioé

e 2 2 h_8 2
V=43R. o= R



Par. 3.8. Massimi e minimi vincolati 377

A titolo di confronto, Veono = $mR?h, percid

s’ W8 fi =32 ~oss.
Veono 3T om
3.237. 1l problema &:
min[zy + 2(z + y)z]
sub
xyz = 1000.

L(z,y,2,\) = zy + 2(z + y)z — A(zyz = 1000)

y+2z2—Ayz=0
z+2z—Azz=0
2z +y)—Azy=0

zyz = 1000
2
Ricavando A= ——————(x +9)
xy

dalla 3% equaz. e sostituendo nelle altre troviamo il sistema in (xz,y, z) (teniamo presente
che z,y, z # 0 perché xyz = 1000):

y+2z=ﬁi—+& T =2z Z:%
att—l-Zz:-Z—Zﬁ”er—yl ijz T =10-¥2
zyz = 1000 42°=1000 |, =102

L'unico punto stazionario della lagrangiana ¢ (10\75, 10\3/5, \i/—oz), e per il significato
geometrico del problema sara il punto di minimo vincolato che cerchiamo.
3.238. Il problema ¢:
min(z? + y? + 2?)

sub
3z +2y+2=1.
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Lz, y,z,\) = 22+ + 22 = A3z + 2y + 2 — 1)

20 —3A=0
2y —2XA=0
2z—A=0
3z +2y+z=1

Ricavando A=2z

dalla 3% equaz. e sostituendo nelle altre troviamo il sistema in (z, y, 2):

22 —6z2=0 x =3z z =3z z:TIZ
2u—4z=0 g = 2% =2z x:%
3z+2y+z2z=1 9z2+4z+2z=1 9z+4z+2=1 y:%

L'unico punto stazionario della lagrangiana ¢ (13'—4, %, 1—{4—), e per il significato geometrico

del problema sara il punto di minimo vincolato che cerchiamo. Il massimo raggio della sfera

che sta sotto il piano ¢
R [32+224+12 1
- 142 /14

min(z? + 3% + 2%)
sub

3.239. Il problema ¢:

1

Z:'m__"_z,f.

1
L(x,y,z,)\)zz2+y2+22-—>\(z— )

(z+y?)
Dy
2y = (z+4?)°
22— A=
g = 1
z+y?
Ricavando A =2z

dalla 32 equaz. e sostituendo nelle altre troviamo il sistema in (z, y, 2):
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2z

2z = = +y2)2
y = _Ayz_
(z+y?)?
g 1

z = z+y?

= (ﬂv+1y2)3
a4

che tenendo conto della 3* da y= 2

(z+1?)

La 2% equaz. day = 00 (z +72)° = 2. Dalla 17,
y=0=2z*=1,2=1,2 =1, cio¢ il punto (1,0,1);

(m+y2)3=2=>:c:
cio¢ il punto <%, \3/5—1 —1——>

Essendo l'unico punto stazionario per la lagrangiana, per il significato geometrico del
problema sara il punto di minimo che cerchiamo.



3.9. Applicazioni fisiche ed esercizi vari

Esempio 3.21. Determinazione del potenziale Newtoniano
Mostreremo ora un'applicazione significativa del teorema di derivazione delle
funzioni composte per funzioni reali di piu variabili.

Consideriamo l'equazione di Laplace, in R™:

n_ 52
Au(z) = ?—Z(g) = 0.
= 97;

Si tratta di un'equazione alle derivate parziali molto importante, che ¢
soddisfatta, ad esempio, in R? (o in R? se le simmetrie del problema riducono la
dimensione):

« dal potenziale elettrostatico nei punti dello spazio privi di carica elettrica;

» dal potenziale gravitazionale nei punti dello spazio privi di materia;

* dalla temperatura di un corpo in equilibrio termico, nei punti in cui non sono
presenti pozzi o sorgenti di calore;

in R%:

» dall'altezza, rispetto al piano orizzontale, di una membrana elastica su cui non
agiscono forze esterne, in equilibrio;

...e sono possibili diverse altre interpretazioni.

Ci proponiamo ora di determinare le soluzioni radiali di quest'equazione, cioe
le funzioni radiali che risolvono l'equazione in tutto lo spazio (tranne al piu
nell'origine). Ad esempio, ci aspettiamo che siano radiali il potenziale
elettrostatico generato da una carica puntiforme posta nell'origine, o il potenziale
gravitazionale generato da una massa puntiforme posta nell'origine. Questi
potenziali sono importanti non solo perché corrispondono ad una situazione fisica
semplice ma significativa, ma soprattutto perché a partire da questi si possono
ricostruire i potenziali relativi a distribuzioni di carica (o di materia) piu generali.

Poiché ipotizziamo a priori che u sia radiale, scriviamo

u(z) = f(|z|)

con f:(0,40) =R
e applichiamo il teorema di derivazione delle funzioni composte: ponendo p = ||,

ou
8x¢

@) = £ o5 = 1 ()%
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5.2 (&) = 92 [f’(ﬂ)%] = J‘”(P)(il;—i)2 + f'(p) - p2p _

2—.’1:

2
= o)y 4 1)

)

= o)+ 2=,

Cercare le soluzioni radiali di Au(z) =0 ¢ quindi ricondotto a risolvere
'equazione differenziale ordinaria:

-(E——;——l—lf/(p) = 01in (0,+00). (%)

(o) +
(Ci interessa che la funzione soddisfi I'equazione fuori dall'origine; questo ¢ il
caso fisicamente interessante del potenziale generato da una carica puntiforme
nell'origine, ad esempio). Si noti come l'ipotesi che la funzione u sia radiale abbia
permesso di ridurre il problema a un problema unidimensionale: abbiamo
trasformato un'equazione differenziale a derivate parziali in un'equazione
differenziale ordinaria.

L'equazione ¢ del second'ordine ma si abbassa di grado ponendo:

v= f.

n—1)

Y () + ~Uo(p) = 0in (0,+400)

Si tratta di un'equazione a variabili separabili. A parte la soluzione banale v = 0, si
trova:
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~1
S =5 lghl=(-n)logota;  v=ep

Ora per trovare f eseguiamo un'integrazione: poiché f’' = v,
. _ ln , . [sen= 2 cologp + c3

In definitiva, troviamo che le soluzioni radiali dell'equazione di Laplace in
tutto R" \ {0} sono:

(@) = | 103_2 +c3sen > 3;
#

u(z) = cylog|lz| + c3 sen = 2.

Queste funzioni sono dette, rispettivamente, potenziale Newtoniano e potenziale
logaritmico.

Si noti che non esistono invece soluzioni radiali dell'equazione di Laplace in
tutto lo spazio, a parte le costanti.

Scriviamo esplicitamente il potenziale Newtoniano nel piano e nello spazio:

C

Y B E

u(z,y) = clog(:zc2 + yz) nel piano.

nello spazio tridimensionale;

Problemi sul potenziale elettrostatico

Nel seguito, per fissare le idee, ci concentreremo sull'interpretazione di w come
potenziale elettrostatico. Il gradiente del potenziale elettrostatico ¢ il campo
elettrostatico, cioe la forza esercitata su una carica puntiforme e unitaria (in
particolare: carica positiva), posta nel punto. Scegliendo ¢ = 1, ossia (nel caso
piano)

u(z,y) = log(z* + %),

. 2z 2y
si ha Vu(x,y)=(x2+y2’xz+y2)’

campo che ha direzione radiale wuscente dall'origine, ossia descrive una forza
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repulsiva. Questo dunque ¢ il campo generato da una carica puntiforme unitaria (in
particolare positiva) posta nell'origine, i quanto due cariche di segno uguale si
respingono. Il potenziale generato da una carica puntiforme —1 (negativa) posta
nell'origine ¢ allora

u(a:,y) = —IOg($2 + y2)9

e da luogo ad un campo attrattivo.

I prossimi esercizi utilizzano questi fatti. Al di 1a dell'interpretazione fisica
interessante, sono esercizi di riepilogo su vari aspetti del calcolo differenziale per
funzioni di piu variabili che abbiamo incontrato nel capitolo.

3.240.%  Potenziale elettrostatico generato da due cariche di ugual
segno nel piano. Tenendo conto della discussione dell'Esempio precedente, e del
fatto che il potenziale del campo generato da un numero finito di cariche unitarie
puntiformi & semplicemente la somma dei potenziali generati dalle singole cariche:

a. Si scriva il potenziale U(z,y), nel piano, generato da due cariche
puntiformi unitarie (positive) poste nei punti (1,0), (—1,0).

b. Si calcoli il campo elettrostatico (gradiente di u); ci sono punti del piano
in cui il campo si annulla? Ci sono punti di massimo o minimo relativo del
potenziale? Dare un'intepretazione fisica di quanto trovato.

c. Si vuole studiare la linea di livello U(z,y) = 0. Si trovino punti non
critici in cui questa curva interseca l'asse z, e si dimostri che nell'intorno di questi
punti definisce implicitamente un arco di curva regolare.

d. Provare che le linee equipotenziali si possono rappresentare in forma
cartesiana come

(m2+y2+1)2—4x2:c perc € R.

3.241.%  Potenziale elettrostatico generato da due cariche di segno
opposto nel piano.

a. Si scriva il potenziale U(z,y), nel piano, generato da due cariche
puntiforme unitarie, la prima positiva posta in (1,0) e la seconda negativa posta in
(—1,0).

b. Si calcoli il campo elettrostatico (gradiente di u); ci sono punti del piano
in cui il campo si annulla? Ci sono punti di massimo o minimo relativo del
potenziale? Dare un'intepretazione fisica di quanto trovato.

c. Si scriva (semplificando opportunamente l'espressione) I'equazione della
linea di livello U(z,y) = c. Riconoscere di che tipo di linee si tratta, e provare a
fare un grafico delle linee di livello.
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3.242.%  Potenziale elettrostatico generato da tre cariche di ugual segno
nel piano.

a. Si scriva il potenziale U(z,y), nel piano, generato da tre cariche
puntiformi unitarie e positive poste nei punti (1,0),(—1,0), (0, \/§> (cio¢ sui

vertici di un triangolo equilatero).
b. Determinare tutti i punti del piano in cui il campo elettrostatico ¢ nullo.
Suggerimento: il significato fisico del problema e le simmetrie consentono di
supporre a priori che i punti in cui U ¢ stazionario stanno sulla retta z = 0.

3.243.5%  Potenziale elettrostatico generato da due cariche di ugual
segno nello spazio.

a. Si scriva il potenziale U(x,y, ), nello spazio, generato da due cariche
puntiformi unitarie e positive poste nei punti (1,0,0), (—1,0,0).

b.  Si verifichi che nell'origine il campo ¢ nullo.

c. Si dimostri che l'origine € un punto di sella per il potenziale U, studiando
opportune restrizioni.

3.244.%  Equazione del trasporto. Si consideri 'equazione del trasporto
lineare in R™*!, ossia:

ou
Q-V@_u—l-gt——O

dove la funzione incognita ¢ u(z,t) con z € R™, V,u indica il gradiente di
u rispetto alle sole variabili z, e ¢ € un vettore costante assegnato.
a. Si verifichi che per ogni f : R® — R differenziabile, la funzione

u(z,t) = f(z —ct)

risolve l'equazione.
b. Sirisolva quindi il problema di Cauchy:

{_C_-V_@’LL-}-%:O

u(z,0) = elal’,
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Soluzioni § 3.9
3.240.
a. U(z,y) = log[(z + 1%+ y?] + log[(z — 1)%+ 2]
b.
. 2(z+1) 2(z—-1) 2y 2y
Wy = (<x+ )P+ (e 12492 (@ +12 492 (2—1) +y2>'

2(z+1) 2(15——1) =0
(z+1)%+y2 (x—l) +y

[(x+1) T T 1)2+y ]
Dalla 22 equaz. si ha y = 0, quindi dalla prima

1 + 1
z+1 z-—1

=0,z =0.

L'unico punto in cui il campo si annulla ¢ I'origine.
Studiamo questo unico punto stazionario di U.

HU(0, o)_z[ —2 g]

L'origine ¢ un punto di sella. L'interpretazione fisica & la seguente: se mettiamo una
carica positiva nell'origine, su di essa non agisce alcuna forza, per cui la carica & in
equilibrio (e questo succede solo in questo punto); tuttavia, tale equilibrio ¢ instabile, in
quanto in ogni intorno di quel punto ci sono linee lungo cui il campo allontana dal punto di
equilibrio.

c {;fgv,oy) =0 da log[(z + 1)2] + log[(z - 1)2] =)
2log|z® — 1| =0,z — 1 = +1,2% = 2,2* = 0.
(0,0) & punto critico per U, quindi scegliamo

(i V2 ; O) , punti non critici di U che stanno sulla curva.

U(:t\/i, 0) = (:|:4\/§, o).
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%—g- (:1:4\/5, 0) £ 0, percid

in un intorno di ognuno dei due punti (ﬂ:ﬁ, 0) 'equazione U(xz,y) =0 definisce
implicitamente una funzione z = g(y), C'.

d U(z,y) = log[(z +1)* + 4% +log[(z — 1) +4°] = ¢
log{[(z +1)* +4*][(z—1)* +¢°]} =¢
[(c+ 1)+ 2] [z - 1) +?] =e =k
[#*+ 2 +142z] [P+ +1-2z] =k

(a:2 —!—g/2+1)2 —4z* = k.

Fig.3.51. Alcune linee di livello di U(z, y)

3.241.
a. U(z,y) = —log[(z +1)* + 4] + log[(z — 1) + 3]
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2 1 2(x—1 2 2
VU(xay):: - ("I’.'l; ) (x D) ) sy y2 + y2
(z+1)"+y? (=10 "4y (z+1D)°+y? (z—1) "+
I C5)) 2Az-1)
(z+1)%+y2 + (z—1)%4y? =0
1
29[ (z+1)°+ (x 1)2+y]

Dalla 22 equaz. si ha
8xy _
[(z = 1) + 9] [(z + 1)* + 4]

che da z = 0 0 y = 0, quindi dalla prima

x=0¢—1_fy2 — 1—33/2 = 0, impossibile;
*O:—L—FL—O impossibile
#= +1 z-1 7 P ’

Non ci sono punti del piano in cui il campo ¢ nullo. Quindi non ci sono punti di massimo o
minimo del potenziale.

é. —log[(z + 1P+ %] + log[(z — 1)% + 7] =

conk = e > 0. Siha:

(z =1 +y? =k[(z+1)* + 7]

(2 +y*)(1—k)—2z(1+k)+(1—k)=0.

Per k # 1 si tratta di circonferenze

(x2+y2)—2:c(1+k)+1=0

ponendo o = £ si ha:
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(z—a)+y*=a®-1,
circonferenza reale purché sia %—f% > 1, il che ¢ vero per ogni k£ > 0. Le linee di livello sono
quindi circonferenze avente centro sull'asse z.
Se invece k = 1 si halaretta z = 0.

-2 =1, 0 1 2

Fig.3.52. Alcune linee di livello di U (z, y)
3.242. a

U(z,y) = log[(z +1)* +¢*] +log[(z — 1)* + ¢*] + log [wQ +(v- \/Eﬂ

ou 2(z+1) 2(z—1) 2
b. B_: D) 5 2 2+ 2
T (z+1)°+y? (z-1)+y xz+(y_\/§)

ou 2y 2y 2 (y " \/g)

- +
o " @ e e (o B

Sostituiamo = = 0 nelle precedenti espressioni (v. suggerimento) e abbiamo:

2 2 __
1+ 1+

2y 2y 2
2+1+y2+—7y_ 3—0

La prima ¢ sempre soddisfatta e la seconda da

I+y
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2y 1
+ =0
1+12  y—+/3

37 —2v/3y+1=0

1

y:\/—?:-

Quindi il punto stazionario ¢ (O, ! 3) (ciog il baricentro del triangolo equilatero che ha sui

vertici le 3 cariche).

3.243.
1 1
a. Ulz, y,2) = +
Vet t@ ez Ja-1P g+ 2
b Q—[—J—(a:yz)—*— z+1 B z—1
Oz [(+1)°+2+22]""  [(a—1)2 492 +22]"
%(0,0,0):-1“:0
ou Y Y
-——(:v,y,z)——-— -
Oy [(+1)°+2+227  [@=1)+y2+22]"°
Y (e0,2) = - d - 2
9z , [(z+1)"+¢2+ z2]3/2 [(z—1)+42+ z2]3/2
oUu ou
3y (0:0,0) = 5-(0,0,0) =0.
¢ Ul 0,0)= |:c—ll-ll + l:c—l—ll = vicino all'origine = —3—3% + 1ix =
2 2 2

quindi z = 0 ¢ punto di minimo per questa restrizione di U.
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U(0,0,z2) = \/12+_22 = 2(1 - %,22 + o(zz)>

quindi z = 0 & punto di massimo per questa restrizione di U.
Di conseguenza (0, 0, 0) & un punto stazionario per U, di sella

3.244. a4 Basta calcolare:

g; @)= s, (@ ct) = gi, (z—ct);
ou f '
ot @t = (f(”’ —at) = 1 (z —ct) - (—ci);

n

[ xu+ Zczau( t)+at(—))=

LN P ) SRS
2l fa-a o) -0
b. Siaora u(z,t) = f(z — ct)
con f da determinarsi, € imponiamo
el = u(z,0) = f(a).

=12 ¢ a soluzione del problerma ¢

Quindi f(z) =

u(z,t) = e~lze’,



Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni
di piu variabili a valori vettoriali

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 4, §1,2, 3, 5.
Linguaggio delle funzioni di pin variabili a valori vettoriali

4.1. Per ciascuno dei seguenti oggetti matematici, dire che cosa rappresenta:

z = f(t)
I ¢y=g(t) tela,b];
z = h(t)
T = f(t7u)
2. y=g(t,u) te€la,bl,u€ [c,d];
z=h(t,u)

3. _E(I7y7 Z) = :L:Fl(l',y, Z) —I—sz(a:,y, Z) +EF3($9y9 Z),

2r+3y+42=0
z+y+1=0

5. E(z,y)=(2z+y,z—y)
6. p=f(19),’l9€ [a1b]'
T u:f(xyyaz)

Scegliere la risposta esatta tra le seguenti:
una funzione reale di piu variabili;
una retta nello spazio;

una curva nello spazio;

una superficie;

una curva piana;

un campo vettoriale nello spazio

un campo vettoriale piano

Qe D >R
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4.1. Superfici regolari parametrizzate

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 4, §3.

Altri esercizi sulle superfici si trovano nel cap.6, §6.2 (area e integrale di
superficie). Anche se non calcoliamo aree e integrali di superfici, in questa sezione
utilizziamo gia il termine "elemento d'area" per indicare I'espressione

dS = |r; x ry|dtdu,
una scrittura comoda e sintetica che mette in evidenza la regolaritd o meno della
superficie. (Dove |r; X 1| si annulla abbiamo punti singolari).
4.1.A. Superfici in forma parametrica

Esempio 4.1. Si consideri la superficie di equazioni parametriche:

x = tcosu
y=tsinu pert € [1,2], u € [0,4n].
z=1tu

a. Scrivere la matrice jacobiana della superficie.

b. Calcolare il versore normale e l'elemento d'area sulla superficie,
semplificando l'espressione ottenuta. Verificare se la superficie ¢ regolare,
indicando in caso contrario i punti singolari della superficie.

Matrice jacobiana: ~ J = | Coor S U
| —tsinu  fcosu t
¢ ik
ry Xry=| cosu sinu w|=i(tsinu — utcosu) — j(tcosu + utsinu) + kt
—tsinu  tcosu t

|ru X 18| = \/ (tsinu — utcosu)® + (tcosu + utsinu)? + ¢2 =

= V2 + w22 412 = /2 + u?

|ru X 73] = 0pert =0,

ma poiché ¢ € [1,2] non ci sono punti singolari: la superficie & regolare.
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Versore normale:

i(sinu — ucosu) — j(cosu + usinu) + k

n= V2 + u?

Elemento d'area: dS = t\/2+ u?dtdu.

Esercizi

4.2.9% Si consideri la superficie di equazioni parametriche:

z = tcost
y =tsind vpert € [0,2], ¥ € [0,4n].
z=1

a. Scrivere la matrice jacobiana della superficie e verificare se la superficie ¢
regolare, indicando in caso contrario i punti singolari della superficie.

b. Calcolare il versore normale e l'elemento d'area sulla superficie.

c. Si considerino ora le due famiglie di linee coordinate sulla superficie,
ovvero quelle che si ottengono per t costante e ¢ variabile, o viceversa.
Riconoscere di che tipo di curve si tratta.

4.3.  Scrivere la matrice jacobiana e calcolare l'elemento d'area per
I'ellissoide:

x = sinpcosy
y = 2sinpsind ¢ € [0,7],9 € [0, 27].
z = 3cosp

4.4.  Siconsideri la superficie di equazioni parametriche:

x = e “cost
y=-e"sint pert € [0,27],u € [0,1].
z = ¢cost

a. Scrivere la matrice jacobiana della superficie.

b. Calcolare il versore normale e l'elemento d'area sulla superficie,
semplificando l'espressione ottenuta. Verificare se la superficie & regolare,
indicando in caso contrario i punti singolari della superficie.
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4.5.  Siconsideri la superficie di equazioni parametriche:

z = (3 4 cosp)cost
y = (3+cosp)sind 0<p<2m,0 <9< 27
z = sinp

a. Calcolare il versore normale della superficie.
b. Calcolare l'elemento d'area della superficie.
4.1.B. Superfici in forma cartesiana
Esempio 4.2. Si consideri la superficie grafico della funzione
[l=,9) = log(l + 22+ yz).

Scrivere la matrice jacobiana della superficie, il suo versore normale e il suo
elemento d'area.

Superfici cartesiane

Come di consueto, il grafico di una funzione f(z,y) si pud vedere come
superficie in forma parametrica ponendo, formalmente,

r =
)
z=f(:v,y).

Con queste notazioni la matrice jacobiana diventa

_[roo]
J“[o ] fy]’

il versore normale (verso l'alto) e:

('—'f:m —fy: 1)

n=
Y1+
e I'elemento d'area & dS = \/1+ |Vf|*dzdy.

Nel nostro caso abbiamo quindi:
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2
J:[l 0 H—w—zx-f-yzj|

2y
0 1 142242

2 2y 1
1+x2+y2 9 1+$2+y2 H

z2+y?
\/1 T4y (1+z2+ 2)2

_’)1:

2 2
ds = \/1+4(—”“’1L—3-’——-—2dxdy

1+ 22+ ¢2)
4.6. Scrivere la matrice jacobiana, il versore normale e l'elemento d'area
per la superficie grafico della funzione
fz,y) = .
4.7. Si consideri la superficie grafico della funzione

f(z,y) = sin(zy).

Scrivere la matrice jacobiana della superficie, il suo versore normale e il suo
elemento d'area.

4.8.% Si consideri la superficie grafico della funzione

LY
z,Y) = ——s.
f@y) =7 7
Scrivere la matrice jacobiana della superficie, il suo versore normale e il suo
elemento d'area, determinando i punti singolari.

4.1.C. Superfici di rotazione

Esempio 4.3. Sia  I'ellisse di centro (3,0) e semiassi 2, 1, rispettivamente, in un
piano zy.

a. Scrivere le equazioni parametriche della curva .

b. Scrivere le equazioni parametriche della superficie 3 che si ottiene
facendo ruotare la curva - attorno all'asse v.

c¢. Calcolare l'elemento d'area su X (semplificando al meglio 1'espressione
ottenuta), e verificarne la regolarita.
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Superfici di rotazione

Sappiamo che, data nel piano xy una curva di equazioni parametriche

z = a(t)
{y=b<t> tel

la superficie che si ottiene facendo ruotare questa curva attorno all'asse y ha
equazioni parametriche

x = a(t)cosy
y = b(t) tel,9€l0,27], (%)
z = a(t)sin?

I'elemento d'area ¢
dS = |a(t)|\/ & (t)* + b’ (t)*dtd?,

e il versore normale ¢&:

' 1 k

3
Jeos?  b'(t) d/(t)sind | =
t)sind 0  a(t)cost

1
n= a

t
la(t)]y/ @' (8)* +¥(8)* | —a(

/

(b'(t)cosd, —a'(t), b’ (t)sind})
o (1) +b'(t)°

Le formule (%) vanno opportunamente adattate caso per caso, teendo conto dei
nomi delle variabili nel piano in cui & assegnata la curva, e dell'asse attorno a cui la
curva ruota. Ricordare che, se ¥ € [0, 27], la curva da far ruotare deve stare da una
parte sola dell'asse di rotazione. Ad esempio, volendo scrivere le equazioni della
sfera come superficie di rotazione, € una semicirconferenza e non una
circonferenza che occorre far ruotare di un angolo 27 attorno a un asse.

{a::3+2005g0

a. .
y = sinp

v € [0, 27].

b a(p) = 3+ 2cosyp; b(yp) = siny;
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z = (3 + 2cosyp)cost?
Y:( y=sing ¢ € [0,2n], ¥ € [0, 27].
z = (3 + 2cosp)sintd

c. a' () = —2sing; b’ () = cosyp

dsS = |a(<,o)|\/a’(<,0)2 + b/ (¢)?d¥ dp = (3 + 2c0sp)+/ cos?p + 4sinp di¥ dp =

= (34 2cosp)/1 + 3sinZp dd dep.

La superficie € regolare perché

(3 4+ 2cosp)/1 + 3sinp # 0,

in quanto il radicando & sempre > 1,e (3+ 2cosp) >3 -2 =1,

4.9.  Scrivere le equazioni parametriche delle seguenti superfici elementari,
vedendole come superfici di rotazione attorno all'asse z dell'opportuna curva posta
nel semipiano zz,z > O:

a. la sfera di centro l'origine e raggio R, a partire da una semicirconferenza
di raggio R;

b. il cilindro di raggio R e altezza h, a partire da un segmento verticale di
lunghezza h a distanza R dall'asse z;

c. il cono di raggio R e altezza h, a partire da un opportuno segmento
obliquo uscente dall'origine;

d. il toro di raggi R, r, a partire da una circonferenza di raggio r il cui centro
ha distanza R dall'origine (R > r).

4.10.9% Scrivere le equazioni parametriche della superficie che si ottiene
facendo ruotare attorno all'asse z la curva, posta nel piano zz, di equazioni:

{;C__:__;(Hl) te(L,2].

Calcolarne poi l'elemento d'area, verificando se la superficie € regolare.
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4.11.  Si consideri la curva piana di equazioni

T = tZ
{y___t3 te[-1,1].

a. Dire se l'arco di curva ¢ continuo, chiuso, regolare, specificando in caso
contrario i punti non regolari; scrivere il versore tangente, ove definito.

b. Sia X la superficie che si ottiene facendo ruotare I'arco di curva di cui al
punto a attorno all'asse y. Scrivere le equazioni parametriche di 3, il suo elemento
d'area, e individuare i punti singolari.

4.12. Scrivere le equazioni parametriche della superficie che si ottiene
facendo ruotare attorno all'asse y la curva grafico della funzione:

y=e " zel0,2].

Calcolarne poi la matrice jacobiana, il versore normale e I'elemento d'area,
determinando gli eventuali punti singolari.

4.13.  Scrivere le equazioni parametriche della superficie 2 che si ottiene
facendo ruotare attorno all'asse z l'arco di curva descritta nel piano zz dalle
equazioni:

z=3—t
{z:ﬁ t €[0,1].

Scrivere quindi la matrice jacobiana della superficie, verificare se la
superfcicie ¢ regolare (indicando altrimenti i punti singolari della superficie) e
scrivere I'elemento d'area.

4.14.% Si consideri la superficie (detta pseudosfera) generata dalla rotazione
attorno all'asse x della trattrice!, di equazioni parametriche:
= a(t — tanht
{a: “ﬁ anh) pert € R

y= cosht

dove a ¢ un parametro positivo. Si scrivano le equazioni parametriche, si verifichi
se la superficie ¢ regolare, determinando gli eventuali punti singolari, e si scriva
I'elemento d'area.

'v. cap.2, Es. 2.16.
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Soluzioni §4.1
4.1. l: ¢ 2: d, 3.1 4: b; 5:g 6: ¢ 7. a.
4.2.
cos? sind 0
a.

= | —tsind  tcosd 1|

Det(1,2) = t; Det(1,3) = cost; Det(2, 3) = sind.
Poiché cos? e sint non sia annullano contemporaneamente, la superficie € regolare.

b. dS = /t?+ 1dtdd.
gsind — jcostt + kt
ViEE+1

c. Per ¥ = cost, si tratta di rette (poste in piani paralleli al piano zy, e intersecanti
l'asse z); per t = cost., si tratta di eliche cilindriche di raggio ¢ e passo 1.

ﬂ:

cospcosy  2cospsing  —3sing
4.3. g = e o : ;
—singsing  2sinpcosy 0

Det(1,2) = 2sinpcosyp; Det(1,3) = —3sin?psing; Det(2, 3) = 6sin®pcos.

dS = |sing|+/4cos2p + 9sin2psin?d + 36sin2pcos2d dip do.

4.4.

7= —e7Usint  e7“cost —sint
| —e7%cost —e7Usint 0O

ru X 1y = i(—e sin’t) — j(—e “sintcost) + ke~

fri; 3¢ 1| == \ e~2usindt + e~2ugin?tcos?t + e—4u =

= /e 2u(sin%t + e=2v) = e *4/sin2t + e~

Ir X 2] # 0 sempre,

quindi la superficie ¢ regolare.
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—isint + jsintcost + ke ™"
\/sin2t 4 =24

E:

dS = e /sin?t + e dt du.
4.5.
L 1 k
a. To X Ty = —singpcosy? —sinpsim} cosp | =
—(3 4+ cosp)sind (3 + cosp)cos? 0

= —1(3 + cosp)cospcost — 4(3 + cosp)cospsing — k(3 + cosyp)sing.
Iry X r9] = 3 + cosp
n = —icospcost? — jecospsing — ksing

b. dS = (3 + cosy) dp dd

|1 0 ye™
o[ 0 ]

(—ge™, —we™, 1)
ViEr e

E:

dS = \/1+ ¥ (a2 + y?)dz dy

47, g [1 0 sin(zy) + asycos(a:y)}

0 1 z?cos(zy)

Vi(z,y) = (sin(zy) + zycos(zy), z°cos(zy))

dS =1+ |Vf(z,y)|* dzdy =

= /1 + sin?(zy) + 2zysin(zy)cos(zy) + z2(x? + y?)cos?(xy) dz dy.

(=(sin(zy) + zycos(zy)), —z?cos(zy), 1)
V1 + sin?(zy) + 2zysin(zy)cos(zy) + 22(z2 + y2)cos? (xy)

_71:
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401

2
(z?+y?
0 1 ==

(z2442)°

4.8.

o1 2
J = ;

(ygm2_y2) z(yg—z2) 1)

_ (@) (224?)*?

E._
¢L+@ﬂi

3
(z24+y?)

)

2 _ ,2)2
is =145 =Y joay,

3

(z* + %)
La superficie & regolare tranne in (0, 0).
4.9.
_J = = Rsinp
a. ’y'{z:Rcosgo @ € [0,]
x = Rsinpcosd
Y : { y= Rsinpsind ¢ € [0,n],9 € [0,27].
z = Rcosyp
z=R
b. 'y.{z:t t €[0,h]
x = RcosV
Y : 4 y=Rsind tel0,h],d€]0,2n].
z=1
A= eoR
C. v 7= %t € [ ’ ]

z = tcosd
Y:{ y=tsind ¢e[0,R], € [0,2n]
z= %t
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|z =R+ rcosp
d. 7'{z=rsingo p € [0,7]

z = (R + rcosyp)cost
Y y=(R+rcosp)sind ¢ €[0,2n],9 € [0, 27].
z = rsing

4.10. y=1t(t+1)sind ¢e€[1,2],9 € 0,2n]

z = t(t + 1)cosd
5 == e
a(t) =t> +;b(t) =3

a'(t) =2t +1;b'(t) = 3t

dS = t(t + 1)y/ (2t + 1)* + 9t4dedd
Poiché per t € [1,2] & a(t)1/a’(t)* + b'(t)? # 0, la superficie & regolare.

4.11.
a. E' continuo; non ¢ chiuso; & regolare, tranne che per ¢t = 0: il punto (0,0) ¢&
singolare; versore tangente:

(2,3%)

T = ———==sgn(t).
I="Jisoee®
z = t2cos?
b y =1 te[-1,1],0 € [0,27]
z = t¥sind

a(t) = % b(t) = %;dS = |a(t)|\/ @' (t)? + b/ (¢)*dtd9 =

= [t|*V/4 + 9t2dtdy.

Si annulla per ¢ = 0. Il punto r(0) = (0,0, 0) & l'unico punto singolare della superficie.
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T = tcost
4.12. y=et t €[0,2],9 € [0, 27|
z = tsin?d

J— | cosY —e™t  sing
T | —tsind 0 tcos?

Superficie singolare per t = 0, cioé: (0,0, 1) & punto singolare.

(te~tcost, t,te~sind)  (e~'cosd, 1, e 'sindd)
V(e % + 1) o Ve 241

dS = ty/(e~% + 1)dtdy.
{ z = (3 — t?)cos?

ﬁ:

4.13, y=(3-—1)sing te[0,1],9 € [0,2n]

z=13

g | —2tcosy —2tsing  3¢?
T =3 =t?)sind (3—t)cosy O

a(t) =3 —1%b(t) =13
d'(t) = —2t;b'(t) = 3¢
dS = (3 — t?)V/4t2 + 9t*dtdd = (3 — ¢*) ¢t/ 4 + 9t2dtdy

singolare per ¢t = 0, cio¢:

z = 3cos?
y=3sind o €0, 2n],
z=20

che ¢ ¢ una circonferenza di punti singolari.
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4.14.  Equazioni parametriche della superficie di rotazione:

z = a(t — tanht)
Y = semcos? teR,9 € [0,27].
z = o sind

a sinht

_ . - _ . / — . / — 24,
a(t)_mcosht’ b(t) = a(t — tanht); a'(t) vt b'(t) = atanh?t;

CL2 \/Slnth 9 a2 ISmht[
S= 1 1'].1'12 = a2 —
cosht V cosh®t + (tanh?t)"dtdy cosht cosh?t L. wintiSuteid

= 25 s

cosh?t

La superficie ¢ regolare tranne che per ¢ = 0, che corrisponde alla circonferenza di
punti singolari:

r(9) = (0, acosd, asin?) ¥ € [0, 27].



4.2. Trasformazioni regolari di coordinate

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 4, §5.
Notazione. Coerentemente alle convenzioni fin qui seguite, per indicare la
matrice Jacobiana di una trasformazione 7" : R™ — R" si usera la notazione

DT

(anziché la notazione DT usata nel libro di testo [BPS2]), che ha il vantaggio di
poter essere utilizzata nella scrittura a mano.

4.2.A. Trasformazioni di coordinate e di operatori differenziali

Esempi svolti
Esempio 4.4. Si consideri la seguente trasformazione di coordinate nel piano:
(u,0) = L(z,y) = (2* —¢*,3 — ).

a. Scrivere la matrice Jacobiana di T, stabilire se la trasformazione ¢ regolare
in tutto il piano e individuare gli eventuali punti singolari.

b. Se f(u,v):R? — R & una generica funzione differenziabile, scrivere (in
termini di f,, f,) le derivate parziali 9, 9, della funzione composta f(Z'(z,y)).

a. Matrice Jacobiana:

detD T = —2(z® +y*) # 0 per (z,y) # (0,0).

La trasformazione ¢ regolare fuori dall'origine.
b.

& f(T(z,9)] = fu(2® — 9?3 — zy)2z — fu(2® — ¥*,3 — zy)y;

O f (T(z, )] = —fu(2® = ¥*,3 —2y)2y — [, (z* — ¥*,3 — zy) .
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Esercizi

4.15.% Si consideri la funzione T : R? — R2cosi definita:
I(xyy) - (333 + 2zy, yQ - :L')

a. Scrivere la matrice jacobiana di T e verificare che 1’ ¢ una trasformazione
~ di coordinate regolare nel quadrante {z > 0,y > 0}.

b. Sia ora f(u,v):R? — R una funzione C!. Posto (u,v) = T(z,y)
definiamo

9(z,y) = f(T(z,9)).

Sfruttando il teorema di differenziazione della funzione composta, scrivere come
funzioni di x e y le derivate

9g
32 ,y), By (x v),

mediante le derivate di f.

4.16.9% Si consideri la trasformazione di coordinate in R?:

u=2zx+y
v=x+Y.

i 2(R2 i i of of &y &f 9
a. Detta f una funzione C*(R?), si calcolino 3, By’ 83t Bady) By

esprimendole mediante derivate rispetto a u, v.
b. Sfruttando il calcolo precedente, si calcoli & 8:02 3@% + 2%

4.17.9% Si consideri la trasformazione di coordinate in R?:

u=x+y
v=3T — Y.

: 2(R2 g : of of &% &f 0
a. Detta f una funzione C*(R?), si calcolino g, By 522 Bady’ By

esprimendole mediante derivate rispetto a u, v.
; . .52
b. Sfruttando il calcolo precedente, si calcoli g—i +92L azay — 351!%
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4.18. Si consideri la trasformazione di coordinate nel piano

(z,y) = T(u,v):
x = ue’
y = ve ¥

a. Scrivere la matrice jacobiana D T della trasformazione;
b. Sia 7y l'insieme dei punti del piano (u,v) in cui la trasformazione non ¢&

regolare: determinare «y e disegnarlo.
¢. Scrivere 'elemento d'area dzdy in funzione delle variabili u, v.

4.19. Si consideri la trasformazione di coordinate nello spazio:

z = (2 + pcosp)cost
y = (2 + pcosyp)sind
z = psing

a. Scrivere la matrice jacobiana della trasformazione.
b. Provare che nella regione

Q={(p,p,9):0<p<1,0<p<2m,0< Y <2}

la trasformazione & regolare.
c. Scrivere l'elemento d'area dz dy dz in funzione delle variabili p, ¢, ¥.

4.20.5% Si consideri I'equazione differenziale

Ff _, 0 |, Of Of _

oz? “0zdy ' Oy Oz =0

nella funzione incognita f(z,y). Riscrivere l'equazione rispetto alle nuove
variabili ’

u=x—y

v=x+7Y

(In altre parole: si chiede di calcolare come si trasforma l'operatore differenziale
in base alla trasformazione di variabili indicata, applicando il teorema di
derivazione delle funzioni composte).
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4.21.% Si consideri la trasformazione di coordinate in R3:

¥=z+1
y=y+2
Z=z24+3+2x—y
Si scrivano rispetto alle variabili (z',y', z’) gli operatori differenziali:
0 . 0 . 0 0
= = et e
oz " Yoz Jy 0z

Cosa si osserva?

4.2.B. Applicazioni alle equazioni a derivate parziali

Il metodo delle caratteristiche

Un'applicazione elementare ma interessante delle trasformazioni di variabili
applicate agli operatori differenziali ¢ il mefodo delle caratteristiche per le
equazioni del second'ordine iperboliche a coefficienti costanti, che ¢ gia stato
usato implicitamente negli Esercizi 4.16 e 4.17. Si tratta di quanto segue. Sul testo?
si ¢ illustrato il metodo di D'Alembert, con cui si determina l'integrale generale

dell'equazione della corda vibrante:
Uy — czum == {},
Piu in generale, la stessa idea permette di risolvere l'equazione
AUgg + bugy + cuyy =0

con a, b, ¢ costanti e b2 — 4ac > 0, a # 0. (Il fatto che i coefficienti soddisfino la
condizione b2 —4ac > 0 si esprime dicendo che l'equazione ¢& iperbolica;
un'equazione di questo tipo descrive fenomeni di tipo vibratorio).

Il metodo consiste in questo. Si scrive I'equazione di secondo grado

al —bA+c=0

(attenzione al cambio di segno di b, rispetto all'equazione differenziale di partenza)
e la si risolve; siano A;, Ay le sue soluzioni (reali e distinte, per l'ipotesi
b2 — 4ac > 0). Allora il cambio di variabile

a=y—NMz;f=y— Az

2v. [BPS2], cap.4, §5.2, Esempio 5.3.
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trasforma l'equazione differenziale in
Ueg = 0
che ha integrale generale
w(a, B) = f(a) +9(B)

con f,g generiche funzioni C?(R). Ne segue che l'integrale generale
dell'equazione di partenza &

U(ZE, y) = f(y - /\133) + g(y - )\Ql‘)
Il prossimo esercizio chiede di dimostrare i vari passi del metodo appena

esposto.

4.22.% Si consideri la trasformazione di variabili in R? data da:

{azy—/\lx
B=y— Az

dove A1, Ay sono le soluzioni dell'equazione
aX? —bA+¢c=0

cona,b,c € R, b? — 4ac > 0.
a. Riscrivere l'equazione differenziale

AUgg + bUgy + Clyy =0

rispetto alle variabili o, 3, semplificando l'equazione trovata.

b. Usando la stessa idea illustrata nel caso dell'equazione della corda
vibrante3, scrivere l'integrale generale dell'equazione, prima rispetto alle variabili
o, [ e quindi rispetto alle variabili x, y.

4.23.9% Usando il metodo appena illustrato,
a. scrivere l'integrale generale dell'equazione

Ugg — dUgy — SUyy = O;

b. determinare, tra le soluzioni dell'equazione precedente, quella che soddisfa
le seguenti condizioni aggiuntive:

3 v. nota precedente.
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{ w(z,0) = e

S4(z,00=0

(Il procedimento da seguire non ¢ ovvio: dopo averci almeno provato, studiare con
cura la soluzione fornita).

Il Laplaciano in coordinate polari, cilindriche o sferiche
L'importanza dell'equazione di Laplace in R",
n_ 52
£f@) =Y 3t @ =0

i=1 9%
¢ gia stata commentata in precedenza (v. cap.3, §3.9). Quando si vuole risolvere
quest'equazione in particolari regioni del piano o dello spazio aventi certe
simmetrie (ad es. un cerchio nel piano o una sfera nello spazio / simmetria radiale;
un cilindro nello spazio / simmetria assiale, ecc.) ¢ utile riscrivere prima
l'equazione differenziale in opportune coordinate. Vedremo ora come si riscrive
l'equazione in coordinate polari, cilindriche e sferiche.

Esempio 4.5. Laplaciano in coordinate polari, nel piano
Vogliamo scrivere in coordinate polari I'operatore di Laplace in R?:

o 62

A‘—'@-l-'a?.

Eseguendo la trasformazione di coordinate

{:c:pcosz‘} {p:\/:cz—i—y2 )

y = psind ¥ = arctan?
si ha, indicando con p,, ¥, le derivate rispetto a  di p e ¥, rispettivamente:
0 0 0

3z~ P75, T V59

#_o9( 0 0\ o 0 9(d\  0(0)_
oz? Oz pw@p * 00 ‘p”ap 259 " PPz 0 “ox\ov/)

= Prrs 4 O 4 AR LA P i
= Pong, T Vsgy TP Py e T V5500, | T VR | Prapey T VR 002 | T
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_ 0 0 g 02 02 g O
__pxwé—[;-l-’ﬁmé—& (pz) B e + 20,9, —(919(9,0—'_(1990) EXCh

Analogamente si trova (basta cambiare il nome della variabile z in y!)

52 o o , 82 9? 5 02
%3 -pyy'a';'*“ﬁyyé@ ( ) 8 a9 +2Py19y'8_1§5;+(79y) 5;93

e quindi per il Laplaciano vale l'identita:

0?2 0 0 0
A= Pl o (P2 +Pyy)a—p + (P +Q9yy)’a‘1§ +

2 2 8_2 82 2 2 _@_2__

Ora si chiede allo studente un po' di iniziativa per conlcudere il calcolo si
svolga il prossimo esercizio:

4.24.% Calcolare esplicitamente, in base alle (1), tutte le derivate pyz, pyy, ..
che compaiono come coefficienti nella (2), verificando cosi che si ottiene la
seguente espressione per il laplaciano in coordinate polari:

10,2 10
pdp  Op  p2ov?

Esempio 4.6. Laplaciano in coordinate cilindriche, nello spazio
Poiché le coordinate cilindriche nello spazio?

x = pcostd
y = psind
g =2

coincidono nel piano zy con le coordinate polari, ¢ immediato il fatto che
l'operatore di Laplace in R3,

4 Come spesso facciamo, nel passaggio di coordinate cilindriche continuiamo a
chiamare z la variabile z originaria, anziché introdurre fittiziamente un nuovo nome
scrivendo ad es. z = t.
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si riscriva in coordinate cilindriche cosi:
1 0 + a? + 1 2?_ + o?
p0p  0p2 ' prO92 | 022
Esempio 4.7. Laplaciano in coordinate sferiche, nello spazio

Pil impegnativo ¢ invece calcolare come si trasforma I'operatore di Laplace in
coordinate sferiche:

x = psingpcosy
y = psingsind  p € [07 +OO), e [0’ 7‘-]779 = [Oa 271')
z = pcosp

Le trasformazioni inverse sono:

V2 +y? + 22

p =

¥ = arctan? 3)
_ z24y?

p = arctan-———

Si ha, indicando con p,, ¥, le derivate rispetto a z di p e ¥, rispettivamente:

0 o} 0 o}

9z~ o5, T V59 TP g,

O 0,0 49,0 4,72
0z? Oz ap 90 z@

2 0 g (D) 40,2 (2) 402 (2)
= Pangy T Vs gt Pugo T Pam i B, 9z \89) " oz \op) "

A P T T s
—'pxacap 2z 59 ‘sza(p Pz P:capz waﬁap Pz Bpdp

5 92 o2 a2 o2 o
Vo |Peg,gg T Vagg T 6(,0819] + s [””” 3500 Ve gsa, T "%%] =
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Y 9 9 ) & ) , O
‘"pwma +'l9:ca:619 +90xwaso+(pz) 8p2+(19’”) 992 +((P:v) 9y

2 2 (92

2
+ 20200 505, T 200 g g T e gans

. . . . 2 2 . .
Analogamente si trovano le espressioni di 8%5, % (basta cambiare il nome
della variabile = in y 0 z). Di conseguenza avremo:

82 32 32
A= G2 T oy? T 822 4)

0 0 0
= (pxx"l‘pyy“l"pzz)éz + (ﬁx:c'*"ﬂyy"l’ﬂzz)'a_ﬁ + (@xw"‘@yy""ﬁozz)’é; +

; 5 5 62 2 82
+ [(pz) +(py)"+(p2) ]8_,02 + [(193”) +(? y) +(0:) ]3192

+ [(2)+(0y)*+(02)’] '582% +

02 92
+ Q(Pmﬁwﬂ)yﬁﬁﬂzﬂz)aﬁ—&) + Q(Px%—l-pysoﬁpz%)m -

2

+ Q(ﬁx@z"“ﬂy%oy‘]"ﬁ%oz) 599¢

Di nuovo, chiediamo ora allo studente di svolgere da sé il seguito dei calcoli,
come esercizio:

4.25.% Calcolare, in base alle (3), tutte le derivate di p, ¥, ¢ rispetto ad z,y, z
che sono coinvolte nella (4), e verificare cosi che si ottiene la seguente espressione
per il laplaciano in coordinate sferiche:

9? 1 8 18 290 ( cosy ) o

A == — —— —.
dp? 4 p2sinZp 0192 + p? 0%p + pdp p?sing ) Oy
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Soluzioni §4.2.
4.15.
_[32*+2y -1
a DI= [ 2x 2y ]

DT ha per elementi funzioni continue; inoltre, DetD T = 6z%y + 4y? + 2z, che &

certamente positivo per z > 0,y > 0, pertanto non si annulla mai; dunque 7' & regolare nel
1° quadrante.

b e = L@ e + L e =

= (307 + 2) 5L (" + 200, =) = S (& 4 20002 - )

99 _o. 9 3 2 of ( » 2
8y(x,y)—2x8m (2 + 2zy,y a:)—I-Zyay (2 + 2zy,y z)

4.16.

. Of _,0f 0 of _of of

' Oz  “Ou  Ov' 9y Ou  Ov
8f 8 f 8 | 0
522 = 450 T 4ous T o0
f _F L, Of  &F
dy? ~ ou? Oudv = Ov?
82f _ 82f 6‘2f 82f
520y ~ 25w T 35uge T a0t

2 2 2
N Bf _ L 0

52 " Sazoy 2o

_ azf 62f 52f azf azf 82f
=152 T 15w T 52 ‘3(237,2 L 5—) *

N s AN
+ 2(% + 28u3v + %-2—) T Budv’
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4.17.
a of _of  of of _of 9f
) oz Ou ov' Oy Ou Ov
0% f _ O%f o%*f 0% f
22~ 0w | CBude T 6w
of _f_,0F  OF
Oy2  Ou? Oudv = O?
2 2 2 2
or s 0
Ozdy  Ou? Oudv ov?
0% f o%f 0% f _
b 922 " 2oa0y S0
Lo f  8f _[(8f _&Pf Of
= 2wz " %%u0 T T 2(3772 25000~ 3‘5172) +
Rf _of  Of\ _ 0f
B 3(@ B 26u3'u + 57)5) - 163u8v'
4.18.
a DT = [ < _”_e;u}
ue’ e

b. DetDT = e’ (1 + uv) = 0 peruv=—1.

v={(u,v) eR*:uv=—1}.

E' un'iperbole equilatera:
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&, dzdy = e"7"|1 + wv| dudv
4.19.

cospcosy cospsind sing
a. DT = — psinpcosy —psinpsind pPCOS

—(2 + pcosp)singd (2 + pcosp)cos? 0
b.

DetD T' = sinp[—psing(2 + cosp)] — pcosp[cosp(2 + cosp)| = —p(2 + pcosyp).

Per 0 < p<1¢&2+pcosp >2—1=1, quindi p(2 + pcosyp) # 0, e la trasformazione ¢

regolare.
é dxdydz = p(2 + pcosp) dp dyp d?.
4.20. Calcoliamo:
9_, 0 0 _ 08 8
8z "Ou "du  ou ' dv
9_, 8, . 9__ 0 8
Oy ) Yov ou  Ov

ou?  Ov? Oudv’

0? o 0 o 0 o? o2 92
== ==t et =5t -2

ou? ' o auav;
32—- __8._4_2 _2.{_2 __i?_+_6—2~.
W \Ou O ou ) Ol

l'equazione quindi diventa:

_@E_+22_+28_2 _2 _iz_+_?_2_ + 22_4_32__2_?_2__ + 2._'__
Ou?  Hv? T Oudv ou?  Ov? ou?  Ov: T Oudv ou  Ov

cio¢ et o= e =
(7

0

-
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4.21. Calcoliamo:
15} 0 8' g 0 a 0 0

92 o7 287 By By 87 9z 07

quindi
2,0 (0 ,0), 0 5 . .0 0. .0
Ox yaz \ oz 0z yﬁ‘z’ o y 2 Oz y 0z
2 2 (20 2 0 iyl
oy Yoz = oy 07 Yor = oy’ 0z Oy vy

Si osserva che i due operatori differenziali hanno la stessa espressione rispetto alle
nuove coordinate e rispetto alle vecchie. Si dice che sono invarianti rispetto a quella
particolare trasformazione di coordinate.

8 8 8
422, a. P _)\lg - /\2%,
5?2 o 8 o o
g = (vs ~ ) (s g =
o? & 52
2 O 2 07
°_98 .8
oy  Oda 8B’

2 (2+2)(2+2)- Ll 2
oy 8,3 08) a2 Oadf = 02
o? . 0 0 0 0 02 02 02
ety =3~ wgg) (32 95) =158 ~ O+ g5~ g
Quindi I'equazione differenziale diventa:

0% 52 5 07
QUgg + bUigy + cuyy = a )\18 2+2)\1)\28 35 )\28,32 u +

(92 2 82 32 32 82
+b<—)\18 (/\1+)\2)a 35 Azw)u—l—c(a 2+23a8ﬁ+3ﬂ2>
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0%u O?u 8%u
W + (2)\1/\2(1 — ()\1 + )\Q)b + 26) Tad -+ (a)\% — by + C)éﬁi

= (aX? = b); +¢)

poiché A1, A, sono soluzioni dell'equazione aA? — b\ + ¢ = 0,
0%u

dadp’

A%u _

= (2/\1/\2(1 = ()\1 + /\2)b + 20) 6013,3 =

(costante) -

Dunque 'equazione di partenza ¢ equivalente a
2
0%u —0.
dadf

o . 0 (Ou)
Poiché 5&(%)“0’

deduciamo che (g—g) ¢ indipendente da a, cio¢ ¢ una generica funzione di 5,

ou
35 f1(B);

integrando questa rispetto a 3 troviamo poi
u(e,8) = [ A(B)I6+ o)

(1a "costante di integrazione" ¢ una quantita indipendente da 3, cio¢ dipendente solo da «)
= f3(B) + fa(a),

con f,, f3 arbitrarie funzioni di classe C2.
Tornando alle variabili z, y otteniamo I'integrale generale:

u(z,y) = fa(y — Aoz) + foly — M),

che ¢ il risultato enunciato in precedenza.
423. a Consideriamo l'equazione
M +4r-5=0
A=1)(A+5)=0,A=1,A=-5.
L'integrale generale dell'equazione differenziale ¢ allora
w(,y) = f(y —z) + g(y + 52)
con f,g € C%(R), arbitrarie.
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b. Imponiamo ora le condizioni dette:

u(z,0) = f(~z) + g(bz) = e
ou _ , Ep):
a—y(w,y)—f(y—w)+g(y+ x);

ou , , _
5?;(96;0) = f'(-z) + ¢ (5z) =0.

Per risolvere il sistema delle due equazioni (%), (*x), deriviamo anche la prima:
—f'(~z) + 54 (5z) = —2ze ™™
Abbiamo quindi il sistema

{ —f'(~z) + 54 (bz) = —2ze™
f'(—z) + ¢ (52) =0

che da g (5z) = —%xe"‘z; fl(—=z)= %:ve"g”2
T / _ _i_ —z2/25, gt _ _1 —z?
quindi @)= 15 %e s Pl = 3 %€

e integrando

g(z) = /~11—5-:ve"‘2/25d:c = 115 - 22—56-”02/25 +c= %e—z2/25 te

I
f(x)—/—gxe da:——Ge +c

5

: o~ (+52)*/25 +c.

. 1 -
percio u(z,y) = f(y —z) + g(y + 5z) = 5 (w-a) 4

Infine, controlliamo il valore di ¢ perché valga la condizione
w(,0) = f(~2) + g(52) =
(quest'ultima condizione ¢ stata derivata, perdendo una informazione). Si ha:

1 5
u(z,0) = Ee'xz +F 66_”2 te=e"% +g,

percio ¢ = 0, e la soluzione cercata &
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5

Abbiamo risolto un problema di Cauchy per l'equazione a derivate parziali di partenza.

4.24.  In base alle (1) si ha:

0 =z _8fz\_P-5 p -z
pz*%(vx2+y2)—p,pm— (“) = = ;

oz \ p P P
_y, =T
Py = papyy = s
percio
(p +p ):p2—,{[}2 pz.._([}2:2p2__($2+y2):p_2:1 (5)
"” P I I b
" 2 2 ) 2
2 2 z Y 7ty
[(p=)" + (py)*] (p) (p) pe (6)
_9 yy_ 1 AN y Y
¥ = 97 (arctan ) = " (g)2< 9:2) PN et
9 — 0 y 2zy 2zy
paen —8-_ - 2 2 = 9 9 2 = T?
T\ Tty (@2 +¢7)°  p
1 1 x T
9, = — (arctan? ) = = =
v 0 (arc anm) 1_}_(%)2 (ac) 2 +y2  p?
0 i 2zy 2y
192/2,/— P} 5 5 | = B N2 10
y\z=+y (x% +4?) p
. 2 2
percio (s +Vgy) = % - 7"? = @)
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2 2 2, .2 1
[(02)% + (8,)7] = (-—ﬁ%) - (;;%) =2 ;Zy =% (3)
(put+ oyt = 2 (-5 ) + L. (gg) —o. ©

Sostituendo le (5), (6), (7), (8), (9) nella (2) si ottiene:

2 2
A_10 9 139

200 T 82 T o5 (10)

che & quanto cercavamo: I'espressione del Laplaciano in coordinate polari.
Si noti che se, in particolare, calcoliamo il laplaciano di una funzione radiale, cio¢ del
tipo u(p,9) = f(p), otteniamo:

Au= —j;f'(p) + (o),

che coincide con la formula () trovata nel Cap.3, §3.9, esempio 3.21 nel caso n = 2.
Tuttavia l'importanza della (10) & quella di permetterci di esprimere il Laplaciano di una
funzione qualsiasi (non necessariamente radiale) in coordinate polari. Questo ¢ utile per
risolvere l'equazione di Laplace in domini a simmetria radiale, ad es. il cerchio.?

4.25. In base alle (3), che qui conviene riscrivere,

=yl +9y? +2?

p
g = arctan%
2

; 2
si ha: pz=(w/x2+y2+z2) - il —.:E;

z 2/t p

2

pn (2) <2522,
o \p)y P P

2 _ .2
_ Y. Py
/’y*;aﬂyy" e

Analogamente:

2 2
o2, P2
;pz“—p)pzz" s

percio

5 Sul testo [BPS2], cap.7, pp.399 sgg., & descritto in dettaglio I'utilizzo del laplaciano in
polari per risolvere l'equazione di Laplace sul cerchio.
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2 ., w2 3. ad 2. 42 g
_pt-x ptoyt  pt—z 2p7 2
(pm: + pyy + pzz) = p3 + p3 + p3 = p3 = ;:
2 2 2 z\’ Y 2 2\’
(Pe)” + (py)” + (p2) ( p> 3 p
In secondo luogo, da 9 = arctan’
i
calcoliamo:

1 Y = -y 2zy
Yy = S =————;q9x =0, = ;
l_l_gﬁ( .CL‘Z) x2+y2 Z ($2+y2) (a:2+y2)2

1 1 x T —2zy
g, =— | =] = —_—] 9, =0, = ;
Ty (rc) z? +y2 y(w2+y2) (22 +12)°

9, = 0; ¥, = 0;
percio
(Vzz + Vyy +722) = 05
1 1
9.)2 + (9,)2 + (9,)? = _ X
(F2)”" + (9)" + (92) 242 plsinty’
T -y y T z
0 s ) == | e = = i) =
(Pt 09y + 0:5:) = (fc2+y2) "o (w2+y2) o070
2 1 o2
Infine, poiché Q= arctan—ii—y—
calcoliamo
1 T Tz

TN R e @R P
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_ Yz
N e AV

I (_m)__ NCET
T

SOZ = 1+ 22;23!2 .2'2 213'2 +y2 +22)

._8 zz —
T\ @ AR )

2 2 2 3 3 3 5 z(w2+y2+z2))
2(x® +y* + 292ty wz(Zx @yt S _
(@2 + 42 + 22)° (22 + 12)

(562 + y2 + z2)y2 — 2932(2:2 + y2) _, (CBZ + yZ)(y2 — 22’:2) + 22y2

=2
(@ +2+2) (@2 +y)Val+o (@2 g+ 22 (e + )V +

o = 2 ($2 x5 yZ)(w2 _ 2y2) =0 Z2$2
W@ @ P

o —8(— [2? | o2 R eET
zz — Yz ( -

22 + 12 + 22) (22 + 12 + 22)*’

Con somme e semplificazioni otteniamo da queste:

[(02) + (2) + (0)7] = ;12—

z COoS
((P:m' + pyy + Sozz) =73 2 = .<P
(22 +y? +22) /22 +y2  pPsing

Calcoliamo anche

PzPz t Pypy + P2pz) = — = Sk
( vy + P2) P22 +2  pp2/ri 2 p 02

T xz Yy Yz z( \ x? 4 92

z
= AT a @ Ty (@) =0
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-y Tz +
$2+y2 (l-2+y2+22)\/x2+y2

z v .(ﬂgéitf_)zo
)

: +0
+:c2+y2 (22 + y? + 22)y/22 + 2 (@® 4 + 2

(ﬂx%: + 193/9"7/ + ﬁz(Pz) =

In definitiva, sostituendo nella () le varie espressioni calcolate nei riquadri otteniamo

(2 0 5} cosp \ O o? 1 5?
A= (;) PR (stim) ap T Wpa * [p%inzso} o

17 62 0? 52 5?
+ [;5] 5‘2; + 2(0)—819(9/) 1+ 2(0)_3908,0 + 2(0)3193(/? =
Bl P12 30 (om0
T Op  p2sin2p 992 p202%p  pOp pising ) Oy’

11 risultato finale & quindi:

A—_Q_Q__F.__}_____aj__’_la_z_{_gg <COS¢)£ (11)
Op* = plsinp 092 p2 0%  pOp  \p’sing ) Op’

Come nel caso delle coordinate polari nel piano, se in particolare calcoliamo il
laplaciano di una funzione radiale, cio¢ del tipo u(p,p,?) = f(p), otteniamo:

u=%ﬂm+ﬂ@%

che coincide con la formula (*) del Cap.3, §3.9, Esempio 3.21 nel caso n = 3. La (11) &
tuttavia molto pill generale.




Cap. 5. Calcolo integrale
per funzioni di piu variabili

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 5, §1, 2, 3.

Il calcolo degli integrali doppi e tripli in ultima analisi si riconduce,
utilizzando opportunamente le tecniche degli integrali di pit variabili, al calcolo di
integrali in una variabile. Percid per affrontare l'argomento di questo capitolo ¢
assolutamente fondamentale che lo studente abbia completa padronanza dei metodi
di calcolo degli integrali in una variabile (definiti e indefiniti) studiati in analisi 1:
un buon ripasso di [BPS1] cap. 6 e di [B1] cap. 6 pud essere opportuno per lo
studente, prima di proseguire con questo capitolo. Nel seguito spiegheremo
dettagliatamente le nuove idee che intervengono nel calcolo degli integrali doppi e
tripli, ma non ci dilungheremo nella spiegazione dei passaggi che coinvolgono il
calcolo di integrali in una variabile, che sono un prerequisito.

5.1. Integrali doppi
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 5, §1.

5.1.A. Rappresentazione analitica di insiemi del piano

Una delle prime difficolta che lo studente incontra nell'impostare il calcolo di un
integrale doppio consiste nel rappresentare analiticamente il dominio di
integrazione come insieme semplice (per la definizione di insieme semplice, v.
[BPS2], cap. 5, §1.2). I prossimi esempi mostrano le idee, le avvertenze e le insidie
pitt comuni che si presentano in questa operazione, in sé elementare ma delicata in
quanto, se errata, pregiudica ovviamente I'intero calcolo.

Esempio 5.1.

a. Scrivere come dominio y-semplice e come dominio z-semplice il triangolo
T di vertici (0,0), (0,1), (1,1).

b. Scrivere come dominio y-semplice (o unione di domini di questo tipo) il
triangolo di vertici (—1,0), (0, 2), (3,0).

a. Disegniamo il triangolo ed osserviamo (v. fig. 5.1) che il lato obliquo sta
sulla retta y = . Per descrivere il triangolo mediante unione di segmenti verticali
(insieme y-semplice), la variabile = deve percorrere l'intervallo [0, 1]; per ciascun
fissato valore di z € [0, 1], la retta verticale di ascissa z interseca il triangolo
- lungo l'intervallo y € [0, z]. Quindi la rappresentazione di 7' come dominio y-
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semplice ¢:
T={(z,y):0<2<1,0<y <z},
Un errore comune ¢, dopo aver notato correttamente che z € [0, 1], affermare

che anche y € [0, 1], anziché chiedersi dove varia la coordinata y per ogni x
fissato. Cosi facendo troviamo l'insieme

{(z,9): 0<2<1,0<y <1}

che non ¢ il triangolo 7', ma un quadrato, contenente T'.

Per rappresentare lo stesso triangolo come insieme z-semplice dobbiamo
invece descriverlo mediante segmenti orizzontali. Facciamo quindi variare
y € [0,1] (v. fig. 5.2). Per ogni y fissato, la retta orizzontale di ordinata y interseca
ora il triangolo nel segmento [y, 1]. Quindi:

T={(z,y):0<y<ly<az <1}

1,1 (1,1)

o

(00  * @9 oo (1,0)
Fig. 5.1. Fig.5.2.

b. Disegniamo il triangolo (v. fig. 5.3) ed osserviamo che i due lati obliqui
stanno sulle rette y =2x+2 e y =2 — %az Il triangolo ¢ compreso tra le rette
verticali * = —1,2z = 3, quindi z € [-1,3]. La situazione ¢ simile a quella
dell'esempio a, ma ora mentre = percorre l'intervallo [—1, 3], la retta di ascissa
taglia il triangolo in un segmento che ha come primo estremo 0 e come secondo
estremo un punto di uno dei due lati obliqui, a seconda che z € [~1,0] o
x € [0,3]. Percid conviene rappresentare 7' come unione di due insiemi y-
semplici, cosi:

T={(z,y): -1<z2<0,0<y<2zx+2}U
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2
U{(x,y):O§x§3,0§y§2—§x}.

Fig. 5.3.

Esempio 5.2,

a. Scrivere come dominio y-semplice e come dominio z-semplice il
semicerchio C' di centro l'origine, raggio R, contenuto nel semipiano y > O.

b. Scrivere come dominio y-semplice (o unione di pitt domini di questo tipo)
il parallelogramma P di vertici (0,0), (1,2), (4,0), (5,2).

a. La semicirconferenza in questione ¢ definita da z? + y?> = R?,y > 0. Si
puo percid esprimere come grafico di funzione, ricavando

y=V R?—z?perz € [-R,R)].

Il semicerchio C' ¢ quindi l'unione di segmenti verticali con z € [~ R, R]; per ogni
x fissata, la retta verticale corrispondente tagliera il semicerchio nel segmento

[0, \/m} , pertanto (v. fig. 5.4)
C:{(xay)5—RS$§R,OSyS\/R2_x2}_



428 Cap. 5. Calcolo integrale per funzioni di pit variabili

Fig.5.4.

Questa ¢ la rappresentazione di C' come insieme y-semplice. Se vogliamo
rappresentarlo come insieme x-semplice dobbiamo vederlo come unione di
segmenti orizzontali con y € [0, R|. Ogni retta orizzontale di y fissata taglia il
semicerchio lungo un segmento che si ottiene esplicitando I'equazione
z? + y? = R? rispetto ad z:

z = ++/R? — 42

(prendendo come asse delle ascisse l'asse y, la semicirconferenza non ¢ un grafico
di funzione ma l'unione di due grafici distinti). Percio

C:{(x’y>:05y53,—\/32~y2SwS\/Rz—yz}.

In questo caso la geometria dell'insieme suggerisce di utilizzare la
rappresentazione come insieme y-semplice piuttosto che z-semplice, anche se
entrambe sono possibili.

b. Facciamo la figura e osserviamo (v. fig. 5.5) che i lati obliqui stanno sulle
rette y = 2z e y = 2z — 8. Il parallelogramma & compreso tra le rette verticali
z=0e x=25, quindi z € [0,5]. E' naturale vedere il parallelogramma come
unione di 3 domini y-semplici, che si ottengono facendo variare = successivamente
in [0, 1], [1, 4], [4, 5]. Infatti cosi facendo si ha:

P={(z,y):0<2<1,0<y<2z} U{(z,y): 1<z <4,0<y<2}U

U{(z,y) :4<z<50<z<2c—8})
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(0.0) (4,0)

Fig.5.5.

In sostanza si ¢ rappresentato il parallelogramma come unione di due triangoli
e un rettangolo.

Esempio 5.3. Dato I'insieme y-semplice
E={(zy):0<2<2,-z<y<a?}
rappresentarlo come insieme z-semplice (0 unione di insiemi z-semplici).
Disegniamo E (v. fig. 5.6). La figura suggerisce che per rappresentare
l'insieme come unione di segmenti orizzontali conviene vederlo come unione di
due insiemi, ottenuti per y € [—2,0] e per y € [0,4].
Per y € [—2,0], risolvendo le disequazioni 0 < z < 2, —z < y < z? rispetto

ad z si ha —y < z < 2; invece per y € [0, 4] le stesse disequazioni risolte danno
/¥ < z < 2. Pertanto

E={(z,9):-2<y<0,~y<2z<2}U{(z,9): 0<y<4,/y<z <2}
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Fig.5.6.

Esercizi

S.1. Rappresentare come insiemi z-semplici o y-semplici o unione di piu
insiemi di questo tipo (nel modo che sembra pill semplice) i seguenti insiemi del
piano (z,y):

a. Iltriangolo T di vertici (1, 1), (0,2), (1,4).

b. Ilrombo R di vertici (+a,0), (0,£b) cona,b > 0.

c. 1l quarto di cerchio C' racchiuso nel 2° quadrante dalla circonferenza di

centro l'origine e raggio R.
d. 1l quadrilatero @ di vertici (0,0), (2, -1), (2,2), (6, 3).

5'2.
a. Dato l'insieme y-semplice

E={(zy):0<2z<1,0<y<1-2%,

rappresentarlo come insieme x-semplice (o unione di insiemi z-semplici).
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b. Dato l'insieme z-semplice
B={(y:0<y<1,-252</1-¢},
rappresentarlo come insieme y-semplice (0 unione di insiemi y-semplici).
5.1.B. Tecniche di base e calcolo di integrali doppi
come integrali iterati
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 5, §1.4.

Esempi svolti

Esempio 5.4. Calcolare l'integrale doppio:

// <x|y| + 1::32|y| + :ze’”y) dxzdy
[-11]%[-2.2] 2

Per linearita, I'integrale doppio ¢ uguale a

1
// :v|y|d:vdy+// —z?|y|ldzdy +
[1,1]x[-2,2] [1,1)x[-2,2] 2

o // :cez‘y[d:cdy =L+ 1L+ 1.
[~1,1]x[~2,2]

Esaminiamo separatamente i 3 integrali.
I; = 0 per simmetria,
in quanto la funzione integranda ¢ dispari rispetto ad z, e l'insieme di integrazione
¢ un rettangolo in cui z € [—1,1].

Notiamo ora che I, ¢ l'integrale, su un rettangolo, di una funzione a variabili
separate, percio ¢ uguale al prodotto di due integrali in una variabile:

= ([ ) ([ 190) - . 320) )-
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(Abbiamo appena usato le proprieta degli integrali in una variabile di funzioni pari
o dispari su un intervallo simmetrico).
Infine /5 va calcolato come un effettivo integrale iterato:

1/ r2 1 2 1
Iy :/ (/ xe‘”'yldy) dz __:/ (2/ xe”ydy) dzx —_—/ 2[exy]gdx =
~-1\J-2 -1 0 #]

1 e2:16 1
=/ 2(62”—1)dm=2[—~——x] =e?—e %4,
—1 2 1

Complessivamente l'integrale vale

§+e2—e"2—4=62—6_2——

w| co

Esempio 5.5. Calcolare 1'integrale doppio:

Yy
dzd
//Tl-}—xxy

dove T ¢ il triangolo di vertici (—1,0), (2,0), (0,2).

Questo integrale ¢ esteso a un dominio semplice (che perd non ¢ un
rettangolo). Osservando la figura (v. fig. 5.7) e le equazioni delle rette vediamo
che il triangolo 7" si pud rappresentare come:

{(z,9): =1<2<0,0<y<2+2z}U{(z,9):0<2<2,0<y<2—zx}

(0,2)

y=2+2x/ y=2-x

(-1,0) (2,0)

Fig.5.7.
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Pertanto l'integrale doppio si scrive come somma di due integrali iterati, al
modo seguente:

y 0 1 242 P 2 1 Z—md )
dedy = [ —— d +/ / ) =
//T1+:c” /.11+w(/o ‘”)"” ol+w<o e
0 2 2 2
1 (2242 / 1 (2-2)
= d . dz —
_/_11—|—3: 2 ) Trs 2
0 2 2 2
1 4(z+1) 1 x*—4x+4
— —_ —_ d s
/_11+a: 2 d”+2/0< 1+ )‘”

0 1 [ 9
2[12(w+1)d$+§/0 (x—5+1—_:w—)d{l}=

= [(z+ 1)2]21 + : [i — 5z + 9log(1 + x)} =

2|2

1 9
=1+ —2-(2 — 10 +9log3) = -3+ -2-log3.

Esempio 5.6. Calcolare le coordinate del centroide di una lamina piana omogenea
2 a forma di semiellisse:

Per simmetria, xc = 0. Calcoliamo percio:

i/
= — dxdy.
vo = 17 Jyyioa

L'area dell'ellisse ¢ nota (si pud calcolare con un integrale in una variabile), percio
sara:

|Q| = %Wa,b.

Il semiellisse si puo rappresentare come
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2
9={(w,y):—agxga,ogygb,/l_%},

1 2 a bl—%
= e dady = — dy |dz =
i fe= 25 ([

4 [*1, x? 2b 1% 26 2 4
= — — —_— = — —_—— = — . —qg = —b.
mab Jq 2b (1 a2>d$ ma [ac 3a2}0 ma 3°7 3n

percid

Quindi il centroide ha coordinate (O, ﬁ—rb).

Esercizi

Ulteriori esercizi si trovano assortiti nel §5.1.D.

5.3.% Calcolare il seguente integrale doppio:

//T |z|dzdy

dove T' ¢ il triangolo di vertici (—1,0), (0,1), (2,0).

5.4.% Calcolare la coordinata y del centroide di una lamina piana omogenea
D a forma di quadrilatero di vertici:

('—17 0); (an)a (27 1)7 (Oa 1)

Suggerimento: fare un disegno e prestare attenzione alla rappresentazione
analitica del dominio D, l'area si puo calcolare elementarmente, senza integrali.

5.5.% Calcolare il seguente integrale doppio:

/ / cosy dxdy
P

dove T ¢ il triangolo di vertici (—%, O), (o, %), (,0).
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5.6.% Calcolare l'integrale doppio
//xy\/ z? + y?dzdy
T
dove T'& il triangolo di vertici (0, 0), (1,0), (1, \/5)

5.7.% Si consideri la lamina piana omogenea 2 di massa M avente la forma
del trapezio di vertici

(20,, O)v (a'a a’); (_a'a a); (—20’3 O)
per a > O fissato (si consiglia di fare una figura). Si calcoli il suo momento

d'inerzia rispetto a un asse perpendicolare al piano zy e passante per l'origine.

5.8.% Sia T il triangolo di vertici (1, 1), (2, 1), (2,1). Dopo averne scritto la
rappresentazione analitica come dominio z-semplice e y-semplice, si calcoli il
seguente integrale doppio, iterando nell'ordine piti conveniente:

// e—;dxdy.
TY

Calcolare i seguenti integrali, presetando attenzione alle eventuali simmetrie:

5.9.% / / sinzsinydzxdy
[=mm]x[0,7]

5.10.% / / sinzsinydxdy
[0,7]x [0,7]

5.11.% / / sinzcosydxdy
(0,7]x[0,7]

5.12.% / / |sinz|sinydzdy
[—mm]x[0,n]
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5.1.C. Calcolo di integrali doppi con cambi di variabili
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 5, §1.5.

Esempio 5.7. Calcolare il seguente integrale doppio:

y
dzd
//1>x2+y o

dove D = {(z,y) : 22 + y*> < 4,y > 0}.

I1 dominio D ¢ un semicerchio centrato nell'origine; la funzione integranda ¢
omogenea (di grado 1). E' naturale passare in coordinate polari (p, ¥); il dominio si
trasforma in

D={(p,9):0<p<20<9< 7}

e ricordando la formula per il cambio di variabili polari:

dedy = pdpdd

si ha:

52 2
//$2+ydxdy—/pd/pCOSﬂsmﬂdt‘)z
2 T
= / pldp / cos?¥sinddy =
0 0

[P cos®o T 8 2 16

31, 3 1, 33 9
Notiamo che, in coordinate polari, il dominio semicircolare ¢ diventato un
"rettangolo", l'integranda, omogenea di grado 1, ¢ diventata una funzione a

variabili separate, del tipo pg(¥), e in conclusione l'integrale doppio si &
semplciemente trasformato nel prodotto di due integrali unidimensionali.
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Esempio 5.8.

a. Sidimostri il seguente risultato, dovuto ad Archimede!:

"L'area racchiusa dal primo giro di una spirale "di Archimede" ¢ pari a un terzo
dell'area del cerchio circoscritto".

Fig. 5.8. L'area in grigio pit scuro & un terzo dell'area del cerchio

In altre parole, considerato I'arco di spirale di Archimede descritto in forma polare
da

Ry
p=5- per ¥ € [0, 27],

si calcoli I'area della regione piana limitata da quest'arco di curva e dal segmento
[0, R] sull'asse z, e lo si raffronti con l'area del cerchio di raggio R e centro
l'origine.

b.  Supponendo poi che questa regione piana sia una lamina omogenea di
massa m, se ne calcoli il momento d'inerzia rispetto a un asse perpendicolare al
piano xy e passante per l'origine.

a. La lamina piana pud essere descritta in coordinate polari al modo
seguente:

i

R
a={(p0):vepmp< i)
Calcoliamo anzitutto l'area:

! Archimede di Siracusa, libro "Sulle spirali", circa 200 a.C.
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0] =//ﬂd:cdy=

RY

2m = 27r1 RY
:,/o <‘/0 pdp)d'l?—/o 2(27r>d19

_E [ET_R s,
o 8r? |3, 8 3 3

passando in coordinate polari

cioé esattamente dell'area del cerchio di raggio R, cio¢ del cerchio circoscritto.
b. Calcohamo ora il momento d'inerzia rispetto a un asse perpendicolare al
piano e passante per l'origine. Essendo la lamina omogenea si ha:

__ b il _
g = IQI//Q(x +y)dwdy

passando ancora in coordinate polari

Ry

3m [ [x 3m ("1 (RdY
TR, (/0 ’ 'Pdﬂ)dﬁ—@o 4(z7r)d’9

~3m 1 R 3m 1 R' 32r°  3mR?
o mRY 4 167 5 10 °

Esercizi

5.13.% Calcolare il seguente integrale doppio

// 24 [zy] dxdy

dove D ¢ il cerchio di centro l'origine e raggio R.

5.14.% Calcolare il baricentro di una lamina piana rappresentata dal quarto di
cerchio
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D = {(z,y) 2?42 <R,x20,y_>_0}
avente densita f(z,y) = a + by/z? + y2.

5.15.% Calcolare il centroide del settore di corona circolare definito in
coordinate polari da = {(,0,19) PR gLl €9 < %}, con r >0,
semplificando le espressioni trovate. (Il risultato finale dev'essere espresso in
funzione dell'unico parametro r).

5.16.% Calcolare il seguente integrale doppio

// |:r|y2d:cdy
4x2+y2<1

con un opportuno cambio di coordinate.

5.17.% Calcolare il seguente integrale doppio:

// |y — z|dzdy
D

dove D ¢ il cerchio di centro l'origine e raggio 1.

5.18.% Calcolare il seguente integrale doppio:

// yre~ @) dady
D

dove D ¢ il semicerchio di centro 'origine, raggio 1, contenuto nel semipiano
y=>0.

5.19.% Calcolare l'area e la coordinata = del centroide di una lamina piana
omogenea D rappresentata in coordinate polari da:

D ={(p,9):p < 9,9 €[0,n]}.

Si raccomanda di fare un disegno.



440 Cap. 5. Calcolo integrale per funzioni di pit variabili

5.20.% Calcolare l'integrale doppio

r+y
//(1+~’v2+y )dxdy

dove S & il settore circolare {(z,y) : 2 + 32 < 1,0 < y < z}.

5.21.% Calcolare il momento d'inerzia di una lamina piana D a forma
o 2492
semicircolare di raggio R e centro l'origine, e densita f(z,y) = 7 (2 - @),

rispetto a un asse passante per l'origine e perpendicolare al piano del cerchio.

5.22.% Calcolare l'integrale doppio della funzione
f(z,y) = z* +y*

sul cerchio C' di centro 'origine e raggio R.

_//C (z* + y*)dzdy.

(Suggerimento: conviene scrivere z¢ + y* = (22 + y2)° — 222y2).

5.1.D. Applicazioni geometrico-fisiche degli integrali doppi
ed esercizi vari

Momenti d'inerzia di lamine piane omogenee

Nei prossimi esercizi la parte piu istruttiva e delicata ¢ l'impostazione del calcolo:
si presti attenzione alla formulazione del problema, si faccia una figura, si scelga
opportunamente il sistema di riferimento (quando non ¢ esplicitamente indicato) e
si esprima opportunamente, nei problemi sul momento d'inerzia, la funzione
"distanza del punto dall'asse di rotazione".

5.23.% Momento d'inerzia del cerchio. Calcolare il momento d'inerzia di
una lamina piana omogenea {2 di massa m a forma di cerchio di raggio R, rispetto
a un asse:

a. passante per il centro e perpendicolare al suo piano;

b. passante per il centro e contenuto nel suo piano;

c. passante per un punto della circonferenza e perpendicolare al suo piano.
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5.24.% Momento d'inerzia dell'ellisse. Calcolare il momento d'inerzia di una
lamina piana omogenea ) di massa m a forma di ellisse di semiassi a, b, rispetto a
un asse:

a. passante per il centro e perpendicolare al suo piano;

b. coincidente con uno dei suoi assi di simmetria.

5.25.% Momento d'inerzia del rettangolo. Calcolare il momento d'inerzia di
una lamina piana omogenea (2 di massa m a forma di rettangolo di dimensioni a, b,
rispetto a un asse:

a. passante per il centro e perpendicolare al suo piano;

b. passante per il centro e parallelo a uno dei suoi lati.

5.26.% Momento d'inerzia del rombo. Calcolare il momento d'inerzia di una
lamina piana omogenea €2 di massa m a forma di rombo di diagonali a, b, rispetto
aun asse:

a. passante per il centro e perpendicolare al suo piano;

b. coincidente con una sua diagonale.

(Suggerimento: usare anche considerazioni di simmetria, nell'impostazione
del calcolo).

Chiudiamo questo gruppo di esercizi con un esempio svolto in dettaglio, in
quanto ¢ significativo e richiede un'impostazione non banale.

Esempio 5.9. Momento d'inerzia del poligono regolare di n lati. Calcolare il
momento d'inerzia di una lamina piana omogenea 2 di massa m a forma di
poligono regolare di m lati, rispetto a un asse passante per il centro e
perpendicolare al suo piano. Esprimere il risultato in funzione di m, il numero n di
lati e il raggio R del cerchio circoscritto.

Disegniamo il poligono di 7 lati ed uniamo ogni vertice al centro del cerchio
circoscritto, fissato nell'origine del riferimento (v. fig. 5.9). Cosi facendo il
poligono risulta suddiviso in n triangoli isosceli uguali, di lato obliquo R e angolo
al vertice 27/n. Data la simmetria centrale, l'integrale che definisce il momento
d'inerzia € n volte quello esteso a uno solo di questi triangoli, e diviso per l'area
del poligono che ¢ n volte quello del triangolo da lo stesso momento d'inerzia del
triangolo. In simboli:

Ipoligono = -l%//g; (CL‘2 + y2)dxdy = ﬁ;{ . n//T(:c2 + y2)da:dy =
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m
= m//;p (CL‘2 + yz)dwdy = Itriangolo T.

Fig.5.9.
E' sufficiente quindi calcolare il momento d'inerzia di uno di questi triangoli 7.

Scriviamo la rappresentazione analitica di 7. Possiamo scegliere gli assi in modo
che sia (v. fig. 5.10):

T = {(w,y) 0<z< Rcos(g);—xtan(—g) <y< xtan(%)}.

Fig.5.10.
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IT| = = 2Rsm(n) -Rcos(%) = stin(—:r;)cos(%),
e I, = l—%/ﬁ(ﬁ +y2)dxdy =
lT‘/RCOS (/_j: ))(x2 4 yZ)dy) ds =

Reos(Z) 37 ztan(Z)
0

3 dx =

0

Reos(3) Stan (%
=— —Qﬁ * xstan .7_r + .xta—n(n_)_ dxz
7|
0

~EERERE]
N

2 sin(Z)cos(Z) \ cos(Z) +§cos3(

1, cost(z) (sin(g) L sind

>>:

— g (cost(T) + 2ain* () ).

formula che si puo riscrivere in vari modi, come ad eesempio:

1 of1 2 ™) _ 1 2m
Iy == 3 R( +3cs(n>>—6mR <2+cos(n)).

Notiamo che I, ¢ una successione crescente, il cui minimo valore ¢ percio
quello assunto per n =3 (triangolo equilatero), mentre per n — 400,
I — %mRz, 1l momento d'inerzia del cerchio circoscritto.

Usando una delle due formule equivalenti scritte qui sopra si puo dare qualche
esempio numerico.
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Per n = 3 (triangolo equilatero),

Ricordando che la relazione tra lato L del quadrato e R ¢ 2R = L\/§ si ha
R*=12%/2¢

1
I = -G—mL2,

che coincide col risultato trovato in generale per un rettangolo di lati a,b (v.
Esercizio 5.25)

i i%m((f + b2) = (per il quadrato) = —61—mL2.

Qualche altro esempio numerico:

_ = 2
16—12mR,
_1 oaf, ., V2)
Iy = mR (2+ 5 )
112 = éng (2 + g)

Volumi di solidi

5.27.% Ellissoide. Calcolare il volume dell'ellissoide

? N
22

2 Z?

d e £ 1L
c

b?
Impostazione: il volume ¢ il doppio di quello del semiellissoide compreso nel

semispazio z > 0, quindi ricavando per la superficie del semiellissoide superiore
l'equazione
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2 2
si ottiene V=2// , 41— (%—l—y—z)d:cdy
Fs @b

(il volume del sottografico di una funzione di due variabili ¢ l'integrale doppio
della funzione). Si calcoli tale integrale.

5.28.% Paraboloide. Si consideri il segmento di paraboloide di rotazione di
altezza h e che ha per base un cerchio di raggio R:

% 1
P= {(x,y,z):x2+y2§R2,O§z§h<1—x}—;y )}

Si calcoli il volume di P, in particolare riottenendo il seguente risultato dovuto

ad Archimede?:
"I volume di un segmento di paraboloide di rotazione ¢ % del volume del cono

avente la stessa base e altezza".
5.29.% Un iperbolide di rotazione ¢ la superficie quadrica descritta in forma
canonica da:
z? + y2 —22=1.

Vogliamo calcolare il volume racchiuso da questa superficie e due piani paralleli
z =0,z =h. Per dare dei parametri dimensionali al solido, consideriamo la
funzione:

" /22 + 42 — 12

R2 — 2

2=

che descrive una superficie dello stesso tipo, con il significato dei parametri
h,r, R illustrato dalla fig. 5.11.

2 Archimede di Siracusa, libro "Sui conoidi e gli sferoidi", ca. 200 a.C.
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Fig.5.11.

Il volume del solido che ci interessa ¢ la differenza tra il volume del cilindro di
raggio R e altezza h e il volume del sottografico di questa funzione sulla corona
circolare r? < 2? 4 y? < R?. Si ha quindi:

2 2 22
V=7th2——// WYE Y T ndy,
r2<z24+y2<R?

RZ 42
Calcolare tale volume, verificando che si ha3:

2 1
V= 'é'Vcilindro inscritto + '?:V::ilindro circoscritto.

3 Anche questo risultato, formulato in modo diverso, si trova nel libro gia citato di
Archimede, "Sui conoidi e gli sferoidi".
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Esercizi vari

5.30.% Calcolare l'integrale doppio:

//I:c|eyd:cdy
T

dove T ¢& il triangolo di vertici (—1,0), (0,1), (1,0).

5.31.9% Nel piano zy si consideri la lamina materiale omogenea §2 avente la
forma del settore circolare espresso in coordinate polari da: p < R;0 <9 < {41.
Calcolare le coordinate del baricentro della lamina.

5.32.9% Si consideri, in un piano zy, la lamina piana omogenea {2 di massa M
descritta in coordinate polari da (v. fig. 5.12):

Q={(p,9Y):p <0< <L 2},

Fig.5.12.

Dopo aver calcolato l'area di (), calcolarne il momento d'inerzia rispetto
all'asse z (cio¢ rispetto a una retta passante per l'origine e ortogonale al piano in
cui vive la figura).

5.33. Calcolare la coordinata y del centroide del triangolo che nel piano zy
ha vertici (0, 0), (3,0), (1,2).

(Fare un disegno e prestare attenzione alla corretta rappresentazione del
dominio mediante disuguaglianze).
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5.34. Sia T il triangolo, nel piano zy, di vertici (—1,0), (0,2), (3,0).

Calcolare:
/ / *ydz dy.
T

5.35. Calcolare il seguente integrale doppio.

2y
//T ——:c2+y2 dx dy

dove T ¢ il settore di corona circolare di raggi r; = 1,7, = 2, compreso nel
semipiano y > 0. (Si consiglia di fare un disegno...)

5.36. Calcolare l'integrale doppio (generalizzato)
/ /D log\/md:c dy
dove D ¢ il cerchio di raggio 2 centrato nell'origine.
5.37. Calcolare il seguente integrale doppio.

Yy
//T_——xz—{—yz dx dy

dove T ¢ il settore di corona circolare di raggi r; = 1,7y = 2, compreso nel primo
quadrante. (Si consiglia di fare un disegno...)

5.38.  Calcolare il seguente integrale doppio.

zy
//T PN dzdy

dove T ¢ il triangolo di vertici (0, 0), (4, 0), (4, 3).

5.39. Calcolare il seguente integrale doppio.

// yvVz? +y*dzdy
T

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (4,0), (4, 3).
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5.40. Calcolare il seguente integrale doppio.
ye”
————=dz dy
dove T ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio 1, compreso nel semipiano

y=>0.

5.41. Calcolare il seguente integrale doppio.

Y
//Tl—l—:v2 dzay

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0), (0,1).

5.42. Calcolare il seguente integrale doppio.

// z’sin(zy) dz dy
R

dove T ¢ il rettangolo [0, 1] x [0, 7].
5.43. Si consideri una lamina piana omogenea di massa M, rappresentata
nel piano zy dal triangolo di vertici (0,0), (a,0), (0,b) (a,b costanti positive).

Calcolarne il momento d'inerzia rispetto all'asse z.

5.44.% Sia T il triangolo, nel piano zy, di vertici (—1,0), (0,2), (2,0).

Calcolare:
//2|x|ydxdy.
T

5.45. Calcolare l'integrale doppio
// ylogy/ 22 + y2dx dy
D

dove D = {(z,y) : 1 < 2% + y? < 2,y > 0}. (Si consiglia di disegnare I'insieme).

5.46. Nel piano zy si consideri la lamina materiale D omogenea di massa
M, avente la forma del triangolo isoscele di vertici (—a,0),(a,0),(0,h)
(cona,h > 0). Calcolare il momento d'inerzia della lamina rispetto a un asse
perpendicolare al piano zy e passante per l'origine.
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547. Sia D una lamina piana omogenea di massa m a forma di
parallelogrammo di vertici (3,1),(-1,1),(—3,—1),(1,—1) (fare una figura).
Calcolare il suo momento d'inerzia rispetto a un asse perpendicolare al piano xy
(in cui giace la lamina), e passante per l'origine.

5.48. Sia D la porzione di corona circolare di raggi r, R, compresa nel
primo quadrante (disegnarla).

a. Calcolare le coordinate del centroide di D (supponendo si tratti di una
lamina materiale omogenea)

b. Calcolare l'integrale doppio:

//weydwdy.
D

5.49.9% Si consideri un disco materiale (2 di raggio R e centro l'origine,
composto da due meta (i due semicerchi contenuti rispettivamente nei semipiani
z <0,z > 0) tali che: ognuna delle due meta ¢ omogenea, ma la meta di sinistra
(z < 0) ha massa totale M, la meta di destra ha massa totale M,. (Quindi il disco
nel suo complesso non é omogeneo). Calcolare le coordinate del baricentro di .
Esprimere il risultato in funzione dei parametri R, M7, M.

5.50.9% Si consideri la lamina materiale (2 a forma di triangolo equilatero di
lato L (vertici (L/2,0), (~L/2,0), <O,L\/§/2) ), composto da due meta (i due
triangoli contenuti rispettivamente nei semipiani z < 0,z > 0) tali che: ognuna
delle due meta ¢ omogenea, ma la meta di sinistra (z < 0) ha massa totale M, la
meta di destra ha massa totale M;. (Quindi il triangolo nel suo complesso non é

omogeneo). Calcolare la coordinata = del baricentro di (2. Esprimere il risultato in
funzione dei parametri L, M, M,.

5.51.9% Sia T il triangolo di vertici (0,0),(1,0),(1,2), nel piano zy.

Calcolare l'integrale doppio:
//mzeg‘ydm dy.
T
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Soluzioni §5.1
51. a T={(z,y):0<2<1,2-2<y<2z+2}
b b
b. Rz{(x,y)5—a§$§0,—b_;$SySb+aw}U

U{(x,y)20S$§a,—b+§x§y§b_§x}

c Cz{(:c,y) —R<x<0,0<y§\/R2-—az2}
d. € = (x,y):0§w§2,—§§m§:c}u

52. a E={(z,y):0<y<1,0<z< {1-y}
b. E:{(x,y):—2§x§0,0§y§1+g}u

U{(m,y):OSxSl,OSyS\/1—:102}.

0 a+1 2 1-z/2
5.3. / —zdzx / dy + / zdz / dy =
i 0 0 0
0 2
&
== /_1—x(:r+ 1)dw+/0 x(l - §>dm =

[x3 xz]o [xz xsr
= |—-— — — + |- - — =
3 2], 2 6 1,
~_l+_1_+2_f4_—§
T 372 376
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5.4.

5.5.

D={(z,y): -1<2<0,0<y<z+1}U
X
U{zy:0se<2Z<y<t)

1 3
Dl=>+1=":.

1 2 0 z+1 2 1
7= dzd =~/dx/ d+/d:c/
Y |D|//Dy R U T z

2 [P (z+1)? 21 g% 2

—3{/_1‘—"—"2 d“Aa(l”(i))dx

ydm} =

0
_2) @) e 2Pl _2f1 0, 11 _2 5 _
B 6 | |2 24],( 316 3/ 3 6
//cosydxdyz
s
0 2z+5 ™ 5-3
= / / cosydy |dz + / / cosydy |dx =
-2\ Jo 0o \Jo

= /_(;sin(Zx—l- g)d:w— /Owsin(g- — g)dx =
= /_D cos(2z)dx + /Oﬂcos(g)da: =

s
4
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5.6. I= / (/ y\/mczy>dx—

1
_ / ,
0
5.7, 0] = w

I = I—-Ag—"/./g(x2+y2)dxdy.

Per simmetria, / / 2+ da:dy
30;2 /

dove Q' ¢& il trapezio di vertici (2a,0); (a, a); (0, a); (0,0), percid

~_—%(/j(/ﬂa(x?+y2)dy>d:c+/a2a</02a_x(w +y° dy) )
=%(/j(a:ﬁ—i—%i)d:c+/a2a(m2(2a—x) (2(1—:1:)) )

M 4 4 2a _ o A0
_ M A 2MCQ__DE:,,_}_SCL 12a? :1:+6aa: %\ i
3a? 3 3 a

3z
(:L.z +y2)3/2 e — /lx(4$2)3/2 _ dex _ z/lx4dm _ l
3 . ; 3 3/, 15

= 3a’.

N

“3.2\3 7373 173 o'+ 3 2], )~
oM (2 [16 16 16 4 (2 1 8 2 1
ol | QAN B G SERY- U Wi SN Y (.- P - SR O -
342 ° <3+[3 g -8t g3 (3 T3t 12>D

9Ma? (20\ 10
s ) = D pa
3 (12) g ¢

5.8,
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1 211
=/ (63—62>d—g=[—le%+9—-] =—1€2+62+164—262=
1 Y 2 Y1 2
992 14
= 26 +26.

Da notare che impostando l'integrale iterato in ordine inverso si trovava un'integranda
dalla primitiva piti complicata.

5.9. / / sinzsinydzdy = 0 per simmetria:
[=m,m]x[0,7]
la funzione ¢ dispari rispetto ad = e z € [—m, 7).
5.10. / / sinzsinydzdy = < / simcdw) ( / sinydy) ==
[0,7]x[0,7] 0 0
= ([—cosz]])’ = 22 = 4.

™
5.11.  Per simmetria: / cosydy = 0,
0

e quindi l'integrale ¢ nullo.

5.12. / / |sinz|sinydzdy =
[—m,m]%[0,m]

= (Q/OWSinxda:> (/O”sinydy> = 2([cosav](7)r)2 =2=2% =3,

5.13. Per simmetria, sara

|y
// 2ty —— 5dzdy =4 e 2_I_yd:cdy

dove Dt ={(z,y): 2> +y* < R*,z >0,y > 0}.

Passando il coordinate polari si ha:
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R /2 2 : R /2
Ie= 4/ (/ Eﬂsigﬂl?i)pdp = (/ pdp) </ 2sin279d19> =
0 0 p 0 0

21R 2
p P R
= [—2 ]0 [—cos20]3/? = 5 2=FR.

5.14.  Occorre anzitutto calcolare la massa totale:

/
M = //f ,ydwdy—/ dﬂ/ a—}—bppdp—-g(bR—_‘_a%)

1// f(z,y)dzd I/W 19d19/\/§( bp)p*d
= — zf(z,y)axay = — cos a+ ==
M/ /), Y Y M, A p)p-ap

2(bE B
z“(;;:‘”) b (b%—g“iﬂ)— (4+a3)-
3 2

1 1 i r
5.15. T=-— [ zdaxdy = —————————/ COS’l9d’l9/ pPdp =
191 Ja 5(@n)*=12)Jo r
8 [p*1¥ . = 8 17 1 56
=— = 1) S B =
3mr? [3L [sind; 3mr2 3 /2 om/2

1 8 T (% 56 z 1
7= — [ ydaedy = | sinddd = —r[—cosd)d = — 1 - — |~
TS i v R Y e 97r< ﬁ)r

5.16. 1l dominio di integrazione & un'ellisse, pud essere utile il cambiamento di
coordinate polare ellittico:

— 1
{ B GO s e i

y = psind 2

che trasforma l'ellisse nel dominio
{(p,9):0< p<1;0 <9 < 2)
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1 2 1 2T
1= [ [ jeleostlgtsin®sas |oap = (5 ["stap | ( [ Ioosolsin®sas | =
o \Jo 2 , 2Jo 0
(11T /7r/2 5 1 [sin®e]™?
_<2[5]0> (40 cosdsin“¥dd —10-4 =

)
3 |, 15

5.17.  Per simmetria,

//Dly—-azlda:dyz2//D+(y—x)dxdy

dove Dt = {(p,9) : p € [0,1],9 € [Z, 27] }, quindi l'integrale cercato & pari a:

1} f‘;ﬂ' 1 %77
2/ (/ (psinyg — pcosﬂ)dﬁ) pdp =2 (/ dep) . (/ (sing — cosz?)dz&‘) =
0o \Jz 0 =

E]

4

Fig.5.13.

|m=//mw_/m4j@_/_ﬁﬁ[ ]—f
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v iy [ raaiv= s [[o0 [
T=— zdzxdy = — [ dv cost) pdp =
D) [, =5 ) O(p )pdp

- / " ost g = 2 [93siny] ] — / F319251m9d19} =
] 5 3 o3 0 A -

= —7—%{ [—92cosv]; + / 219cosz9dz9} = —%{71’2 +2 [[ﬁsinﬁ]g - / sim?dﬂ] } =
0

0

6 - 6
=3 7% — 2[—cosdy } = F{ll — 7}
L[ [% pcosd + psind
pCOSV + psin
5.20. I = ——————d¥ | pdp =
/0 </0 14 p? )p g

= ( /O 11 prdP> ( /0 %(cosﬁ-i—sim‘})dé‘) =

1/ -
= </0 <1 — 1 _:p2>dp> [sind — cosﬂ]gﬂ =(1—arctanl) -1 =1— g

5.21. I= / / (2% +2) f(z, y)dady =
D
T R 4 5
_ sM (o PNy _m (B R\ 31 oo
'/0 ‘w/(, PR (2 R)d”_ R27T< 2 5R> = 10mF"
5.22.

// (z* + y*)dzdy = // ((x2 + y2)2 - 2x2y2>dxdy =
22492<R z?+y?<R

2r R R 2w
= / dd / p(p* — 2p*cos®Psind)dp = / pPdp (27r -2 / cos2z9sin219dz9) =
0 0 0 0
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6 Vs 6 o2
= o — 2 / cos?Y¥sin®9dd | = 2 p = 2 / sin?29dY | =
6 ’ 6 2/,

7mR® RS / T sin%t gt — 7R RS 27 @RS

3 12/, 2 3 12 2 4

5.23. a Rappresentiamo {2 come cerchio di centro l'origine e raggio R nel piano
(z,y), e calcoliamo il momento d'inerzia rispetto all'asse z.

191/ Ja
in coordinate polari

or [ (R 418 4
_m m e 2m R* 1
=Y /0 ( / p Pdp) dy = —m -2 [—4 L TR 2mR .

b.  Rappresentiamo {2 come cerchio di centro l'origine e raggio R nel piano (z,y), e
calcoliamo il momento d'inerzia rispetto all'asse y.

F e s / / z?dzdy = in coordinate polari
11/ Ja

m 2m R 5 m o " R
:;ﬁ/o (/pcosﬁpdp d¥ = — = / cos*ddd /()p3dp =

m Rt 1
=mp Ty =

(Ricordare che I'integrale definito di cos? su un intervallo del tipo [0, k%] & uguale a £7).

c.  Rappresentiamo 2 come cerchio di centro l'origine e raggio R nel piano (z,y), e
calcoliamo il momento d'inerzia rispetto alla retta parallela all'asse z ma passante per
(R,0).

I= I%// ((x— R+ y*)dzdy =  in coordinate polari
Q

m 2 R
= m/ / [(pcosd — R)® + psin®9) pdp | d =
0 0
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m 2 R
=R, /0 [pR? — 2p* Reos® + p*|dp | d9 =

m R R o R
= —= 127 / poR*dp — / 2p°Rdp / cosddd | + 2w / pldp p =
TR 0 0 0 0

R R
2m | [ p? ot {1?4 R'*1 _2m 3 3
= —{|>=R? 0+ |~ — - ~R? 2,
Rz{[z L++[40 =Rz 1) TR
5.24.  Rappresentiamo la lamina § come ellisse con il centro nell'origine e assi sugli
assi coordinati:
2 g

E' noto che l'area dell'ellisse ¢ |2 = mab.
a. In questo caso l'asse di rotazione ¢ l'asse z, e:

I=— / 2%+ y?)dzdy.
lﬂl ) ( )
Per calcolare I'integrale utilizziamo il cambio di variabili polare ellittico:
z = apcost _
{ y = bpsind dxdy = abpdpdd

m 2m 1
I=— / / (a’p?cos™® + b2 p?sin®I)abpdp | d =
wab 0 0

m 1 2 2m
= — / a?pt / cos’9dd + b%p® / sin®ddy | |dp =
Vs 0 0 0

1 1 % 1. p2
o I (/ (a2p37r + b2p37r)> dp = m(a2 + bz)/ pldp = M;——-b—z.
0 0

™

Altro procedimento (se non viene in mente di usare le coordinate polari ellittiche). Per

simmetria,
a b\/l—-%
I:—-T—n~-4/ (/ (sc2+y2)dy)dm=
mab 0 0
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/2
4m 9 :v2 b3 22\ ?
=— \/1- —(1-— d
mab J, < by L a? 3 a? ¢
sostituzione z = asint; dx = acostdt;t € [O, g]

z 3 4 z b?
= A zngin?icost + O cos®t )acostdt = 2 [ ((a?sin’teos?t + —cos4t) dt =
mab 0 3 ™ Jo 3
4m/ (_S 1)+ l;(1+cos(2t)) >dt:

= -—/ (a sin?(2t) + i (1 + cos?(2t) +2COS(2t)))

_m[am b m(a® + b%)
__w[a4+3(2+4+0)} VR

a. In questo caso l'asse di rotazione ¢ uno degli assi coordinati, ad es. l'asse y, e:

m
I=—//x2dacdy:
12 Ja

usando ancora le coordinate polari ellittiche

m [ #i 1 2
I=— / (a®p*cos®?)abpdp | d¥ = — / a2p3/ cos?9dd | |dp =
mab 0 0 ™ 0 0
1 1 2
=2 (/ a2p37r) dp = maz/ pidp = i
™ 0 0 4

Il momento d'inerzia ¢ pari a imm2 dove a ¢ il semiasse diverso da quello attorno a cui
ruota la lamina.

5.25.  Rappresentiamo la lamina ) come:

1= {(@w): -

<z < <y<

l\DlQ
Nl@
L\DIQ*
DN o

}; (9| = b,
a. In questo caso l'asse di rotazione ¢ 1'asse z, quindi

af b/2
z? + dxd = — / z? + ) dy |dz =
\Qi// v')dudy ab —a/2< ~b/z( )dy
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per le simmetrie

A [2 b/2 ), dm (Y2 , % b/2
= = — — dr =
ab /o </0 (9: +y)dy dz ab/o [my+3L z

dm [ ,b b am 2% 2b3]"*
o 20 >+ 2 )a 2T
ab J, 6 ' 24

ab

Y9 .

4m (a3b  ab® 1 g . 8
_E<Z§+Z§)"i§m(“ +b%).

b. In questo caso l'asse di rotazione & (ad esempio) I'asse y, quindi

I I—% / / z’dzdy =  per le simmetrie
Q
a/2 b/2 a/2 9
_ 4m / 2dy dm:‘l_m/ ﬁ)dw:
ab 0 0 ab 0 2

_am (2P @\ 1
a3, a\24) 12 ’
dove a ¢ la dimensione del lato diverso da quello a cui ¢ parallelo I'asse di rotazione.

5.26.  Se scegliamo gli assi coordinati sulle diagonali, la lamina ) si rappresenta
come

Qz{(xvi‘/)¢“aSwSO,—b—§xSySb+gm}u

U{(%.’U)50S$Sa,—b+§x§y§b—§x};|g|:%ab_

a. Per simmetria, il momento d'inerzia

I = %//Q(mz +y2>dxdy

¢ uguale a quello di uno dei 4 triangoli uguali in cui il rombo & suddiviso dalle
diagonali (perché l'area di 2 ¢ 4 volte quella di un triangolo e l'integrale su ) ¢ 4 volte
quello su un triangolo); scegliendo ad es. quello nel primo quadrante,



462 Cap. 5. Calcolo integrale per funzioni di piti variabili

:{(may)Iosx_{a,OSySb_s_w}

b——x
si ha I=- /(/ x +y2)dy>dx:
—ab
bee  om (o b (b—Ltg)’
T Y SO I
ab Jo a 3

_2m [*] 5, b g b z\3], 2m[z% b , ab® 4] _
ab o[xb ax+3(1 a) dx—-ab 3 40" 12(1 a) -

b b, ab® @ b\ 1 ,
ab(3 E“J“E)"Qm(—“le) g +b).

b. Ora l'asse di rotazione & l'asse y (ad esempio) e si ha (usando come prima le

simmetrie):
m 5 m 2
1= [#detn = | fants
a b—tg a
m e 2m b
==+ 2dy |d :——/ 2<b——)d =
%ab/o(/o ) 0 [ (b= Lo s

_%"1/“ 2B\ m[ ) _mia® a1,
a J a " a |3 dal, a\3 4) 6
dove a ¢ la diagonale diversa da quella attorno a cui ruota il rombo.

5.27.  Siha, usando le coordinate polari ellittiche gia considerate in altri esempi,

x = apcosty _
{ iy — Bz dzdy = abpdpdid

2
-—2// \/1— x_ da:dy—-
+E§<1




Par. 5.1. Integrali doppi 463

1 1
4
=Jo+ 27r/ v/ 1 — p2pabdp = 4mwabe {—%(1 - p2)3/2] = gﬂabc,
0

0

formula che generalizza in modo naturale quella del volume della sfera, §WR3.

2 2
5.28, v:// h<1_x+2y )dmdyz
zz+y2SR2 R

in coordinate polari

R 2 4 1R .
- A PR P LRI S
-27rh/0 (1 Rz)ﬂdp——27rh[2 4R2}0 = QmhR 1= 27rR h.

11 volume del cono di ugual base e altezza é&:

1 . 3
Veono = gﬂth, percio V;)araboloide = §%ono,

come dimostrato da Archimede.

5.29.  In coordinate polari,

) R
V:’ITth——“‘R%/ \/,02—7‘2pdp=

2mh 1 3/2] "

= hi =~ 2 | )]

= hR? — ——27ﬂ———1(R2 —r2)3/2 =
R2 —¢23

2 2 1
— 2_4(p2_ .2\ _ 42, tp2
——’/Th|:R S(R 7’)] wh[?’r +3R}
quindi il volume del segmento di iperbolide di rotazione si pud anche esprimere come:
g ,

V= "%ilindro inseritto "Vcilindro circoscritto.

3 3

5.30.  Per simmetria, detto 7" il triangolo di vertici (0, 0), (0, 1), (1,0), risulta

1 1-z
// |z|e¥dzdy = 2// zeVdzdy = 2/ dm/ zeldy =
7 T 0 0
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1 1
= 2/ zleV]y Cdz = 2/ (ze'™® — z)dz =
0 0

1
= 2([-—.’1}61_$]é +/ e!*dz — %) = -2+ 2[—el_z](1) —-1=
0

=—-2—-2+4+2e—1= -5+ 2e.

1
5.31. ':E:—//xdxd =
o)) Jo

/4 R 5
=1—1~—/ cosﬂdﬁ/ pzdpzi.ﬁ.i___‘lﬁR
2R % o 0 R 2 3 S

1
Y= —= dzdy =
8 F/4'19dz9 R2d
'ﬂRz‘/o i /0,, -

5.32. Calcoliamo 'area:

Q| = //dxdy = (in polari)
Q

2m 2 2m 92 3727
s U 4
= d19/ d :/ —dﬁz[——] = —°,
/0 0 POE 0 2 61, 3

Calcoliamo ora il momento d'inerzia:

_M 2,2 o ,
I= |QI//Q(:v + y*)dz dy = (in polari)
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5.33.
5.34.
5.35.
5.36.
5.37.
5.38.
5.39.
5.40.
5.41.
5.42.
5.43.

5.44.

‘ 0 242z 2 2—-z
//2|x|yd:vdy=/ —2x</ ydy)d:c—i-/Zx(/ ydy)d:c:
r -1 0 0 0

M 2m 193
Lo e

2m 94 5

19 9 3 8 6
==M — -7 =-7’M.

IQI/ Y] [20] 57 T 5"

2
3

28
15

2
3

2m(2log2 — 1)

oo

4(log25 — log16) = 8log}

|

e+-i;—2

1-log2
2

1, 2
2+7r2

%(a? +b?)

0 2
=/ —2x2(2+2x) d:c+/ 2x%(2—x)2dm=

=] 0

0 2
=—4/ (a:3+2:c2+9:)d:£+/(a:3—4ac2+4x)dx=
-1 0
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T 2
5.45. // ylogy/z?2 + y2dz dy = / (/ p sind logpp dp) dd =
D 0 \J1

= ( /0 " sing cw) ( /1 2p2logp dp> .

2
/1 p*logpdp =

3 2 23 372
p p’ 1 8 1]p 8 7
= | — —_ ——-——d = - —_ = | — = - _—
[3logp]l /13 p d 3log2 3[3 1 310g2 9
/sim?dz9=[—cosz9]g=2.
0

// ylogy/z? + y?dx dy = 2 (-z—log2 - -g)
D

5.46.

M M a hw%x
I:———// 2 +y?)ded =—-2/ / z? + 1) dy |dz =
o D( y')da dy = — VA (2* +4*)dy
a 3
ah Jy a 3 a
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5.47. . I = _n_z_// (:c2 +y2)dxdy =
IDIJ Jp

indicando con Dy lameta di D conz > 0

:I—TDCLTQ//DI(ﬁ—I—yz)dxdy:
~_—2—8@{/01(/;(952+y2)dy)dx+/13</;2(:c2—|—y2)dy)dx} _

- —4”3{ a2 [ [ [0+ %(1—<2~m>3>]dw} -

—ﬂ f.l._|_ 3_33_4_{__1 +(2_$)4

T 4)3 4 3 12 . -
m
Z—{§+26——20+§}—Z 8 =2m

z-——l—//wd:cd ~——4——/% /R costpdp | dd =
~ ol LT T amE= ) fy \J P
4 2 R
Zm(‘/o COS’L9d’l9> (/ pzdp>:

_ 4 1. R3 — 2 ~_4_R2+Rr+72
= (@ ) ) =% R

Per simmetria, 7 = 7.
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R T
b. / / aerd gy = / ( / chosﬂe”smﬂdq‘}) pdp =
D T 0

=/TR[6”S““9] " pdp = /TR(e”— pdp = [e”(p— 1) - %2]

R

r

2 2
=eR(R—1)—%—eT(r—1)+%.

5.49.

1
P M, (—er //Qo”” "W LR //Qo"’ ‘ y)

9 R R 3
= M d & d + M. d ddY | =
(M1 + My)mR? 1./0 P p/_%cos * 2/0 P p./g €08

3 3 _
2 (MlR 2+M25— (—2)) 4R(M1 M2).

~ (M + My)nR? 3 3 = 31\ M+ M,

7 = 0 per simmetria.

5.50 T 1 L\/_+\/—x
.50. w_M1+M2 _._‘ /_-xda:/

=\/§(M1iM2)L2< /gm( f+\fx>dx+M2/ (5\/5—\/&:)@)

8 Lz 0 La® 2212
SR

V3(My+M,
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8 ¥ I® ¥ I?
“(M1+M2)L2<Ml[“ﬁ+ﬁ]+M2[E‘QD”
I : 1 1\, . (1 1\\_L(M—M,
‘M1+M2(M‘(3 2) M2(2 3>)‘ 6(M2+M1>'
1 2z
5.51. //mze””ydxdy:/ d;c/ redy =
T 0 0
1 1
:/ x[exy]gzdmz/ x<62x2—1>dm=
0 0




5.2. Integrali tripli
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 5, §3.

5.2.A. Rappresentazione analitica di insiemi dello spazio

Come abbiamo fatto per gli integrali doppi, anche per introdurre il calcolo degli
integrali tripli ¢ utile premettere qualche osservazione ed esempio sul modo in cui
tipicamente si rappresentano certi insiemi dello spazio tridimensionale. In
particolare, il metodo di riduzione porta spesso a calcolare un integrale triplo in
uno dei due modi detti "per fili" e "per strati", che corrispondono a due diversi
modi di rappresentare insiemi tridimensionali.

Un insieme © di R3 & definito "per strati" se & del tipo:

)= {(a:,y,z) eER®: 2 € [a,b],(x,y) € QZ}

dove per ogni z € [a,b], €, ¢ un dominio semplice del piano. Geometricamente
I'insieme ¢ descritto a questo modo: prima si fissano due quote a, b tali che l'intero
insieme () sia contenuto nella strisca compresa tra i due piani orizzontali
z =a,z =b; poi, per ogni piano orizzontale compreso in questa striscia, si
considera l'intersezione con {2: questa sard un dominio €2, piano; il solido 2 si puo
vedere cosi ricostruito dai suoi "strati" §2,, al variare della quota z € [a, b].

Un insieme ) di R3 & definito "per fili" se ¢ del tipo:

Q= {(z,y,2) € R?: (z,9) € D,g(z,y) <z < h(z,y)}

dove D ¢ un dominio semplice del piano e g,h: D — R sono due funzioni
continue. Geometricamente l'insieme ¢ descritto a questo modo: prima si disegna
l'ombra D che il solido €2 proietta sul piano (z,y); poi da ciascun punto (z,y) € Q
si innalza una retta verticale e se ne considera l'intersezione con 2; questo "filo" &
un intervallo i cui estremi variano (con continuitd) al variare del punto (z,y),

perciod questo intervallo si pud esprimere nella forma [g(z, y), h(z,y)].

Esempio 5.10. Sia 2 la semisfera di centro l'origine e raggio R compresa nel
semispazio z > 0.
Si puod descrivere € per fili col seguente procedimento.

D ={(z,y) : z> + y* < R?} (questa ¢ l'ombra proiettata dalla semisfera sul
piano);

per (z,y) € D,z € [0,1/R? — (22 + y2)]; quindi

Q= {(e,0,2) i & +17 < BL0< 2 < VEI- (@ F ).
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Lo stesso insieme ) come si sarebbe descritto per strati?
) & compreso tra i piani z = 0, 2 = R, quindi z € [0, R];
per ciascun z € [0, R] si ha 22 + y? < R? — 22, quindi

Q={(z,y,2):z € [0,R],2? +y* < R? —zz}.

In questo caso l'insieme Q, & {(z,y) : 2% + y* < R? — 2%}

Esempio 5.11. Rappresentiamo il cono  di raggio R, altezza h, asse sull'asse z,
base nel piano (z,y) e vertice nel semispazio z > 0.

Per fili: l'ombra proiettata dal cono sul piano (z,y) ¢
D= {(z,y): 2* +y* < R’}

per ogni (z,y) € D, la retta verticale taglia il cono in un segmento [0, h(z, y)]
dove, come mostra un disegno bidimensionale (v. fig. 5.14),

Z

h

hiz,y) =h ~ %p

Fig. 514.

h(z,y) = h — &pcon p = /a2 + y2. Percid
h
= {<x’y’z):$2+yz <R,0<z<h- ﬁ\/fc2+y2}.

Per strati: il cono & compreso nella striscia z € [0, h]. Ogni piano orizzontale
di questa quota taglia il cono in un cerchio

Q= {(z,y): 2> +y* <r?}
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dove, come mostra una figura bidimensionale,

r,:R=(h—2):h,

h—g
h T7
2
\ \
R
Fig. 515.
e quindi Py = %(h —2).
Percic = - Mot 42 < B (h— 2
ercid =< (z,y,2): z € [0,h],z° +y _—};2—( —2z)" s,

Esempio 5.12. Vogliamo rappresentare il tetraedro € di vertici
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

Un disegno mostra (v. fig. 5.16) che il tetraedro & tutto contenuto nel primo
ottante, x > 0,y > 0,z > 0. Precisamente, ¢ l'insieme dei punti del primo ottante
che stanno sotto il piano passante per i 3 punti (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) (v. fig.
5.16). Per prima cosa scriviamo quindi I'equazione del piano per questi 3 punti.
Con i metodi sdandard della geometria analitica dello spazio?, si trova:

z+y+z=1

4 Ad esempio si pud usare la formula seguente, che assegna l'equazione del piano per 3
punti A, B, C, dove nel nostro caso A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0, 1):
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Fig. 5.16.

Possiamo allora rappresentare 2 per fili come segue. L'ombra del tetraedro sul
piano (z, y) ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0), (0, 1), perciod

D={(z,y):0<2<1,0<y<1—z};
per ogni (z,y) € D, la retta verticale taglia il tetraedro lungo il segmento

0<2<1—z—y (cioe quello che sta sotto il piano di cui abbiamo scritto
I'equazione). Percio

Q={(:c,y,z):OSxSl,OSySl—x,Oﬁzgl—x—y},

che in realtd pud vedersi anche come rappresentazione per sirati, perpendicolari
pero all'asse z (invece che come al solito all'asse z):

T—Ty Y—Ya4 Z—24
Tp—xA YB—Ya 2B—24| =0, cheda
Te— X4 Yo — YA 2C — 24

y z
-1 1 0|l=z—-14y+2z=0.
01
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Q=A{(z,y,2):0<z<1,(y,2) € Qs },

con Q={(y,2):0<y<1-2,0<2<1—-z—y}

Negli esempi precedenti abbiamo rappresentato ogni insieme sia per fili che
per strati per fare esercizio su entrambi i metodi; nella pratica, in ciascun esempio
di calcolo di un integrale triplo ¢ sufficiente rappresentare l'insieme in uno solo di
questi due modi. Osserviamo anche che questi due modi di rappresentare un
insieme non esauriscono le possibilita. Oltre al caso elementare del
parallelepipedo, insieme  definito da tre condizioni indipendenti
z € [a,b],y € [c,d], z € [e, f], incontreremo insiemi definiti globalmente da una o
pit disuguaglianze che coinvolgono simultaneamente tutte le variabili, come la
sfera

z? +y? + 22 < R2

In questi ultimi casi sara utile, solitamente, un cambio di variabile che faccia
assumere all'insieme una rappresentazione analitica molto semplice. Ad esempio,
in coordinate sferiche una sfera diventa... un parallelepipedo, essendo definito
dalle 3 condizioni

p < R,V €[0,2r],¢ € [0,7].

Esercizi

Rappresentare "per fili" o "per strati" (come sembra piti semplice) i seguenti
insiemi dello spazio:

5.52. Un cilindro di raggio R, altezza h, asse sull'asse z, base inferiore sul
piano (z, y). (In questo caso le due rappresentazioni coincidono).

5.53. Un cono di raggio R, altezza h, asse sull'asse z, vertice nell'origine e
base nel semispazio z > 0.

5.54. L'ellissoide (pieno)

2 y2 z2

p+b—2+‘c—2§1.

5.55. La piramide a base quadrata con vertice nell'origine, altezza h, asse
sull'asse z, base di lato L posta nel semispazio z > 0.
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5.2.B. Tecniche di base per integrali tripli.
Integrazione "per fili" o "per strati". Cambi di variabile.

Esempi svolti

Esempio 5.13. Calcolare il momento d'inerzia del parallelepipedo pieno omogeneo
di massa m e spigoli a, b, ¢, descritto da

o-finrec 3 e [44]e 551

rispetto all'asse z.

Il momento d'inerzia rispetto all'asse z ¢ dato da:

I——/// z? 4 dscdydz
jo

dove |Q| = abc, e poiché il dominio ¢ un parallelepipedo, l'integrale si calcola
semplicemente come integrale iterato

m a/2 b/2 c/2
I:——/ / / (2 +y%)dz |dy |dz =
abe J_ao \ Jop2 \J—cs2

a/2 b/2
= % (/ c(x2+y2)dy)d:v=
—a/2 —b/2

tenendo conto delle simmetrie

b/2 4 a/2 370/2
= / (/ T +y2)dy>da:=~£/ (|:332y+%‘] )dw:
0 0

_dm R0 BN dmfbet | Ba]
B Cab | 6 24|,
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Si noti che la formula coinvolge le due dimensioni del parallelepipedo
diverse da quella corrispondente alla direzione dell'asse di rotazione (in
questo caso semiasse ¢, asse z).

Esempio 5.14. Calcolare il seguente integrale triplo:

///(}:EQ(Q——z)d:cdydz

dove C={(z,9,2):0<2<2,2" +¢* < z}.

In questo caso il dominio C ¢ descritto "per strati", e l'integrale si imposta
come integrale iterato al modo seguente:

= /0 22 ( / / 2+y2<zw2da:dy> .

Quindi l'integrale esterno ¢ fatto in una variabile (in questo caso la z), tra estremi
fissi, mentre l'integrale interno & un integrale doppio, esteso a un dominio 2, del
piano (z,y), che varia al variare di z. In questo caso il dominio £, &
semplicemente un cerchio, e questo suggerisce di calcolare l'integrale doppio
interno mediante le variabili polari (mentre la variabile z dell'integrale esterno non
viene toccata). Si ha quindi:

[ = /02(2 - z) (/O%d"&‘/g\/;pzcoszﬂpdp) da =
= /02(2 —2) (/Oﬁpgdp/(]zwcos?ﬁdﬁ) dz =
- [a-a([£] e)es-

2 22 w228 241* 71 /(16 s
—”/0@—z)zdz—z[?—z]o—z(—g"Q—5

Esempio 5.15. Sia C un cono solido di altezza 3, raggio di base 1, avente il vertice
nell'origine e l'altezza lungo il semiasse z > 0.
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a. Scrivere la rappresentazione analitica di C' "per fili".
b. Supponendo che il cono sia un solido pieno di densita variabile

8(z,y,2) =az+b

per certe costanti positive a, b, calcolare la massa totale di C'.

a. Con i metodi visti in esempi precedenti si deduce la rappresentazione:

C:{(m,y,z):az2+y2§1,3 x2+y2§_z§3}.

b. M= /// (az + b)dzdydz =
c
3
= // (/ (az + b)dz> dzdy =
22 492<1 \ J 3 /22 +y?
= // ([Ezz -+ bz]3 )dazdy =
22 442<1 2 3y/z2+y?

=// [g—a(l—wz——yz)+3b(1—\/x2+y2)]dmdy=
z2+y2<1

2

in coordinate polari:

=27T/01 [g—a(l—pz)”b(l—p)]pdp:

2
1 9 9 3
———27r/ (—ag——ap—+3bp—3bp2)dp=
o \ 2 2

9 9 3 9
-—27T<Za——§a+—2-b—b) —W(Za-}—b).

Esempio 5.16. Calcolare il momento d'inerzia di una sfera S piena omogenea di

massa M e raggio R, rispetto a un asse diametrale.

Rappresentiamo S come la sfera di centro l'origine e raggio R e calcoliamo il

momento d'inerzia rispetto all'asse z:
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¥= %//./ (ac2 +y2)dacdydz
S

In coordinate sferiche:

x = psinpcosy
y = psinpsind
z = pcosy

3M 2 T R
d’ﬁ/ sin3g0dcp/ ptdp =
0 0

- 21:7TR3 0

3M R® A

T 3 R
A . »  — 1 — 2 _— o m—— Y
= Rk 2 5 /0 sm<,0(1 Cos go)dtp = 2M 5

3 R? 4
:—M-——-—--—:
2 5 3

2

4 2
5MR.

Esercizi

5.56.% Calcolare l'integrale triplo

///ze_(xzﬂ’z)dxdydz
c

e
—COSY + gcos P

dove C &il cono {(z,y,2) : 0 < 2 < h,a? +y* < (Rz/h)’}.

5.57.% Calcolare il seguente integrale triplo:

///e_zdmdydz
B

dove B ¢ la sfera centrata nell'origine e di raggio R.

m

0

M 2 us R
= ész/o (/0 <Jé (p2Sin290°°S219+P23in2<PsiH219)pQSinsodp) dw) dy =
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5.58.% Calcolare la massa totale del cono

=)

C’:{(x,y,z):m2+y2§R2,O§z§h<l— =

avente densita d(z,y,z) = a(z+h)

dove a & una costante positiva avente dimensioni massa/(lunghezza)®.

5.59.% Calcolare il volume e il momento d'inerzia, rispetto all'asse z, del
solido di massa m rappresentato analiticamente da:

= {(x,y,z):ze [0,h], V22 + 42 < g—b—;zL)g}

con h > 0 costante fissata.

5.60.% Calcolare il volume e il centroide del solido omogeneo rappresentato
da:

e {(w,y,z) ref+yP <RL0<2< he—V“2+y2/R}

con R, h costanti positive fissate. Esprimere i risultati finali in funzione dei soli
parametri R, h.

5.61.% Calcolare l'integrale triplo

o—?
///xzﬂlz“km%dxdydz.
5.62.9% Sia C' il cono (pieno) descritto da:
C={(z,9,2):0< 2 < h,2a’ +¢* < (h—z)2}
con h > 0 fissato. Supponiamo che la densita di C sia:
f(z,y,2) = 1+ 2% + 4%

Dopo aver disegnato C, calcolare la massa totale di C.
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5.63.% Sia D la semisfera piena di centro l'origine e raggio R, posta nel
semispazio z > 0. Calcolare

///Dz(:c2+y2)d$cdydz

5.64. Sia C il cono di altezza h e raggio R, avente vertice nell'origine e asse
sul semiasse z > 0, e sia €) la porzione di tale cono contenuta nel primo ottante
(z >0,y >0,z > 0). In altre parole,

22

Q= {(x,y,z) :0<2<h,0< 2?4192 £R2h2,

xZO,yZO}.

a. Rappresentare () in coordinate cilindriche (si presti attenzione agli
intervalli in cui variano i parametri).
b. Calcolare la seguente media integrale:

ﬁ///:vyzzdwdydz.
Q

5.65.% Sia {2 la porzione sfera di centro l'origine e raggio R, contenuta nel
primo ottante (z > 0,y > 0,z > 0). In altre parole,

= {(x,y,z):x2+y2+z2 §R2,xZO,yZO,z20}.

a. Rappresentare €) in coordinate sferiche (si presti attenzione agli intervalli
in cui variano i parametri; si consiglia di disegnare €2).
b. Calcolare il seguente integrale triplo:

///xyzzd:cdydz.
Q

5.66.% Sia (2 il tetraedro di wvertici (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

Calcolare
///xzda:dydz.
0

5.67.% Sia 2 la corona sferica di centro l'origine e raggi r,R (r < R).

Calcolare
/// (m2 4+ zz)dw dydz.
0
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5.68.% Calcolare l'integrale triplo
/// |zz|y dzdydz
2242 +22 < R?

5.69.% Sia C' il cono (solido) descritto da:
C={(z,9,2):0<2< h,z* +9* < (h—z)2}
con h > O fissato. Supponiamo che la densita di C sia:
f(z,y,2) =2h — 2.

Calcolare la massa totale di C'.

5.70.% Sia (2 il tetraedro situato nel primo ottante (z > 0,y > 0, z > 0) e che
sta stotto il piano § + £ 4 z = 1. Calcolare

///e””d:cdydz.
Q

5.2.C. Applicazioni geometrico-fisiche degli integrali tripli

Volumi, centroidi e momenti d'inerzia di solidi omogenei

5.71. Cilindro, momento d'inerzia (1). Calcolare il momento d'inerzia di
un cilindro pieno omogeneo di massa M, raggio R e altezza h, rispetto al suo asse.

5.72.% Cilindro, momento d'inerzia (2). Calcolare il momento d'inerzia del
cilindro pieno omogeneo di massa M, altezza h e raggio R, rispetto a un asse
perpendicolare all'asse del cilindro e passante per il suo centro. Suggerimento:
scegliere il riferimento in modo che l'origine sia il centro del cilindro e l'asse del
cilindro sia l'asse z. Qual ¢ 'asse di rotazione?

5.73.% Cilindro, momento d'inerzia (3). Calcolare il momento d'inerzia del
cilindro omogeneo di massa M, raggio R e altezza h, rispetto a una sua
generatrice. '

5.74.% Cono, momento d'inerzia (1). Sia C il cono pieno omogeneo di
raggio R, altezza h, massa m, vertice l'origine e asse coincidente con l'asse z.
Calcolare il momento d'inerzia di C' rispetto all'asse z.
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5.75.% Cono, momento d'inerzia (2). Sia D un cono omogeneo di massa m
descritto da:

222

D-—-{(w,y, 2):0<z< hya? + 9y < = % }

Calcolare il momento d'inerzia di D rispetto all'asse = (attenzione! Non rispetto

all'asse z. Suggerimento: fare una figura, utilizzare le coordinate cilindriche,
prestando attenzione alla rappresentazione di D in queste coordinate).

5.76.% Tronco di cono, volume e centroide (1). Calcolare il volume e il
centroide del tronco di cono C' che ha raggio della base maggiore R, raggio della
base minore R/2, altezza R/2.

(Prima di impostare qualsiasi integrale, fare un disegno per capire la
geometria; scegliere opportunamente il riferimento e scrivere la rappresentazione
analitica di C).

5.77.% Tronco di cono, volume e centroide (2). Calcolare le coordinate del
centroide del solido S (pieno) a forma di tronco di cono:

— . < 2 2< ;o 2
{(x,y,z) 0<z<h,z°+vy _(1 3h) R}

dove R, h sono parametri positivi. (Si raccomanda di fare una figura, osservando
che S ¢ la differenza tra un cono di raggio R e altezza 3h ed uno di raggio %R e

altezza 2h).

5.78.% Sfera, momento d'inerzia (2). Calcolare il momento d'inerzia di una
sfera solida omogenea S di massa m e raggio R, centrata nell'origine, rispetto
all'asse parallelo all'asse z e passante per il punto (R, 0,0).

(Attenzione: l'asse di rotazione non é l'asse z come nell'Esempio 5.16).

5.79.% Calotta sferica, volume. Sia C' la calotta sferica definita in coordinate
cartesiane da

S={<w,y, 2) 2l +y? + 2 <R2~§ SR}

Calcolare, mediante un opportuno integrale triplo, il volume di S.
(Suggerimento: ragionando opportunamente sulla figura, scrivere la
rappresentazione di S in coordinate sferiche).
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5.80.% Corona sferica, momento d'inerzia. Sia C il solido omogeneo di
massa M avente la forma di una corona sferica di raggio interno 7 e raggio esterno
R. Calcolare il momento d'inerzia di C rispetto a un asse passante per il centro.

5.81.% Ellissoide, volume ¢ momento d'inerzia. Calcolare il volume e il
momento d'inerzia dell'ellissoide pieno omogeneo di massa M e semiassi a, b, c,
descritto da

.’132 y2 z2

rispetto all'asse z.
(Suggerimento: nel calcolo degli integrali, per prima cosa eseguire il cambio di
variabili: z = ax’,y = by, 2 = ¢2/; quindi...).

5.82.% Paraboloide, centroide. Calcolare in funzione di R, h il volume del
paraboloide

2
P e {(x,y,z) 0<z<h2*+y* < Eh—z}
e le coordinate del suo centroide (supponendo P omogeneo).

5.83.% Iperboloide, volume e centroide. Calcolare il volume e il centroide
della regione €2 delimitata dalla superficie dell'iperboloide

e daipiani z =0,z = c.
5.84.% Toro, volume e momento d'inerzia. La superficie di un toro di raggi
R, r ha equazioni parametriche:

z = (R + rcosp)cost
y = (R + rcosp)sind ¢ € [0,27),9 € [0, 27).
z = rsing

Perciod un toro pieno 7' si pud rappresentare come il solido descritto da:
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z = (R + pcosp)cost
y = (R + pcosyp)sind *)
z = psing

con ¢ € [0,27),9 € [0,27), p € [0, r]. In altre parole, rispetto alle coordinate (*),
il toro solido ¢ rappresentato semplicemente dalle condizioni:

v € [0,2m),9 € [0,27),p € [0,r].

Sfruttando questi fatti, calcolare:

a. il volume del toro;

b. il suo momento d'inerzia rispetto all'asse z (supponendo il solido
omogeneo di massa M);

c. il suo momento d'inerzia rispetto all'asse x.

5.85.% Cubo, momento d'inerzia. Calcolare il momento d'inerzia di un cubo
omogeneo di massa M, spigolo [, rispetto a un asse passante per il centro del cubo
e perpendicolare a due facce.

5.86.% Piramide a base quadrata, centroide. Calcolare il volume e il
centroide della piramide a base quadrata definita da:

P ={(2,9,2) : |2| +|y| < (b — 2);2 € [0,h]}

con h > 0 assegnato. (Si consiglia di fare un disegno per capire la geometria e
tenerne conto nel calcolo degli integrali).

5.87.% Semisfera, centroide. Calcolare il centroide della semisfera
omogenea

8 = {(x,y,z)::c2+y2+22 < R,z > 0}.

5.88. Ottavo di sfera, centroide. Calcolare le coordinate del centroide della
porzione di sfera (piena) omogenea di raggio R e centro l'origine, compresa nel
primo ottante (ovvero: z > 0,y > 0,z > 0). Fornire un risultato esplicito,
dipendente dall'unico parametro R che figura nel testo dell'esercizio. (Si
suggerisce di fare una figura...).
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Baricentri e momenti d'inerzia di solidi non omogenei

5.89.% Calcolare il momento d'inerzia, rispetto all'asse z, del cono

di densita o(z,y,2) = a(%ﬁ + 1)

(dove R, h,a > 0, ha le dimensioni di una densita, R, h sono raggio e altezza
del cono).

5.90.% Calcolare il baricentro della semisfera solida
9= {(m,y,z) ct+yt+ 22 <Rz > O}
avente densita §(z,y,2) = 1 + z/R.

5.91.% Si consideri il cono (pieno):
C = {(z,y,2) : 2 € [0,h],2* + y* < 2°}.

Supponendo che si tratti di un solido di densita variabile 6 = 2z, calcolare:

a. la massa totale;

b. le coordinate del baricentro;

c. il momento d'inerzia rispetto all'asse z.
Fornire risultati espliciti, dipendente dall'unico parametro h che figura nel testo
dell'esercizio. (Si consiglia di fare una figura...)

Un'applicazione fisica: campo gravitazionale generato da un corpo sferico

Esempio 5.17. La legge di gravitazione universale

T2
F=Gmmy—=

1o

dove 75 € il vettore che unisce i punti in cui si trovano le masse m; e my
rispettivamente, riguarda masse puntiformi. Quando si tratta di calcolare il campo
gravitazionale generato ad esempio dal sole, sarebbe comodo poter fare il conti
come se tutta la massa si trovasse nel centro del sole (o il suo baricentro, se non
coincide col centro), in altre parole come se il sole fosse una massa puntiforme.
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Ma questo ¢ lecito per una massa distribuita su distanze enormi come ¢ il sole?
Rispondiamo mediante il calcolo integrale.

Si dimostra che il campo gravitazionale generato in un punto dello spazio da
un corpo esteso é uguale al campo generato da una massa puntiforme pari alla
massa totale del corpo, e posta nel baricentro del corpo stesso.

Qui proveremo questa proprieta in un caso particolare, sufficiente a trattare in
prima approssimazione il sole e i pianeti: che il corpo abbia forma sferica e la sua
densita sia una funzione radiale. Scegliamo un riferimento in cui il corpo € una
sfera di centro l'origine e raggio R e scegliamo l'asse z passante per il punto in cui
vogliamo calcolare il campo, dunque sia esso (0,0, L) con L > R (calcoliamo il
campo solo nei punti esterni al corpo). Sia 6(z,y,z) = §(p) la sua densita
(radiale) e M la sua massa totale. Useremo le coordinate sferiche

x = psinpcost
y = psingsing  dzdydz = p’sinpdpdpd?.
Z = pcosy

Il campo generato in (0,0, L) &

——G/// 6(z,y,z) <x’y’Z—L)23/2dxdydz.
22+y2+22<R? [xz -+ y2 + (Z — L) }

Per le simmetrie si vede subito che le componenti z e y del campo sono nulle.
Calcoliamo quindi

F, /2" / B / T peosp—L -
= singd | 6(p)p*dp | dd =
mG ~ Jo ( 0 \Jo \ [p%sin2p+(peosp—L)2]"?

R m
—-L
== 27'('/ / pCOS‘p Sin d 6 2d ' .
. < L ([PZ+L2—2chosgo]3/2 pdp | 6(p)p dp (%)

Ora nell'integrale interno facciamo la sostituzione

cosp = t; —sinpdyp = dt,t € [1, —1] e abbiamo

i cosp — L . ! t—-L
/ =t 573 | Sinpde = / £ 37 |9t
o \[p?+ L? — 2pLcosy) ~1\ [p? + L? — 2pLt]

ora poniamo




Par. 5.2. Integrali tripli 487

p*+ L? —2pLt = u*; —pLdt = udu;u € (L+ p,L — p)

L+p Efig%:lﬁ —L 1 L+p pz — 2 — 42
et & —du = 3 T S di =
Esp U pL 2L%p J1—, u

- s (- [2] -0) = s (- 1) (5) - ) -

L .2
2L2p L%

:-—-4p-

Percio, inserendo il risultato nell'integrale doppio (x),

F, 4 (E

- 2
G 7/, 6(p)p~dp.

D'altro canto la massa totale del corpo ¢:

R
- [[] 6z, )dadyds = 47 | 8(p)d,
z24y2422<R? 0

da cui si riconosce che

F, *_%
mG L2’

Pertanto il campo generato nel punto (0,0, L) &

(0,0,1)
=@M~

cio¢ proprio il campo prodotto da una massa puntiforme posta nell'origine.

3 [
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Soluzioni §5.2

5.52. Q={(z,9,2): 2> +y* < R,,0< z < h}.

(E' sia "per fili" che "per strati").

5.53.
R?
Q= {(z,y, 2):0<2<ha® +42 < ﬁ—Q—zQ} ("per strati")
5.54.
72 y2 12 y2 72 yz
Q={(w,y,2):ﬁ+—b—2-ﬁl,—6\/l— (;2_+—b_2) <z<eyfl— (;,-2-.*-52-
("per fili")

555. v.fig. 5.17.

z L z L
s : < < < ——= & " i".
0= {550 <5 <hlol < 22,0l < £2 ] per sty

h
5.56. I= / / / ze_(’”2+y2)dasdy dz =
0 z24+y2<(Rz/h)*

usando le coordinate polari nell'integrale doppio interno

h Rzfh h - Rz/h
=/ z 27r/ e " pdp dz=27r/ z|— dz =
0 0 0 2 1,

h ~(Rz/h)* 2 2 h
1 e z h —(Rz/h 2
=27r/02(———2 )dz-—-_ﬂ',:? +-————2R23 ( /)} -

0
= %(h2+ —;;Z(e—Rz — 1))
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Fig. 5.17.

5.57. Passiamo in coordinate sferiche:

z = psingpcosy
y = psinpsind B = {(p,p,9) : p € [0, R, € [0,7],9 € [0,27]};
Z = pCcosy

dxdydz = p*sinpdpdddp.

2 R ™
/ / / e “dxdydz = / dd / ( / e‘/’°°s"’sincpdcp> pldp =
B 0 0 0
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R e~ PLOsp i R R
= 27r/ [ } pldp = 27T/ (e —e™P)pdp = 47r/ pShpdp =
0 p 0 0 0

R
= 4#{[pChp]§ - _/0 Chpdp} = 4m{RChR — ShR} = 2n{R(ef +e7") — e’ +e7*}.

5.58.

e [ fsenae= [ [ ]

calcolando l'integrale in dz e poi passando in coordinate polari in quello in dzdy

_ a#%/f@@ " %)2 + (1 = %))pdp - %wathz.

5.59. Volume:

; h
C———///da:ddz:/dz// drdy =
el c % 0 Pyl 4

h 6 71" 7
Y L () N TR N Cell ) M) I S P
“W/O moT|T | e T

(5%)
a(z+ h)dz |dzdy =

Momento d'inerzia:

=% («* 2)cldal—mz/hd ihﬁﬁ?»d
—|C|.//./cz+y myz—ﬂhSWO Z/o p dp =

_14m hl[(h—z)3]4dz ™m h(h—z)12dz= ™ {(z—h)la}h:

TR Jy 4| A2 = 2nl1 2RI | 13
0

:_7_”.1 _h_lj_l h2.

oK1l 13 T 26

he™ z24y2/R
[Ql:///dmdydzz// / dz |dzdy =
Q z2+y?<R? 0

5.60.
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calcolando l'integrale in dz e poi passando in coordinate polari

R 2
== 27Th/ pe~?Bdp = 2rhR? (1 - —).
0

e
z *i—///zd:cd dz =
“Tial) ST
1 he~Va /R
= —— dz |dzdy =
27th2(1 - %)/,/xzﬂpim /(; ‘ z) Y

calcolando l'integrale in dz e poi passando in coordinate polari

1__&
=g<1 e;):ozsm.

5.61. In coordinate sferiche,
R 2m T o . -
9 pCosp
F= / / ( / pilugisiible sincpdgo)dﬁ il =
0 0 0 psiny

R R
= 4/ (ef —e™P)pdp = 8/ pShpdp = 8{ RChR — ShR}.
0 0

Per simmetria, z¢ = yo = 0;

5.62. M= / / / (1+2® +y°) dedydz =
)

h
o e
0 22 4y2<(h—2)°

(calcolando l'integrale interno in coordinate polari)

h h—z Wl (h — )2 _ )
:/0 (2%/0 (p+p3)dp)dz:27r/0 [(h 5 ) -l-(h 1 )szz[zzh—t]

h 4 3 5
_ 2 BN, _ (P R
_w/O (t - 2)dt_7r<3 +75 )

RG
563 &
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5.64. Q:{(p,'&,z)OSZSh,0<’L9§g-,O§p§ -f—z}—;}

llﬁl///zyzzdxdydz=
Q

Rz/h
R2 3 / zdz / cossin®ddyd / ptdp =

12 [sin®9]™? /h 1/Rz\°
e e 2222 dz=
’/('th 3 0 0 5 h

12 1 1RSA 4
=R 3 EW T 3l
5.65.
x = psinpcosd
a. y = psingpsingd
Z = pcosy
s T
= <p< < - 0<p< =
Q {(p,wﬂ?) 0<p<ROZ¥<3, _.<P_2}

R T L4
/ / / oyt dzdydz = / ASdp / * cosdsinddd f * sinpcos?p dy.
Q 0 0 0

T T

2 2
/ sin3pcos?p dp = / sing (1 — cos?p)cos*p dp =
0 0

[cosp =t] = /01(t2 - t4)dt =

71R /2
2 O Lgnze| 2oL pro L pr
///Qxyz dmdydz—[7]o[25m19] =15 R' = R'.

. ] 105

Qo =
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5.66.  Larappresentazione analitica di {2 & stata ricavata nell'Esempio 5.12:

Q={(z,9,2):0<2<1,0<y<1-2,0<2<1—-z—y},

il 1-z l-z—y 1
percio / / / zzdzdydz = / / / zzdz |dy |de = —.
Q 0 0 0 120
5.67. In coordinate sferiche,

R T 2
I= / (/ (/ (p*sin*pcos®? + p*cos?p) pPsing dﬁ) dgp) dp =
r 0 0

R ™
L 0

5.68. / / / |zz|y’dzdydz = 8 / / / zzy*drdydz
22+y2+22<R? S

con S={(z,y,2) : B +y*+ 22 < R% x>0,y > 0,2 >0}

In coordinate sferiche,

y = psingpsind

x = psinpcosyd
z = pcosp

si ha
T

8 = {(p, 0,9):p€0,R],p € [0, g],'é‘ € {O, 2} },dwdydz = p2sinpdpdddp,

R /2 /2
- / (/ (/ (v sm‘f’“’s‘”(P°°S‘P)(P5in‘f’smﬁ9)2smsod¢) dﬁ) prdp =
0 0 0

R /2 /2
= / p%dp / sin*pcospdyp ( / sin%?cosﬁdﬁ) =
0 0 0

sin5go]w/2‘[sin319]”/2 R" 11 8 7
5 3 '

R
_8._7_.[

0 0
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5.69. M = ///(Zh—z) dzdydz =
c
h
=/(2h—z)dz// dzdy =
0 224y2< (h—2)°

poiché l'integrale interno ¢ l'area del cerchio di raggio (h — 2),
h
———/ (2h — 2)w(h — 2)%dz =[h — 2z = 1]
0
h 3 b
t t 1 1 7
= 2 == — — = 4 = -] = — 4_
7r/0 (h+t)todt ﬂ[h3+4J0 Th <3+4> mh

5.70.  Rappresentiamo analiticamente Q. Il piano § + ¥ + z = 1 taglia gli assi x,y
nei punti (3,0,0),(0,2,0),quindi la base del tetraedro (ombra del tetraedro sul piano

(z,9)) &

Percio

QZ{(-’Uaywz)10§$S3,0_<_y§2——x,0<z<1-—§—--12/-}

e / / /Q ey = /O 3 ( /0 ) < /0 _hewdz)dy>dx:
_ /( /Oz“‘f)(l_g_g)dy)dx: [e(2(-2) - (1= 2)] )as -
= /Osex(l - g)zdaz = [1-% =t;do = -34]

1 1
= / e37323dt = 3¢ / e 2dt =
0 0

(con due integrazioni per parti)
2, 17

9 9"
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571, 1MR?

5.72.  Possiamo rappresentare il cilindro nella forma:

[N~

C={(m,y, z) 1 2? +y* < R?, —g

e calcolarne il momento d'inerzia rispetto all'asse y. Si ha:
Iz-jl{/// (m2+22)dmdydz=
C| c
M h/2 4 5
= /_h/de//zbrngR? (w +2%)dzdy =
_ M 2 2 / e 2 —
= (h//;c2+y2gR2x dxdy+27R 4 z°dz | =
S 3 » h
7rR2h h/ cosz‘}dﬁ/ dp+27R* - ol
M R* wR2h3 R? h?
ﬂR2h<hﬂT+ 12 >—M(4 +12)

5.73.  Rappresentiamo il cilindro come il dominio

Q= {(z,9,2) : 2 € [0,h],2* + y* < R?*};

scegliamo come generatrice la retta verticale passante per (R,0,0). Allora
§2(z,y,2z) = (x — R)* + ¢2 e il momento d'inerzia &:

m
= — | §%(z,y, z)dzdydz =
A

h
s Y I B _
7TR2h/0 dz//x2+y2§R2 [m +y°+ R 2Rx]dxdy

m R 2 ) )
= . . B d —
R h /0 /0 (p® + R* — 2Rpcost)dV | pdp
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R 4 2 21R
2m R
0

1 1 3
o 2( = — = — 2
—2mR(4+2> mR*°.

5.74. Risulta:

m " 2 2
i / | / /,uy@(%zf(m +9%)da dy

passando in polari nell'integrale interno

] " hR?2J, 4

oy B 3 4 2
Fe |D|///D(y + 2%)dz dy dz.

x = pcost
In coordinate cilindriche: y = psind
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3m 2m h tr/h
I= / / (p*sin®d + %) pdp | dt | di =
7r7"2h 0 0 0

3 r? 2 3 2 2
=-m| — = — 4h*).
5m(4 +h) 2Om(r + 4h?)

5.76. C={(z,9,2):0<z< R/2,2"+y' < (R-2)*}.
1 /R\* R 1 1 7

== 2 —_—— o 2 3 _— = i— 3.

IC| = 7rR ‘R 37r(2> 3 37rR (1 8) 247TR

Per simmetria il centroide ha Z = § = 0; inoltre:

— 1 R/2 d d d 24 R/2 - 2d
= Té_l-/o ? //$2+y2S(R—Z)2 ray = 7WRSA ZT‘-( - Z) Z =

R/2

2 fRRL . 5 M A 8 o
:'7—R73'/0 [Z —2ZR+ZR]dZ:?—R§[Z_3 R+ R:IO =

24 1 2 1 11
—7R(4-16—3-8+2~4> 561

5.77.  Per simmetria, x¢c = yo = 0.

1
Zc = T‘—S,—l///Szdxdydz.

Per calcolare il volume |S| osserviamo che il tronco di cono ¢ la differenza tra un cono

di raggio R e altezza 3h ed uno di raggio 2R e altezza 2h, percid

S| = —w[3th th]:%whm.

Quindi o= o | ([ [ )=

h
- 19321%2/ (1 - ﬁ) Ridz =
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___2_7_ " 1+Z_2 2 dz—_zz_ z_|__zi_~g_zj dz__
“1on ), T\ on2 19% J, onz " 3n )Y T

_ 2 +z4 21" _ 21, (1 +_1__g _27, 1133,
19h 36h2  9h 197\ 2 T 19 36 76

5.78. I= ]%‘—I / / /S [(z — R)? + %] dzdyd=

In coordinate sferiche:

= / / ( / [(psingcosd — R)* + (psin@sinﬂ)z]dﬁ)singodcp) p2dp =
-7T

3m i " 2 2 2 ¥ 2
=35 ), /0 [R? + p*(1 — cosp)|sinpdy | p*dp = [cosp = t]

3m (R [ 7
= "z“ﬁg A (/—1 [R2 +,02(1 - tz)]dt>p2dp = ngZ

5.79. In coordinate sferiche si ha:
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IS[=///Sd:cdydz=/02ﬂ</0%</j p%ingodp) dtp) dd =

2cosp

i1 R?
= “( R} - inp dp =
27T/0 3( 8cos3go> stpap
. 1
(cosw =t,—sinpdp =dt,t € [1, 5])
2R (! 1 2R 17
=— é(l—§§>dt— 3 |it+ﬁ]%—

2R3m 1 1 1 5 ..
= 3 (1+I6——2_—Z>—§Z7TR'

5.80.

x = psingpcosd
C:y=opsinpsingd r<p<R0<I<2m0<p <,
2 = pecosy

] = %ﬂ'RS - %mﬂs = %ﬂ(RE’ 7).

Ie I-"C-{-I///C(xuyz)dxdydz:

in coordinate sferiche, dz dy dz = p’sinp dp d¥ dp

3IM 27 g R2 5 3
——r cw/d/ sin?y - plsing dp =
o, @), e s Fengd

3M T o B
:m2ﬂ/(; SlnngQD‘/r\ pdp:

__ M 1.5 5/”. e B
—2(R3-—r3)5(R T) A Sln(p(]_ COs QD)dgo_
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3. (R =7 3o 3. (RP—1°) 4
1_0M(R3 5 —Ccosp + ]0 10 (R3—r3).3—
2, (RP—1%)

_SM(R3—T3)'

5.81. Vz/// \ dxdydz
2L+l

Col cambio di variabile z = ax’,y = by, 2 = ¢/,

dxdydz = abedx'dy'd2,

V= abc/// dz'dy'dz = éﬂabc,
oy 422<1 3

perché l'integrale triplo scritto rappresenta il volume della sfera di raggio 1.
Momento d'inerzia rispetto all'asse z:

M
I:-————/// 2% +y?)dzdydz =
14 §§+§§+;§§1( )

con lo stesso cambio di variabile di prima

M
=7 /// (agzlz+b2y’2)abcdx’dy’dz’=
37aoc o2y 2%<1

passando in coordinate sferiche:

z' = psinpcosd
Y = psingsind 9 € [0,2n],¢ € [0,7],p € [0, R],d2'dy'dz' = p?sinpdpdddp
Z' = pcosp

_aM
—-471'0

3M 1 2 T 1. 27 T
=—1qa’ / ptdp / cosZ9dd / sindpdp + b? / pldp / sin?9d1 / sindpdp » =
47 0 0 0 0 0 0

3M 2 2/”.3
o DT b .
5{(@ + ) Osmgodgo

2 g 1
dy / singdy / (a®p?sin®pcos?? + b%psinpsin®9) p?dp =
0 0
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5.82.

Per simmetria,

I}

" 4 . . . ..
[ / sin®pdyp = 3 calcolo gia fatto in altri esercm]
0

SMI o o4 _ 1,02 12
45( +b)3—5M(a—|—b).

h
]P|=///dacdydz=/ dz// dzdy =
P 0 z2+y2$HTzz

R p2 212
. R _ R°R* T,
_/()whzdz—'/'rh2~2Rh.

T=7=0,

1 h
=— dzdydz = | zd =
1P|/ / /P atyt = |+ «f /M@R;zdxdy

2 (M R? 2 [, 2 h* 2
_m/oz—h—zdz—ﬁ/ozdz—ﬁ?—gh

5.83.  Un disegno aiuta a capire la geometria di 2

Fig. 5.19
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Si puo rappresentare 2 per strati al modo seguente:
2 2 2
Qz{(w,y,z):ze[o,c],% '7;2_14- }

Si noti che ogni sezione piana i—z + %’; <1+ 5—2 & un'ellisse di semiassi
2 2
4 Z
a\/ 1+ 2 b\/ 1+ )
22
e quindi area mab (1 + —2) ;
C

Siha |Q|=/ // , dzdy)dz=
0 Lh<1tg

(per quanto appena osservato)

¢ 22 c? 4
== /0 wab (1 + C—z)dz = mab (c + ﬁ) = g'/rabc.

Per il centroide C', per simmetria si ha z¢ = yo = 0, mentre

Ze = — zdzxdydz = dxdy |dz =
€] Q Y abc L <1+5 Y
3 8 28 3 I 2
= 47mbc/0 zmab (1 + CQ)dz E (z + g)dz =

e il centroide & C'= (O 0, — )

5.84. Il modulo del determinante jacobiano della trasformazione di coordinate:

z = (R + pcosp)cost
y = (R + pcosp)sint
z = psing

& p(R + pcosyp).
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a. Percio il volume del toro é¢:

2m 2m T
IT] = / dgo/ dﬁ/ p(R + pcosp) dp =
0 0 0

= %7'21% -A4n? = 27 R - 7r?

@il volume ¢ il prodotto dell'area del disco di raggio r per la "circonferenza media
equatoriale" 21 R).
Il momento d'inerzia rispetto all'asse z ¢&:

2w o
|T|/// z? +y?)dzdydz = |T|/ d(p/ dl‘}/ (R-+pcosy)(R+pcosp)? dp

M [T 2m
ZWW/ pdp/ (R® + 3R?pcosp + 3Rp*cos’p + pcos’p)dyp =
0 0

(per simmetria gli addendi con le potenze dispari di cose hanno integrale nullo su
[0, 2], mentre cos?¢ ha un integrale notevole)

M [T s 2 2 37 rt
27rm (R 2+ 3Rp 7r)dp =2m"M|( 2R ) +3RZ =

M 3 3
_2_ M (o2p3 2 ap) _ 2 2.
s 27rR-7rr2<2TR +27'R) M(R +4r).

c. I = l—‘%///s;(y2 +z2)dxdydz =

con lo stesso cambio di variabili di prima

M 2r r 2m
= m/ dﬂ/ p dp/ [(R+ peosp)?sin®y + p*sinp] (R + pcosep) dep.
0 0 0

M, 5,
I—2<R+4r>.

585. Sia Q={(z,y,2) :7,y,2€ [-4,L]} e lasse di rotazione sia l'asse z.
Allora:

E con calcoli di routine si ottiene:
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dm/ dy x +y dz—
IQI/%

L
2

l !
M : 3
B l’/_ dm/_ (2? + %) dy =

i L
2 2

ml-

i g L
:%(l/2m2daz+l/2y2dy> =%~2l‘/2$2dm:

h
5.86. |P| =/ // dmdy) dzs
0 |z|+[y|<(h—2)

Osserviamo che l'integrale interno ¢ l'area di un quadrato la cui semidiagonale vale (h —

2
percio l'integrale interno vale [(h - z)\/i] , €

1P| = /0h2(h . P E(z _ h):”] g %h"’.

0

Centroide. Per simmetria, ¥ = § = 0, mentre

= dxdy dz—— 2(h — 2)dz =
|P’/ (/-/i;:|+|y!<(h 2) ) 2h3 Jo 2 )

3 [ 5 9 3 3 22h?  2hz® At h
—Eg/(; (Zh — 2hz +z)dz—-ﬁ —2"‘ 3 +Z

5.87.  Per simmetria, 7 = 7 = 0. Calcoliamo

l_;’—l / / /S sy =

n|
Il

in coordinate sferiche

Z)
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1 2 /2 R .
= di‘}/ d / CoSy - psinpdp =
%TFR3,/0 : 12 A pPeOSY - pSINYap

3 [sinzgo]”/z Rt 3
0

= R > |, & Tst

588. (IR,2R,ZR)

5.89. /// 2® +17%) ( —I-l)d:rdydz—
-/ (

(932 + yQ)dxdy] dz =

a:2+y?<

R
hz

psdp] dz =

hr9z 1/R \* raRY [t /225 4
—27ra/0 (F—l-l)Z(Ez) dz—WA (—h—+z>dz—

4 6 5
= moft [2h -h—] —14371'01R4h.

5.90.  Per simmetria sara z¢ = yo = 0.
Utilizzando le coordinate sferiche si ha:

_JJ fsz5(x y, 2)dwdydz _ [[[s2(1+ 2 dadydz _
[ [ [s6(2,y, z)dadydz fffs(l + £)dzdydz

fo (27r fo peosp(1 + p(cosyp) /R)Slmpdcp) de
fo (2" fo @+ P(COSSO)/R)Sln(pdcp) p2dp

jus

2 )] 2 /2
/ peosp(l + p(cosp)/R)sinpdp = [psm 2L cos w] = g + 2
0

2 3R
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s

/2 (1 + p(cosp)/R)sinpdyp = [-—cosgo + =
A R 2




Cap. 6. Campi vettoriali

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6.

6.1. Lavoro di un campo vettoriale,
campi conservativi e potenziali

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §1.3, 1.4, 1.5.

Linguaggio, notazioni e concetti fondamentali per gli integrali di linea di
seconda specie

6.1.% Quali delle seguenti scritture possono indicare correttamente un
integrale di linea di seconda specie? Per ciascuna scrittura, dire se ¢ corretta o
scorretta, nel secondo caso spiegando con precisione perché. Si raccomanda di
rispondere a ciascuna domanda prima di leggere le successive.

a F(r(t) | (t)]dt
b

b / F(r(t)) x ' (£)dt

b

c. / Ol ()dt

d / F(r(t) - (t)dt
b

e / F(r(®)) ' (t)dt

/ /vfds
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g /E'dz
i

6.2.% Rispondere vero o falso a ciascuna delle seguenti affermazioni.
a. Un cambiamento regolare di parametrizzazione della curva v non cambia

il valore del lavoro di F' lungo v.
b. Un cambiamento di orientazione della curva -y cambia il segno del lavoro
di £ lungo .
c¢. Il'lavoro di un campo lungo una curva chiusa ¢ sempre zero.
d.  Un campo si dice conservativo se ¢ irrotazionale.
e. Il lavoro di un campo conservativo lungo una curva chiusa ¢ sempre zero.
£ Un campo C1(Q) si dice conservativo in un aperto () se ammette un

potenziale in 2.
g Seun campo ¢ conservativo in (2, allora ¢ irrotazionale in 2.
h.  Se un campo ¢ conservativo in {2, allora ¢ solenoidale in €.
i. Se un campo ¢ irrotazionale in €2, allora ¢ conservativo in €.
. Se un campo (tridimensionale) ¢ irrotazionale in una sfera Q C R3, allora

¢ conservativo in (2.
m. 1l lavoro di un campo vettoriale lungo una curva dipende solo dagli estremi

della curva.

6.1.A. Lavoro di un campo vettoriale
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §1.3.

Esempi svolti

Esempio 6.1. Calcolare il lavoro del campo vettoriale
F= (——yz,xz, :1:2)

lungo l'arco di elica cilindrica:

x = Rcost
v: 4 y=Rsint ¢ e0,4n].
z = Qi‘—wt



Par. 6.1. Lavoro di un campo vettoriale, campi conservativi e potenziali

509

Per definizione si ha:

L= /E dr= [ E(x(t)-r'(t)dt
¥ 0
. ; . h
Calcoliamo: r'(t) = | —Rsint, Rcost, 5 );

E(r(t) = ( Rsmt2h t Rcost-;—b-t R%cos’t )

Quindi

4
L= / — Rsint— L t, Rcost— i t, R*cos’t | - [ —Rsint, Rcost, L] dt
0 2 2 2

h h hR?
_ 2 2 2 2 —
-/0 <R 5 —t+ R o cos t)dt 2 | (t+cos t)dt—-

- 27r (“?2 +9 ) = (47 + 1)hR2.

Esempio 6.2. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale

F= (_ya 233)

lungo il triangolo di vertici A = (0,0), B = (3,0),C = (0,1) percorso in verso

antiorario.

Si tratta qui di calcolare il lavoro di un campo piano. La curva in questo caso &
una linea spezzata, descritta dandone i vertici e il verso di percorrenza, spettera a
noi scriverne la rappresentazione parametrica. Prima di fare calcoli ¢ bene perd
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osservare la geometria:

C (1)

A (0,0) B (3,0)
Fig.6.1.

Notiamo che il lavoro elementare
E(r(t)) - r'(t)dt

si annulla ogni volta che uno dei due vettori F'(r(t)), r'(¢) ¢ nullo, oppure i due
vettori sono tra loro ortogonali. Nel nostro caso:

il lavoro lungo AB & nullo perché su esso F' = (0,2z) & perpendicolare ad
AB,;

il lavoro lungo C'A ¢ nullo perché su esso F' = (—y,0) ¢ perpendicolare a
CA;

calcoliamo percio solo il lavoro lungo BC'. Si tratta del segmento:

y=1-—2x/3, perz € [0, 3],

percorso da destra a sinistra; quindi il lavoro che cerchiamo ¢ l'opposto di quello
calcolato lungo il cammino:

r(t) = (¢t,1 —t/3) pert € [0, 3].

r'(t) = (1,-1/3); E(x())

L= —/OSE(r(t)) - (t)dt = —/0(§ ~1-2t)a-

(t/3—1,2t)
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Esempio 6.3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F= 2 =
Var+ 2 a2 + 2
lungo l'arco di curva - parametrizzata in forma polare da:

T

=9, ve|%,7).
p ? 47 2

Anche in questo caso abbiamo un campo vettoriale piano. La curva ¢ assegnata

in forma polare, e la prima cosa da capire ¢ che se vogliamo impostare

correttamente il calcolo del lavoro, per scrivere il lavoro elementare
E(r(t)) - ' (t)dt

¢ necessario scrivere esplicitamente la parametrizzazione della curva, cio¢ passare
dalla forma polare alla forma parametrica standard,

r(¥) = (Jcosd, Ysindd).
Solo cosi possiamo calcolare le quantita che ci interessano, ossia:

' (¥) = (cos? — Ysind, sint + Jcosd);

F(r(¥)) = (sind, cos??);

& it L= / Ple(9)) - (9)d =

= /2 (sind, cos?) - (cost¥ — Ysind, sin + Yeosd)dd =
%

T

= / 2 [2sindcos + ¥ (cos®d — sin®d) |dv = / : [sin29 + Ycos209]dd =
t :

s

4

1 /7. t
(2 =1 = §/§ [smt + Ecost] dt.
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Poiché / tcostdt = tsint + cost + c,
L= lcost + 1(tsint + cost) . 1[tsint —cost]”,, =
12 4 ! m/z

Esercizi

6.3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

_ (2 y

F= , -
B (¢172+y2 x2+y2)

lungo la semicirconferenza di centro l'origine e raggio R posta nel semipiano
y > 0 e percorsa in verso antiorario.

6.4.% Calcolare il lavoro del campo vettoriale

(z,9)
F ==
E(wy) =5~ /7
, . 1 . J x = cost m
sull'arco di ellisse BEg { == sint te [O, 2}.

6.5.% Calcolare il lavoro del campo vettoriale
E = (y7 —33)
lungo I'arco di curva:

r(t) = (t — sint, cost) t € [0, g]

6.6.% Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F=(y,—z,z2)
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lungo l'arco di curva orientato:

z = (3 + cos(3t))cost
y = (3+ cos(3¢t))sint ¢ € [0, 2]
z = sin(3t)

6.7.% Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano
F=(z+v")i+y']

lungo l'arco di circonferenza ~ descritto in coordinate polari da
{(p,9): p=R,¥ € [0,Z]} (& percorsa in senso antiorario).

6.8. Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano
v=(-y,z)
lungo I'arco di spirale di Archimede descritta dall'equazione in forma polare
p = R, ¥ € ]0,4n],

dove R ¢ un parametro positivo.

6.9.% Si calcoli la circuitazione del campo vettoriale piano

_E = (_ya .’II)
lungo l'astroide v di equazioni parametriche:
z = Rcos®y
{y _ Rsin®s v € [0,2n].

6.10.% Si calcoli la circuitazione del campo vettoriale piano
E=(-y2’)

lungo il parallelogramma ~ di vertici (0, 0), (2,0), (3,1), (1,1) percorso in verso
antiorario.
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6.1.B. Campi conservativi e potenziali
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §1.4, 1.5.

Esempio 6.4. Si consideri il campo vettoriale
1 2
F(z,y,2) = (logy + -i- logz + x—;— logz + 9—12)

definito in Q = {(z,y,2) : z > 0,y > 0,z > 0}.

a. Si verifichi esplicitamente che esso verifica nell'aperto {2 le condizioni
necessarie affinché sia conservativo.

b. Sicalcoli un potenziale di £’ in (2.

a. Verifichiamo che F ¢ irrotazionale in 2.

OF _1_OR 0K _1_09k OR,

_1_en
oy y Oz’ 0z =z Oz’ 0Oz z Oy

b. Poiché (2 & semplicemente connesso, questo implica che £’ ¢ conservativo.
Cerchiamo un potenziale.

U
5 = logy + i— = U(z,y,2) = zlogy + zlogz + ¢(y, 2);

(abbiamo calcolato la primitiva di F} rispetto ad z; la "costante di integrazione" ¢
qualsiasi espressione non dipenda da z, percio & una generica funzione g(y, z));

oU T z+1 1

e = oL ,2) = logz + ——~ = ,2) = logz + —

% " 3 9y(y, 2) g ” 9y(v,2) gzt
= g(y, z) = ylogz + logy + h(z);

(abbiamo calcolato la primitiva di g,(y,z) rispetto ad y; la "costante di
integrazione" & qualsiasi quantita non dipenda da y, cio¢, trattandosi ora di
funzioni di y, z, una qualsiasi funzione di h(2));

U(z,y,z) = zlogy + zlogz + ylogz + logy + h(z);

oU Y y+2 Ly 2
az_loga:+z+h(z)—log3:+ o #h(z)—z

= h(z) = 2logz + ¢ =



Par. 6.1. Lavoro di un campo vettoriale, campi conservativi € potenziali 515

U(z,y,2) = xlogy + zlogx + ylogz + logy + 2logz + c.

Il potenziale ¢ stato infine determinato, come sempre a meno di costante additiva.

Esercizi
6.11.  Si consideri il campo vettoriale
E(z,y,2) = (e + ze%, (x + 1)e* + €7, (y + 2)¢” + €7)

definito in R3.

a. Si verifichi esplicitamente che esso verifica in R® le condizioni necessarie
affinché sia conservativo.

b. Si calcoli un potenziale di F' in R3.

6.12.%
a. Siayl'arco di iperbole

1
y=_perz € (1,10]
e sia F' il campo vettoriale
2z 1 2 1
(o 1 % 1)
22+ | 22 a2+ y? P
Dopo aver dimostrato che F ¢ conservativo in una opportuna regione
semplicemente connessa contenente -y, si calcoli il lavoro di £’ lungo y utilizzando

un potenziale.

6.13.% Si consideri il campo vettoriale

$2 +y2>

Zx 2y 1
F(z,y,2) = (m + zlogz, Pt + ylogz, 5102%(372 +9°) + 92

a. Determinare il piu grande insieme aperto €2 in cui F' ¢ ben definito e dire
se {2 ¢ semplicemente connesso.

b. Determinare un potenziale di F', se esiste, e concludere se il campo ¢
conservativo o meno in 2.
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6.14.% Si consideri il campo vettoriale

Fz,y,z) =(e ¥ —ze % e*—ze Ve —ye * + 2)

definito in R3.
a. Si verifichi esplicitamente che esso verifica in R?® le condizioni necessarie

affinché sia conservativo.
b. Si calcoli un potenziale di F' in R3,

6.15.% Si consideri il campo

2¢z —y 2yz+<zx
Fo2) = (B0 2L g +47)).

a. Verificare se il campo ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione 2.

b. Determinare, se esiste, un potenziale del campo.

c. Calcolare il lavoro di F' lungo la circonferenza di equazione
r(t) = (cost, sint, 0),t € [0, 27]. Commentare i risultati ottenuti nei punti a, b, c.

d. Calcolare il lavoro di F lungo la circonferenza di equazione
r(t) = (1, cost, sint), t € [0, 27]. (Non occorrono calcoli!)

e. Calcolare il lavoro di F lungo 1la curva di equazione
r(t) = (3cost, 3sint, &™), t € [0, 27]. (Non occorrono calcolil)

6.16. Calcolare un potenziale del seguente campo vettoriale conservativo:

2

F(z,y,2) = Sylog(l - z?‘)z' + [fj_ 52 + 3w10g(1 s z2)]i+

6xyz
2
+[%mg1+y)+1+24@

Quindi, calcolare il lavoro di F' lungo l'arco di curva:
r=1
y:ey=1+t tel0,1]
z=1+1
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6.17.% Calcolare un potenziale del seguente campo vettoriale conservativo:

2yz

y .
1+z21+

i+
1+2 (1+g27 |

F(z,y,2) =

_22(1 +zy) 1
(1422 1442

6.18. Calcolare, nel modo piu conveniente, il lavoro del campo vettoriale
conservativo

F= (e“y2 - 2xze_””2, e 2:cye'y2, e + Zyze‘zz)
lungo l'arco di curva orientato:
r(t) = (t,£8,¢%),t € [0,1].
6.19.% Si consideri il campo vettoriale

Z 2yz 1 1 Y
E(m,y,z)z(— - +;)x+y2_;2—+2z>

(z+92)" (z+12)]

definito nel dominio T’ = {(z,y,2) : ¢ > 0,y > 0,z > 0}.
a. Verificare che F ¢ irrotazionale in 7T'.
b. Calcolare un potenziale di £ in T

6.20.% Si consideri il campo vettoriale

2 2
L mz Y ,—arctanf———j—-——-l—l)

FiE, o) = - ’ -
_( Y ) ( $2+y2 x2+y2 (y2+z2)2 y (y2+z2)2 z

definito nel dominio 7" = {(z,y,2) : « > 0,y > 0,z > 0}.
a. Verificare che F' ¢ irrotazionale in 7.
b. Calcolare un potenziale di F'in T'.
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6.1.C. Esercizi vari su lavoro di un campo,
campi conservativi e potenziali

6.21.5%
a. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

_ (y7)
E” x2+y2

lungo I'arco di parabola y = 2%,z € [—1,1].
b. Quindi, stabilire se il campo ¢ conservativo nel suo insieme di definizione.

6.22.  Si consideri il campo vettoriale
F(z,y,z) = (2306“’!, —zleV 4 2BV eV (2yz2 + 1) + e‘z).

a. Verificare che F & irrotazionale in R3.
b. Calcolare un potenziale di £ in R3.

6.23.% Si consideri il campo vettoriale, conservativo nel suo insieme di
definizione:

_ Y T 2y _ 2z _
F(z,y,z) = (1+w2y2’1+w2y2 +y2+z2+e z’y2+z2 — Z(y—l—l)).

Calcolare un potenziale di F in R3 privato della rettay = z = 0.

6.24.% Sia ~y la curva

z=t
y=t> te]0,2]
z=1

e sia F' il campo vettoriale: F = {2, 2y, %)

Calcolare il lavoro di F' lungo 7.

6.25.9% Sia -y 'arco di spirale logaritmica di equazione polare:
p=¢e’, ¥ e[-2m 2]

e sia £ il campo vettoriale piano:
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F=yi—xj

Calcolare il lavoro di F' lungo +.

6.26.  Si consideri il campo vettoriale pianb:

2
_E=< 1+22 + ¢ + —— )z+ 2

V1+z22+ 42 \/l-i-ac?—l—y?l'

a. Verificare se il campo ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione.

b. Dalla risposta al punto precedente si pud concludere che F' & conservativo
in tutto il suo insieme di definizione? Perché?

c. Stabilire se F' ¢ conservativo in tutto il suo insieme di definizione, e in
caso affermativo calcolarne un potenziale (suggerimento: integrare per prima la
seconda componente).

6.27. Sia~y l'arco di ellisse di equazioni parametriche:

{ x = 2cost

y = 3sind d € [0,7]

e sia £ il campo vettoriale piano:

= (3:32 + y2)z + 2zy].

a. Calcolare il lavoro di F' lungo ~y (direttamente dalla definizione, cioé
calcolando un opportuno integrale).

b. Stabilire se F ¢ conservativo in R?, e in caso affermativo calcolarne un
potenziale. Quindi (sempre in caso affermativo), utilizzare il potenziale per
calcolare nuovamente il lavoro di cui al punto a.

6.28.9% Si consideri il campo vettoriale piano

2?2 2z .
Flz,y)=—+——2 - ¥ __;
(2% +4?) (% +4?)

a. Verificare se F ¢ irrotazionale in tutto il suo dominio di definizione

R?\ {(0,0)}.
b. Stabilire se F' €& conservativo in tutto il suo dominio di definizione

R?\ {(0,0)}, calcolandone, in caso affermativo, un potenziale. (Suggerimento:
integrare per prima l'equazione U, = F3).
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c. Calcolare il lavoro compiuto dal campo F' lungo 'arco di curva:

x = Rcost

: {y _ psint '€ [0, ].
6.29. Si consideri il campo vettoriale piano:

E=yly—=z)i+z(z—y)i

a. Stabilire se il campo ¢ conservativo nel piano, calcolando in caso
affermativo un potenziale.

b. Calcolare il lavoro del campo lungo il perimetro del triangolo di vertici
(0,0),(1,0), (0,2), percorso in verso antiorario.

6.30. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

= (:cy, 2z, 332)
x = Rsinp
lungo la curva ~: y = Rsinp ¢ € [0, 7]
z = Rcosp

6.31.  Sia~y l'arco di curva

T = .cost
y=sint ¢ € [0,2n].
z = 2¢t

a. Stabilire se v & regolare e se ¢ chiusa, giustificando la risposta. Calcolare
l'elemento di lunghezza su +.
b. Calcolare l'integrale di linea

/zzds
“

c. Calcolare il lavoro lungo -y del campo vettoriale
F = zzi + zyj + yk.
6.32.  Si consideri il campo vettoriale piano
F(z,y,2) = 2z2i + 49’z + (1 + 2* + y*) k.

a. Verificare se F' ¢ irrotazionale in tutto R2.
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b. Stabilire se F ¢& conservativo in tutto R2, calcolandone, in caso
affermativo, un potenziale.
c. Calcolare il lavoro compiuto dal campo £ lungo l'arco di curva:

z=t+1
yicy=2t2 tel0,1]
z =

6.33.  Si consideri il campo vettoriale piano:
_ xL+ Yl
T+t )

a. Verificare se il campo ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione.

b. Dalla risposta al punto precedente si pud concludere che F' ¢ conservativo
in tutto il suo insieme di definizione? Perché?

¢. Se F' ¢ conservativo in tutto il suo insieme di definizione calcolarne un
potenziale.

d. Calcolare il lavoro di £ lungo l'arco di curva:

_ {x = 3t — sinnt

y = cosmt telo,1]

6.34.  Si consideri il campo vettoriale

P 2z . 2yz _+< 1 N 1 >k
ST @) @+ Py 14227

a. Siverifichi se il campo ¢ irrotazionale nel suo dominio di definizione.

b. Dalla risposta al punto precedente si puo dedurre se il campo &
conservativo o meno nel suo dominio di definizione? Perché?

c. Stabilire se il campo & conservativo, e in caso affermativo calcolarne un
potenziale.

d. Calcolare il lavoro di £ lungo l'arco di curva

y=1 teo,1].
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Soluzioni § 6.1

6.1.

a.  Scorretta. Il vettor velocitd 7/(¢) qui compare entro modulo, mentre dovrebbe
essere moltiplicato scalarmente per il campo.

b. Scorretta. Tra i due vettori compare il prodotto vettoriale, mentre dovrebbe
comparire il prodotto scalare.

c.  Scorretta. La formula indica un integrale di linea di prima, non di seconda specie.

d.  Scorretta. L'integranda ¢ espressa in modo esplicito come funzione di ¢, quindi sul
simbolo di integrale dovrebbero comparire gli estremi [a, b] tra cui varia ¢, e non il simbolo
~ che denota la curva.

e. Corretta. Questa indica I'integrale di seconda specie in forma esplicita.

f  Scorretta. Questa indica l'integrale di prima specie, in forma simbolica.

g Corretta. Questa indica l'integrale di seconda specie in forma simbolica.

9

Falso. Se cambia I'orientazione, cambia anche il segno.

Vero.

Falso. (v. pero la prossima domanda e).

Falso. (La definizione corretta & data nella domanda f).

Vero.

Vero.

Vero.

Falso.

Falso. E' vero sotto qualche ipotesi aggiuntiva, ad es. che () sia sempliciemente

connesso.
I, Vero, per quanto osservato in 7. (La sfera & semplicemente conessa).
m. Falso. E' vero se il campo & conservativo.

300 TN A0 R &

2
63. —ZR.

6.4. r(t) = (cost, 2sint);  r'(t) = (—sint, 2cost)

L= / £ | P(®) - r(dt =

2 (cost, 2sint) - (—sint, 2cost ? 3sintcost i
[y (it Seot), 3 St 1y
0 0

cos?t + 4sin%t 1 + 3sin?t

—/l-su—du— l10 (1+3u2) 1~-1o 2
- 0 1+3u2 o 2 g 0_ g.
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6.5. F(r(t)) = (cost, sint — t)

r'(t) = (1 — cost, —sint)

/2 /2
Ls= / E(r@®) ' (t)dt = / (cost, sint — t) - (1 — cost, —sint)dt =
0 0
/2
= / (cost — cos®t — sint + ¢sint)dt =
0

/2 /2
= [sint]g/ B —g + / tsintdt =1 — —g + [—tcost]g/ Yo / costdt =
0 0

™ ™
=1——+0+1=2——.
g PO 2

6.6. Pt =
= (—3sin(3t)cost — (3 + cos(3t))sint, —3sin(3t)sint + (3 + cos(3t))cost, 3cos(3t))
E(r(t)) = ((3 + cos(3t))sint, — (3 4 cos(3t))cost, sin(3t))

L= Ea®)-r)dt=
0

= /Zﬂ{—~(3 + cos(3t))2 + 3005(3t)sin(3t)}dt o=
0
per simmetria
= /%{—(3 + cos(3t))* }dt = — 27T{9 + cos?(3t) + 6cos(3t) }dt =
0 0
=—{9-2r+ 7+ 0} = —197.

6.7. r(9) = (Reosd, Rsind), s € [0, 2]

/4
/ F.-dr= / (Rcos? + R%sin9, R?sin®9) - (— Rsind, Reosd)dd =
¥ 0
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/4
= / (=R2costsing — R’sin®) + R*sin*Ycosy)dd =
0

iz
/ (—R%cosdsing — R*sind (1 — cos®d) + R3sin®Jcosdd)dd =
0

2 3 3,977/4 2 3
[R231n19+R3(C o — osz?) R3smz9] —-—R—+R——-R3

2 3 3 o 4 42
68.  Zr'R%
6.9. ' (9) = (—3Rcos*dsind, 3Rsin*Icosd);

2m
= / (—3Rcos*Ysind, 3Rsin*dcosd) - (—Rsin®9, Reos®d)dy =
0

2m 2
/ (3R%cos*vsin*® + 3R%sin*9cos*s)dv) = 3R* / cosY¥sin®¥dy =
0 0

2m 1 3
= 3R? / = (sin(209))*d9 = 7w R2.
o 4 4
6.10.  Indichiamo con 7i,~s,73,7s rispettivamente i 4 lati del parallelogramma
percorsi in verso antiorario a partire dal vertice (0, 0), e calcoliamo separatamente il lavoro
su ciascun segmento (v. fig. 6.2).
1 r(z) = (x,O),x = [072];
Y2 1 r(z) = (z, 2 — 2),r € [2a3];
73 :r(z) = (3 -z, ),z € [0v2]5
Y4 :1(z) = (1 -z,1- CL'),SC & [0’ 1]'
Prima di proseguire, lo studenti osservi con attenzione come sono stati rappresentati gli
archi ~ys,~4, per far si che la parametrizzazione traducesse correttamente il verso di
percorrenza.
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(1,1) V3 (3,1)

y /72

(0,0) Mmoo (2,0)

Fig.6.2.

2
/E.dg=/ (0,2%) - (1,0)dz = 0;
m 0

2 373 35
2—6,

3 3 T T
/E-dr_=/ (Z-x,xz)-(l,l)d:c:/ (2-z+a*)ds = [2x——+—
2 2 2 2 3

2

3E-dzz/02(—l,(3-—x)2)~(—1,O)da::/0 da =2

6.11.  a. F ¢ irrotazionale in R3:
oF _ , OF, OR _, OF 0F

=¢e¥ — = =e

a8 _ oR _ ._ 0%
oy 8z’ 9z Bz’ 9z

=5y
b. Poiché F' & irrotazionale in R® che & semplicemente connesso, questo implica che F'

& conservativo in R®. Potenziale:

Ul(z,y,2) =$€y+zez+ey+’yez+2ez+c.
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6.12. F & definito per z # 0,y ## 0,quindi in ciascuno dei quattro quadranti
(aperti). La curva « ¢ contenuta nel primo quadrante, @), che ¢ semplicemente connesso.
Verifichiamo che F' ¢ irrotazionale in Q).

oh _ _ 4my _ 9K
By - (;1;2 -+ y2)2 - Oz '
Percid F' ¢ conservativo in Q. Cerchiamo un potenziale U (z,y) di £ in Q.

2z 1

Us(z,y) = proSry R

)

2z 1 1
Ule,y) = /(———-—2- + F)dm = log(:c2 +y2) ~= + c(y);

24y

2y , 2y 1
Uy(a:‘,y)= x2+y2 +C(y)= x2+y2 —51—2'7

. 1
c(y) = —?;C(y)=—

11
Ul(z,y) = log(z* +4°) e

La curva -y ha estremi A(1, 1), B(10, ). Il lavoro del campo & dunque

1 1
= - 1 S _
L=U(B)-U(A) = og(lOO -+ 100) 10 + 10 — log2

613. a Q={(z,y,2):2>0,22+y*# 0} non & semplicemente connesso.
b. Cerchiamo un potenziale U.

1 1.
Us = # + zlogz = U(z,y,2) = §zlog(w2 +°) + éleogz + o, 2);
2y _AY
y = z2 + 2 + 12 +gy(y, z) = 2 412 + 12 +ylogz = gy(y’ 2) = ylogz
15
= g(y, 2) = jy’logz + h(2);

U(z,y,2) = %ZlOg(ﬂ?z +y°) + %(562 + y?)logz + h(z);
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2 2
U. = Jlog(a? +37) + SV 4 () = Jlog(a? +47) +

1 4y
T2 22 2

=
2z

=l =0=>h{z)=c=

1 1
U(z,y,2) = ézlog(a:2 +4%) + > (2 + y*)logz + c.
Percio il campo ¢ conservativo in (2.

6.14.  a. Verifichiamo che F ¢ irrotazionale in R3.

OR _ ., 0B OR_ . _OR OF___,_oR
oy T oz’ 9z 9z’ 08z Oy

b. Poiché R® & semplicemente connesso, questo implica che F & conservativo.

Cerchiamo un potenziale.

Ug=eV—ze® = U(z,y,2) =ze™¥ + 267 + g(y, 2);

—Z z

Uy=—ze ¥ +gy(y,2) =e* —ze™V = g,(y,2) =€

= 9(y,2) = ye™ + h(2);

U(z,y,z) = ze ¥ + 27" + ye™* + h(z);

Uz=e'”—ye"z+h'(z):e”z—ye'z+z=>h'(z)=z=>h(z):z—+c:,*'

2

U(z,y,2) =ze™¥ +ze™* +ye™* + % + c.

6.15.
L 1 k
a. VxF= 812 ay az =

- 2z2—y  2yztz 2 2
iyt iy? lOg(x +y )

y 2y 2y 2 2z L
TNt 2r) NEZrg T 2t
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22 +y2 222z +3)  —(a®+y?) — 2y(2z2 — y)
+k _ _
$2+y2 -732+y2

— 2(z* + %) — 22(2yz + z) + 2y(2zz — y) \ _
=k o =

. 2(2 + %) — 2(a? + 9%) — dayz + 4dzyz) "
T z? 9 -

Il campo & irrotazionale in Q = {(z,y, 2) : % + y* # 0}. Notiamo che Q (lo spazio
privato dell'asse z) non ¢ semplicemente connesso, quindi l'irrotazionalitd di £’ non implica
la sua conservativitd in tutto 2. D'altro canto F' sard conservativo in qualsiasi sottoinsieme
di Q) semplicemente connesso, quindi possiamo cercare un potenziale. Si trattera di vedere,
a posteriori, qual ¢ il pitl grande insieme su cui tale potenziale ¢ definito.

2z —y 2zz —y
b. = = =
Uy 9:2+y2=>U /:z:2+y2dx

= zlog(z® + y?) — arctan (5) + f(y, 2);

2yz 1 z 2z +x
Yoalty? 1+§(yﬁ+hmd 2 o )

> 02) = 9(2) = Ulo,0,3) = stogle? + ) = arctan(£) +4(2
U, = log(z? + ¢?) + ¢'(2) = log(z® + y*) = ¢/(2) = 0,9(2) = c.

U(z,y,z) = zlog(z® + ) — arctan<§> +ec.
Y

Abbiamo trovato un potenziale, tuttavia questo ¢ definito per y # 0, quindi non in tutto
2. Poiché questo potenziale non & prolungabile su tutto 2, il campo #non ¢ conservativo.
c. r(t) = (cost,sint,0),t € [0,2n];r'(t) = (—sint, cost, 0);
F(r(t)) = (—sint, cost, 0);
2m om

&= (—sint, cost, 0) - (—sint, cost,0)dt = dt = 2m.
0 0
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d. La curva ora non gira intorno all'asse z, ma ¢ interamente contenuta in una regione
semplicemente connessa (ad esempio, il semispazio z > %) in cui F' ¢ irrotazionale e quindi
conservativo. Poiché la curva ¢ chiusa, allora, il lavoro ¢ nullo.

e. Questa ¢ una curva che gira intorno all'asse z, quindi non si pud ripetere
l'argomento del punto d. D'altro canto non ¢ necessario fare esplicitamente il calcolo: il
lavoro lungo questa curva ¢ uguale al lavoro lungo la circonferenza considerata al punto c,
in quanto una curva pud essere deformata con continuita nell'altra senza uscire da .
L'irrotazionalita del campo in ) garantisce quindi che le due curve sono equivalenti ai fini
del calcolo del lavoro. Pertanto, I, = 27 (come nel punto ¢).

Le figure 6.3.a,b illustrano questa argomentazione (gia riportata, in un caso piano, nel
testo, v. [BPS2], cap.6, §1.5, Esempio 1.12.b). Nella prima figura sono rappresentate le due
curve, entrmbe avvolgenti l'asse z; chiamiamole v (la curva che ci interessa) e ¢ (la
cirvonferenza). La seconda figura mostra un cammino chiuso I" che non avvolge l'asse z, e
quindi lungo il quale il lavoro del campo ¢ nullo (perché si pud trovare un dominio
semplicemente connesso contenente questo cammino e nel quale il campo ¢ irrotazionale, e
percid conservativo). D'altro canto osservando la figura vediamo che il lavoro lungo I' ¢
pari al lavoro lungo ~y, meno il lavoro lungo ¢ (i lavori lungo i due segmenti si elidono
perché opposti); 'annullarsi di questa differenza implica l'uguaglianza del lavoro lungo v e
lungo c. ;

z

Fig. 6.3.a. Fig. 6.4.b.

6.16. U(gg7 U, z) = Bxylog(l + 22) + z2log(1 + y2) + &

L=U(1,2,2)-U(0,1,1) = 10log5 — log2.
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Y
6.17. Uy, st) = T+
U(z,y,2) = 1+ 2+f(y, z)
Uy, ,2) = g + o, 2) = g — 22
N Y2 1+z2 wWhEI =TT (14 y2)?
2yz
fy(y’z)"_(1+ )27f(y7 ) 1+ 2+g()
.. 2 .
2zyz 1 ; 2z(1 + zy)
U,(x,y,2) = — + +9g(z)=—
(@3,2) (1+22)?%  1+y? 9(2) (1+ 22)
2z 1
/ _ . — .
g (z) = —(1+22)2, 9(2) 1+z2+c»
Uz z)_:vy—l-l © 4o
,y’ - 1+22 1+y2 *

6.18.  Cerchiamo prima un potenziale U (z, y, z) del campo F":

—z2

U(z,y,2) = ze™V 4 ze™ — ye

L= U(Z(l)) - U(Z(O)) = U(L 1a 1) - U(0,0,0) =~
o 4yz ?_EE
6.19. a. ay = ($+y2>3 - 8:1:;

R _ 1 _onm

0z —(;1;+y2)2 _—5‘;’

8F2 2y 1 . %

0z (z+2)? 22 Oy’
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Quindi F' ¢ irrotazionale in 7. Poiché T' ¢ semplicemente connesso, ne segue che [
ammette un potenziale in 7.
b. Cerchiamo U (z,y, z) tale che

Uy, y5.2) = —m;

< z
U(a:,y,z) =/—($+y2)2d{1): 27+y2 +f(yaz):

2yz 2yz 1
Upeytz) = =4 | Y2) ==—————=+—= f(y,2z) = -
u ) @t ) v (¥, 2) e 7 v(¥,2)
fw2) = [1ay="+0);
Y, z) = = y——z g\z);
z Y _
U(z,y,2) = P + 9(2);
Yy o,y 1 y /
Uz,y,2) = - = = s = 2z;
(2,9, 2) praripy Rl (2) Py z2—|—22=>g(z) 2z
9(z) = 22 +¢;
__Z Y 2
U<mayaz)_m+y2+;+z +ec.
2 _ .2
6.20. a. on _ 2y’ —2%) _0F

Oy  (z2+442)?* Oz’

(9F1 Yy (9F3

bz D+y oz

OB _ w  mr _on
8z  w2+y?  (y2+22)° Oy’

Quindi [ ¢ irrotazionale in 7". Poiché 7" & semplicemente connesso, ne segue che F
ammette un potenziale in 7",
b. Cerchiamo U (z, y, z) tale che

yz
Us(@,y,2) = T g
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U(z,y,2) =/ Y dp= - za;rctang + f(y, 2);

Tz 2
@ . xz 2y - _ %
Uy(x, Y, z) = m —|—' fy(y, z) e 1'2 + y2 - (yz + 22)2 = fy(y; Z) - = (y2 _|_ 22)2

2 1
f(y,2) =/— % +yz2)zdy= e + 9(2);

U(z,y,2) = —zarctan;jE I +g(2);

y2 + 22
T 2z » z 2z 1
U,(z,y,2) = —arctan— — ————— + ¢'(2) = —arctan— — ———= + - =
z( 'Y, ) y (y2 + 22)2 g( ) Y (yz +Z2)2 z
i 1
=g (2) =5 g(z) =logz+¢;
- y 1 1
U(z,y,2) = — zarctan; + m + logz + c.
6.21. a. r(z) = (z,2%);¢'(2) = (1,22);

2
Ete(e)) = 222,

1 1 2 P 1 2132
o= [ Ee@) ¢@ido= | i%;); (12002 = [ e

1 3 1 m
= 2/0 H_:L’Qd:z = 6[arctanm]0 =6 Z = 571’.

b. Verifichiamo le condizioni necessarie:

OF, 8( x ) Y-z

bz 0z\2+12)  (P+)

2

Il

Il

%_ﬁ( y ) et 1
oy Oy \z®+1y? (22 +y2)*’
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le condizioni non sono verificate in nessun aperto del piano, il campo non puo essere
conservativo.

6.22. a. Verifichiamo l'irrotazionalita:

oF,
Ay T 9z’ 0z T 9z 0z '

Oy

Quindi F ¢ irrotazionale in R?, Poiché R® & semplicemente connesso, ne segue che F
ammette un potenziale in R,

b. Uz,y,2) =z + ze¥ — e tc.
6.23.  Cerchiamo U(z, y, z) tale che
- _ Y .
Uw(xy Y, Z) - 1-|——:132y_2,

Ul,y, ) = / — Y = arctan(oy) + f(y, 2);

1+-’I»’2y2
T x 2y -z
Uy, y,2) = m + fy(y,2) = 1+ 2242 + Y2 + 22 Te =
2y 2
= fy(y,z) = y2 + 22 €

2 . -
f(y,z)z/(yz _i/zz +e )dyzlog(yz-l—zz) +ye™* +9(2);

U(z,y,z) = arctan(zy) + log(g,/2 + z2) +ye™? + g(2);

Un(o,102) = Sy — 9™ +9(2) = g =+ 1) > /(2) = =7
g(z) =e 7 +g¢
U(z,y,z) = arctan(zy) + log(y® + 2°) + ye ™ + e~ +c.
6.24. et =(t,84,4%); @) = (1,2, 38%);

E(x(t) = (£,2t%,1);
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L= / Fodr= [ () (1) di =

2 2
2
=/O (t3+4t3+3t3)dt=/0 8> dt = [2t*]] = 32.

6.25. r(¥) = (e’cost, e’sind), ¥ € [—2m, 27].
7 (9) = €°(cos® — sind, sin? + cos®?)

F(r(9)) = e’ (sin®, —cosd).

L= [ Fe@) ) =

—2m

2
= / e*’? (cosdsing—sin?¥—cosvsind—cos??) dvy =
—27

m 1 2m 1 o =i
= —/_zﬂez‘?dﬁ = [P, = (e ).

y+y°
= (F1),

3/2

6.26. a. (Fl)y = m

b. Poiché R? & semplicemente connesso e il campo & ivi irrotazionale, il campo ¢
conservativo.

¢ U(z,y) =21+ 22+ 42
m
6.27. a / F.-dr=6 / (5cos?y — 3)sind dy = —16.
¥ 0

b. (F1), = 2y = (F2),
Il campo & irrotazionale in tutto R?, percid & conservativo. Si trova il potenziale:
Ulz,y) = z° + zy°.
v ha estremi: A = r(0) = (2,0), B = () = (—2,0). Il lavoro fatto &:
L=U(-2,0)-U(2,0) = —16.
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6.28.
o (R).— ( y? -’ ) _ (@)~ (@ + )~ o) _
vy 2 22 | T 2 1.2} o
(@ +42)° ), (z? +12)
_ (e + ) —dy(yP - 2% 2y(32® —oP)
(22 + y?)° (@2 +32)°
(5) 2y 2(a” +v°)° ~ 4a(a® +y*)2ay
2 == — == = =
i (@ +92)? ) (@2 +y2)*

=22 + P + 8% 2y(32° —¢P)
(22 +12)° (22 +2)°

={Fy),,

per ogni (z,y) # (0,0), pertanto il campo ¢ irrotazionale in tale insieme.

b.  Poiché l'insieme in cui il campo ¢& irrotazionale non ¢ semplicemente connesso, non
¢ possibile concludere immediatamente che il campo & conservativo: occorre cercare un
potenziale.

_ 2y
(22 +97)°

_ _ 2xy & 2)-
U—/ : dy + f(2);

2?4 42)? T2y
LI, % 2
z y—-z ' y—-x
T x2+y2 . f( ) (332+y2)2 f( ) (x2+y2)2
scegliendo f'(z) = 0, cio¢ f(x) = c. Pertanto un potenziale ¢
x
U(z,y) = L

c.  Gli estremi della curva sono i punti A(R,0); B(—R,0), quindi il lavoro &:

—-R R 2
U(B) - U(4) = U(~R,0) ~ U(R,0) = o — 25 = —=.
6.29.
a. Il campo non ¢ conservativo nel piano
b. L=-1.
6-30. L == 72—rR2 %RS
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6.31.
a. -y &regolare, non & chiusa. ds = /1 + 4e? dt.

)

& Le=1-¢4,
6.32. a (F1), =0; (F2), =0
(1), = 2z; (F3), = 23;

(Fo), = 4% (), = 4¢°.
Percid F ¢ irrotazionale in tutto R2.
b. Poiché F ¢ irrotazionale in tutto R%? e R? & semplicemente connesso, F' ¢&
conservativo in R?. Determiniamo un potenziale.

Uiy, 2) = 2wz; Ulw, 3, 2) = /2wz dz = 222+ f(y, 2)

Uy(z,y,2) = fy(y,2) = 4%z f(y,2) = / dyfzdy = y'z + g(2)

U(z,y,2) = 2°2 + y'z + g(2);
Uz, y,2) = 2> +y' + () =1+ 22+ 4% d(2) =1, g(z) = 2 + ¢

Uz,y,2) = 2?2+ y*z+2z+c= z(l—l—x2+y4) +ec
c. Lacurva ha estremi A(1,0,0), B(2,2,1). Il lavoro ¢é:
L=U(B)-U(A)=(1+4+16)—0=21.

6.33. a (F), = ((__x__) —3zy

1+ 22 +y2)*? y (a4 2)?

(), = y . .
TN (a4 )

Il campo ¢ irrotazionale in tutto il suo dominio di definizione (R?).
b. Poiché R? ¢ semplicemente connesso e il campo ¢ ivi irrotazionale, il campo &
conservativo.
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c¢.  Sappiamo gia che il campo & conservativo.

Z Z
Ve [ e
(1432 +47)"? (1422 +32)"?

_ 1

== m*‘f@);

1
Uy = (“\/“ﬁ“:x——m—g +f(y)> =

) / _ Y / _
- REEEeTE +f(y)—m=>f(y)—0

cio¢ f costante. Un potenziale di £’ dunque é&:
1

Ulz,y) = ———e,
(z,v) T
d.  L'arco di curva:

_{a::3t2—sin7rt

y = cost t€(0,1]

ha estremi: A(0, 1), B(3,—1). Il lavoro ¢ dato da:

L=U(B)=U(A) = U(3,~1) = U(0,1) = —ﬁ + —1\5—
6.34. a (F), = —(—aﬁ—y;)—g; (F2)p = -@;%é,)—a
(), =~ g B = = s
(Fy), = —ﬁy—yg—)g; (), = —(?%;2?

Il campo & irrotazionale nel suo dominio di definizione, = R* — {z = y = 0}.
b. Poiché ) non ¢ semplicemente connesso, non si pud concludere da questo solo
fatto che F’ sia conservativo in tutto il suo dominio di definizione.
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¢.  Cerchiamo un potenziale di F.

2xz
Us(m,y,2) = —m;

2xz z
U(z,y,z) = ./_(x2+y2)2dw: P + f(y, 2).

2yz 2yz
U.’Z’, 722_——+ yR) = ———F——">
quindi fy(ya Z) = 0: ossia f(y7 Z) - g(z): €
z
U(z,y,2) = Zi +9(2).
1 o1 1
Uz(x,y,z) - w2+y2 +g(z) - w2—|—y2 + 1+z2
uindi z)= L (z) = arctanz + ¢
q g - 1-|—Z2, 9 - ’
. z
U(z,y,2) = W + arctanz.

Poiché abbiamo trovato un potenziale, possiamo (solo ora) concludere che il campo ¢
conservativo in €.

d. Lacurva ha estremi A(0,0,0), B(1,1,1), il lavoro &

1

L=U&LD~U&Q®=§+£



6.2. Area e integrali di superficie
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 4, §3; cap. 6, §3.

Esempi svolti

Esempio 6.5. Calcolare l'integrale di superficie

Iz/LMS

T = tcosu
dove S ¢ la superficie { y = 2tsinu t € [0,1],u € [0, 7].
z=1
Calcoliamo anzitutto:
) 1 k
e XTy=| cosu 2sinu 1 |=(—2tcosu,—tsinu,2t).
—tsinu  2tcosu O

dS = \/4t2cos?u + t?sin?u + 4t2dtdu = t\/dcos?u + sinu + 4 dtdu.

1 T
/ / ydS = / ( / 2tsinu-t\/4cos2u+sin2u-|-4du>dt=
S 0 0

1 T
= </ 2t2dt> (/ sinuy/5 + 3cos?u du) = [cosu = g]
0 0

= [%3}1( _1\/57@(15) =—§-2/01mds= [\/§s=\/5smu]

0 1

SettSh\/'g

0

4 /Seﬁs*‘ 3 /3 \/E 20 [Cthhw—l—w]
= = 5Chw 41/ =Chwdw =
0 3 34/3 2
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N 2+ s 2 ] Vi s 2

Esempio 6.6. Si scrivano le equazioni parametriche della superficie ¥ che si
ottiene facendo ruotare attorno all'asse z l'arco di curva descritto nel piano zz

dall'equazione z = (1 —x)® per z € [0,1] e se ne calcoli I'elemento d'area. Si
calcoli quindi 'integrale di superficie

[fzets

La curva v di equazioni z =t,z = (1 —t)?,¢ € [0,1] genera per rotazione
attorno all'asse z la superficie

z = tcost
Y:qy=tsind  tel0,1],9 € [0,2n]
= (1-t)"

che ha elemento d'area

dS = t\/1+4(1 — t)dtdo.

//E\/;—f;yﬁdsz/o% Al\/gtmdt do =
:277/01(1—t)mdt=

1
= = (5" -1).

0

—(1+41-1)%)%?
12

=2

Esempio 6.7. Si consideri la superficie conica X di equazione

z=+/zt+y?, 2+ <7l

Supponendo che si tratti di una superficie materiale di densita variabile p = 3z,
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calcolare le coordinate del baricentro. Fornire un risultato esplicito, dipendente
dall'unico parametro r che figura nel testo dell'esercizio.

Si tratta di una superficie assegnata in forma cartesiana z = f(z,y), per la
quale si ha:

ds = \/1+ |V f(z,y) dzdy.

& y
V2 + 42’ V42

Poiché Vs 0= (

si ha dS = v/2dzdy.

Per simmetria il baricentro avra x¢ = y¢o = 0. Calcoliamo

 [fpz-32dS [ [ 24 y2r23(@ + v?)V/ 2dzdy -

C pumm— N —_— —
ffz'gzds ffz2+y2£r23\/ z2 +y? \/—édxdy

Z

_fyrtdp 5 3
oarfop?dp T 4
(Y . . X 3
Percio il baricentro ¢ <O, 0, ZT> :

6.2.A. Applicazioni geometrico-fisiche
degli integrali di superficie

6.35.9% Momento d'inerzia di una superficie sferica. Calcolare il momento
d'inerzia di una superficie sferica > omogenea di massa M e raggio R rispetto a un
asse passante per il centro.

6.36.% Momento d'inerzia di una superficie comica. Si consideri la
superficie laterale X di un cono di altezza h e raggio R. Supponendo si tratti di una
superficie materiale omogenea di massa M, calcolarne il momento d'inerzia
rispetto all'asse del cono.
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6.37. Centroide di una superficie semisferica. Calcolare le coordinate del
centroide della superficie semisferica omogenea di raggio R e centro l'origine,
compresa nel semispazio z > 0. Fornire un risultato esplicito, dipendente
dall'unico parametro R che figura nel testo dell'esercizio.

6.38.% Area e momento d'inerzia di una superficie torica. Si consideri la
superficie torica

z = (R + rcosyp)cos?
Y y=(R+rcosp)sind ¢ € [0,2n],9 € [0, 27].
z = rsinp

a. Calcolare 'area di X.

b. Calcolare il momento d'inerzia di 3, supponendola una superficie
materiale omogenea di massa M, rispetto all'asse z, oppure:

c. rispetto all'asse x.

6.39.5k Area e momento d'inerzia della superficie di un paraboloide. Si
consideri la superficie X

z =z’ +y? per z* + y* < R%.

a. Sicalcoli I'area della superficie.
b. Si calcoli il momento d'inerzia della superficie rispetto all'asse =z,
supponendola una superficie materiale omogenea di massa M.

6.40.% Area della superficie della pseudosfera. Si calcoli l'area della
superficie della pseudosfera, che si ottiene facendo attorno all'asse x la curva
(trattrice), di equazioni parametriche:

x = R(t — tanht
{ _ R( ) pert € R.
Y= Cosht

Esempio 6.8. Campo elettrico generato da una superficie sferica carica. Si
consideri una superficie sferica 3 di raggio R e centro l'origine, su cui vi sia una
distribuzione uniforme di carica elettrica, cio¢ una densita di carica pari a
Q/4mR?, dove Q ¢ la carica totale. Calcoliamo l'intensita del campo elettrico nel
generico punto dello spazio esterno alla superficie.

Possiamo scegliere il riferimento in modo che il punto in cui ci interessa
calcolare il campo sia (0,0,L), con L > R. Il campo elettrico sara assegnato
dall'integrale di superficie:
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(x,y,z—L) Q
r=rf [ 7 oS
% (22 +y2 + (2 — L)*)

(dove k ¢ la costante di Coulomb). Per simmetria sara F, = Fy, = 0, calcoliamo
percio

ds =

& 4”3 // (€2 + 92 + ( z—L) 232

x = Rsinpcosd
y = Rsinpsind 9 € [0,27],¢ € [0,7]; dS = R%sinpdpdd

z = Rcosp
_ k9 ¥ / ' feosp — L Rsinpdp | do =
4R Jo \Jo (R2sin2g + (Reosp — L)*)*?

kQ Rcosp — L _singdip =

47r o (R?+ L2 — 2LRcosp)*
EQ (! Rt— L

[cosp =t] = — 5750t
2 J1(R?+ L2 — 2LRt)¥

Da qui in poi il calcolo ¢ identico a quello fatto nel Cap.5, §5.2, Esempio 5.17
(calcolo del campo gravitazionale generato da una sfera piena). L'ultimo integrale
scritto vale —%, percid si conclude

_ kQ 2  kQ
E=—n=m
che ¢ uguale al campo generato nello stesso punto da una carica puntiforme Q
posta nel centro della sfera.
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6.2.B. Esercizi vari

6.41. Calcolare l'integrale di superficie

g:/ﬁ@ﬁ+ﬁws

dove S ¢ la semisfera descritta in coordinate sferiche da
S = {(P,ﬂ,w) p=R,9€[0,27],p € [0, g]}

6.42.9% Si consideri la superficie di rotazione X ottenuta facendo ruotare
attorno all'asse z la curva z = 222 per « € [0, 3]. Dopo aver scritto le equazioni
parametriche di X e aver calcolato il suo elemento d'area, si calcoli I'integrale di

superficie
//mw.
b3

6.43.9% Si consideri la porzione della superficie sferica definita da
R
Y= {(x,y,z) P+ 2 =RE a2+ 2 < 57> O}

(Si consiglia di fare un disegno per capire la geometria e saper esprimere X in
forma parametrica standard). Calcolare 'area e il centroide di 2..

6.44. Calcolare il seguente integrale di superficie:

Tyz
d
// 1+ 2%)(z? + y?) g

dove X ¢ la seguente porzione di superficie sferica di raggio R:

x = Rsinpcosy

Z:gz:nsismﬁ goe[ 2]196[ Z]

6.45.% Si scrivano le equazioni parametriche della superficie X che si ottiene
facendo ruotare attorno all'asse z l'arco di curva descritto nel piano zz dalle
equazioni parametriche
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:U—.t_2.
{225 e
i

e se ne scriva l'elemento d'area. Si calcoli poi l'area di tale superficie.

6.46.9% Calcolare l'integrale di superficie:

| [ #tas

dove T ¢ la superficie torica definita da:

z = (R 4 rcosyp)cost
y = (R + rcosp)sind
z = rsing

6.47.9% Sia S la semisfera superiore di centro l'origine e raggio R. Calcolare

l'integrale di superficie:
/ / (z* + 2)dS.
s

6.48. Sia ¥ una superficie sferica materiale di raggio R, centro l'origine e
densitd superficiale p(z,y,2) = 1+ 2%. Calcolare il momento d'inerzia della
superficie X rispetto all'asse z.

6.49. Calcolare le coordinate del centroide della porzione di superficie sferica
omogenea di raggio R e centro l'origine, compresa nel primo ottante (ovvero:
x>0,y >0,z2>0). Fornire un risultato esplicito, dipendente dall'unico
parametro R che figura nel testo dell'esercizio. (Si suggerisce di fare una figura...).

6.50. Calcolare il momento d'inerzia della semisfera di centro l'origine e raggio
R, compresa nel semispazio z > 0, rispetto all'asse xz, nell'ipotesi che sia una
superficie materiale omogenea di massa M.

6.51.  Scrivere le equazioni parametriche della superficie X che si ottiene
facendo ruotare attorno all'asse x l'arco di curva y = 1/z per z € [1,2]. Scrivere
quindi la matrice jacobiana della superficie, verificare se la superfcicie ¢ regolare
(indicando altrimenti i punti singolari della superficie) e scrivere 1'elemento d'area.
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Infine, calcolare l'integrale di superficie:

1
—d.S.
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Soluzioni § 6.2
6.35.  Equazioni parametriche della sfera:

x = Rsinpcos?
y = Rsingsind ¢ € [0, 27], ¢ € [0, 7]
z = Rcosp

Se non si ricorda l'elemento d'area sulla sfera (sarebbe bene ricordarlo!), il modo piu
veloce per ricavarlo € vedere la sfera come superficie di rotazione della curva

{ z = a(p) = Rsinp

z = b(p) = Rcosp v € [0,7]

e utilizzare la formula per I'elemento d'area delle superfici di rotazione (v. Cap.4, § 4.1.C)

dS = la(p)|y/a/(¢)" +b'(¢)*dedd,

formula che nel nostro caso da dS = R%sinpdpdd.
Quindi:

=M / / (22 +y?)ds = L / 7 ( / W(stngo)R%ingod(p)dﬂ =
%) Js A R? J, 0

M s 7 2
= -2mR /0 (1 — cos?p)sinpdyp =
MR? cos’0]” MR® 4 2
= 9 [—COSW+ 3 }D—- 9 g«-—gMR

6.36.  La superficie si pud rappresentare come:

x = tcost
y=tsind ¢e|0,R],9 € 0,27]
z = R

) I k A L
e X9 = | cosdy  sind % == (—tﬁcosﬁ,tﬁsinﬁ,t).
—tsind  tcosd O

2
Elemento d'area: ds = t\/ 1+ % dt dv
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Area: |Z| = 7RV R? + h2.

Momento d'inerzia:

2
+12)dS = —F——=— / cw/ #. % 1+
|E|// “+) TrR\/R2+h2 \

____M___ m Ej __VRZW__l_MR2
TR/ R? + h? 4 R 2

637. (0,0,%)

6.38. a. a(p) = (R + recosp); b(p) = rsing;

= |a(p)|\/ @' (9)? + ¥ (@) dpdd = r(R + rcosp)dpdd.

2m 2m
|B| = / </ r(R+ rcosgo)dw) de) ==
0 0

2m
= 27r (27rR +r / cosgodgo) = 27r - 27 R.
0

b. I:ﬁ//(a:%y?)ds*:
1) Js

M

2 2w
_ 2 _
= 9mr 27R ), ( A (R + reosp)“r(R + rcosgo)dga) dd

2m
= — [ (R®+3R%rcosp + 3Rr’cos’p + ricos’p)dyp =
27TR 0

27rR

_M 2., 2 _
c. I—lzl//;(y-l—z)df}'*

{27rR3+0—|—3Rr 40} = M(R2+ 27‘)
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_ M
" 9mr-2wR J,

= —A{——/% (R + rcosp)’ /27rsin219d19 + 27r3sinp(R + rcosyp) pdp =
- 4:7T2TR 0 ¥ 0 ’ ¥ 14 =

ar
= Z?riR/ {(R + rcosp)® + 2r’sin®p(R + reosp) }dp =
0

M

2m
= { R® + 3R%rcosp + 3Rr’cos?p +
4TR 0

+ r8cos®p + 2r? Rsin®p + 2r3cosgosin2godgo} =
M 3 2 2 Too 55
= ZF(%R +0+3Rr*r+0+2r’Rr+0) =M s+ )

6.39. a.  V(2*+¢*) = (22,2y);dS = /1 + 4(2? + y?)dxdy;
R
[Z] = // V1+4(22 + y?)dzdy = 27r/ vV 1+4p%pdp =
22 4+y?<R? 0

_ 2 na|® 282 _
_2ﬂ[3'4'2(1+4p) ]0_6[(1+4R) 1].

M
b. IZ——-// 2+ 42)dS =
w1/ )

M
N E/,/Z_*_ 2<R2 (xz + yz) 1 + 4($2 -+ yz)d:vdy =]
TETY S

M, [E .
= ——27T/ 1+4p2p%dp =
1= Jo

2m 2m
( {(R+ rcosp) sin®d + r’sin*p}r(R + ’rcosgo)dcp) i =
0
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(-]

L

[\/1 +4p2 = t;1 +4p? = 12, 8pdp = 2tdt; p* =

M /\/ 1+4R?

1 1+4R2 .
=|—E—I27r t- 21-( 1)- 4tdt IEI/ —t?)dt =

M

31V 1+4R? _
2](1+4R2)

3/2_1] [t° %],

o[

M
[(1+4R2)"2 - 1]

= 2 [(1+4R%)™ - (1+4R%)).

6.40.  La superficie ha equazioni parametriche

= R(t — tanht)
Y:{y= colfhtcosﬂ ¥ €[0,27],t € R.
z = —f—gind

cosht

L'elemento d'area ¢:

= |a(t)[\/a'(t)* + b'(t)*dtd® con a(t) =

- R R\
cloe . &= cosht\) (cosht)

R \/sinh% sinh?t
~ cosht V cosh?t = coshit

o b(0) = Rt~ tanh)

2
+ [R(t — tanht)']*dtd9 =

dtdy =

_ B fsinhd] e i = R2lsmht[dtd19

cosht cosh?¢ osh?¢
27 +00 o3
|El=//d5=/ /R2|smhtldt 9 = 2R’ 2/ SIth? 3y =
J Js 0 R cosh? o cosh?t
1 +o0
= 47 R? {— ] = 4n R,
cotht |,

La pseudosfera, quindi, non ostante sia una superficie illimitata, ha un'area totale finita e
pari a quella della sfera che ha il medesimo cerchio massimo (v. fig. 6.3).
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Fig. 6.5. Una pseudosfera e una sfera con lo stesso cerchio massimo
hanno la stessa area.

6.41.
2 /2
I= / / (ReospR?sin?pcos?? + R2sin?psin9) R2sinpdyp |d¥ =
o \Jo

_ Lo 2 4
—4R7T+3R7T.

6.42.  Le equazioni parametriche di X si ottengono dalla rotazione della curva

a(t) =1
x = tcost
percio sono: y=tsind cond € [0,27],t € [0,3].
z =232

dS = |z(t)|\/ /(1) + 2/ (t)2dtdd = t1/1 + t dtdV

2m 3 om 3
//lxldz :/ (/ [tcosd|ty/1 +tdt> dd :/ |cosz9[d19-/ 21+ tdt =
s 0 0 0 0

[uz V14t u? =14t 2udu = dt; t* = (u2—1)2] =
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z 2 2
=4/Zcosz9d79/ (u2—1)2-u-2udu=8/ (u6—2u4+u2)du=
0 1 1

w2t W) _g(12m 62 T\ _ 848 _ 6784
7 5 3], \7 5 3/ 105 105°
6.43.  In forma parametrica ¢:

y = Rsingsind  cond € [0,27], ¢ € [o, =

x = Rsinpcosd W]
z = Rcosyp

Inoltre dS = R?sinp dpdd, percid :
ﬁ)

2 Z -
|8} = //dS _—_/ (/SRQSingo d(p) dd = 2mR*[—cosp|§ = 2mR? (1 -
2 0 0

Per simmetria il centroide ha T = 7 = 0. Invece:

7= i/ / 2dS = —— o / %RCOSwRZSimp do =
=1/ Js 2rR2(1-42) o
_ __E_Fsmzwf S
B )

T4 (2 0 R3sin®pcospcosdsing \ ‘
6.44. = /o (/0 ((1 T RZCOSQ(p)R2Sin2(p)R sinpdy |dY =

/4 . ™2 sinpcosp R
= R3 </O COS’l?Slnﬂdﬁ) (/0 ﬁ—m‘dw = —S_IOg(l + RQ)

6.45.  Superficie di rotazione:

— gcosﬁ
=Lsing te [o, \/5],19 e [0, 2n).

3

z
Yy
Z2=73
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= |z(t)|\/ 2/ (t) + 2/ (¢)dtdd = \/t2 + ttdtdd = \/1 + t2dtdd.

o \/?Tts V3
= = —_— 2 — 3 2 —
5= [ fas /0(0 Vi Ea i = [ o

1+ 12 udu = tdt; 1 = u® — 1;u € [1,2]

2 5 372
31 7 58
— 2 _ DNuldu = v_uwv| _ i s ot | g o,
7T/1 (u )u u m 5 3 : m 5 3 1571"

6.46. Si calcola l'elemento d'area:
dS = (R + rcosp)rdpdd

2m 2m
Quindi / / z2dS = / d¥ [ [(R+ rcosp)’cos®d] (R + reosp)rdp =
T 0 0
2m 2m
= / cos*9dd / (R + rcosp)’rdp =
0 0

om
= A / (R® + 3R%rcosyp + 3Rr?cos’p + rPcos’p)dp =
0

(usando le simmetrie e l'integrale notevole di cos?¢)

:ﬂr{R3-2W+O+3R7‘2'7T+O}:

=72(2rR* 4+ 3r°R) = mrR(2R* + 3r?).
6.47.

z = Rsinpcosd
S:< y=Rsinpsind 0<I<2m;0< < < I 48= R3sing dip dv
- 2’
z = Rcosp

2 .
/ / (2 + 2)dS = / d / " (Rsin?pcos + Reosy) Rsing dip =
S 0 0
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2 2 . z
=R? / cos?9dy / sin*p dyp + R? / cospsing dp =
0 0 0

= R*1|—cos +COS3SD W/2+R3 Ll ) /2—27TR4+}'R3
- TR, 2 |, 3 27

6.48. I= / / p(z,y,2)(2? +y2)dS =
%

2m T
= / v / (14 R%cos®yp) (R%sin’*p) R*sinp dp =
0 0 )

T 2
= 27r/ [R*sing (1—cos’p)+RSsiny (cos2p—cosy) |dy = §-7TR4 (1 + %)
0

6.49. (0,0,%)

6.50. 2MR?
r=t

6.51. y=jcosd 9 [0,2n],¢ € [1,2].
z = Lsing

t

5 o 1 —%cosd — Jsing
t —ising  lcosy

1
dS =4/ % + 225 dtdd percio S ¢& regolare.
33 3/2
—d (= :
[ [ s = (3 (%) )



6.3. Flusso di un campo vettoriale
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §4.2.

Esempi svolti

Esempio 6.9. Si consideri la superficie di equazioni parametriche:

x = tcosv
y=tsind perte€[0,2], ¥ € [0,4r].
z=1

a. Calcolare l'elemento d'area e il versore normale sulla superficie,
orientandolo in modo che la sua terza componente sia positiva.

b. Calcolare il flusso attraverso la superficie orientata come nel punto
precedente, del campo vettoriale:

.E == (y7 -, Z)
i i k
a. ry Xrg=| cost¥ sind 0= (sind, —cos¥,t).
—tsin  tcosd 1

dS = |ry x roldtdd = V1 + 1dt do.

(sind, —cos¥, t)

Viz+1

b. E(r(t,9)) = (tsind, —tcosd, ¥);

n = vers(r; X 1) =

ndS = r; X rgdtdd = (sind, —cosdt, t) dt d.

Flusso:

2 4
@z//E-QdS:/ dt/ (tsin2ﬁ+tcos219+t19)d19=
b 0 0

2 47 2 2 92 4r
:/tdt/ (1+9)dd = [5} [19+ —2—] = 2(4m + 87?).
0 0

0 0
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In questo primo esempio abbiamo applicato le definizioni, calcolando il
versore normale e quindi il flusso in base alle formule standard che valgono per le
superfici in forma parametrica. In realtd, come vedremo in alcuni dei prossimi
esempi ed esercizi, almeno quando la superficie ¢ abbastanza semplice (sfera,
cilindro, piano, parallelepipedo,...), conviene sempre chiedersi se non c'¢ un modo
pit semplice, basato su qualche considerazione geometrica, per scrivere
direttamente il versore normale (e l'elemento d'area) senza passare dal calcolo di
Tt X Ty, che puo essere un po' laborioso.

Esempio 6.10. Calcolare il flusso del campo vettoriale
F= ($2y’ z,yz)

attraverso la superficie semicilindrica

z = 2cost?
y=2sind € [0,7],t€][0,3],
z=1

orientata nel verso dell'asse y.

I1 cilindro ha I'asse z come asse; percio (v. fig. 6.4) il suo versore normale sara
orizzontale e, nel piano zy, parallelo a (cosd, sini); in altre parole:

n = (cosd, sin¥, 0);

(cos?, sind?)

Fig. 6.4.
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Quanto all'elemento d'area, sara:
dS = 2dvdt

(un rettangolino sulla superficie ha una lato rettilineo verticale di lunghezza dt e
uno orizzontale pari a un arco di circonferenza di lunghezza 2d+9).

Infine, E(r(t,9)) = (8cos®dsind, ¢, 2¢sind),

percio:

s 3
Flusso = / < / (8cos®Ysind, t, 2tsind) - (cosv, sindd, O)dt) 2d9 =
o \Jo

T 3
= / ( / [8cos®Ysiny + tsind] dt) 249 =
o \Jo

cos*y

™

- 9cosq9] =
0

- / [24cos3ﬂsim9 + —g—simﬁ‘} 2dv9 = [—48 )
0

=(-124+9+12+9) =18

Esempio 6.11. Calcolare il flusso uscente dalla superficie sferica di centro
l'origine e raggio R, per:

a. il campo F= (,9,2) 73
(:L‘Z +y2 +22)
b. il campo E = (|z, |2, z|y]).

Il versore normale uscente dalla sfera di centro l'origine e raggio R nel punto
(z,y, z) & parallelo al raggio della sfera passante per (z, y, z), percid

(z,9,2) _ ¢
Vai+y2+22  r|

L'ultima scrittura, piu sintetica, ¢ quella comoda per il punto g, in quanto

n:

T

F=2%
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2
percio @z//%-LdS://-I—I-J—dSz
slrl® = ||

poiché nei punti della sfera & |r| = R

1
_.E.Q.//Eds_

senza bisogno di calcolare I'elemento d'area sulla sfera, basta sfruttare il fatto che
l'area totale & 4w R?

1
e, 2 _
= 7 4T R = 4m.
b. In questo caso il campo F non ha una forma semplice come nel caso a, e
questo costringe a scrivere esplicitamente il flusso come integrale di superficie.
Consideriamo le equazioni parametriche della sfera:

x = Rsinpcosd
¥ :{ y = Rsingsind 9 € [0,27],¢ € [0,7]; dS = R?sinpdpd?.
z = Rcosp

Dalle equazioni parametriche leggiamo che il versore normale si pud esprimere
come

1=

n = — = (sinpcosd, sinpsind, cosp)

mentre  F(r(p,9)) = (|Rsinpcosd|, | Rcosy]|, | Rsingsind| Rcosp)

=

2m T
percid &= / ( / (| Rsingcos?|, | Reosy|, | Rsinpsind| Rcosyp) -
0 0

- (singcosd, singpsind, COSQO)RZSiIl(pd(p) dy =

ricordando che sing > 0

T om 2
= R? / (sinzgo / |cost|cos?dd} + |cosyp|sing / sinddd +
0 0 0
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2
+ Rsinpcos?p / |sim9|d19) sinpdp =
0

per le simmetrie dell'integranda in d¢

i
= R? / (0 + 0 + 4Rsingpcosp) sinpdyp =
0

™ ™
= R* / 4sin®pcos’pdp = R* / (sin2¢)?dp = R4-723.
0 0

Si presti attenzione ai due modi in cui si € espresso il versore normale alla
superficie sferica in questo esempio:

n= |—Z—| = (singpcosd, singsind, cosp).
T

Poiché la sfera ¢ una superficie notevole che si presenta spesso, conviene
ricordare queste espressioni semplici del suo versore normale, anziché fare di volta
in volta dei calcoli a partire dalla matrice jacobiana.

Esempio 6.12. Calcolare il flusso del campo vettoriale
E=(z,y,2)
attraverso la superficie grafico di
z=1— (2 +y?) perz® +y*> < 1,
orientata con la normale verso l'alto.

Per l'elemento ndS lungo una superficie grafico di z = f(z,y) vale la
semplice formula:

ndS = (—fz, — fy, 1)dzdy = (2z, 2y, 1)dzdy
(se la normale ¢ orientata verso 1'alto; altrimenti si cambiano i segni). Inoltre
F(z,y, f(z,9) = (z,y,1 - (2 + %)),

percio
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<I>=//E-nd5:// (z,y,1 - (z* +3?)) - 22,2y, 1)dzdy =
z z2+y2<1
=// (222 +2y° + 1 — (2% + *) )dzdy =
z2+y2<1

1
:// (x2+y2+1)da:dy==27r/ (1+p2)pdp:
z2+1y2<1 0

Esercizi
6.52.% Calcolare il flusso del campo vettoriale

(z,y,2)
(22 +y2 + z2)2

F =

uscente dal bordo della regione tridimensionale
O={(@,4.2): R <V +y? T2 <Ry}
con 0 < Ry < Rs.
6.53.% Calcolare il flusso del campo vettoriale
F= (:v, 22, yzz)
attraverso la seguente superficie cartesiana, orientata con la normale verso l'alto:

z=+/z2+y? perl <z’+y® <4

6.54.% Si consideri il campo vettoriale tridimensionale
F = rexp(—|z)

dover = (z,v, 2).
a. Calcolare divE' e riscrivere l'espressione trovata nel modo piti semplice e
compatto.
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b. Calcolare il flusso del campo F' uscente dalla superficie sferica di raggio
R e centro l'origine.

6.55.% Calcolare il flusso del campo vettoriale
F = (z,2y,32)
attraverso la superficie cartesiana, orientata verso l'alto,
z=2x?—19? perz’+y’ < R?
con R costante positiva.

6.56.  Si calcoli il flusso del campo vettoriale
E = (z|z],y|z], 2)
attraverso la superficie conica X grafico della funzione
z=22+ 92,22+ < R?

e orientata verso l'alto.
6.57.% Sia X la superficie (totale) del cilindro di raggio R e altezza 1 che ha

l'asse sull'asse z, una base sul piano zy e giace nel semispazio z > 0. Si calcoli il
flusso uscente da X del campo vettoriale

(z,9,2%)
ol 4 +2?
6.58. Calcolare il flusso del campo vettoriale tridimensionale

E = ($7y> —z)

F=

attraverso la superficie conica Y descritta dal grafico della funzione

z=+/z?+¢?, perz’ +y° < R?,

orientata con la normale verso 1'alto.

6.59.% Sia ¥ la superficie grafico della funzione z = z? +y? per
z? + y? < 1, orientata con la normale verso 'alto.

a. Scrivere rispetto alle coordinate cartesiane il versore normale e I'elemento
d'area su X.
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b. Calcolare il flusso attraverso X del campo
F=(z+1)i+yi+zk.

6.60.% Si consideri il campo vettoriale
F=i+2ze"j+ye’k.

a. Stabilire se il campo & conservativo in R?; in caso affermativo calcolare un

potenziale.
b. Calcolare il flusso di F attraverso il quadrato

{z=0,z€[0,2],y €[0,2]},

orientato nel verso dell'asse z.

6.61. Sia ¥ la superficie di equazioni parametriche:
x = tcosv
y=tsind ¢ e|0,1],9 € [0, 2n].
2 =g

a. Scrivere la matrice jacobiana di X e verificarne la regolarita, individuando
gli eventuali punti singolari.

b. Calcolare il versore normale e I'elemento d'area sulla superficie.

c. Calcolare il flusso del campo vettoriale

F = (z,y,0)

attraverso 2, orientata verso l'alto (cio¢ per le z crescenti).

6.62. Si consideri il campo vettoriale

r (2,9, 2)

° @+

||

a. Stabilire a priori se il campo & conservativo in R3\ {0}; in caso
affermativo calcolare un potenziale.

b. Calcolare il flusso di F uscente dalla superficie sferica di raggio R e
centro 0.
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6.63. Si consideri il campo vettoriale

2xy . y? —z?

B = i+
(z2+42)° (22 +92)

5]

come campo vettoriale nello spazio tridimensionale (in altre parole, la terza
componente ¢ nulla). Calcolare il flusso di questo campo attraverso la porzione di
superficie sferica di‘centro l'origine e raggio R, compresa nel primo ottante (cio¢
x>0,y >0,z > 0), orientata verso l'alto (cio¢ per le z crescenti).

6.64.% Si consideri la curva 7 di equazioni:

T = tcost
y =tsint t € [, 27
z =1

r _ (z,9,2)

e il campo vettoriale F=—= 7
I (2 +P+2%)
a. Calcolare il lavoro di £ lungo =, in base alla definizione.
b. Calcolare il flusso di F uscente dalla superficie sferica di raggio R e
centro 0. -
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Soluzioni § 6.3
6.52,  Sulla superficie della sfera ¢
r T
n= + = _E =
Iﬁl Ir*

dove la normale uscente avra il segno + sulla superficie esterna |r|
superficie interna |r| = Ry

Quindi o= / / £4 £ ds — / / L £
lzl= Rz r Z Irl= Rl I
_ / / g5 - / / L s =
le|=R. |7 lel=R, |7
1 1 11
== 'R§4. Rz R347TR1 4 (—.R—z_ = E)
6.53. f(@,y) = Va2 + 97

= Ry, il segno — sulla

dS = (= fz,—fy, 1)dzdy = , 1 |dzd
n (—for— 1y €T ( \/xz—l-y, \/x2+y2 )my

F(z,y, f(z,y)) = (%fvz + 9%, 42/ 22 +y2)-

(D e // <;1; $2+ 2,2 .7,'2+ 2) = & —
1<attyi<a N ¢ ,‘y # Va2 +y?’
el
1<z?+y2<4 \/552 + y \/-’L'Z +y 2
_ /2’r /2 (_ pPcos’y
0 1 p

p3singd

y
1) dady =
Vvt +y? ) o

+ 2/ x? + 42 )da:dy—

+ p3si11219) pdp) dd =
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27 2 2m 2 2m 2
=/ cos219d19/ ——pzdp—i—/ sim9d19/ —p3dp+/ sin219d19/ pldp =
0 1 0 1 0 1

392 572
S B o Bl 98
—~7r[ 3]1+O+7r[5J1— 37r+57r-—157r.

6.54. a. Poniamo p = |r|. Allora

0s(F1) = 85 (zexp(—p?)) = exp(—p?) (1 +z- (—Zp- %)) -

= exp(—p?) (1 —2zp - —Z) = exp(—p?) (1 — 227).

Per simmetria, si avra

divE = 0,(Fy) + 0y(F2) + 0,(F3) =
= exp(—pz) [(1 - 2x2) + (1 - 2y2) + (1 - 2z2)] =

= exp(—p?) (3 — 2p*) = exp(—|z*) (3 — 2|z]?).

b.  Per calcolare il flusso uscente da Xy = superficie della sfera di centro (0,0,0) e
raggio R, ricordiamo che il versore normale uscente &

T
n=r—
||

percid @(_E,ER):// E-ndS:// zexp(-—|r|2)-—r—d5'=
Xr .ZR Izl

2
= / / exp(~|zl’) I 45 = pe® / dS = Re™® . 4nR? = 4nR3e %,
YR Izl Zr

655. 3= / / s E Y F@ ) (= Fo Dy =

. = // {—2:::2+43/2—|-3(a:2 —y2)}dmdy: TR,
x2+y2<R? 2
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6.56. z=flz,y) =V +y%
z Y
ndS = (_fxf_f?/)l)dxdy = _\/.’132 +y2)“ \/56'2 +y2)1 dzdy

E(z,y, f(2,9)) = (alo],slal, Va"+77);
=//£E-n_d5':
://x2+y2gR <wlx],y|x| \/x2+y) ( 7 +y’ \/x2y+y2,1>d:cdy=
//z2+ 2<R2< %Jr 332+y2)d:cdy:
:/02ﬂ</OR(—E%—;m9—l+p)pdp>dz9:/02ﬂ< M 3>d19_

R* R3 L2
__——4—-40 cosz9d19+27r?__R +—3—7rR.

6.57.  Dividiamo ¥ in 3 parti: la superficie laterale 3., la base inferiore 3, e la base
superiore Y.

SuZy e n=(0,0,1);dS = dady; F = —&¥ D __

Vit + 1
CI):// e (0,0,1)dzdy =
') Lpem SRR AL y=

1 R o
- ———dzdy = S - —
/~/$2+y2SR2 22+ 12 + 1 ray 271'-/0 mdp
=2 [V1+7); =2 (VIT R -1).
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(z,9,0)
Su X &: =(0,0,—1);dS = dxdy; F = ——=——==;
B
&y = 0 perché F' - n = 0 su 3.
x = Rcost
Su Yt { y=Rsind te[0,1],9 € [0,27]
z=t

(Rcosd, Rsind, t2)
VR2+12

1 2m s 2
Dy 2/ / oot Bid, ) (cosd, sind, 0)RdY | dt =
0o \Jo VR?+ 12

n = (cosd, sind, 0); F'

:dS = Rdddt

1 2m R 1 1
= ~———Rdd |dt = 27TR2/ e O 2
/0 ( o VR4 o R+
[t = RShu; dt = RChudu]

. SettSh(1/R) 1 .

In conclusione, il flusso totale uscente é:

o =2r(V1+ R - 1) +2mR*SettSh(1/R).

6.58. // E(:c,y,f(m,y)) : (—fx(:c,y),——fy(x,y),l)d:vdy::
D yP<R?

= )2 PR x _ Yy ____é g
/L2+y2SR2 (x;y7 X +y ) ( \/$2+y2’ \/w2+y2, 1)d$dy 37rR .
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6.59. a. fe =2z f, =2y

n = (_fx’_fy’l) — (—2:[3, _2:'/:1)
- \/1+|vfl2 \/1+4($2+y2)

dS = +/1+4(z? + y?) dzdy

b E(z,y, f(z,y) = (e +1)i+yi+ (=" + ")k

@z//E-@dSz
b

= // (=22, -2y,1) - (z+ 1,y,2* + y*)dady =
z24+y2<1

= / / (= (2® +4*) — 2z)dzdy =
z24y2<1

ol 1 -
= / dz‘}/ (—p* — 2pcosd) pdp = 27r/ (=p*)dp = —=.
0 0 0 2

6.60. a. Si vede facilmente che un potenziale ¢ U(z,y, z) = z + ¥, percid F &
conservativo.,

6.61. a.

J— | cosY sind  —et
| —tsind  tcosd O

Superficie regolare tranne che per ¢t = 0, ossia: (0,0, 1) ¢ punto singolare.

b. dS =tv1+e2dtdd.

ie~tcosd + jetsind + k
V1+e2 '

’]'_‘L____
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6.62.

b.

4n

6.63.

6.64.

<I>=27r(2— §>
e

1 : — 1
a. E'conservativo, U(z,y, z) = — el

r'(t) = (cost — tsint, sint + tcost, 1)

tcost, tsint, t
E(r(p) = L2t bY

2m 27
2t 1 3
/ Eﬂt) T‘(t dt /ﬂ- 4t4 dt = l: E] = IETE

us

T r 4
= — ; —dS == 47TR? =
o= g mes =) e =F



6.4. Teoremi di Gauss, Green, Stokes
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §1.2, §2, §4.

6.4.A. Calcolo differenziale con gli operatori divergenza e rotore.

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §1.2.

Notazioni. Utilizzeremo indifferentemente il simbolo

V - F oppure divE per la divergenza, e

V x F oppure rotf£ per il rotore.

6.65. Per ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se ¢ vera o falsa. Si
raccomanda di rispondere ad ogni domanda prima di leggere le domande
successive.

a. Ladivergenza di un campo vettoriale & un campo vettoriale.

b. Ladivergenza di un campo scalare ¢ un campo vettoriale.

c. La divergenza di un campo vettoriale ¢ un campo scalare.

d. La divergenza di un campo vettoriale F' : R® — R" di classe C! ¢ ben
definita qualunque sia la dimensione n.

e. Il rotore di un campo vettoriale F' : R® — R" di classe C! & ben definito
qualunque sia la dimensione 7.

f Se F ¢ un campo vettoriale piano, il suo rotore appartiene allo stesso
piano.

g Se I & un campo vettoriale piano, il suo rotore & perpendicolare a quel
piano.

6.66. Completare correttamente le seguenti identita:

a. divrotF = .........

b. div(fG)=......... + fdivG
c tOE VPO = v 53 s w04

d G FYG) = censss vss +Vf-Vg
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I rot(fG)=......... + frotG
6.67.% Calcolare rotF' dove

_ (_yax) .
]_7.-—-—2 L k=1,2,8.
(z% +y?)

Determinare se esiste un i per cui il campo ¢ irrotazionale in R? \ {0}.

6.68.%
a. Calcolare divE dove

__ (zy,2) _
F(z,y,z) = R z2)k/2’ k=1,28..

b. Determinare se esiste un k per cui il campo & solenoidale in R3 \ {0}.
c. Rispondere alla stessa domanda per il campo vettoriale, in R \ {0},

F(z) = i.
£ E

6.69.%
a. Calcolare rotF dove

F(z,y,2) = (2% + ¥, y* + 2%, 22+ xz).

b. Calcolare la circuitazione di rot/' lungo la circonferenza ~ di centro

l'origine e raggio R posta nel piano zy.

6.70.% Dimostrare le seguenti identita differenziali, dove tutte le funzioni

coinvolte si suppongono derivabili con continuitd tante volte quanto & necessario
perché le formule abbiano senso. Si chiede anche di precisare dominio e
codominio delle funzioni coinvolte, affinché le formule abbiano senso.

a V. (fG)=Vf-G+fV-G.
b. V. (fVg) =Vf-Vg+ fAg.
c V- (fVXG)=Vf-(VxGq).

d VX (f@) =VfxG+f(VxQ)
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e. V x (fVg) =VfxVg.

f Vx(VxQG)=V(V-G)-AG

dove AG = (AG1, AGy, AG3).
Per dimostrare le formule, oltre ad usare le definizioni, ¢ lecito applicare
(senza ridimostrarle) le 3 identita

i Vx(Vf)=0
ii. V- (VxQG)=0;
i V- (Vf) = Af.

6.71.% Sia F(z,y,z,t) un campo vettoriale variabile nel tempo, e
supponiamo che F € C?(Q) con Q aperto di R* I simboli V-E,V x F
continuano, in questo contesto, a denotare gli operatori differenziali divergenza e
rotore fatti rispetto alle sole variabili spaziali. Dimostrare che

0 oF 0 OF
—(V:F)= V.= —=(VxE)= Vx—
V- E) 5% ° ;' vrD ot

6.72.5% Deduzione dell'equazione delle onde elettromagnetiche dalle
equazioni di Maxwell. Si considerino le equazioni di Maxwell nel vuoto e in
assenza di sorgenti:

V-B=20

V.-E=
oB
VX_E———E
1 0E
VXB—C—g—a"t—

dove E, B sono il campo elettrico e il campo magnetico funzioni di (z,y, z) e del
tempo %, ¢y ¢ la velocita della luce nel vuoto, I'operatore V agisce sulle sole
variabili spaziali (z,y, z). Applicando opportune identita differenziali, dimostrare
che ogni componente di ognuno dei due campi soddisfa I'equazione delle onde
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9%u
'57 ) Au

dove A & il laplaciano nelle variabili spaziali (z, y, z).

Suggerimento: utilizzare l'identita f dell'Esercizio 6.70 e la proprieta espressa
nell'Esercizio 6.71. Si pud supporre che tutte le componenti dei due campi siano
funzioni C?(R*).

Esempio 6.13. L'operatore divergenza ¢ invariante per rotazioni, cio¢ non
dipende dalle particolari coordinate scelte in R™. (Si dice percio che la divergenza
di un campo ha un significato intrinseco, indipendente cio¢ dal sistema di
riferimento).

Sia F(z) un campo vettoriale in R” di classe C?, quindi

Supponiamo di scegliere un diverso sistema di riferimento cartesiano in R",
ossia di eseguire una trasformazione di coordinate

.:.E./ = M.:.U_a

dove M ¢ una matrice ortogonale, ossia una rotazione!. Il cambiamento di variabili
trasformera il campo F' in

F' = MF,
inoltre poiché z = M~z avremo

F'(z') = ME(M™'z'),

esplicitamente Elg)= ZmijF (M),

I Ricordiamo che questo significa che M & una matrice n x n invertibile, la cui matrice

inversa coincide con la trasposta. In altre parole, detta M = {m;;}} =1 Siha

{mu} con my; = my;.
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Calcoliamo ora, in base al teorema di derivazione delle funzioni composte:

ox

(3

OF! . & B )
B @)=Y omy L (R (M) =
]=1 1

" ~OF; 0 _
= Yo S 07 g (7)) |
=1 k=1"k i
" < . O -
Ora: (M), = ;mzhxﬁl , percid %Z((M ‘o),) = mi
ST BF‘Z/ AN - . . ?ﬂ =1 /
quindi 82! () = ;ng [; 7. (M z )mkz:' .

Infine,

" HF! & " OF}
divF'(z') = ngf (') = szi]’ [Z@i (M_lzl)m;gi} =
[ k=1

i=1 i=1 j=1

2\ |\ OF; -
\ 7 -1 7 /
-3 550 | Somm, =
(poiché {mj;} & I'inversa di {m;;})

_.n n% =1,/ ,_n_aﬁ =1,/ __ a:
- le [k;axk (M 2;-)}5’” - Zaxj (M) = divE(z),

J=1

che & quanto volevamo dimostrare.

Osserviamo che nella dimostrazione non si ¢ mai sfruttato il fatto che la
matrice M sia una matrice di rotazione: l'invarianza dell'operatore di divergenza
sussiste in effetti per qualsiasi trasformazione lineare (e invertibile) di coordinate.
Abbiamo enunciato il risultato per le rotazioni solo per sottolinearne il significato
geometrico.

Esempio 6.14. L'operatore rotore ¢ invariante per rotazioni, cio¢ non dipende
dalle particolari coordinate scelte in R3. Poiché il calcolo & un po' pesante,
limitiamoci a dimostrarlo nel caso di un campo vettoriale piano: eseguendo una
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rotazione nel piano xy, il rotore di un campo vettoriale piano (nel piano xy) non
cambia. Anche il rotore di un campo, quindi, ha un significato intrinseco.

Sia F(z,y) un campo vettoriale piano di classe C!, quindi

OF,

i (z,9) = b B2 ) - St o) )

Supponiamo di eseguire una rotazione nel piano,

cosv simﬁ‘] 1 [cosﬁ ——sim?]

PN T _
(m 'Y ) = M(xi y) con ‘M - [-Sin'f? 00519 Sin’t? COS’l?

Il cambiamento di variabili trasformera il campo F' in
F' = MF,
ossia esplicitamente

| = Ficost + Fysind
v = —Fisind 4+ Fycosd

inoltre poiché x = M ~!a/, ossia esplicitamente

z = z'cost — y'sintd
y = z'sind + y'cos?

avremo
F{(z',y') = Fi(z'cos¥ — y/'sind, 2'sind + y/cosd)cosd +
+ Fy(z'cosd — y'sind, 2'sind + 3 cosd?)sind;
Fy(z',y") = —Fi(2'cos? — y'sindd, z'sind + y'cosd?)sin®d +
+ Fy(z'cosy — y'sindd, x'sind + 3 cosi?)cost)

Calcoliamo ora, in base al teorema di derivazione delle funzioni composte:

or; o8,

b

PN
rotE’ () = E( or' oy
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OF}

. . / AN
si ha: Iz («',y) =

= sinyd [——%%(x' cos? — y/'sind, z’sind + y'cosi?)cosy — %}3( e )sim?} +

OF, OF, o]
+cos19{ax (...)cosd + a—y(...)smﬂ],

OF]
ay/l (z/’ yl)

= cost [—%?(a:’cosz? — y'sind, z'sind + y'cosd)sinyd + %Fyl—( . 19)00519} +

; O0F; . OF, .
+ sind [— 5 (...)sind + 3y (...)cosﬁ},

OF} OF/
rotE’(x',y’) - E(a_;(x/’y/) _ 8_y/1(1;/,y/)) =

F
= ]_g{ %(w’ cost) — y'sind, 2'sind + g costy)[—sindeosd + sindcosd] +

0F, : OF, .
+ n <) [—sin®9 — cos?Y] + _6??("')[008219 + sin®9] +
+ 88—};%( .. )[sindcost) — sim‘}cosﬁ]} =

== E{%Zg(x’cosﬁ — y'sind, z'sind + y/costy) — %zl( .. )} =
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OF, o0F;

= {2 ) - e | = rotkla ),

che ¢ quanto volevamo dimostrare.

6.4.B. Formule di Gauss-Green nel piano
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 6, §2.
Esempio 6.15. Utilizzando la formula di Green, calcolare I'area della regione (2

racchiusa dall'arco di spirale di equazione polare p = ¢, € [0, 27] e il segmento
dell'asse z per 0 < z < 2.

Si ha: 1] = 1/ (—ydz + zdy)
2 U2
dove 71 : r(9) = (Jeosdd, Isind) O € [0, 27];

r'(9) = (cos? — Ysind, sind + Ycos);
Y2 i r(t) = (27—t,0) ¢t € [0, 27];

zl(t) = (-1,0).

Fig. 6.6.
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Percio

2
Q| = % / [—¥sind(cosy — Ysinyd) + Jeosd(sind + Jeosd?)]dd +
0

1/t L[, 4 4
+—/ (=0 (1) +(1—=#)-0)dt = = [ 62%dw = 2r
2/, 2/, 3

Esercizi

Utilizzando le formule di Gauss-Green (e non altri metodi) calcolare l'area delle
regioni racchiuse dalle seguenti curve piane:

6.73.5% L'ellisse r(J) = (acosd, bsind?), 9 € [0, 27].
6.74.% L'astroide r(9) = (Rcos®*¥, Rsin®9), ¥ € [0, 27].

6.75.% La chiocciola di Pascal, descritta in forma polare da p = 1 + cos per
9 € [0, 27].

6.76.% L'epicicloide  r(¢) = (acos? — cos(ad?), asind — sin(a))  per
¥ € (0,27, dove o & un intero > 2.

6.77.% L'ipocicloide

() = <c051}1 — 2cos (g) , sin? + 2sin (g))

per ¥ € [0, 4~].

6.4.C. Teoremi della divergenza e del rotore

Domande di comprensione teorica sul teorema della divergenza.

6.78.% Il teorema della divergenza afferma la validita della seguente
uguaglianza, sotto opportune ipotesi e pur di definire opportunamente tutti gli
ingredienti che compaiono nell'uguaglianza stessa:

///DV-_Ed:vdydz://aDE-_@edS. (%)
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Riferendosi a queste notazioni, lo studente risponda alle seguenti domande:

a. L'insieme D ¢ un dominio del piano o dello spazio? Limitato o illimitato?

b. Cosa indica il simbolo 0D, e che proprieta deve soddisfare questo
insieme?

¢. Cosa indica il simbolo n,?

d. L'integranda V - F' ¢ una funzione a valori scalari o vettoriali?

e. La superficie che compare nell'integrale a secondo membro pud avere un
bordo?

/ Se siapplica il teorema a un campo F' solenoidale in D, cosa si ottiene?

g Sesiapplica il teorema a un campo £ conservativo in D, cosa si ottiene?

6.79.% Dire se il teorema della divergenza ¢ applicabile nelle seguenti
situazioni, giustificando le proprie affermazioni (v. (x) per il significato dei
simboli):

a. D &un parallelepipedo e F = (22, yz,v®).

b. D & una sfera centrata nell'origine e F' = &%)

Z2yl+22
c. D ¢ laregione limitata dalla superficie del toro

z = (R + rcosp)cost)
y = (R +rcosp)sind ¢ € [0,27),9 € [0, 27).
z = rsinp

e F = (m,y,z)

— m2+y2+22 o
d D={(z,y,2): 222> +¢° (2,9) ER’}, e F = (2%, 2, 1)
e. D ¢ una piramide a base esagonale, contenuta nel semispazio z > 0, e

Y z
Fe= e e |,
- (x’z—i-l’:cz—l»l)

Domande di comprensione teorica sul teorema del rotore.

6.80.9% Il teorema del rotore afferma la validita della seguente uguaglianza,
sotto opportune ipotesi e pur di definire opportunamente tutti gli ingredienti che
compaiono nell'uguaglianza stessa:

//VxE-adS’:/ F -dr. (%)
b ot%

Riferendosi a queste notazioni, lo studente risponda alle seguenti domande:
a. L'insieme X € un dominio nel piano o una superficie nello spazio?
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b. Cosa indica il simbolo %X, e che proprietd deve soddisfare questo
insieme?

c¢. Cosa indica il simbolo V x £'?

d. La superficie che compare nell'integrale a primo membro pud avere un
bordo? Pud non avere bordo?

e. Se si applica il teorema a un campo F' conservativo, cosa si ottiene?

f Se si applica il teorema a un campo F' piano, cosa si ottiene?

g Sesiapplica il teorema a una superficie X senza bordo, cosa si ottiene?

6.81.% Dire se il teorema del rotore & applicabile nelle seguenti situazioni,
giustificando le proprie affermazioni (v. (xx*) per il significato dei simboli):
a X ¢& la superficie laterale di una piramide a base quadrata e
= (2%,92,9°).
b. X ¢& la superficie della semisfera centrata nell'origine di raggio R e

_ _(zy.2)
E - z2+y2+32'

c. X ¢ la superficie del toro

z = (R + rcosp)cost
y = (R + rcosp)sind ¢ € [0,2m),d € [0,27).
z = rsing

e —E _— (xiy)z)

T a4yl
d L={(z,y,2): z=a*+y2? +y? <4}, e F = (z%y,2, %).
e. T={(z,y,2):2=00<az?+y?<4}eF = (2z,3y,57%).

f T={(z,9,2): 2 =22 + %, (z,y) € R*}, e F = (2%, 2,y).
g X &un "nastro di Moebius" (v. [BPS2], cap.6, §4.1 e §6, Esercizio 36) e

F = (z%,2,y).

Esempi svolti

Esempio 6.16. Calcolare il flusso del campo vettoriale
F=(2%9"2%

uscente dalla corona sferica C' = {(z,y,2) : 1 < z? + y? + 22 < 4}.

Poiché la superficie attraverso cui si vuole calcolare il flusso € chiusa (cio¢ & il
bordo di una regione C tridimensionale), si pud pensare di applicare il teorema
della divergenza.



Par. 6.4, Teoremi di Gauss, Green, Stokes 581

Calcoliamo V - F' = 32? + 3y? + 32°.

[ [ Eonas= [ [ [ v-E)v.2)dzdpaz =

2
= /// 3(z® +y* + 2%)dzdydz = 47r/ 3p% . pdp =
1<22+y2+22<4 1

512

p 31 372

=12n|2| =127 2 = 25
1 [5}1 12 5 5

Esempio 6.17. Si consideri il campo vettoriale

F= (y + 922, 2 + 2xy2’, 2 + 3a:y2z2)

e l'ellisse
z = 2cost
v:4q y=3sind 9 €|0,2n]
ze=l

a. Sicalcoli rotF.
b. Si calcoli la circuitazione di £ lungo <y (percorsa in senso antiorario),
utilizzando il teorema del rotore.

a.
L 1 k
I"OtE - 83; ay 82 == ("‘1, _"]., '—1)
(y+y*2°) (2+2zy2°) (z+ 3zy’z?)
b. = 0% dove

T = 2tcosv
Y:< y=3tsind 9 €[0,2n],t €[0,1]; n=k
Ze= ]
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/E-dr_://rotE-@dS://(——l,—l,—l)-@dS:
v = b))
=—//dS=—|E|=—67r,
b

dove si ¢ usata la formula per l'area dell'ellisse, A = mab.

Esercizi
6.82.9% Si calcoli il rotore del campo vettoriale

z Y
F= ;0.
= (x2+y2+22’x2+y2+z2 )

Quindi si calcoli il flusso di questo rotore attraverso la porzione di superficie
sferica

S={(z,y,2): *+y*+2 =R’ 2 >0,y >0,z >0}
orientata con la normale uscente dalla sfera.

6.83.% Si consideri il campo vettoriale in R3:

r
E(xayaz) = W

conr = (z,y, 2).

a. Sicalcoli il flusso di F' uscente dalla superficie 2. della sfera di raggio R e
centro l'origine.

b. SicalcoliV . F.

c. Si calcoli l'integrale di V - F nella sfera S di raggio R e centro l'origine.
Si confronti col risultato trovato al punto a; come si spiega il risultato?

6.84.% Si consideri il campo vettoriale tridimensionale:
F =i(z—y)+ jz(1+ 2°) + kzy.

a. Calcolare rot £
b. Scrivere esplicitamente l'integrale doppio che assegna il flusso di rot I
attraverso la superficie
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22 P Y
z—l—-(z—l-@-) per—4—+§<1,

orientata con la normale "verso l'alto". (Non si chiede di calcolare l'integrale
doppio, ma solo di scriverlo, esplicitamente).

c. Calcolare il flusso del punto precedente utilizzando il teorema del rotore
(quindi calcolando un'opportuna circuitazione, invece che un flusso).

6.85.% Si consideri la superficie ¥ descritta da:
z=x’ 4y’ pera’ +y <R’ x>0,y>0
e il campo vettoriale
E(z,y,2) = (1,0,y).

a. Calcolare il flusso di V x F attraverso X orientata verso l'alto.

b. Calcolare la circuitazione di F' lungo O0%X. (Suggerimento: fare un
disegno per capire cos'é¢ e come si rappresenta 97 Y).

(Si richiede di eseguire i due calcoli indipedentemente, anche se sappiamo a
priori che per il teorema del rotore devono dare lo stesso risultato).

6.86.% Si consideri il tetraedro §2 di vertici (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1) e il campo vettoriale F' = (z, y, 2).

a. Calcolare
///V-Edwdydz.
Q

b. Calcolare il flusso di £ uscente da Of).
(Si richiede di eseguire i due calcoli indipedentemente, anche se sappiamo a
priori che per il teorema della divergenza devono dare lo stesso risultato).

6.87.% Si calcoli il flusso del campo (Newtoniano)

E:;

uscente dalla superficie del cono di vertice l'origine, altezza h e raggio di base R.
E' possibile calcolare questo flusso con il teorema della divergenza?
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© 6.88.% Calcolare il flusso di V x F' attraverso la superficie laterale X del
cono di vertice (0,0, 1) e base z = 0, 22 + y? < 1, orientata verso I'alto, dove

F = (2%y,y2%, y* + 7).

6.4.D. Applicazioni fisiche dei teoremi di Gauss e Stokes

Esempio 6.18. Deduzione del teorema di Gauss dell'elettrostatica dalla legge
di Coulomb. La legge di Coulomb dell'elettrostatica afferma che il campo elettrico
generato nel punto r’ da una carica elettrica puntiforme g posta nel punto r & pari a

r—r

dove k ¢ la costante di Coulomb. Per un sistema di piu cariche puntiformi, il
campo totale ¢ semplicemente la somma dei campi generati dalle singole cariche;
per una distribuzione continua di cariche, di densita p(r), il campo & assegnato
dall'analoga formula nel continuo, cio¢

E( —k/// — ———=dzdydz (r = (z,y,2))

Iﬁ

dove €2 ¢ la regione dello spazio (che supponiamo limitata) in cui la densita di
carica ¢ effettivamente non nulla.

1l teorema di Gauss dell'elettrostatica afferma che il flusso del campo elettrico
uscente da una superficie chiusa ¥ &

P(E, X) = 4Tk Qo

dove Q¢ la carica totale racchiusa dalla superficie stessa. (La superficie
deve avere la regolarita richiesta dal teorema della divergenza, quindi ad esempio
puo essere una superficie regolare a pezzi). In altre parole, se ¥ = 02 per una
certa regione limitata () dello spazio,

Qrot = Z q;

q; in Q

nel caso discreto, €
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u=[[ /Q p(r)dzdydz
nel caso continuo.

Il teorema vale sia per distribuzioni discrete che per distribuzioni continue di
carica. Dimostriamolo, procedendo in vari passi. Lo studente ¢ invitato a
soffermarsi su tutti i dettagli che, come si vedra, mostrano un'applicazione
istruttiva del teorema della divergenza e di vari altri fatti di calcolo integrale
vettoriale.

Passo 1. Una sola carica puntiforme, posta nell'origine; la superficie ¢ una
sfera di centro l'origine e raggio R. In questo caso

1=

E = kq—ﬁg conr = (z,y,2),n, =
r

[

e <I>=//E-@ed5=
)3

(calcolo elementare gia fatto nell'Esempio 6.11 del §6.3)

R2
=kq--ﬁ4—//2d.5’=47rkq.

Passo 2. Una sola carica puntiforme, posta nell'origine; la superficie ¢ una
qualsiasi superficie chiusa che racchiude I'origine.

Sia ¥ = 092 la superficie, e consideriamo una sferetta By di centro l'origine e
raggio R contenuta in 2. Osserviamo che (v. fig. 6.7):
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//E-ned5=// E'Qeds'f'/ B -n.dS
> 8(Q\Bg) OBgr

Fig. 6.7. Rappresentiamo schematicamente la situazione come se fosse nel piano.
Il flusso uscente da (2 \ Bg) € pari al flusso uscente da X meno il flusso
uscente da Bg.

Ora il secondo addendo a 2° membro ¢ quello calcolato al passo 1, pari a
4mkq. Mostriamo che il primo addendo a 2° membro & zero, da cui seguira il
risultato che ci interessa in questo passo. Il campo E nella regione (2 \ Bg) ¢
regolare (perché questa regione non contiene l'origine, unico punto in cui il campo
¢ irregolare), percid possiamo applicare ad (2 \ Bp) il teorema della divergenza, e

scrivere
// E'ﬂed5=/// V - Edzdydz =0
d(Q\BR) (Q\Bgr)

perché V. E = 0 fuori dall'origine, come si verifica con un calcolo diretto (v.
Esercizio 6.68).

Passo 3. Un sistema di piu cariche puntiformi, in numero finito; la superficie &
una qualsiasi superficie chiusa che le racchiude tutte.

Segue dal passo 2 per linearita: il campo generato da g1, ¢, ..., ¢, ¢ la somma
dei campi generati separatamente da ¢, ¢s,...,q,; quindi il flusso del campo
generato da q1, g9, ..., ¢, ¢ la somma dei flussi dei campi generati separatamente da
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q1, G2, ---» @n; questi flussi, per il Passo 2, valgono
drkq,4rkqs, ..., d7kq,
percio il flusso totale &
drkq + 4rkqy + ... + 4dmkq, = ATkQyor.
Questo completa la dimostrazione del teorema di Gauss nel caso di una

distribuzione discreta di cariche.

Passo 4. Distribuzione continua di cariche, di densita p(z,y, z), non nulla in
un aperto limitato €2; calcoliamo il flusso attraverso una superficie chiusa X che
avvolge . Supponiamo inoltre che ¥ sia disgiunta da 2 (cio¢ la superficie
attraverso cui calcoliamo il flusso non tocca la regione dove p # 0). Nel prossimo
passo vedremo come rimuovere quest'ipotesi.

Indichiamo con

r = (z,y, z) il generico punto di
in cui ¢'¢ una densita di carica non nulla, e con
= (2, v/, 2') il generico punto della superficie &

su cui vogliamo calcolare il campo, e quindi il flusso. Si ha:

E(r -—k/// T)|7” dxdydz

Calcoliamo il flusso attraverso X:

ozn-= [ [ (k /] p(r) dwdydz) e (1)dS(r)

Si noti che il denominatore |r' — zl3 non si annulla mai perché r € Q,r € Ye

abbiamo supposto 2 e X disgiunte. Quindi la funzione I(f__ﬁ)s ¢ limitata.

Scambiando tra loro I'integrale doppio e l'integrale triplo si ha:

®(E,%) = /// T (/ i l?"’—rﬁ) ﬂe(z’)ds(r’))dxdydz-

Ora osserviamo l'integrale interno. Si tratta del flusso attraverso X del campo




588 Cap. 6. Campi vettoriali

/
-
By = kL1
" -z
che ¢ il campo elettrico generato da una carica puntiforme unitaria posta nel punto
r. Poiché r € Q) e la superficie 3 circonda €2, questo flusso ¢ quello calcolato al
passo 2:

’ —_—
[ [FE nias@) = nh -,
5 et —
che sostituito nell'integrale che assegna ®(E, X)) da
O(E, X)) = 47rk///p(z)d:cdydz = 47k Qot,
Q

e il teorema ¢ cosi dimostrato anche per una distribuzione continua di cariche,
nell'ipotesi che €2 e 3 siano disgiunte.

Passo 5. Distribuzione continua di cariche, di densita p(z,y, z), non nulla in
un aperto limitato €2; calcoliamo il flusso attraverso una superficie chiusa X e
regolare che avvolge (2 e puo anche intersecare ).

Ci limiteremo a dimostrare quest'ultimo punto nel caso particolare in cui X sia
una sfera, che sara sufficiente per le applicazioni che ci interessano. La proprieta &
vera comunque pil in generale.

La dimostrazione ¢ quella gia fatta al passo 4; si tratta solo di convincersi che
anche in questo caso la formula

22.2)= [ [ [ ( /] k‘(ff,—'_”-z%-ne@')dsa'))dwdydz

ha senso. Questo non ¢ ovvio perché se il punto r, che appartiene a {2, si avvicina a
r’ che appartiene a ¥ (e questa volta cido & possibile perché ¥ e Q non si
suppongono disgiunte), la funzione

, —_—
I(EI—ZI%- ¢ illimitata,
r—r

¢ l'integrale scritto va quindi inteso come integrale generalizzato. Di piu, se
maggioriamo l'integranda nel modo piu "ingenuo", scrivendo
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1
/
NelT S —

(r' — 1)

I —rf?

otteniamo un integrale di superficie che, scritto esplicitamente come integrale
doppio, ¢ senz'altro divergente. Ricordiamo infatti che l'integrale doppio

/ / dzdy
242 <2 :L‘2 -+ y2

diverge, come si vede calcolandolo in coordinate polari. Proviamo che perd, in
realta, vale la disuguaglianza piu fine:

(r' —r)

C
- e (1)

< b
I L

(1)

Ir' —r
(per qualche costante c, e per |’ — r| abbastanza piccolo) che mostra che in realta
l'integrale scritto € comvergente, e la dimostrazione del passo 4 si pud ripetere
anche in questo caso. La (1) vale per ogni superficie abbastanza regolare; come
anticipato noi la dimostriamo per una superficie sferica.

Scegliamo un riferimento cartesiano in cui r =0 e l'asse z coincide con
—n,(0). In altre parole, la superficie 2 ¢ la sfera

2?4+ 4>+ (2 — R)’ = R?,
che vicino all'origine ¢ grafico della funzione

z=R— /R~ (2 +¢%) pera’ +¢* < R,

e la disuguaglianza da dimostrare ¢

r' 1
IT"S ﬂe(fl) < |—7_“—'-| con f/ = (x7y7z) €
0, equivalentemente:
| - ne()] < e[ ()

Lasciamo un po' di lavoro al lettore:

6.89.% Con le notazioni ed ipotesi appena introdotte, si scriva esplicitamente
I’ - n(r')| e si dimostri che vale la (2) per [r/| < R/2.
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Questo conclude la dimostrazione del teorema di Gauss dell'elettrostatica, nei
vari casi di interesse. (Si osservi che i passi 3, 4, 5 non sono solo passi successivi,
ma enunciati di interesse indipendente).

Osservazione 6.1. Teorema di Gauss per il campo gravitazionale. Il campo
gravitazionale obbedisce ad una legge formalmente identica alla legge di Coulomb
dell'elettrostatica, con l'unica differenza del segno della forza: mentre una carica
elettrica positiva esercita su una carica elettrica unitaria (quindi anch'essa positiva)
una forza repulsiva, una massa positiva (l'unico tipo di massa esistente!) esercita
su una massa unitaria una forza attrattiva. Quindi per il campo gravitazionale F
varra un "teorema di Gauss" con il segno opposto: per il flusso del campo
gravitazionale F' uscente da una superficie X vale

O(F,X) = —47G - My,

dove G ¢ la costante di gravitazione universale e M, ¢ la massa totale contenuta
nella regione limitata di cui X ¢ il bordo. Nel caso di una distribuzione continua di

materia si avra
Mtotz///p(z)dxdydz
0

dove ora p ¢ la densita di massa.

Un'ulteriore applicazione del teorema della divergenza a partire dal risultato
appena trovato ci permettera di dedurre un'equazione differenziale fondamentale
della fisica matematica.

Esempio 6.19. Dal teorema di Gauss dell'elettrostatica all'equazione di
Maxwell per il campo elettrico. Consideriamo una distribuzione continua di
carica in un aperto limitato Q dello spazio, di densita p(r). Sia By una qualsiasi
sferetta (di raggio R e centro qualsiasi) contenuta in €2, e applichiamo a By il
teorema di Gauss dell'elettrostatica (Passo 5 della dimostrazione fatta in
precedenza):

/ E - n.dS = 4nkQior 4 = 47rk/// p(r)dzdydz.
8BR Bp

(Notiamo che la "carica totale" ¢ in questo caso solo quella contenuta in By, che
abbiamo scritto come integrale della densita). Trasformando il primo membro
mediante il teorema della divergenza otteniamo
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// V- E(r dxdydz—-47rk/// r)dzdydz
Bg BR

e quindi ///BR [V - E(r) —4rkp(r)|dedydz = 0.

Ora ricordiamo che questo € vero per qualsiasi sfera B C (2. Se allora, fissato il
centro Py della sfera, dividiamo per il volume della sfera e facciamo tendere a zero
il raggio, otteniamo che ¢ nulla la media integrale su sfere sempre piu piccole e
quindi, al limite, l'integranda nel punto F,centro della sfera. D'altro canto F,¢
arbitrario: ne segue che la funzione integranda dev'essere identicamente nulla? in

L9
V- -E —4nkp =0 in Q.

Abbiamo dedotto la prima equazione di Maxwell per il campo elettrico (in
presenza di sorgenti3):

V.- E =4rkp.

11 significato di questa deduzione ¢ trasformare un'equazione integrale, avente
un significato globale, in un'equazione differenziale, avente un significato
puntuale/locale. In base all'Osservazione 6.1, per il campo gravitazionale dovuto
ad una distribuzione continua di massa con densita p varra un'equazione simile, ma
col segno cambiato,

V- -F =—4nGp.

Osservazione 6.2. Proprieta di annullamento degli integrali tripli. Nella
deduzione precedente abbiamo sfruttato il fatto che se f : {2 — R ¢ una funzione
continua (o integrabile) e sappiamo che

2 La deduzione fatta ¢ vera se l'integranda & continua (abbiamo applicato il teorema
della media, che vale sotto questa ipotesi). Se supponiamo che sia soltanto integrabile (ma
discontinua), allora si pud¢ dimostrare che l'integranda ¢ zero in Q, tranne al pii in un
insieme di misura nulla.

3 Si chiama cosi l'equazione quando a secondo membro & presente una densitd p non
nulla (che ¢ sorgente del campo). Nei punti dello spazio dove non c'¢ carica sara soddisfatta
un'equazione V - E = 0, detta equazione di Maxwell per il campo elettrico in assenza di
sorgenti.
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Vsfera B C Q // f(z,y,z)dzdydz = 0,
Bp

allora necessariamente f(x,y,z) = 0 in ogni punto di Q (o in ogni punto di €2 ad
eccezione di un insieme di misura nulla, rispettivamente). Un errore comune nel
presentare la  deduzione precedente consiste nell'omettere, all'inizio
dell'argomentazione, il fatto che si sta ragionando su una generica sfera (o piu in
generale, sottoinsieme aperto) Br C (2, e limitarsi a lavorare su tutto {2. Notiamo
perd che se sapessimo soltanto che

///Q»[V - B (r) — 4rkp(r)]dzdydz = 0

non potremmo certo dedurne che l'integranda ¢ nulla in 2. (Si pensi alla funzione
sinz che ha integrale nullo in (0, 27) senza essere identicamente nulla).

Esempio 6.20. Equazione di Poisson per il potenziale Newtoniano. L.'equazione
di Maxwell per il campo elettrico in presenza di sorgenti puo essere trasformata in
un'equazione scalare sul potenziale, sfruttando il fatto che il campo elettrico é
conservativo. Questo fatto, che abbiamo finora verificato solo nel caso del campo
generato da una carica puntiforme, rimane vero anche per una distribuzione
continua di carica. Infatti se

)= [ [ [ o) - I dadyds (2= (@,9,7)
/ J—

notando che _E_____E_s = Vp 1

|/ — | "\ =1
e scambiando l'integrazione rispetto a r con la derivazione rispetto a r’ si pud
scrivere

E() = r/( k/// dxdydz)
e dunque u(r’) = —k///p(z) L Tldxdydz
Q r—r

¢ un potenziale di £ in tutto lo spazio (in particolare, in tutto 2). Ponendo quindi
L = Vu, l'equazione di Maxwell
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V-E =4rkp
si riscrive V- (Vu) =4nkp
ciog Au = 4rkp,

che ¢ l'equazione di Poisson per il potenziale elettrostatico.
Al solito, per il potenziale gravitazionale vale l'equazione di Poisson simile,
ma con un segno diverso,

Au = —47Gp.
Unificando le due teorie entro un unico quadro, l'equazione a derivate parziali
&= f

viene detta equazione di Poisson per il potenziale newtoniano. 1l termine noto f ha
il significato di termine di sorgente.

Esempio 6.21. Dalla legge di Neumann dell'elettromagnetismo all'equazione
di Maxwell per V x FE. La legge di Neumann afferma che un campo magnetico
B(t,z,y, z) variabile nel tempo in una regione §2 dello spazio genera un campo
elettrico E/ concatenato ad esso, secondo la legge:

~ 9 e, ),n) =/ E-dr
dt a+2

per ogni superficie X regolare e orientata.

Applicando il teorema di Stokes e il tipo di argomentazione che abbiamo visto
nell'Esempio 6.19, mostriamo come si ricava da questa relazione I'equazione di
Maxwell:

0B
-—=VxE.
ot =

Fissiamo Py € (2, un versore n, e sia ¥ = B(FPp, R, n) il cerchio di centro P, e
raggio R posto in un piano avente versore normale n. Applichiamo in questa
situazione la legge di Neumann e riscriviamo la circuitazione di £ mediante il
teorema di Stokes:

_ LBt ), %) = E-d[z//VXE-QdS.
dt ors >

Il primo membro, esplicitamente, ¢
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d d 0B
—E@(ﬁ(t: : ):2) - —E/LB(taz7y7z> ﬂdS - /L_—é?(t7x>y:z) ﬂds

dove abbiamo portato la derivata rispetto al tempo sotto il segno di integrale.
L'identita trovata si puo riscrivere cosi:

//(%—f—!—VxE)-@dS:O

z

TR
by

dove |X| ¢ l'area del cerchio X.. Per R tendente a zero, per il teorema della media
per gli integrali doppi si ottiene

e quindi anche cosi:

0B .
(—5?—+V><E) -n=0in F;.

D'altro canto questo vale per ogni versore n; scegliendo successivamente
n =1,],k si ottiene che & zero che ciascuna delle tre componenti, ¢ quindi il
vettore stesso:
0B
— +V xE=0inF,.
ot TV E °
Infine, poiché questo ¢ vero per ogni punto Py € €2, si ha che vale I'equazione
differenziale
0B
a—_t'-FV x B = 01in ) e per ogni t.
6.90.% Dalla legge di Ampére generalizzata alla legge di Maxwell per
V x B. La legge di Ampere generalizzata afferma che un campo elettrico
variabile E(t,z,y,z) o una corrente elettrica I inducono un campo magnetico B
concatenato, secondo la legge:

d
B-dr = pol + pogo— ®(E(, - ), %)
oty dt
per ogni superficie X regolare e orientata contenuta nella regione {2 in cui i vari
campi sono definiti. Qui ege p sono delle costanti; la corrente I attraverso ¥ pud
a sua volta vedersi come il flusso del vettore j densita di corrente:
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I=9(;%).

Con queste ipotesi e notazioni si deduca I'equazione di Maxwell per V x B:

OF .
V X B = poj+ poco— in 2
at
(Suggerimento: utilizzare il teorema di Stokes imitando la tecnica usata
nell'Esempio precedente).

6.91.9% Diffusione del calore. Studiamo la diffusione del calore in un corpo
tridimensionale {2 in cui non ci sono sorgenti o pozzi di calore. In altre parole, il
calore gia presente si sta diffondendo (ad esempio, il corpo ¢ immerso in un
ambiente piu freddo e si sta raffreddando). Scriviamo un'equazione di bilancio per
il calore al modo seguente. Per ogni sferetta Br(Fy) C 2 possiamo ragionare cosi:

il flusso di calore uscente &
/ / i-medS
OBR(Py)

dove j & la densita di flusso termico?; questo flusso (non essendoci pozzi o
sorgenti di calore interni) deve uguagliare la velocita istantanea di diminuzione del
calore nella sferetta, cio¢ la quantita

4 / / / S(ou(h, 5,3, 2)dsdyd
dt Bgr(F)

dove c ¢ il calore specifico del corpo, che supponiamo costante, u(t,z,y,z2) € la
temperatura e p(z,y, z) la densita del corpo (che supponiamo variabile da punto a
punto ma costante nel tempo). Infine, tra temperatura e flusso termico vale la
relazione (legge di Fourier della conduzione del calore):

i=—-kVu
dove k > 0 ¢ la costante di diffusivita.

Con queste ipotesi e notazioni, dedurre l'equazione di diffusione soddisfatta
dalla temperatura:

0 k . .
?}‘% = —c—;Au in €2 per ogni ¢

Il coefficiente D = EkZ ¢ detto coefficiente di diffusione.

4 Quindi in questo esercizio il simbolo j non indica come al solito il versore (0, 1,0).
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(Suggerimento: utilizzare il teorema di Gauss e imitare il procedimento seguito
nell'Esempio 6.19).

6.92.9% Equazione di continuita. Sia v(¢,z,y, z) la velocita di un fluido e
p(t,z,y, z) la sua densita (che quindi a priori supponiamo variabile nel tempo), sia
2 la regione dello spazio in cui questi campi sono definitii. Scriviamo
un'equazione integrale di bilancio che esprima la conservazione della massa.

Fissato un punto P € 2 e una sfera By di centro P, e raggio R qualsiasi, la
massa totale contenuta all'istante ¢ in questa sferetta sara

/// p(t, z,y, z)dzdydz, e la quantita —i/// o(t, z,y, z)dzdydz
Bx dt Bx

¢ quindi la velocita istantanea di diminuzione della massa contenuta nella sferetta.
Per la conservazione della massa, tale quantita ¢ pari al flusso uscente di pv dalla

sferetta, cioe
/ / pu - nedsS.
OBg

a. Con queste ipotesi e notazioni, dedurre l'equazione di continuita

dp :
—5£+V-(py)—01nﬂ.

b. Se il fluido ¢ incomprimibile, vale l'ulteriore relazione

ap
at

Dedurne che il campo v in tal caso ¢ solenoidale.

+Vp-v=0.

6.4.E. Applicazioni matematiche del teorema di Gauss

Esempio 6.22. Identita di Green. Sia ) un dominio limitato di R3 a cui &
applicabile il teorema della divergenza (ad esempio, con frontiera regolare a
pezzi), e siano f,g:Q—R, feCH{Q)NC(Q),ge CHA)NCH(Q).
Applicando il teorema della divergenza al campo F' = fVg si ha:

///QV-(ng)dmdydzzf meg-nedS’.

D'altro canto,
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V- (fVyg) = fAg+Vf-Vg,

percid

///S]ngdxdydz+//LVf.ngmdydz:/‘/mfvg.neds.

Nell'ultimo integrale scritto, la funzione Vg - n, ¢ uguale (per la formula del
gradiente) alla derivata direzionale di g nella direzione del versore normale
uscente. Questa derivata direzionale porta il nome di derivata normale, e si indica
col simbolo

dg
on,’

In definitiva abbiamo ottenuto la prima identita di Green:

///Qngdxdde—l-///QVf~ng:cdydz:/ mf;ids (3)

valida per ogni coppia di funzioni:

fec@nc@),ge Q) nc'(@Q).

Quest'identita ha varie conseguenze interessanti; i prossimi esercizi ne
metteranno in luce qualcuna.

6.93.% a. Applicando la (3) provare che se {2 & un aperto limitato connesso
con frontiera regolare e u € C?(Q)NC (—Q) ¢ soluzione del problema di Dirichlet
omogeneo

Au=0 inQ
u=0 su 9N

allora u € identicamente nulla in 2.
b. Dedurre da questo il fatto che il problema di Dirichlet non omogeneo

Au=f in{
U =g su 02

con f € C(Q2),g € C(90) assegnati ha al pitl una soluzione. (Teorema di unicita
per il problema di Dirichlet).
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6.94.% a. Applicando la (3) provare che se {2 ¢ come nell'esercizio precedente
eu € C%(Q) N CY(Q) & soluzione del problema di Neumann omogeneo

Au=0 in{)
g—gzo su 00

allora u ¢ costante in 2.
b. Dedurre da questo il fatto che il problema di Neumann non omogeneo

Au=f inQ
g—zzg su 02

con f € C(2),g € C(00) assegnati ha al pi una soluzione, a meno di costanti
additive.

6.95.% Applicando la (3) provare che se {2 ¢ come negli esercizi precedenti ed
esiste una soluzione w € C?(Q)NCY(Q) del problema di Neumann non
omogeneo

Au=f inQ
g—zzg su 902

con f € C(R), g € C(9N0), allora necessariamente i dati f, g devono soddisfare la
condizione di compatibilita:

[[ [[sastuis= [ [ s

In particolare, il problema di Neumann per I'equazione di Laplace

Au=0 in{
%zg su 0f2

puo avere soluzione solo se

// gdS = 0.
o0

6.96.% Applicando la (3) provare che se Q2 & come negli esercizi precedenti e
f,9€C*Q)N CI(Q), si ha
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[ fjras=onsiasas= [ [ |15 =o5y ]

detta seconda identita di Green.

6.97.% Applicando opportunamente il teorema de_lla divergenza, dimostrare
che se 2 & come negli esercizi precedenti e f, g € C'(€), si ha (indicando ora le

variabili di R? con z1, xo, x3):
fme- I
N

/1

per i = 1,2,3, dove nj,ng,ng sono le componenti del versore n.. (Formula di
integrazione per parti in 3 variabili).
In particolare, se almeno una delle due funzioni f g € nulla su 02 si ha

[ ] aamtentes==[ [ |5

6.4.F. Dimostrazione del teorema di Stokes e conseguenze

Nel libro di testo (v. [BPS2], cap. 6, §2) ¢ stata fornita la dimostrazione delle
formule di Gauss-Green nel piano: si tratta di una semplice applicazione del
teorema fondamentale del calcolo integrale. Daremo qui una dimostrazione del
teorema del rotore (non riportata in [BPS2]), illustrando i vari passi logici e
lasciando alcuni dettagli come esercizio per il lettore. Come si vedra, la
dimostrazione si suddivide in due casi che in ultima analisi si riconducono uno alle
formule di Gauss-Green nel piano, 'altro, di nuovo, ad un'applicazione del teorema
fondamentale del calcolo integrale. Anche il teorema del rotore, quindi, come gia il
teorema della divergenza, non & che una conseguenza un po' elaborata, nel contesto
del calcolo integrale vettoriale, del teorema fondamentale del calcolo integrale
studiato in analisi 1. Presentiamo questa dimostrazione perché ci sembra un
esercizio molto istruttivo, che coinvolge simultaneamente tanti concetti di calcolo
differenziale e integrale in piu variabili incontrati in precedenza.

Come conseguenza del teorema di Stokes, infine, presenteremo una
dimostrazione del criterio sufficiente di conservativita di un campo, enunciata nel
testo.

Riportiamo anzitutto I'enunciato del:
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Teorema del rotore (o di Stokes). Sia 3. una superficie regolare (o regolare a
pezzi) orientabile, orientata con il versore normale n, dotata di bordo 07X
orientato positivamente. Supponiamo inoltre che 07X sia una curva regolare, o
l'unione di pitt curve regolari. Se F' ¢ un campo vettoriale regolare definito in un
intorno di %, allora vale la formula:

//VxE-_nd.S':/ F -dr.
by oty

Lo studente ¢ invitato a soffermarsi su ogni dettaglio nella prossima
argomentazione.

Passo 1. E' sufficiente dimostrare la tesi nell'ipotesi che la superficie > sia un
grafico di funzione z = f(z,y) (oppure y = f(z,z), oppure = = f(y, 2)) per
(z,y) € A con A aperto del piano la cui frontiera & regolare o unione di pil curve
regolari.

Infatti: ogni superficie regolare o regolare a pezzi ¥ puod vedersi come unione
di un numero finito di superfici X, 3,,..., Y, ciascuna rappresentabile come
grafico di funzione, nel senso detto. Inoltre, se X ¢ orientabile e orientata, questo
orientamento induce un orientamento su ciascuna X;, e di conseguenza sui loro
bordi, tale che su ogni arco di curva che ¢ bordo comune di due diverse porzioni
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Z; e 2, l'orientamento indotto ¢ opposto (v. fig. 6.8).

Fig. 6.8.

Applichiamo allora il teorema del rotore a ciascuna delle superfici X; e
sommiamo le relazioni cosi trovate:

i//}VXE-@dSzZ:: E-dr. (4)

Il prossimo esercizio completa questo passo.
6.98.%% Dimostrare che dalla (4) segue la tesi del teorema.

Passo 2. Supporremo quindi d'ora in poi che ¥ sia un grafico di funzione. Per
linearita, ¢ sufficiente inoltre dimostrare il teorema per un campo avente una sola
componente, come

F(z,y,z) = F(z,y,2)i.
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Infatti, dimostrato il teorema in questo caso, in modo analogo segue per un campo
E(z,y,2) = F(z,y,2)i o E(z,y,2) = F(z,y,2)k,

e quindi sommando membro a membro le 3 identita trovate si ha il teorema per un
campo generico. (Perché? Lo studente scriva in dettaglio cosa succede).

Dunque proveremo il teorema per F'(z,y, z) = F(x,y, )i e per una superficie
grafico di funzione. Notiamo che, trattando un campo che ha solo la prima
componente, abbiamo spezzato la simmetria esistente tra le 3 variabili, percid non
¢ lecito ora supporre a priori che la superficie sia, ad esempio, proprio del tipo
z = f(z,y); dobbiamo considerare separatamente i 3 casi

Z = f(:c,y),y = f(IE,Z),QS' = f(yaz)‘

Per meglio dire: poiché il campo F ha solo la prima componente, il ruolo di y
€ z ¢ ancora simmetrico, quindi i casi

Z=f(£L',y),y=f(£L‘,Z)

sono effettivamente analoghi. Dobbiamo comunque considerare due casi distinti:

a. La superficie & del tipo z = f(z,y) con (z,y) € A, DA curva regolare;

b. la superficie & del tipo z = f(y, z) con (z,y) € A,0A curva regolare. E'
quanto faremo nei prossimi due "passi".

Passo 3. Proviamo il teorema del rotore per
F(z,y,z) = F(z,y,2)t
e Y:z= f(z,y) con(z,y) € A,
0A curva regolare.

Calcoliamo (lo studente verifichi i calcoli):

V x F = (0,8,F,—8,F);

ﬂdS = (_fza —fya ]-)dxd'.%
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//VX_E-QdS=
s

- [ [ F1@ 0. w0, 15,9) - 0,F (9, (2, vy

Osserviamo ora che, per il teorema di derivazione della funzione composta,
l'integranda dell'ultimo integrale doppio é:

~fy(z,9)0.F(z,y, f(2,y)) — 0,F(z,y, f(=,y)) = —%[F(w,y, f(z,9))].

Pertanto scrivendo l'integrale doppio come integrale iterato si pud calcolare poi
l'integrale interno col teorema fondamentale del calcolo integrale. Supponiamo che
A ammetta la seguente rappresentazione® come insieme semplice:

A=A{(z,y) : z € [a,b],y € [91(2), 92(2)]}

per g1, 9s : [a,b] — R continue. Allora:

//EV XE'ﬂdS:/A‘%[F(%y,f(:v,y))]dxdyz

b 92(z) 9
:/“ (fgl(w “@[F(x’y’f(x’y))]dy)dy=

b
=/a [F'(z, 91(2), f (7, 91(x))) — F(=, 92(), £ (2, ga())) da. (5)

Si tratta ora di riconoscere che l'integrale unidimensionale scritto non & altro

che
/ F -dr.
oS

Occorre per questo scrivere la rappresentazione analitica di 07 X:

> Questa ipotesi non & cosi restrittiva se ricordiamo che A & il dominio dei parametri di
una piccola porzione X; della superficie iniziale: pur di suddividere ¥ in un numero
abbastanza alto di piccole porzioni, le X; si possono supporre di questo tipo anche per una
superficie 3 molto generale.
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6.99.% Dimostrare che 81X si pud vedere come unione di 4 archi di curva:

1 1 r(t) = (t,91(1), f(t,01(t))) per t € [a,b];
Y2 - r(t) = (b7t7 f(bat)) pert = [gl(b),g2(b)];
v3 1 7(t) = (t,92(t), (¢, 92(t))) per t € [b,al;

Y41 1(t) = (a,t, f(a,1)) per t € [92(a), g1(a)]-

(Suggerimento: un buon disegno dovrebbe essere sufficiente a capire perché).

Ora ricordiamo che il campo ¢ F' = F'i, quindi ¢ ortogonale alle curve s € 4.

Rimane percio
[ Edr=[Fdr+ [Foar=
otL M 3

b b
:/a F(x,gl(x),f(x,gl(x)))d:r—/ F(.’E,g2($),f(x,g2($))>d$.

//VXE-IL_dSZ/ Fdr
% oty

e il teorema & in questo caso dimostrato. Si noti che in questo caso l'identita ¢ stata
dimostrata, in ultima analisi, applicando direttamente il teorema fondamentale del
calcolo integrale in una variabile.

Percio la (5) da

Passo 4. Proviamo il teorema del rotore per
e Y:z= f(y,2z) con(z,y) € A,

O0A curva regolare.

Abbiamo, come prima
V x F = (0,0,F,—0,F);
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e, questa volta, ndS = (1, —fy, — f.)dydz;

//VXE'QdSZ—"
T

- / /A = £, )8 F(f (9, 2), 9, 2) + f (3, )8, F(f (v, 2), 9, 2)|dady. (6)

Questa volta l'integranda non si riesce a vedere come la derivata di una
funzione composta. Occorre un'osservazione e una riscrittura piu attenta
dell'integranda, per poter trasformare l'integrale doppio in un integrale semplice.
Cio ¢ il contenuto del prossimo esercizio:

6.100.%  Si verifichi che, ponendo
G(y: Z) = F(f(y7 Z)) Y, Z),
e supponendo® f di classe C?, vale la seguente identita:

fz(ya Z)(ayF)(f(ya Z)ayr Z) - fy(y; Z)(azF)(f(y7 2),y, Z) =

= 8,[f.G|(y, 2) — 8:[f,G](y, 2).

Utilizzando l'identita dell'ultimo esercizio, la (6) si riscrive come

//EV x F-ndS = //A[By[sz] — 0,1 f,Glldyd .

Possiamo ora applicare le formule di Gauss-Green” nel piano yz, ed affermare
che l'ultimo integrale ¢ uguale a

:/ f.Gdz + f,Gdy.
otA

Abbiamo quindi trasformato l'integrale di flusso in un integrale di linea. Si
tratta ora di riconoscere che cio che si ¢ ottenuto ¢ quel che volevamo; in altre
parole, si tratta di provare che:

6 Quest'ipotesi & piu forte di quella ipotizzata nell'enunciato del teorema del rotore
(superficie X regolare a pezzi), e si potrebbe farne a meno con un procedimento di
approssimazione. Non entriamo pero in questo dettaglio.

7 Si ricordi che nel testo [BPS2], cap.6 §2, ¢ stata data una dimostrazione diretta di
questa formula, senza dedurla dal teorema del rotore che stiamo dimostrando ora.
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/ F.dr = f.Gdz + f,Gdy. (7)
CADY otA

Occorre per questo scrivere piu esplicitamente ognuno dei due membri.
Osserviamo che, se 9" A ha equazioni parametriche

de o y:y(t)
aA'{z:z(t) t € [a,b],

allora %X ha equazioni parametriche:

z = f(y(t),2(t))
y = y(t) t € [a,b]
7= z{t)

(dove y(t), z(t) sono le funzioni che compaiono nelle equazioni di 9 A). Quindi:

6.101.%  Utilizzando le parametrizzazioni precedenti per T A e 97X, e
ricordando che ' = F'i, verificare che vale la (7).

Questo completa la dimostrazione del teorema del rotore. Veniamo ora ad una
interessante conseguenza:

Dimostrazione della condizione sufficiente per la conservativita di un campo, a
partire dal teorema del rotore.

Nel testo abbiamo enunciato senza dimostrazione il seguente teorema (v. [BPS2],
cap.6, §1.5, Teorema 6.3):

Teorema. Sia F € C'(Q) irrotazionale in Q. Se Q é semplicemente connesso,
allora F' é conservativo in ).

Possiamo darne una dimostrazione (anche se non completamente rigorosa)
basata sul teorema del rotore, e su un altro teorema dimostrato nel testo (v. [BPS2],
cap.6, §1.5, Teorema 6.2), che afferma, tra l'altro, quanto segue:

se F' € C'(Q) e per ogni curva chiusa, semplice e regolare a tratti v C {2 si ha

/E-drzo,
"

allora F' & conservativo in 2.
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Proviamo quindi che se F' € C'!(Q) & irrotazionale in Q e 2 & semplicemente
connesso, allora per ogni curva chiusa, semplice e regolare a tratti v C {2 si ha
JoF -dr =0.

Consideriamo dunque una tale curva -y; per l'ipotesi su €2, v si pud contrarre
fino a un punto senza uscire da {2; contraendosi a questo modo, 7 descrive una
superficie X, contenuta in €2, di cui « € il bordo (v, fig. 6.9). E' possibile inoltre
scegliere X regolare e orientabile. (Questo ¢ un punto che andrebbe dimostrato, e
che qui ci limitiamo a lasciare all'intuizione). Cosi facendo, l'applicazione del
teorema del rotore a X da:

/E-dz=//VxE-gdS’=O
¥ z

perché X C Qe V x F = 0 in {2 per ipotesi. Per quanto richiamato all'inizio della
dimostrazione, con ci0 il teorema & dimostrato.

Fig. 6.9.
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Soluzioni § 6.4

6.65.

a. Falso

b. Falso

¢. Vero.

d  Vero.

e. Falso.

f  Falso.

g Vero.

6.66.

a. divrot ' =0

b. div(fG) =Vf -G+ fdivG

C - rotVu =0

d. div(fVg) = fAg+Vf-Vg

e. divVu = Au

f rot(fG) = Vf x G + frotG

6.67. OF, _0(_ = ) _
Oz Oz \ (2 4 y2)F/2

k_

_ @+ - ah@+9) % (@2 4y?) — ke
(xz . y2)k (wg + y2)§+1

O _ 9 —y _ (@ + 1) + Ry
ay - 8y (3?2 +y2)k/2 - (ZEZ +y2)’§°+1 §

mhw%—m2<ﬁ+fwww)_

rotf =k A E
(22 +¢2)7"! (22 +y2)7 ™!

2-k)

=k -
(1,‘2 + yQ)'é

=( seesolose k = 2.



Par. 6.4. Teoremi di Gauss, Green, Stokes 609

6.68. a Ponendo p = /2 + y? + 22,

WD (2) i Ak,
e

B O o2k T

Per simmetria,

OF, p*—ky? O0Fs p?—k2?
79?_ ok +2 - okt

. 2—:’62 2—k2 2__k2 32—k2 3—k
divE = £ k+2$ +£ k+2y +2 k+2z =f k+2p ¢ % )
p p p p P

b. Percio il campo & solenoidale in R?* \ {0} se e solo se k = 3.
Un calcolo analogo in R” mostra che % ¢ solenoidale in R™\ {0} se e solo se

c i
k=n:
n_ 2 2 2 2
; p°—kx; mp*—kp (n—k)
divk = L= = .
; o2 okt o
6.69.
L g k
a. I‘OtE = 6z ay 82 = ("22’, —‘2.'1/', "'Zy)-
22492 P42 24l

b. La circonferenza ha equazione
r(¥) = (Rcosd, Rsind, 0), r'(¥) = (—Rsind, Rcosd, 0);

rotF (r(¢)) = (0, —2Rcos?, —2Rsind}).

2
/rot_E dr = / (0, =2Rcos¥, —2Rsind) - (— Rsind, Rcosy, 0)dd =
5 0

2
e / —2R%*cos®*®dd = —2R*r.
0
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6.70. a. V- (fG)=Vf -G+ fV-G.
fR" >R ,G:R"* — R",

~[Of 0G| _
[axiGi+f ]*

= 0 G
V- (16) = ) 5 (1Gi) = =

i=1

_ (N0 T

b. V- (fVg)=Vf -Vg+ fAg.
f,g9:R™ — R. Applichiamo la a con G = Vg e abbiamo:
V- (fVg)=Vf Vg+fV -Vg=Vf -Vg+ fiAg
ricordando l'identita (ii7) V - Vg = Ag.

3 V-(fYXGQ)=Vf-(VxQ).
[ :R* > R,G : R® — R3. Applichiamo la a con G sostituito da V x G e abbiamo:
V-(JVXxG)=Vf-(VXG)+fV-(VxG)=Vf-(VxQ),
ricordando che V - (V x G) = 0.
d V% (fG) = VI x G+ f(V x Q).
f:R*=R,G:R®— R3,

1 i k
VX (fG)=| 0, Oy 0, | =
JG1 fGy [fGs

poiché, ad es., 0,(fG2) = (0:f)G2+ fO0,Gs, rtiscriviamo il determinante formale
precedente separando gli addendi in cui si deriva f da quelli in cui si deriva una
componente di G,

i 1 k z i k t 3k
= |0.f 8f O.f|+|f0: f8, fO.|=VfxG+flO, 8, 8, |=
G1 G2 G3 Gl Gz Gg G1 Gg Gg

=VfxG+ f(VxQ).

e. V x (fVg) =V f x Vg.
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f.g : R® — R. Applichiamo la d con G = Vg e abbiamo
VfxVg+f(Vx(Vg))=VfxVy,

V x (fVg) =
ricordando l'identita (i) V x (Vg) =0
A Vx(VxG)=V(V-G)-AG.
G:RP—R3
¢t 1k
VxG=|0, 0, 0,|=(0,G3—0,G2,0,G1— 0,G3,0,Gy— 0,G1);
Gy Gy Gs
L ] k
Vx(VxGQG)= Oy 3y 0, .
0,G3 — 0,Gy  0,G1 — 0,G3  0,Gy — 0,G,

Calcoliamo ad es. la prima componente
1’(31,((955632 - ayGl) -

= §(—8%,G1 — 0%,G1 + 0,0,Gs + 0,8,G3) =

8,(8,Gy — 8,Gy)) =

aggiungendo e togliendo un termine 92, G
82,G1 + 02,G1 + 0,0,G, + 8,0,G3) =

= :L'_(—BZZZGl 62 Gl
= i(—AGl + 8$(8zG1 + Bsz + 82G3)) = 1(—AGl -+ 8,5(V . Q))

Date le simmetrie, le altre componenti di V x (V x G) saranno
(-AGy +8,(V - G)), k(-AG; +9.(V - G))

quindi
Vx(VxG)=-AG+V(V-G).
E' una semplice applicazione del teorema di Schwarz sull'uguaglianza delle

6.71.
derivate seconde miste:
o} 0%F;
gV E 8t( (9:02) (Zataxz)
_ ) v, 8F1 5‘F2 8F3 . Q_E_
ot ot ot ) ot
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9 oli i k| |i i &
5—( V X _E) = 8_ (92; 8:,; 82 = 8t8,; 8tc’9y 8taz =
t t F1 F2 F3 F] F2 F3
e Lok t 1k OF, OF, OF OF
— = s kot il Ak 3 2=
= 8zat 8y8t 823t = 875 8y 8;, =V x ( a1 vl ot ) V.X ot §

B B B O F1 OFy O3

Applichiamo ad ambo i membri della terza equazione l'operatore rotore. Si ha:

VX(VXE)=VX(—%—€'>:_%(VXB):

6.72.

Tt

Si noti che nella prima riga abbiamo scambiato I'operatore rotore con l'operatore

per la quarta equazione —1—- ——) = — —:!— 2*"'
h Cg ot '
ol

5511’1

base a quanto provato nell'esercizio precedente.
D'altro canto per l'identita /' dell'esercizio 6.71 il primo membro ¢
Vx(VxE)=V(V-E)—-AE =-AE

per la seconda equazione. Quindi

1 6°E
~AE=Es
. 1 8%E; )
ossia AE; = 2o perj=1,2,3.
0

Analogamente si dimostra I'equazione delle onde per le componenti del campo B: si
applica l'operatore rotore ad ambo i membri della quarta equazione e si ha

10E\ 10 B
VX(VXB)—VX<C—8“67>—‘C§(%(VXE)—

er la terza equazione = 12 —?é = __1_82__—3.
P 4 Cgot\ at) g o

D'altro canto ancora l'identita f'e, questa volta, la prima equazione, danno:
Vx(VxB)=V(V-B)—AB=-AB
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. 1 6°B
da cui AB= c—g—é—t—z—
. 1 8°B; ,
ossia AB; = %—3?1 perj=1,2,3.
6.73. Siha: r'(¥9) = (—asind, beosd);

1
Q| = 5/(wdy — ydx) =
v

2r

2m
= % / (acos? - beosy + bsind - asind)dd = %ab dd = mab.
0 0

6.74. Siha: 0] = % / (ady — ydz) =
Y
1 2
=5 / (Rcos®¥ - 3Rsin*¥cost) + Rsin9 - 3Rcos*Isind)dv) =
0
_ 3R / %l(sinw)?dz? =g
2y 4 8 )

6.75.  Siha:
r(¥) = ((1 + cos?)cosdt, (1 + cosdd)sind?)

13

'(9) = (—sin? — sin24, cos? + cos29);

1
191 = 5 [ ey — ydo) =
i

2m
- %/ ((1 + cosd)cosy) - (cosd + cos2d9) + (1 + cosd)sind - (sindd + sin2¢9))dd =
0
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27 o
= %/ (1 + cos®?)[1 + cos2dcost) + sin2dsind|dd = %/ (1 + cost)?dd =
’ 0

2
= —/ (1 + 2cosd + cos?d)dv) = %(% +0+7) = gﬂ_
0

r(¥) = (acos? — cos(ar?), asind — sin(ad))

7' (9) = (—asind + asin(ad), acos?d — acos(ad));

0= %/(xdy — yda) =
= % /0% [(acosﬂ — cos(ad)) - (acost — acos(ad))
— (asing — sin(ad?)) - (—asing + asin(ad)) | dd =

2r
= 1/ (0 + a— (a® 4+ a)cosvcos(add) — (a? + a)sindsin(ad) ) dd =
0

2
= %/o ﬂ(a2 + o= (a2 + a)cos((a - 1)19))d19
om
= %(cﬂ +a)m - (& +a) -;—/0 cos((a — 1)9)dd = %(az +a).

6.77. Si ha:

r(9) = (c0515l — 2c0s (g) , sind + 23in<g)>
") = (~sim9 + sin(%) , cos® + cos (g)),

=
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9] = %/(wdy —ydz) =

¥

4o (2) (o2
() ()
() s -

[ o3 (e ()] -

Abbiamo ottenuto un risultato negativo. Il motivo ¢ che esaminando piu da vicino la
parametrizzazione ci si pud rendere conto che l'ipocicloide cosi parametrizzata ¢ una curva

semplice e chiusa che avvolge l'origine in senso orario; percio il valore dell'integrale va
cambiato di segno, e troviamo correttamente che 'area vale 27r.

6.78. ///V-dedydz=/ F-n.dS.
D oD

D ¢ un dominio limitato dello spazio.
0D ¢ la frontiera di D; dev'essere una superficie regolare a pezzi e orientabile.
n. indica il versore normale alla superficie, orientato verso l'esterno.
L'integranda V - F', cio¢ divF, ¢ una funzione a valori scalari.
e. La superficie che compare nell'integrale a secondo membro non pud avere un
bordo, in quanto lei stessa ¢ il bordo di una regione tridimensionale.
[ Sesiapplica il teorema a un campo £ solenoidale in D, si ottiene

// F-n.dS =0.
aD

g Se si applica il teorema a un campo £ conservativo in I, detto U un potenziale di

F, si ottiene
/// Adedydz=/ VU - n.dS
D aD

cio¢ l'integrale in D del laplaciano di U ¢ uguale all'integrale su 0D della derivata normale
uscente di U.

U &R
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6.79.

a. Applicabile. 11 bordo del parallelepipedo ¢ una superficie regolare a pezzi, anche
se non regolare; il campo ¢ C! in D.

b. Non applicabile. Il campo & illimitato in un intorno dell'origine, quindi non & C"! in
tutta la sfera.

c.  Applicabile. Il campo & C* al di fuori di un intorno dell'origine, e la regione D
questa volta esclude un intorno dell'origine.

d. Non applicabile. La regione D ¢ illimitata.

e. Applicabile. La regione D ¢& un poliedro, quindi ha frontiera regolare a pezzi; il
campo & C' nel semispazio z > 0 (il denominatore z + 1 non si annulla).

6.80.

a. Y & una superficie nello spazio, e come caso particolare pud essere un dominio del
piano.

b. 1l simbolo %Y indica il bordo di ¥, che si suppone essere una curva regolare a
tratti o l'unione di un numero finito di curve regolari a tratti, e si suppone orientato
positivamente rispetto all'orientazione di 2: se si cammina su % con la testa dalla parte del
versore normale a ¥, la regione ¥ dev'essere sulla sinistra.

c. VxF =roth.

d. In generale la superficie ¥ ha bordo, ma pud anche non averlo.

e. Se I & conservativo, si ottiene

/ EF-dr=0.
oy

[ Siottiene la formula di Green.
g Se d%X = 0, si ottiene
//VxE‘_@d.S’:O.
3
6.81.

a. Applicabile. ¥ ¢ una supericie orientabile e regolare a pezzi, anche se non
regolare, e il suo bordo ¢ il bordo di un quadrato, quindi una curva regolare a pezzi; F' ¢
Cl

b. Applicabile. ¥ ¢ orientabile e regolare, con bordo regolare. Notare che la
superficie non passa per l'origine, dove il campo F' ¢ discontinuo.

¢. Applicabile. ¥ ¢ orientabile e regolare, senza bordo. Notare che la superﬁme non
passa per l'origine, dove il campo F' ¢ discontinuo.

d.  Non applicabile. Il campo ¢ irregolare sul piano z = 0, che interseca la superficie
nell'origine.

e. Applicabile. Il campo ¢ regolare e la superficie anche.

f Non applicabile. La superficie ¢ illimitata.

g Non applicabile. La superficie non ¢ orientabile.
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6.82. VxFE=

2yz  2xz
=\ """ 0
p p
avendo posto p = /z? + y? + z2. La normale uscente dalla sfera ¢ n = (z,y, z)/R percio

2yz  2zz Ty z 2zyz — 2xyz
vrram (B %) (b ) - R

R'R’'R
e il flusso & nullo perché l'integranda ¢ identicamente nulla.

a1

ke O =

o Qi
Il

6.83.
//FnedS //—% Lds = //Mds //dS-
Ir)* Izl sz’ R
'z'z' 4nR? = 4nR.
b 5.(2 pr—x2p- 0 p?_ 22
\p2) ot
Quindi
2 2 2 2 2 2 2 2
p°—2zx p°—2y pe— 2z 3p - 2p 1 1
F= . O - A
\ = 4 + P4 + p4 P4 ,02 $c2+y +z2

c. ///V F(z,y,z d:cdydz—///m2+y2+ sdxdydz =

R 1 )
:47{‘/ e d =47TR
0 ng P

L'integrale della divergenza di ' in S ¢ uguale al flusso uscente di F' dal bordo di S.

Attenzione al commento: non si puo dire: "L'integrale della divergenza di £ in S ¢
uguale al flusso uscente di F' dal bordo di S per il teorema della divergenza" in quanto il
teorema della divergenza in questo caso NON ¢ applicabile, perché il campo F' non &
regolare nella regione considerata: nell'origine va all'infinito.

Si puo dire che in questo caso constatiamo che l'integrale della divergenza di F' in S é
uguale al flusso uscente di F' dal bordo di S, anche se le ipotesi del teorema della
divergenza non sono verificate e quindi il teorema non é applicabile.
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6.84.
L b/ k
a VxF=| 0 Oy 0, | =iz — 2z2) + (1 — y) + k(2 + 22).
z—y z(1+2%) =y ‘ '
b.
V x E(z,y, f(z,y)) =
22 P 2 P 2
= <x—2:c(1— (Z+§>)’1 ~- 1,2+ (1— (-Z-I-g)) ;
1 2
dS = (~fuy oy Doy = (32, 20,1 );
2[ (22 o2
/] {5[2(?‘5)“1}*
Zila
2 L T 2
+§y(1—y)+2+ <1— T —5) dzdy
& 0% : r(9) = (2c0sY, 3sind, 0), I € [0, 27];

r'(9) = (—2sind, 3cosd, 0);

F(r(9)) = (—3cosd, 2cosd, 6¢cosdIsind);

2
P = / F.dr= / (—3sind, 2cos??, 6cosdsing) - (—2sind, 3cosd, 0)dd =
] 0

2m
=/ 6dd = 127,
0

(1,0,0).

8Q)Ivs
O@QJH.
< Qe

—
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ndS = (*fx: _fyy 1)d$dy = (—2'7:) —2y, l)dmdy

b z24+y?<R2,2>0,y>0

g

z R
= // —2zdxdy = /2 (/ —2pcosz9pdp) dy =
22+y2<R2,2>0,y>0 0 0
3 R )
= / costdd / —20%dp | = —ZR3.
0 0 3

Fig. 6.10.
v 1 r(t) = (0,¢,4%),t € [R,0];

72 : 7(t) = (Rcost, Rsint, R?),t € [0, g])

vs 1 r(t) = (¢,0,¢%),t € [0, R).
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0 R
/Edz:/ (1,0,t)-(0,1,2t)dt=—-/ 2t2dt=——gR3.
mn R 0 3

/ / (1,0, Rsint) - (—Rsint, Rcost, 0)dt = /2~Rsintdt = —R.
0

R
/1_? r—/ (1,0,0) - (1,0,2t)dt = /ldtzR.
Y3 0

Quindi complessivamente

(come gia trovato al punto a).

6.86.

a. ///V Fd:cdydz—///3dxdydz-3|ﬂl

dove abbiamo usato il fatto che

Oﬂ*—‘

0010—‘
L\DI'--d

Q| = ~Area base - altezza =

b. Indic_hiamo cosi le 4 facce del tetraedro con:
E:ca Ey7 Ez

sono le 3 facce poste sui piani coordinati e perpendicolari, rispettivamente, agli assi x, y, 2,
2o

¢ la faccia obliqua, passante per i punti (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e quindi posta sul piano
z+y+z=1

Su X, il versore normale uscente ¢ (—1,0,0), il campo ¢ F' = (0,y, z), percid i due
vettori sono ortogonali e il flusso attraverso X, & nullo.

Per la simmetria tra le variabili, lo stesso accade per le facce £y e 2.

Yy si rappresenta come:

z=1—z—yperze|0,1],y€[0,1—z];

ndS = (1,1,1)dzdy
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//):Of'ﬂdsz/ol</ol‘z(x,y,1‘x"y)'(l,l,l)dy>da:=
=/01</01—$dy>dx=/01(1—x)dm:l_%:5,

quindi in totale O(E,X) = %,

come gia trovato al punto precedente.
6.87.  Notiamo che il campo ¢ tangente alla superficie laterale del cono, percio il

flusso uscente dalla superficie laterale ¢ nullo, ed & sufficiente calcolare il flusso uscente
dalla base che, scegliendo il riferimento con I'asse z sull'asse del cono & il cerchio

z=h;z?+4° < R2

(z,9,h)
(Cl72 + y2 + h2)3/2’

<R (22 y2 + h2)%2

h
= // 32 dxdy =
z24y2<R? (.’13’2 + y2 + h2)

Si ha: ndS = kdzdy; I =

R R
pdp 1 1 1
=27rh/ — = 27h|———| =2h| - —— | =
0 (p?+h?)*? [ \/p2+h2L " (h \/R2+h2>

1

=211 - ——
(R/h)? +1

Si osserva che questo flusso dipende solo dal rapporto R/h, ciog dall'apertura del cono,
non dalle sue dimensioni assolute. Per qualsiasi apertura positiva, in particolare, questo
flusso non ¢ nullo.

Osserviamo che il campo F' ha divergenza nulla fuori dall'origine, quindi in tutto il
cono (tranne il vertice); se fosse applicabile il teorema della divergenza, il flusso uscente
sarebbe nullo, cosa falsa. Il teorema della divergenza non & applicabile perché il campo F
non ¢ regolare in tutto il cono. Si noti che questo esercizio presenta un caso limite: il campo
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¢ irregolare in un punto del bordo di 2; cid non impedisce, in questo caso, di calcolare
comunque il flusso del campo attraverso la superficie, né l'integrale della divergenza nel
dominio (che ¢ l'integrale della funzione nulla), ma le due quantita non sono uguali.

6.88.  Conviene calcolare la circuitazione di F' lungo 0%, che ¢ la circonferenza
z=0,z% +y? = 1, percorsa in verso antiorario. (Per il teorema del rotore, questa quantita
uguaglia il flusso cercato). Quindi:

r(t) = (cost,sint,0) pert € [0,2n]; 1'(¢) = (—sint,cost,0);

E(r(t)) = (cos*tsint,0,1);
2m 2
o= / (cos’tsint, 0,1) - (—sint, cost, 0)dt = / —cos’tsin’tdt =
0 0

1 2 9 T
=—= in“(2t) dt = ——.
4/0 sin®(2t) 1

6.89. Siha,sul,
f: (x7y7R_ R2——(:r2+y2));

R (22412 R (z240°)?
ﬂe(f) — \/ —(z*+y?)’ \/ z2+(7; +y?) ]
\/1 + R?_(w2+y

Percio

.1:2 y2

T + v~ (R VR - @ ) <

\/1 + sz(x2+y2)

m+y

= | VR

-~ (.’L‘2 _|__y2) —

— (562+y2) +R2 — (xz +y2) B
VR = (@ + ) -

— RVRI= (22 + o)

\/R2 (z2 + 4?)

per 22 +y% < R%/4
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2 4,2

2 2 2 2 4y
S%b 1“(%) :\/3}1%22/4' - =
/ 1+\/1—(%ﬁ)

< R'Z .m2+y2—x2+y2
~ 3R}/4 R? R\/3/2’

che ¢ quanto si voleva dimostrare.

6.90.  Fissiamo un punto P € 2, un qualsiasi versore n, e sia ¥ il cerchio di centro
P,, raggio R, posto nel piano di versore normale n. Applichiamo la legge di Ampere a
questa superficie 3. Riscrivendo la circuitazione di £ mediante il teorema di Stokes e
scrivendo esplicitamente i vari flussi abbiamo:

//v><ﬁ-nds=uo//1@ds+uosoi//1_a.@ds=
b 2 dt) Jx

portando la derivata rispetto al tempo sotto l'integrale

=Mo//i'n_d5+uo€o//?£-nd5-

5 5 Ot

// (VX_B—m—uosoQQ) . nd.
g Bt

Ora si ragiona come nell'esempio precedente: per n e Py fissati si divide per 7R? e si fa
tendere a zero R, trovando (nell'ipotesi di continuita dell'integranda)

Si ottiene cosi

0E .
(V X B—Noi—/ﬁoc”og?) ‘n=0in FR.
Per la generalita di n questo da

. OF .
VXB~uol—/Lo€o—5{ =0in P

e per la generalitd di P questo da

. ok
VXB=;L01+M0603?1HQ

che ¢ l'equazione di Maxwell cercata.
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6.91. Siano Py € Qe R > 0 qualsiasi. Partiamo dall'identita:

// I nedS = -i/// cpudxdydz.
OBRr(Fo) dt Br(R)

Riscrivendo il primo membro mediante il teorema di Gauss e, a secondo membro,
portando la derivata rispetto a ¢ sotto l'integrale, abbiamo:

/// V - jdxdydz = —/// cp@dmdydz
Br(Po) Br(R) ot

e quindi /// [V -1+ cp?—’lﬁ] dxdydz =0
BR(PO) 8t

che, per la genericita di R e P, implica (come nell'Esempio 6.19):
V-3 +cp% = 01n ) e per ogni ¢.
Infine, la legge di Fourier j = —kVu ci permette di riscrivere l'equazione nella forma:

V- (=kVu) + cp%% =0

cioe Ou _ k
ot cp
che ¢ I'equazione di diffusione.

6.92. a Siha, per il teorema di Gauss:

-5 [ [ sty adedyi= [ [ puonds -
dt Br 0Br

_ / / [ V- (pu)dzdydz

D'altro canto il primo membro ¢

d
———/// pt,z,y, z)dazdydz = —// @(tax;y) z)dzdydz,
dt Br By Ot

///BR [% tV- (Py)] dedydz = 0

quindi
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che, per la genericita di P, ed R da, come in altri esempi,

8p V - (pv) = 0 in §, per ogni ¢.
8t
b. Sappiamo gia che
Op
hals 0,
5 TV ()=
d'altro canto V - (pv) = Vp - v+ pV - v, quindi
9p
ot +Vp-v+pV-u=0,

e la condizione di 1ncompre551b111ta + Vp - v = 0 implica allora
pV v =0.

Poiché la densita non puo annullarsi, ne segue V - v = 0, ossia il campo v ¢ solenoidale.

6.93. a Applichiamo la (3) con f = g = u e abbiamo

///uAudmdydz+///]Vu[zd:cdydz—/ Ou ds
o0 8716

da cui, poiché Au =0in Qe u = 0 su 99,

///qu|2d:cdydz:0.
Q

Essendo 1'integranda non negativa e l'integrale nullo, l'integranda dev'essere identicamente
nulla. Allora v = costante in 2 (qui utilizziamo l'ipotesi che (2 sia connesso); ma essendo
u € C(Q) e u = 0su 99, tale costante & zero, cio¢ u = 0.

b. Siano wuy, uz due soluzioni dello stesso problema

Au=f in{)
u=g su 99

Allora per linearita, la funzione v = u; — us ¢ soluzione del problema
Au=0 in{
u=20 su 0N

e questo, per il punto a, implica che sia © = 0, ossia u; = ug, che ¢& il risultato di unicita
che si voleva dimostrare.

6.94. a Come nell'esempio precedente, ma usando questa volta l'ipotesi —g—g =0su
0%, si prova ancora che
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///]VuIQd:cdydz-—-O
Q

e quindi v = costante in 2. Ora perd da questo non si pud dedurre che u = 0.

b. Se wi,us sono soluzioni dello stesso problema di Neumann non omogeneo,
u = u; — ug & soluzione del problema di Neumann omogeneo e quindi, per il punto a, &
costante.

6.95.  Applichiamo la (3)con f = 1 e g = u. Si ha:

/ / / Audzdydz = /
on ane
ciog / / / fdxdydz = / / gdS
Q o0

che ¢ la condizione di compatibilita cercata. Ovviamente se f = 0 dev'essere

// gdS = 0.
0

6.96.  E'sufficiente scrivere due volte la (3) con i ruoli scambiati di f e g, cioé

/ / / fAgdzdydz + / / / Vf - Vydzdydz = / i ;jeds
///gAfdxdydz+///Vg Vfdxdydz—//aﬂgane

e poi sottrarre membro a membro.

6.97.  Proviamo l'identita per ¢ = 1. E' sufficiente applicare il teorema della
divergenza al campo F' = fgi. Si ha:

99, OF

o]
VI—E_ —6——3—7—1—(139) - 8.’)31 + 8:c1

quindi

/// <f8x1 +g(9 >dw1dwzdw3=/ angzﬂedS://angmdS,
e quindi
of
/f—da:ldxgd:cg // fgnldS—-///g——d:clda:zdacs.
0 o 0z
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6.98. ;//EivX_E.@dszl}:_;A&E-dg.

A primo membro otteniamo ovviamente il flusso di (V x F') attraverso l'unione delle
superfici 3J;, cioe attraverso ¥; a secondo membro troveremo la cirucuitazione lungo 8%,
perché tutti gli integrali di linea su archi di curva interni a ¥ risultano elidersi a due a due
(v. fig. 6.8), per la proprieta notata in precedenza riguardo all'orientamento indotto.

6.99. (v.fig 6.11),

e
i 73
\
\ S
%\¢
A
Y = ga(x)
b
b,
Fig.6.11.

71 : :’.'(t) = (t:gl(t)a f(t7gl(t))) pert € [aa b]7
Y2 ﬂ(t) = (b>t> f(ba t)) pert e [gl (b)792(b)];
73 1 2(t) = (2, 92(2), f (2, 92(t))) per t € [b, al;

Y4 - f(t) = (a>t’ f(a'a t)) pert € [92(0’)391 (a)]
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6.100. Partiamo dal secondo membro:
0,[f.G| - 9:[£,G] =

= szy + fzyG - fsz - fzyG = szy - fsz

dove la semplificazione effettuata si basa sul teorema di Schwarz di uguaglianza delle
derivate seconde miste, nell'ipotesi f di classe C2. Per il teorema di derivazione delle
funzioni composte, essendo G(y, z) = F(f(y, 2),v, ), l'ultima espressione scritta ¢ uguale
a

F:(y, 2)[Fo (£ (y, 2), 9, 2) fy (9, 2) + Fy (£ (y, 2), 4, 2)] +
— fy, 2)[Fe(f (4, 2), 4, 2) (3, 2) + Fx(f (3, 2), 9, 2)] =

= fz(y,z)Fy(f(y,z),y, Z) - fy(y,z)Fz(f(y,z),y, z);

percio l'identita & dimostrata.
6.101.

/ f.Gdz + f,Gdy = / F(F (s 2), 9, 2) (o, 2)dz + fy(y, 2)dy) =
OtA otA

b
=/aF(f(y(t),Z(t)),y(t),f«’(t))[fz(y(t),Z(t))Z'(t)+fy(y(t),Z(t))y'(t)]dt.

D'altro canto, F' = F'i, e calcolando 2'(t) da z(t) = f(y(t), 2(t)), siha:

b
/ Podr= / F(Fy(8), 2(8)), y(t), (D)2 (t)dt =
argy a

b
=/F(f(y(t),Z(t)),y(t),Z(t))(fy(y(t),Z(t))y’(t)+fz(y(t),2(t))z'(t))dt,

che ¢ la stessa espressione trovata per |, araf-Gdz + f,Gdy.



Cap. 7. Serie di potenze e serie di Fourier

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §1, 2, 3.

7.1. Serie di funzioni e convergenza totale
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §1.

Esempi svolti

Esempio 7.1. Si consideri la serie di funzioni

o0
Zcosx(sinw)Hﬁ.

n=0

a. Determinare l'insieme [ C [0,27] dei punti in cui la serie converge

puntualmente.
b. Stabilire se la serie converge totalmente in /, o in caso contrario stabilire

in quali intervalli contenuti in I la serie converge totalmente.

a. Perz # I,% & |sinz| < 1, percio

cosx(sinw)”\/’_’ 4 |c:os:c||sin:c]”+\/H < |cosz||sinz|",

serie geometrica convergente. Se poi z = 7, 37”, cosz = 0 perci0 la serie converge

comunque. Dunque la serie converge semplicemente in tutto [0, 27].

b. Non si ha perd convergenza totale in tutto [0,27], ma solo nei

sottointervalli [a,b] che non contengono 7, 37" Infatti, fissato un intervallo

a,b] C |0, 27| che non contiene %, 31 esiste un § > 0 tale che |sinz| < § per ogni
202 per og
z € [a,b], e quindi

lcos:c(sim:)"““‘/H < VR < g

per un certo § < 1, e quindi la serie converge totalmente.
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Esempio 7.2. Si consideri la serie trigonometrica

i sinnz
14+n?

n=1

a. Stabilire se la serie converge totalmente in [0, 27].

b. Stabilire se la somma f(z) della serie & una funzione continua in [0, 27] (0
in quale intervallo lo ¢).

c. Stabilire se la serie delle derivate converge semplicemente in [0, 27] e se
converge totalmente in [0, 27].

d. In base ai punti precedenti, si pud affermare che la serie ¢ derivabile
termine a termine?

1
— 14n?’

sinnzx
14+ n?

a.

serie convergente. Quindi la serie converge totalmente in [0, 27].
b. Poiché f,(z) = % sono continue e la serie converge totalmente in

1+n?
[0, 27], la somma della serie & continua! in tutto [0, 27].
g ncosnT
c. e
fa(®) 1+n?

La serie delle derivate ¢ una serie trigonometrica convergente semplicemente in
(0,2m) in quanto 15 — O monotonamente (v. Proposizione 7.1 in [BPS2], cap.7,

§3.1). In z = 0, z = 27 la serie delle derivate diverge:
0 0 1
(0} = n_ . _n 1
;fn() ;1+n2’ 1+n2 n

La serie delle derivate non converge totalmente, perché

o o0
max ()] = % divergente.
Z o [0727r]lfn( ) ;1 T g

n=1

d. Pertanto non si puo affermare che la serie di partenza & derivabile termine
a termine?.

lv. [BPS2], cap.7, §1, Teorema 7.1.
2v. [BPS2], cap.7, §1, Teorema 7.2.
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Esercizi
7.1. Si consideri la serie di funzioni:
w .
sin(nz
> el )
n
n=1
a. Laserie converge totalmente in [0, 27]? Se si, perché?
b. Scrivere la serie derivata della (1).
c. Laserie derivata della (1) converge totalmente in [0, 27]?
7.2, Si consideri la serie trigonometrica:
2. (sinnz  cosnz
Z AL + n? '
n=1
a. La serie converge semplicemente in [0, 27]?
b. La serie converge totalmente in [0, 27]?
c. Sipuod garantire che la somma della serie sia una funzione continua?
7.3. Si consideri la serie di funzioni:
o) 2
cos(n‘z
PRLEL @
n=0 L

a. La serie converge totalmente? Se si, perché?
b. Scrivere la serie derivata della (2).
c. La serie derivata della (2) converge totalmente?

7.4.% Si consideri la serie di funzioni:

im"(l —z")

n=

a. Determinare l'insieme I C [0,1] dei punti in cui la serie converge

puntualmente.
b. Stabilire se la serie converge totalmente in /.
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7.5.% Si consideri la serie di funzioni:
o0
Zx”( 1—2x)"
n=0

a. Determinare l'insieme I C [0,1] dei punti in cui la serie converge
puntualmente.

b. Stabilire se la somma f(xz) della serie ¢ una funzione continua in [0, 1] (o
in quale intervallo lo ¢). '
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Soluzioni §7.1

7.1.
a. Converge totalmente in [0, 277], perché

sin(nx)
)

v

< 1/n®e >_1/n? converge.

o8]
b. ) =M% c. La serie derivata converge semplicemente in (0,27) ma diverge in
n=1

z = 0,z = 2m. Pertanto non converge totalmente in [0, 27].

7.2. a. Si. b. Si. ¢ Si perché la serie converge totalmente e i singoli addendi sono
continui.
7.3.
2
a.  Si, perché c—"%’;——p <3 J}nz e Zﬁl; converge.

14n?

b i __n?sin(n’z)
n=0
c¢.  No perché il termine generale non tende a zero.

7.4.
a. Perz € (0,1) fissato, si tratta di una serie a termini positivi. Si ha:

"l —2") ~ 2",

serie geometrica convegente. Percio la serie converge puntualmente per z € (0, 1). D'altro
canto per =0 o z =1 la serie ¢ identicamente nulla, quindi la serie converge
puntualmente in tutto [0, 1].

b. Per provare l'eventuale convergenza totale cerchiamo una maggiorante di
z"(1 — z™) indipendente da z (notare che z"(1 — z™) & > 0 in [0, 1]). Basta calcolare per
ogni n il massimo in [0, 1] della funzione

folz) =2"(1 — z").

1

Si ha: fi(x) = nz" ! — 2n2®™ ! = na" (1 - 22™) > Operz <

)

Quindi il massimo di f, in [0, 1] &

Questo significa che qualsiasi successione a,, per cui si ha
z"(1—-z2") < a, Yz €[0,1]

soddisfa a,, > ;11-, quindi ) a, diverge, e la serie di partenza non converge totalmente.
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5.

a. E' una serie geometrica di ragione z(1 — z), percid per ogni z € (0,1) fissato
convege. D'altro canto per =0 o z =1 la serie ¢ identicamente nulla, quindi la serie
converge puntualmente in tutto [0, 1].

b. Come nell'esercizio precedente, per provare la convergenza totale calcoliamo per
ogni n il massimo in [0, 1] della funzione

falz) = z"(1 —x)".

Si ha: fi(z) = n[z(l —z)]" (1 - 22) > O perz < —;—

Quindi il massimo di f, in [0,1] &

[

Pertanto z"(1-z)" < — Vz €0,1],

n

—_

e la serie di partenza converge totalmente in [0, 1]. Essendo continue le funzioni f,, se ne

conclude che la somma & continua in [0, 1].



7.2. Serie di potenze
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §2.

Per gli argomenti: serie di Taylor di trascendenti elementari, serie geometrica,
serie esponenziale, esponenziale complesso, si rimanda a [B1], cap.5, §5.2. In
questo paragrafo sono raccolti esercizi sulla determinazione del raggio di
convergenza di una serie di potenze.

Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze. Se a fianco
della serie ¢ scritto "(studiare estremi)" studiare anche il carattere della serie
negli estremi dell'intervallo di convergenza.

o2 ?’szn
7.6.% Z an (studiare estremi)
n=0
00 ( q\N.m
7.7 % Z(——%)z—f— (studiare estremi)
n=0
>\ nz"
7.8.
* Zo —
[SSIp P )
79.% > o
n=0

o0 1 n
7.10. Z(l + ﬁ) z"

7.11. ;(—1)"E2—x“ (studiare estremi)
- (_1)71 n s .
7.12. Z 311 " (studiare estremi)
0
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= n+1 " . .
7.13.5 Z s——(22)" (studiare estremi)
“—n’+2
o0 2n
7.14. D e
n=1 3
X
7.15. > “100"z"
n=]
- 00
7.16.% > nlz"
n=1
SR )
7.17. Y=
n=1 n
log(1+n)
7.18.% "
1 . .
7.19.% Z(—- [ :2‘:- 57 (studiare estremi)
© nl
720 g
n=1 e
7.21.% i ()"
o (2n)!
732, 3 (m’) .
n.
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Soluzioni §7.2

1 . Nn? 1
76 rRNER

(perché \"/7_1, — 1), percio R =3. Comportamento agli estremi dell'intervallo
convergenza:

o0
per z = 3 si ha la serie an divergente;
o0
per x = —3 si ha la serie Z(—l)”n2 irregolare.

n=

7.7. £ =lim (/& =1; R = 1. Comportamento agli estremi:

n—+00
per z = 1 si ha la serie Z ) convergente;
e
1
per x = —1 si ha la serie Zﬁ—z convergente.
s

78. £ =1lim ¢/Z =1lim 1 = 0; R = 4o0.

n—oo n—00

L =l /0 — n —
79. 5 nEToo 5 nlufwz 4+o00; R=0
7.10. = 2.
7.11. = % Comportamento agli estremi:
1. . N (=1)"
erxz = —sihal convergente;
per & = 2 siha laserie ; — . g

1. . 1
perx = -3 si ha la serie Zﬁ convergente;
n=

di
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7.12. R =9. Comportamento agli estremi:

00 gn
per z = 9 si ha la serie ;(——1)” T irregolare;
o0 gn

per x = —9 si ha la serie ; 1 irregolare.

713. % = Lu_ll_loo '/ ZL9n = 2. R = 5. Comportamento agli estremi:

1. : ~n+1l
per z = 3 si ha la serie :;nz 3 divergente
perché &t ~ 1,
1 = n+1
er x = —— si ha la serie -1)" convergente

pere =3 ! ;} ) Eyg convers

per il criterio di Leibniz: si mostra che 7?2:[12 ¢ dfinitivamente monotona decrescente,

ponendo f(z) = ;,112 , calcolando f'(x) e mostrando che questa & definitivamente negativa.
714. R=12.
715. R=s.
716, g =lim %8 = lim @k =lim (n+1) = +o0. R=0
717. R =o0.
lo n 1
7.18. Jan| = 2%1(1;;)” )| =
Gng1| log(n +1) 3" . 1

an 3+l logn 3

quindi R = 3.
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7.19. R = 1. Comportamento agli estremi:

00

1
per z = 1 si ha la serie ;(—1)”:2_:_ 5 convergente;
o0
per ¢ = —1 si ha la serie ;:2—:_12 divergente.
1 qe | Gntl |
7.20. 7= 1}_1_1)1(’)10 o |’
any1| _ (41 n» o 1 1
- ntl ) " - 1\" -z
an |+ nl (n+1)" (14137 e
dunque R ='e.
12 ! 2
21, ant1 _ (n+1)D)° (2n)! _ (n+1)

1
4 @n+2) (@) @n+2)(2n+1) 4
percio R = 4.

722. RE=1i,



7.3. Serie trigonometriche e serie di Fourier
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §3.

7.3.A. Polinomi trigonometrici

Qualsiasi polinomio in coswz, sinwz, cio¢ qualsiasi combinazione lineare di
funzioni del tipo

(coswz)" (sinwz)™ (%)
si puo riscrivere come combinazione lineare di funzioni

cos(kwz) e sin(kwz) per k intero,

cioé¢ come "polinomio trigonometrico" (e questo ¢ il motivo per cui si chiamano
polinomi trigonometrici le funzioni di questo tipo). Cid significa che la serie di
Fourier di una funzione del tipo (%) é in realta una somma finita, che si puo
scrivere trasformando la funzione di partenza mediante identita trigonometriche
elementari, anziché calcolando integrali. Le identitd che servono per questo sono
le seguenti:

9 1+cos2z ., 1—cos2z . 1.
COs“y = —————; §in“yx = ——; sinzcosz = —sin2z;
2 2 %
- cos(a + ) —5 cos(a — ,6); sinasing = cos(a — f3) —2— cos(a + ﬁ);
sinacos = sin(a + ) + sin{a — ﬁ).

2

Esempio 7.3. Si scriva la serie di Fourier della funzione 27-periodica
f(z) = sin’z

senza calcolare i coefficienti di Fourier, ma utilizzando identita trigonometriche
elementari.

3

i 1-— cos2x>
sin A

x = sinz - sin’z = sinz - ( 5

= 1sin — lsin:z:cos296 = lsinac e —1—(sin3:c — sinz) =
“ 2T ~ 2 1 -
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. 1.
smzr — Zsm?)a:.

A~ w

La serie di Fourier richiesta ¢ questo polinomio trigonometrico.

In alternativa, si pud usare il calcolo coi numeri complessi. Ricordando le
formule di Eulero:

iy o el _ gz

2%

e .
CoST = ——2—; sinx =

si vede che

iz —iz\ " iz __ =iz \ ™
(cosa:)"(sina:)mz(e -Ze )(e 2; >

e, sviluppando con pazienza le potenze ed eseguendo i prodotti, si ottiene una
somma di termini del tipo e*® (con k intero relativo) che, riscritte a loro volta
nella forma trigonometrica coskz + isinkz e semplificate, danno una
combinazione lineare di funzioni del tipo cosnz, sinnz.

Esempio 7.4. Si scriva la serie di Fourier della funzione 27-periodica
f(z) = sin®z
senza calcolare i coefficienti di Fourier, ma utilizzando le formule di Eulero.

g el — o=iz 3 3T _ 3piT 4 3p=iz _ o—3iz
sing = | ————— | = -
21 —8

3ix _ o=3iz) _ 3(git _ iz 1
(e e ) = (e ™) = —-S—Z(QisinS:c — 6isinz) =

— §sinm 1sinBar:
T4 4 ’

risultato ovviamente uguale a quello ottenuto applicando identita trigonometriche.
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Esercizi

Scrivere la serie di Fourier (che é una somma finita!) delle seguenti funzioni
trigonometriche, senza calcolare integrali, ma utilizzando i metodi appena
illustrati.

7.23.5% sin*zcos®z
7.24.% cos’z
7.25.% sin’z
7.26.% sin’zcostz

7.3.B. Periodizzazione, regolarita di funzioni periodizzate

Lo sviluppo in serie di Fourier si applica a funzioni periodiche. A volte la
funzione da sviluppare ¢ gia in partenza definita su tutto R e T-periodica, altre
volte inizialmente ¢ definita solo su un intervallo, ad es. [0, 7], e siamo noi che la
prolunghiamo a tutto R periodizzandola, per poterla poi sviluppare. Poiché, nei
teoremi sulla convergenza puntuale delle serie di Fourier, le ipotesi coinvolgono
anche le proprieta della funzione periodizzata, ¢ importante imparare a riconoscere
come si esegue la periodizzazione, in particolare come si verifica la continuita e la
regolarita della funzione periodizzata. I prossimi esercizi ruotano intorno a queste
questioni preliminari.

Periodizzazione e simmetrizzazione di un grafico
Tracciare il grafico delle seguenti funzioni sull'intervallo indicato, osservando
le differenze tra i grafici presentati nello stesso esercizio.

7.27.  Tracciare i grafici su [—4, 4]:

a. f(z) = z su [0, 2], periodizzata di periodo 2.

b. f(z) = z su[—1, 1], periodizzata di periodo 2.
7.28.  Tracciare i grafici su [—3m, 37]:
a. f(z) = zsinz su [0, 7],

riflessa dispari su [—, 0] e periodizzata di periodo 2.
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b. f(z) = xsinz su [0, 7],
riflessa pari su [—, 0] e periodizzata di periodo 2.
& f(z) = xsinz su [0, 7],

periodizzata di periodo 7.

7.29.  Tracciare i grafici su [—2, 2]:

a. flz) = e su [0, 1], periodizzata di periodo 1.

b. flz) = e su[—1/2,1/2), periodizzata di periodo 1.
7.30.  Tracciare i grafici su [—6, 6]:
a. f(z) = ze® su |0, 2],
riflessa dispari su [—2, 0] e periodizzata di periodo 4.
b. f(z) = ze” su [0, 2],

riflessa pari su [—2, 0] e periodizzata di periodo 4.

Regolarita di una funzione, continuita della periodizzata

Ricordiamo che una funzione f si dice regolare a tratti sull'intervallo [a, b] se
¢ limitata sull'intervallo e questo si pud suddividere in un numero finito di
intervalli [a;, b;] tali che in ciascun (a;, b;) f & derivabile, e inoltre esistono finiti i
limiti per z — a; e perz — b; di fedi f.

La regolarita a tratti di f si valuta osservando la funzione sul solo intervallo
[a, b]. Per applicare i teoremi sulla covergenza delle serie di Fourier ci interessa
anche, pero, sapere se la periodizzata di f ¢ continua in R. Questo significa che
non solo f & continua in [a, b], ma che vale la condizione di raccordo f(a) = f(b).
I prossimi esercizi riguardano questi aspetti.

Dire se la seguente funzione e regolare a tratti sul suo intervallo base di
definizione (periodo) oppure no, e dire se la sua periodizzata é continua su R
oppure no.

731 f(z) = e su[—1/2,1/2], periodizzata di periodo 1.

7.32.  f(z) = e su[0,1], periodizzata di periodo 1
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7.33.  f(z) = /z(1 — z) su [0, 1], periodizzata di periodo 1.
7.34.  f(z) =z(l—z) sul0,1], periodizzata~di periodo 1.

7.35.  f(z) ==z(1 —=x) su[-1/2,1/2], periodizzata di periodo 1.
7.36. f(z) = |z| su[—1,1], periodizzata di periodo 2.

7.37.  f(z) = zlogz su [0, 1], periodizzata di periodo 1.

Per ciascuna delle seguenti funzioni, dire se la periodizzata é C*(R).
7.38.  f(z) = z? su[~1, 1], periodizzata di periodo 2.

7.39. f(z) = z(l —z) su[0,1], riflessa dispari su [—1, 0] e periodizzata di
periodo 2.

7.40. f(z) =xz(l —z) su [0,1], riflessa pari su [—1,0] e periodizzata di
periodo 2.

741.  f(z) = 2%(1 —z)* su 0, 1], periodizzata di periodo 1.

7.42.  f(z) = z’logz su [0, 1], riflessa dispari su [—1,0] e periodizzata di
periodo 2.

7.3.C. Serie di Fourier: convergenza puntuale
e rapidita di convergenza a zero dei coefficienti

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §3.3, 3.4, 3.6.

Esempi svolti
Esempio 7.5. Si consideri la funzione 4-periodica definita da:

1 sel<|z| <2
f(ac)—{o se |z] < 1 per z € [-2,2].

a. In base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita di convergenza a
zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢ possibile dire circa la



Par. 7.3. Serie trigonometriche e serie di Fourier 645

convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le

affermazioni fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f sfruttando le

simmetrie, tenendo conto del periodo di f, e scrivere in forma compatta la serie di
Fourier.

a. Laperiodizzata di f ¢ regolare a tratti e continua tranne in 1 4 4k (v. fig.
7.1), quindi i coefficienti di Fourier saranno solo o(1). Per lo stesso motivo, la
serie di Fourier convergera puntualmente a f(z) per ogni z € [ — 2,2],z # £1;
in z = %1 la serie convergera a 1/2, che ¢ la media dei limiti destro e sinistro in

questi punti.

0.8
0.6
0.4

0.2

Fig. 7.1.

b. La formula generale che assegna i coefficienti di Fourier sull'intervallo
[—%, %] , quindi per funzioni periodiche di periodo 7, ¢:
2 [ flaycos(hwa)d T
g = == z)cos(kwz)dzx con w = —.
T -T/Q T

Nel nostro caso 7" = 4. Poiché f ¢ pari, by = 0 Vk, mentre

1
g = 4 Zf(x)cos(kwx)dx = /Qf(a:)cos(l—c—;g>da: = /2003(%@)&0.
0 1

T Jo
=1la; = —2-sin k_mg 2-~———2—sin @
U= AR T \ 2 1_— km 2 )

5 1 231, [(kr krx
Quindi f(z) ~ o Esm(—;) cos(——é——)

L
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A titolo d'esempio, mostriamo il grafico di f sovrapposto a quella della sua
somma di Fourier per n = 10:

>@£\7& 1} Avﬁvé
0.8 |
0.6 |
0.4}

0.2 r

/\\//“\\/ﬂvf\
-1 V \/ 1

Fig. 7.2.

Osservazione 7.1. Impostazione del calcolo dei coefficienti di Fourier. Si faccia
particolare attenzione, nel momento in cui si imposta il calcolo di ax e by, ad
applicare correttamente la formula generale, prestando attenzione a:

1) qual ¢ il periodo T della funzione;

2) se il periodo fondamentale su cui possediamo la definizione analitica della
funzione ¢ l'intervallo [0, T'], oppure [—7"/2, T /2] (o un altro intervallo ancoral!). E'
chiaro infatti che un errore di impostazione in questa fase pregiudica
completamente il calcolo successivo. Infine:

3) se la funzione ha una simmetria (pari o dispari) che consente di concludere
a priori che i coefficienti by oppure aj sono identicamente nulli. Non accorgersi di
questo non ¢ di per sé un errore ma, evidentemente, puo far perdere molto tempo in
calcoli inutili.

Esempio 7.6. Si consideri la funzione 2-periodica definita da:

_ [ —=z perze[-1,0]
fla) = {9:2 perz € [0, 1]

a. In base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita di convergenza a
zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢ possibile dire circa la
convergenza puntuale della serie di Fourier?

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del
periodo di f, e verificare che rispettano la previsione fatta al punto precedente,
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riguardo alla rapidita di convergenza a zero. Scrivere poi f come somma della sua
serie.

a. La funzione ¢ limitata e integrabile e la sua periodizzata ¢ continua e
regolare a tratti (v. fig. 7.3), percio i coefficienti di Fourier sono o(1/k).

1
0.8
0.6
0.4

0.2

Fig. 7.3.

La serie di Fourier converge puntualmente a f in tutto [—1,1].

2 T/2

-
b. ap = — f(z)cos(kwz)dx con w = —;
v=7 ), J@eosthon) -

In questocaso ' =2 e

1
Gy = /_lf(:c)cos(kmc)d:c =

0 1
=/ —:ccos(kﬂ'x)dac—l—/ z’cos(kmz)dx =
0

-1

e I e R e

0

0 1
_ | _cos(kmz)| || xcos(k‘m:) ! cos(kmx) .
_{ (For)* :I 1 { i (k) } +/0 ? (km)? 4
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(1 — cos(km)) cos(km) 5 sin(kmz) : _3cos(km) —1
(km)? (km)? CONN NN

0 ! 21 [#*1' 1.1 5
ag = -xdm+/x2daz=[—~—~} —I—[——] ==+ =-= -,
0 /_1 g 2], 13l, 23 &6

1
bk=/ f(z)sin(knz)dz =
1

0 1
:/ —xsin(kwx)da:+/ z?sin(krz)dz =
0

-1

10 0 1 1
[xcos(kmc) _/ cos(km:)dx n [_xQCos(kwm)} +/ 2xcos(k7rac)
kr |4 1k km o Jo km

km i (k7r)2 km (k7r)2

_s cos(krz) ' _q cos(km) — 1
(kr)? (k) |

0

(kr)?

o0

Z dous kﬂ) — 1cos kmx) + 22 [EOS(—IW?;—E] sin(krz).

k= =1 ™

Notiamo che effettivamente i coefficienti di Fourier sono o(1/k). La prossima
figura mostra il grafico di f sovrapposto a quello della sua somma di Fourier per
n = 3. Si nota che l'approssimazione ¢ gia buona per un piccolo valore di n, in
questo caso.

dm} -

cos(km) —sin(kvr:c) ° _ cos(km) ) $sin(k7r:c) 1_/lsin(kwx)dx _
-1 o 70
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0.8 1

0.6

0.4}

0.2 r

Fig. 7.4.

Esercizi

Per ciascuna delle seguenti funzioni, si chiede:

a. In base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita di convergenza a
zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢ possibile dire circa la
convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le
affermazioni fatte. Talvolta pud essere utile disegnare il grafico di f su un
intervallo pit ampio di un periodo, per visualizzare la continuitd o meno della
periodizzata di f.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere in forma
compatta la serie di Fourier. (Talvolta si chiedera di calcolare solo i termini a; o
by; in questo caso non si scrivera la serie di Fourier).

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per
il calcolo dei coefficienti di Fourier, prestando attenzione al periodo e alle
eventuali simmetrie.

7.43.% Funzione 27-periodica definita da:
f(z) = |z|per —m <z < 7.
7.44.% Funzione 4-periodica definita per z € [—2, 2] da:

|x| 1 ll?l € [05 1]
f(z) = {1 ger |z| € [1,2].

7.45.  Funzione 2-periodica definita da:

f(z) =1—|z| perz € [-1,1].
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7.46. Funzione 27-periodica definita da:
flx)=n?—2?per—m <z <.
7.47.% Funzione 2-periodica definita per z € [ — 1, 1] da:

_J1 perz € [0,1]
flz) = {:1:+1 perz € [—1,0]

Calcolare solo i coefficienti a; (non ¢ richiesto il calcolo dei by,).

7.48. Funzione 2-periodica definita da:
f(z) =2*—1 perz € [-1,1].
7.49.% Funzione 7-periodica definita per z € [0, ] da:
fa) =&,

Calcolare solo i coefficienti a; (non & richiesto il calcolo dei by).

7.50.% Funzione 27-periodica definita da:

T i
9 SGOS.’L‘Sa

f(z) = {7r _z sel<z<m se z € [0, 7], f riflessa dispari in [—, O].

7.51.  Funzione 2-periodica definita da:

z? se0<z<1
f(:c)—{o Se—lngOperxe[_l’l]'

Calcolare solo i coefficienti a;, (non ¢ richiesto il calcolo dei by).

7.52. Funzione 4-periodica definita da:
2

= rz € [0,1]
fle) = {1 g:ra:e [1,2]

e riflessa pari in [—2, 0].
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7.53.% Funzione 3-periodica definita da:

0 perzel0,1)
f(z) =41 perzell,2).
2 perz € [2,3)

Calcolare solo i coefficienti by (non ¢ richiesto il calcolo degli ay).

7.54. Funzione 2-periodica definita da:
f(z) = 2® perz € [-1,1].
7.55.% Funzione 3-periodica definita in [—1, 2] da:

_fz+1  perze[-1,0]

Calcolare solo i coefficienti by, (non ¢ richiesto il calcolo degli ay).

7.56. Funzione 4-periodica definita da:

_[1-z perze(0,1]
f(x)—_{O perz € [1,2]

e riflessa dispari in [—2,0).
7.57.% Funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da:

1 perze[1,2]
f(z) =< z perz € [0,1]
0 perz € [-2,0].

Calcolare solo i coefficienti a;, (non € richiesto il calcolo dei by).

7.58.% Funzione 2m-periodica, uguale a cosz per x € [0, 7] e riflessa dispari
in [—,0].

7.59.% Funzione 2-periodica definita da:
f(z) = e perz e [-1,1].
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7.60. Funzione 27-periodica definita in [—, 7] da:

@) ={

mrx perO<z<m

z? per—m <z <0.

Calcolare solo i coefficienti a; (non é richiesto il calcolo dei by).

7.61.% ("Onda quadra"). Funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da:

_J1 per0<z <1
f(a:)-{__1 per—-1<z <0

7.62.% Funzione 27-periodica definita da:
f(z)=e Tl per —r < z < 7.
7.63.% Funzione 27-periodica definita in [—, 7] da:

0 per—n<z2<0
f(m)“{w perO <z <.

7.64. Funzione 4-periodica definita da:

f(z) = {93—1 perz € [1,2]

0 per z € [0, 1] e riflessa pari per z € [—2,0].

7.65.% Funzione 2m-periodica definita in [—7, 7] da:

o= {3 s

0 per5 <|z| <.

7.66.% Funzione 27-periodica definita da:
f(z) =z|z|per —m <z < 7.

7.67. Funzione 27-periodica definita da:

f(z) = Chz per — < z < 7.



Par. 7.3. Serie trigonometriche e serie di Fourier 653

7.3.D. Forma esponenziale complessa delle serie di Fourier

Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §3.5.

Ricordiamo che le funzioni 7" periodiche possono essere sviluppate in serie di
Fourier complessa (sotto le opportune ipotesi), in base alle formule:

7
f(k) = %/ f(@)e ™ dz perk € Z,w = 27/T,
0

@)~ S Flk)e.

k=—00

Si scriva la serie di Fourier delle seguenti funzioni in forma complessa, dopo
aver verificato la validita delle ipotesi del teorema di convergenza puntuale.

Riscrivere in forma algebrica i coefficienti J (k).
7.68. Funzione 1-periodica definita da
f(z) =z in|0,1].

7.69. Funzione 2-periodica definita da

f(@) = ol in [~1,1].
7.70.  Funzione 27-periodica definita da

f(z) =¢e” in [0, 27].
7.71. F unzione 2-periodica definita da

f(z) = sgn(z) in [-1,1].
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7.3.E. Serie trigonometriche
Riferimento: libro di testo [BPS2], cap. 7, §3.1, 3.3.

Serie trigonometriche e serie di Fourier: un confronto
Ricordiamo che una serie trigonometrica (adattata all'intervallo [0,77]) ¢ una
qualsiasi serie del tipo

o0
ag + Z(akcos(kwm) + bysin(kwz)) conw = 27/T.
k=1

Che differenza c'¢ tra le serie trigonometriche e le serie di Fourier? E' facile
che lo studente faccia qualche confusione a riguardo. Anzitutto ¢ chiaro che ogni
serie di Fourier & una serie trigonometrica, mentre il viceversa non ¢ ovvio.

Ad esempio,
i sinkx
= vk

¢ una serie trigonometrica su [0, 27], puntualmente convergente? in tutto [0, 2],
ma non puo essere la serie di Fourier di nessuna funzione limitata e integrabile in
[0, 27r], altrimenti* dovrebbe essere convergente anche la serie numerica

o0 oo 1
b2 = —, che invece diverge.

Quindi, almeno se ambientiamo la nostra analisi nello spazio delle funzioni
limitate e integrabili su [0, 7] (cid che si fa nel testo [BPS2]), la classe delle serie
trigonometriche (anche limitandosi a quelle convergenti almeno in un intervallo)
non coincide con la classe delle serie di Fourier.

Ma ¢ soprattutto il punto di vista che ¢ diverso, nello studio di questi due
oggetti matematici. Infatti, quando parliamo di serie di Fourier solitamente stiamo
partendo da una funzione f esplicitamente nota e ci chiediamo qual ¢ la sua serie
di Fourier (calcolo dei coefficienti) o, a partire dalle proprieta note della somma
f, ci chiediamo se e in che senso la serie di Fourier converge a f.

Viceversa, quando parliamo di serie trigonometriche solitamente stiamo
partendo da una serie esplicitamente nota (conosciamo gia i coefficienti), di cui
perd in generale la somma non ¢ esplicitamente nota, e ci chiediamo, a partire

3 Questo segue dalla Proposizione 7.1 in [BPS2], cap.7, §3.1.
4 in base al Teorema 7.10 in [BPS2], cap.3, §3.3.
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dalle proprieta dei coefficienti, se e in che senso questa serie converge, e quali
proprieta eventualmente avra la sua somma (ad es. continuita, derivabilita, ecc.).

In un certo senso, quindi, i due concetti di serie trigonomentrica e serie di
Fourier corrispondono a due problemi che sono I'uno I'inverso dell'altro.

L'analisi della convergenza delle serie trigonometriche sul testo & stata fatta
appellandosi quando possibile al concetto generale di convergenza totale per una
serie di funzioni>, oppure al criterio di convergenza puntuale per serie
trigonometriche® basato sulla monotonia delle successioni {ay}, {b;}. I prossimi
esercizi riguardano questo tema.

Studiare la convergenza puntuale delle seguenti serie trigonometriche,
nell'intervallo specificato. In ciascuno degli esempi, dire se ¢ possibile affermare a
priori che la somma delle serie é continua, e se la serie é derivabile termine a
termine.

1Tk 3 (—S—‘EI—“””—> in [0, 271].

=\ 2km + k2
00 k_:
— Z(cos;m N (-1) ?mkx> in [0, 27].
2\ Tk Rl
= logk :
7.74.% —>cos(2kmz) in [0, 1].
=k
S [(142k -k .
7.75.% (——————) sin(k7z) in [0, 2].
7.76.% Z <—1—3+—2—,E> cos(kmz) in [0, 2].
c\ k3 +1

3 v. [BPS2], cap. 7, §1.
6 v. Proposizione 7.1 ([BPS2], cap.7, §3.1).
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7.3.F. Applicazioni fisiche delle serie di Fourier

Applicazioni alle equazioni a derivate parziali.
Metodo di separazione delle variabili

Nel testo (v. [BPS2], cap. 7, §3.8) & illustrato, su alcuni esempi, il metodo di
separazione delle variabili, con cui, facendo uso anche degli sviluppi in serie di
Fourier, si riesce a scrivere esplicitamente la soluzione di certi problemi al
contorno per equazioni a derivate parziali, quando il dominio ha una forma
particolarmente semplice. Qui non daremo nessun riepilogo del metodo ma ci
limiteremo a presentare qualche esercizio che fa esplicito riferimento agli esempi
discussi del libro di testo.

Esempio 7.7. Equazione della corda vibrante con estremi fissati. Si consideri il
seguente problema di Cauchy-Dirichlet per I'equazione della corda vibrante:

%%zazgi—% perz € (0,7),t >0
u(t,0) = u(t,m) =0 pert>0

u(0,z) = ¢(z) per z € [0, ]
20,2) = $z)  perze(on]

Significato fisico: wu(t,z) rappresenta l'altezza rispetto all'orizzontale,
all'istante ¢, del punto di una corda vibrante che in posizione di riposo si trova nel
punto di ascissa z. La corda, rappresentata dal segmento [0,7], & fissata agli
estremi (questo € espresso dalle condizioni u(¢,0) = u(¢t,7) =0 per t > 0),
mentre all'istante iniziale ¢ nota la forma della corda (u(0,z) = ¢(z)) e la sua
velocita istantanea (%%(0, z) = 9(z)). La soluzione del problema che si ottiene
col metodo di separazione delle variabili’ &

u(t,z) = i(cksin(ka:)cos(akt) + dysin(kx)sin(akt))
k=1

dove i coefficienti ¢, d, sono quelli per cui si ha:

7v. [BPS2], cap.7, §3.8.
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o0

p(z) = chsin(kx) per z € [0, 7]
k=1

P(z) = idkaksin(kx) pér z € [0, 7).
k=1

Perciod questi coefficienti si ricavano dallo sviluppo di Fourier in serie di soli
seni delle funzioni ¢ e % in [0, 7r]; a sua volta, per ottenere questo sviluppo occorre
riflettere in modo dispari queste funzioni su [—,0], e quindi svilupparle come
funzioni 2rm-periodiche su [—,7|. Nei prossimi esercizi si chiede di applicare
esplicitamente queste formule.

Esercizi

Risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet per la corda vibrante discusso
nell'esempio precedente per i seguenti dati iniziali:

7.77.% ¢(z) = sin’z, ¥(z) = 0.
7.78.% o(z) = 0,(x) = sinzcosz.
7.79.% @(z) = sin’z, ¥(z) = 0.
7.80.% o(z) = sindz, ¥(z) = sin5z.

Esempio 7.8. Equazione di Laplace sul cerchio. Si consideri il seguente
problema di Dirichlet per I'equazione di Laplace sul cerchio:

g—?g— 22—;2‘:0 perz? +y? =1
u(z,y) = f(z,y) pera®+y*=1.

I significati fisici del problema possono essere diversi, ne ricordiamo due:

1. Equazione di diffusione del calore in regime stazionario. La funzione
u(z,y) ¢ la temperatura nel punto (z,y) di una lastra circolare in cui non ci sono
sorgenti e pozzi di calore, la temperatura al bordo & mantenuta uguale a f(z,y), e
il sistema ha raggiunto I'equilibrio termico (ossia la temperatura non cambia piu
nel tempo).



658 Cap. 7. Serie di potenze e serie di Fourier

2. Equilibrio di una membrana. La funzione u(z,y) rappresenta l'altezza
sull'orizzontale di una membrana elastica circolare fissata sul bordo su un contorno
di sagoma z = f(z,y), in equilibrio.

La soluzione del problema che si ottiene col metodo di separazione delle
variabili8 &, espressa in coordinate polari (p, ),

o0

u(p,9) = Y _p*(arcos(kd) + bysin(kd))
k=0

dove i coefficienti ay, by, sono quelli per cui si ha:
f@) = Z(akcos(k't?) + bysin(kd)) per ¢ € [0, 27].
k=0

Nei prossimi esercizi si chiede di applicare esplicitamente queste formule.

Esercizi

Risolvere il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace discusso
nell'esempio precedente per i seguenti dati iniziali:

7.81.5% flz,y) = z9?

7.82.% f(z,y) = ||

Applicazioni alle equazioni differenziali ordinarie.
Oscillazioni forzate con forzante non sinusoidale

Nel Cap.1, §1.2.E, abbiamo studiato I'equazione delle oscillazioni forzate,
y" + Wiy = Fsin(wt + B)
(senza smorzamento) o
Y + 26y + wiy = Fsin(wt + )

(con smorzamento). In quegli esempi, la forzante era in ogni caso una funzione di
tipo sinusoidale, che poteva mettere in risonanza il sistema quando la pulsazione w
della forzante era uguale (in assenza di smorzamento) o vicina (in presenza di
smorzamento) alla pulsazione propria del sistema, wy.

8 v. [BPS2], cap.7, §3.8.
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Nei prossimi esempi ed esercizi vedremo che cosa aceade quando 1a forzante &
una funzione periodica ma non sinusoidale.

Esempio 7.9. Consideriamo l'equazione

1
v+ Zy’ +y=F(t)

con F funzione 27-periodica definita su [—m, 7] da
F(t) = [¢.

Sappiamo gia dalla discussione svolta nel Cap.1 che che I'equazione omogenea
ha un integrale generale che tende a zero per t — +oo. Se troviamo una soluzione
dell'equazione completa che non tende a zero per t — +00, questa rappresentera il
regime permanente del sistema.

Possiamo sviluppare il termine noto in serie di Fourier. F' ¢ 2m-periodica, pari,

si ha:
ag = g/ tdt = m;
TJo
_ 2 _ 2 [tsin(kt)]" /”sin(kt) o
ar = W/o tcos(kt)dt = W{ [*——-——k ]o Tk dt s =
_ 2[cos(kt)]" 2 k
ﬂw[ k? ]0_wk2<< 1 1)'
Quindi i + —%i coskt
2 T '

Ora ragioniamo a questo modo. Poiché l'equazione ¢ lineare, se noi per
k=0,1,2,... risolviamo l'equazione

1
yn + nyc + yr = agcos(kt)

la somma delle soluzioni y; dara una soluzione dell'equazione non omogenea con
termine noto F'(t).
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Per k = 0, una soluzione di

VY s
LAS 2

Per k > 1, una soluzione particolare di

1 2 (-1)F-1
Y, + Zy;“ + Yk = - <—k2 )coskt

< ™
(5] y()(t) = 5

ha la forma yr = cpcoskt + disinkt.
v, (t) = —ciksinkt + dj,kcoskt

Y (t) = —crk*coskt — dik*sinkt

(—cpk*coskt — dik>sinkt) + i—(—ckksinkt + dykcoskt) +

k
+ (crcoskt + dysinkt) = 2 <£—1—]2;2———1—) coskt.
7r

™

—dpl? — %ckk +dp, =0

—cpk? + Ldpk + o = 2 (L——l,g-k:l)

sistema che risolto da

8((—1)’“ - 1)

dp = ;
* T rk[16(1 — k2)? + 2]
32 ((—1)’c —1)(1- 1)
CL = .
FT rk2[16(1 — k2)? + k2]
. C . C
Notiamo che lek] < o |di| < P

il che mostra che la funzione definita come serie trigonometrica



Par. 7.3. Serie trigonometriche e serie di Fourier 661

w|=1

Z cpcoskt + disinkt) =
k=1

o ((_ )k—l)(l—kz) 8((—1)’°—1) :
=7 ; HI6( R+ 7] coskt + 1601 — K2 + 7] sinkt

¢ effettivamente due volte derivabile termine a termine, e di conseguenza risolve
l'equazione non omogenea (in base al teorema sulla derivabilita termine a termine
di serie la cui derivata converge totalmente).

Tabuliamo i primi coefficienti. ¢, dr = O per k pari; per k dispari:

E |1 3 5 7 9
¢ | O 0.0177 | 0.002 0.0005 0.00012
dr | —5.093 | —0.0016 | —0.0001 | —0.00002 | —0.0000055

Si vede quindi che

y(t) ~ g——5.093sint.

In altre parole, un singolo termine ¢ di gran lunga (almeno due ordini di grandezza)

piu grande degli altri. Questo si spiega col fenomeno della risonanza. In base alla

discussione fatta al Cap.1, § 1.2.E, la nostra equazione omogenea ¢ I'equazione
delle vibrazioni smorzate con pulsazione propria
1

Wy = 1, g = Z,

quindi 26 < w? ("piccolo smorzamento"), da cui si ricava che la pulsazione che

produce la risonanza ¢
1
=W —262=4/1—=.
w wo 3

Ora, tra le armoniche che compongono lo sviluppo di Fourier della forzante F,
quella per £ = 1 ¢ quella la cui pulsazione (uguale a 1) piu si avvicina a quella di
risonanza. Questo spiega il fatto che questa sia la componente piu rilevante anche
nella soluzione.

A titolo di verifica, calcoliamo il primo membro dell'equazione differenziale
per y(t) = £—5.093sint,
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d> 1d 7 . T
(@ +yo 1) (—2———5.093smt) = Z—1.27325c0st

e rappresentiamo questa funzione su un grafico insieme al secondo membro |¢|:

Fig.7.5.

La funzione y(t) & quindi effettivamente una soluzione approssimata
dell'equazione differenziale, ottenuta prendendo un solo termine della serie
infinita!

Si rifletta sul fatto che, pur non essendo sinusoidale, la forzante di
quest'esempio & periodica di periodo 27, quindi pulsazione w = 1, che ¢ vicina alla
pulsazione propria del sistema smorzato (y” + iy' +y= O), e uguale alla
pulsazione propria del corrispondente sistema non smorzato, cio¢ dell'equazione
(y"+y=0). Nei prossimi esercizi si esploreranno situazioni leggermente
diverse.

7.83.% Si calcoli, col metodo illustrato nell'esempio precedente, una soluzione
particolare dell'equazione non omogenea:

1
y”+1y’+y=F(t)

con F' funzione 2-periodica definita su [—1, 1] da
F(t) = [¢.

Precisamente:
a. Scrivere la soluzione esatta dell'equazione non onogenea in forma di serie

trigonometrica.
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b. Tabulare i valori numerici dei primi coefficienti, individuando se ¢
possibile approssimare bene la soluzione con la somma di pochi termini.

(Si osservi che la differenza con l'esempio precedente sta nel periodo della
forzante).

7.84.9% Si calcoli, col metodo illustrato nell'esempio precedente, una soluzione
particolare dell'equazione non omogenea:

V' +y="F()
con F funzione 27-periodica definita su [—, 7] da
F(t) = [¢].

Individuare il regime permanente del sistema, cio¢ la soluzione dell'equazione per
tempi lunghi.
(Si osservi che la differenza con I'esempio sta nell'assenza di smorzamento).
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Soluzioni §7.3

7.23 sin’zcos’z = (em — e_ix)2 (em + e—iz)s =

21 2

(e2ix + e——2i:c -9 e3ix + 362’3; + 36——1'35 + 6—31117
) ()

- ___3_2_ (6519: 4 3e3zx A Gt L g~ f o 3 EerEE g, 36—3zx +
& e—Siz _ 2631’7; _ 661’3: _ 66—2':1: _ 26—32‘1;) —

s __%2_ ((eSiw + 6—511:0) + (e3ix + e—3iz) _ 2(6i:c + e—z’x)) —

1 1 1 1
= ——(2cosbz + 2c0s3z — 4¢0sz) = —cosT — —C083x — =CosHx.

2 2
7.24, costy = ((LHcos2z)\" _ (14 2c0s2z + cos’2z _
E 4
— 3+ goostot 3 (FEE) = T Seosta 4 feoste

7.25.

2 4

1 1 1/1+ cosdzx .
= (;.1: - 5cos2x + 1 (——-——2———))smx =

= lsinx — lsina:cos2:1: + lsin:c + lsina:cos490 =
T4 2 8 8 -

. E (1 - cos2:c)2 , (1 — 2cos2z + 00522m> ,
sin’z = | ———— | sinz = sinz =
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. 15, :
= gsin:c - Z(sm3w — sinz) + 1—6(sm5x — sin3z) =

= §sinac - —5—sin3a: + —sinbz.

8 16 16
7.26 sin?zcost*z = e — e\ (e e =
- 24 2 N
_ (e%z — 24 e~2ix> <e4z’z + 4e2im +6+ 46—21'1: + e—4iz> _
- —4 16 -

—é% <em +e*(4—2) + (1 —-8+6)+ (4—12+4)+

+ e—2ia:(1 e B - 6) +4 6-41':1:(_2 + 4) + e—ﬁix) -

_é%((esm + e——ﬁiz) + 2(e4iz + e—4iz) _ (ezm + e—2i:v) _ 4) _

1
= ~~62(20036:c + 4cosdx — 2c082x — 4) =

1 1 1 1
= E + 3—2008227 = ECOS‘lLE = §§COS6$-

7.27.
1.5

0.5 |

2
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b.
1r
0.5 f
il -2 2 4
5 F
sl L
7.28.




Par. 7.3. Serie trigonometriche e serie di Fourier 667

7.29.
a.
WW
0.6 |
:
0.4
02 |
-2 = 1 2
b.
0.2 [
P - 5 1 2
7.30.
a.
15

10}

o~
o F




668 Cap. 7. Serie di potenze e serie di Fourier

-6 -4 -2 2 4 6

7.31.  Regolare a tratti. La periodizzata ¢ continua in R.
7.32.  Regolare a tratti. La periodizzata ¢ discontinua.

7.33.  Non regolare a tratti: la derivata destra in O e la derivata sinistra in 1 sono
infinite. La periodizzata ¢ continua.

7.34.  Regolare a tratti. La periodizzata ¢ continua.
7.35.  Regolare a tratti. La periodizzata ¢ discontinua.
7.36.  Regolare a tratti. La periodizzata ¢ continua.

7.37.  Non ¢ regolare a tratti: pur definendo per continuitd f(0) =0, risulta
f'(0%) = —oo0. La periodizzata & continua.

7.38.  No, in *1 la derivata non si raccorda in modo continuo.

7.39.  f(0T) =0, f(0%) =1, la riflessa dispari percid & C'(—1,1); chiamando
ancora f la funzione cosi definita su [-1,1] si ha ora f(1)=0= f(-1),
/(1) = =1 = f'(-1), percid la periodizzata & C*(R).

7.40.  No, lariflessione pari rende f non derivabile in 0.

741.  f(0) =0, f(1) =0; f'(0) =0, f/(1) = 1, quindi la periodizzata & C*(R).

7.42.  f(0) =0, f’(O) =0, percid la riflessa dispari ¢ continua e derivabile in
(—=1,1). Inoltre f'(1) = 1 = f/(—1), quindi la periodizzata & C*(R).
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7.43. a La funzione periodizzata ¢ continua su tutto R, regolare a tratti, percio la
serie di Fourier converge in ogni punto a f(z). I coefficienti saranno o(1/k).
b.  f & 2m-periodica e pari, percio by =0 e
2

2/” 2w
a=—] zde=—-—=m.
T Jo 2

Perk > 1, g = —1—/ |x|coskz dx = 2/ zcoskz dx.
TJ-m TJo
s . m m . m _ k _
/ vooskr dp — [msmka __/ sinkz iz — [coskx] =)=
o fg ko o Kk 2 k2
o B =111
Percio: Qj = ; ¢ T—

00 k
lz| = = + 2-2- . L—Qf——l coskz Vz € [—m, .
il k

N

7.44. a. La funzione f ¢ continua in R e regolare a tratti. Pertanto la serie di
Fourier converge in ogni punto a f(x) e i coefficienti di Fourier a,, b, di f sono o(1/n).
b. f & 2-periodica e pari; quindi b, =0 ¢

2 1 9 1 1
ao:/f(w)dm:/zdx_!_/dx_____!_l:_'
0 0 1 2 2

2

an, =/02f(x)cos(1rg3)dx: /Olmcos<%:f)dw+/l cos(zr—gf)da:z

BT, 2 (e L on ()] -

0
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7.45. a. La funzione f & continua in R e regolare a tratti. Pertanto la serie di
Fourier converge in ogni punto a f(z) e i coefficienti di Fourier a,, b, di f sono o(1/n).
b. f ¢&2-periodica e pari; quindi b, =0 e

2

=) w=

1
ay = 2/ (1 — z)cos(mnz)dr =
0

1—|z| ~ % —252( )cos(nm:) Vz € [~1,1],
1

7.46. a La funzione periodizzata ¢ continua su tutto R, regolare a tratti, percio la
serie di Fourier converge in ogni punto a f(z). I coefficienti saranno o(1/k).
b. f & 2m-periodica e pari, percid by =0 ¢

™ ™
ap = —:F/ (7* — 2?)coskz dz = —%/0 z’coskz dz = %(—1)'“; ag = %ﬂz.
o0
w2 — —2— Z}f_ coskz Vz € [-m, 7).
3 —

7.47. a. Lafunzione & regolare a tratti, la sua periodizzata ¢ perd discontinua (non
vale la condizione di raccordo), perciod i coefficienti di Fourier tenderanno a zero ma ci
aspettiamo che non siano o(1/k). La serie di Fourier converge puntualmente a f in tutti i
punti di (—1, 1), mentre negli estremi dell'intervallo converge alla media dei valori

J=D)+50) _1
2 2°

b. Formule generali:

T/2 It T/2 or
T/T/2f cos(ka:—T—>dx by, = T f :c)sm(ka:?>dx

1 0 1
aoz/_lf(x)d:cz/_l(m+l)dx+/o 1dx=g.

ap = /_jf(x)cos(kﬂx)d:v = /j(w + 1)cos(knz)dz + /Olcos(km:)dw =

Pernoi T = 2,
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0 1
:/ wcos(kwm)der/ cos(kmz)dx =

=1 =1

_ [cos(kmz) = zsin(krz) 0 0= 1—(=1)*
| w2k? Tk — k2

7.48. a. La funzione ¢ regolare a tratti e la sua periodizzata ¢ continua in R, quindi
la serie di Fourier convergera in ogni punto ad f e i suoi coefficienti di Fourier saranno
o(1/k). Poiché f & pari, saranno presenti solo i coefficienti a.

! 4 (1) 4
b. ax = /_1(90 — 1)cos(krz)dz = PR TR ag = —-—.

4
_IN__ - v . i
.'L’ kE COS kﬂx x € [ ]., 1]

7.49. a. La funzione periodizzata ¢ regolare a tratti ma ¢ discontinua negli estremi
0,m. La serie convergera puntualmente a f(z) per z € (0,7), mentre convergera a
(1 + €™)/2 negli estremi.

b. / f(z)co (%mj) = ;zr—/onexcos(%x)dx.

Sia I= / e“cos(2kx)dz = [e®cos(2kz)]; + Zk/ e”sin(2kx)dz =
0 0

=e -1+ 21@{[e’cs:in(2k;z:)]6r - Zk/ ezcos(ka)dm} = (" — 1) — 4kI.
0

(e™—1) 2(6 -1)

Qrind; I= e % = s Tram

perk=1,2,3,.

iy == z/ FdE = g(e’r —1).
m™Jo i
7.50. a. La periodizzata di f & regolare a tratti e continua tranne in 0 + 2k,
quindi i coefficienti di Fourier saranno solo o(1). Per lo stesso motivo, la serie di Fourier
convergerd a f(x) per ogni z € [ — 7, 7],z # 0; in = 0 la serie convergera a 0.
b. Poiché f ¢ 2m-periodica e dispari, ay = 0 V&, mentre

b= 2 /0 f@)sin(ka)dz = 2 [ /O Csin(ha)dz + / "~ x)sin(km)dx} =

2
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i [—%@E . %{ [_(ﬂ_w)cos](ckx)]; _ﬁ”cosékx)dx} =

Percio, per ogni z € [—m, 7],z #0¢

flz) = f: [% # %sm(kg)}sin(kx).

k=1

7.51. a. La periodizzata di f & regolare a tratti e continua tranne in 1 + 2k, quindi
i coefficienti di Fourier saranno solo o(1). Per lo stesso motivo, la serie di Fourier
convergera puntualmente a f(z) per ogni = € (—1,1); in x = £1 la serie convergera a
1/2.

2(-1)" L1
km?

1 1
b ap= / f(z)cos(mkz)dz = / z’cos(rkz)dx = 3
-1 0
7.52. a. La funzione ¢ limitata e integrabile e la sua periodizzata ¢ continua e
regolare a tratti, percid i coefficienti di Fourier sono o(1/k). La serie di Fourier converge
puntualmente a f in tutto [—2, 2].
b. Poiché f ¢ 4-periodica e pari, i coefficienti b;, sono zero.

g = %/_Zf(a:)cos(kgm)dx = /:f(:v)cos(kgx)dx =
= /le%os(kgx)dx " /lzcos(kg:v)dx - %%{cos(kg) = %sm(kg)}
ay = /01x2da:+/12dx = %l

flz) = % t 5252 {cos(kg-) - %sin(k%)}cos(k%m) Vz € [0,2].

7.53. a. La funzione ¢ limitata e integrabile ma discontinua, i coefficienti di
Fourier tendono semplicemente a zero. (Ci attendiamo velocita non pit di 1/k).

La serie di Fourier converge puntualmente a f in [0, 3] tranne nei punti:

0 e 3 in cui converge a 1;

1 in cui converge a 1/2;

2 in cui converge a 3/2.
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b tem L[ (2 o 2 [ forin( 2 ) -
:%{12sm<2zkw)dw+/:zsm@'”)dx}=
-3 () ¢ [ ()
3l (4) (3] - - ()]} -
- feo(t) ()4}

N.B. Per k = 1,2,3 la quantita entro {} vale rispettivamente —4, —4, 0, e poi ripete
ciclicamente questi valori.

7.54. a. La funzione ¢ limitata e integrabile ma la sua periodizzata ¢ discontinua,
percio i coefficienti di Fourier tendono semplicemente a zero. (Ci attendiamo velocita non
piu di 1/k). La serie di Fourier converge puntualmente a f in (—1, 1) mentre negli estremi
converge a 0 (media dei valori in 1).

b. Poiché f & 2-periodica e dispari, a;, = O per ogni k.

1 1
= [ ctsingiorsyda = 2 [ whsinGhmade = (-1 2~ 12
by == /_193 sin(knz)dz = 2/0 z°sin(krz)dz = (—1) [kﬂ' k37r3]'

1) [kw E%] sin(kmx)

o0
k= 1
7.55. a. La funzione ¢ limitata, integrabile e regolare a tratti, e la sua periodizzata

¢ continua, percio i coefficienti di Fourier sono o(1/k).
La serie di Fourier converge puntualmente a f in tutto [—1, 2].

b. Calcoliamo:
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2
by, = —2_/ f(z)sin(kwz)dz con T = 3,w = I _ 2_7r’ quindi:
T/, 373

3 oG
by = = | f(z)sin| —kzx |dz =
k 3 » ( ) 3
0 2
= g{/ (w—i-l)sin(%?kx)d:v—!—/ (1—x/2)sin<2—3—7rkm>d:c}.
-1 0
0
/(m—l—l)sin(?jkm)dx:
-1 3
3 2r \1° 3 [° /on
== {*(m + 1)COS<?M)J_1 + 5 _lcos(-g—kx>dx =
__3 308 (m N 8 9 . (o
T %%kw | 2km | 2km 3 o 2km | 4k2n? 37
2 . (27 3 2 o
/0 (1- x/2)sm(?kz>da¢ = Sp {—cos(?kx):’o +
1/ 3 2r \1* 3 [* [(on
- -2-{% ':—:CCOS(?]CQZ‘)]O'I— ék_ﬂ' A COS(?kCU)dx} =
3 47 3 47 9 . (2r« 2
= 3 () e (5) - Sen ()

_ 3 9 (4
T %mr  8k2r? 3°)

b——2- ~—3—+——9-—s'1n _2119 +—3_~—9~sin 4—7rk =
¥ 3 2km  4k2m? 3 2km  8k2r? 3 -

- D sin2—7£k— 2 sin4—7rk
T k22 3 4k27? 3 '

N | =
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7.56. a. La funzione & limitata, integrabile e regolare a tratti ma la sua
periodizzata ¢ discontinua, percio i coefficienti di Fourier sono solo infinitesimi (non
possiamo garantire che siano o(1/k)).

La serie di Fourier converge puntualmente a f in [—2,2] per z # 0, mentre in 0
converge a 0.

b. Poiché f ¢ dispari, i coefficienti a; sono zero.

b = /O2f(:c)sin(kg—m)d;c - /01(1 - m)sin(kgm)dx = %{1 - %sin(k%)}.

Effettivamente b; non ¢ o(1/k).

fz) = %i%{l - —];;sm(kg) }sm(kgx) per z 2 0,

k=1

7.57. a. La funzione & regolare a tratti ma la sua periodizzata & discontinua, percio
1 coefficienti di Fourier sono solo infinitesimi (non possiamo garantire che siano o(1/k)).
La serie di Fourier converge puntualmente a f in tutto (—2, 2), mentre in 42 converge a %
b. Calcoliamo:

4 2
ay = %/zf(x)cos(k—gx)dx = %{/lxcos(kg:c)dx+ /2cos<kz2r—m)dx}.
=2 0 1
/lzcos(kgx)da: = EQ; [sm(kg-x)]j = —%sm(kg)
/Olsccos(kgaz)da: == % [msm(kga:)]: - g;/olsin(kg—m)da: =

T
ax = %/if(x)cos(kwm)d:c conT =4,w= 2 _ ZE, quindi:
=3
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Calcoliamo anche

1f [t 2 11 3
= — d = —<K — =
ag 2{/Oxdas+/1 x} 2{2+1} 1
In effetti i coefficienti a) sono o(1/k); ci aspettiamo di conseguenza che i coefficienti
by non siano o(1/k).

7.58. a. La funzione f & regolare a tratti ed & continua tranne nei punti k.
Pertanto la serie di Fourier converge in ogni punto a f(z), tranne in km, dove converge a 0.
Possiamo dire che i coefficienti di Fourier ay, b, tendono a zero, ma non possiamo precisare
la velocita di convergenza (probabilmente non saranno o(1/n)).

b. Poiché f & 2m-periodica e dispari, a,, = 0, e

by = ] f(z)sin(nz)dz = 2 / coszsin(nz)dx =
L T™Jo

- % /0 ﬂ%{sin((n + 1)a) + sin((n — 1)a)}dz =

— _1 [_ cos((n +1)z)  cos((n — 1)90)]7r _

T n+1 n—1 -

1 [ (-1 -1 (-1)*'- 1J {se n dispari 0
T

= n+1  n-1 | \|senpai 2[4 L]=4_n
mentre b = L {—MJ =0.
T 2 0
Quindi (n = 2k) f(z) §§: B sin(2kzx)
B me\ 4k =1 o

7.59. a. La funzione f ¢ continua in R e regolare a tratti. Pertanto la serie di
Fourier converge in ogni punto a f(z) e i coefficienti di Fourier ay, b, di f sono o(1/n).
b. f & 2-periodica e pari; quindi b, = 0 e

1 1
ag = 2/0 f(z)dz = 2/0 e"dx = 2[e%]y = 2(e — 1).

I 1
ty 2 2/ f(z)cos(mnz)dx = 2/ e“cos(mnx)dz =
0 0
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= 2{ [e®cos(mnz)]; + wn/le‘”sin(ﬂnx)dx} =
0

1
=2[(-D"e—-1]+ 27rn{[e“’sin(7rna:)](1, - 7rn'/0 e”cos(wnm)d;p} =

= 2[(~1)"e — 1] — 7*n’a,,.

2[(-1)"e —1]

a, =
" 14 7m2n?

el = (e—1)+ ig[%:j—}:r—z;z—”cos(nwx) Vz € [-1,1].

7.60.

bid 27 3

a. La funzione f(z) & continua in [—m, 7], inolire f(—m) = w2 = f(m), percid f &
continua in tutto R; f(z) ¢ regolare a tratti, quindi la serie di Fourier converge ovunque; la
somma €& f(z) in ogni punto, ancora per la continuita di f. I coefficienti saranno o(1/k).

1 m 1 0 5 m ]. &
a = f(z)coskxdx = = | z°coskzxdx + | zcoskzdr = — (—1 +3(-1) >
- 0

T)_n k2

1 /0 m 5
ag = —/ x2dx+/ zdz = =7
™) 0 6
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7.61.

=3 - -L

Ha

a. La funzione ¢é regolare a tratti, continua per z # 0,41, +2,... In tutti questi punti

la serie converge alla media tra i limiti destro e sinistro, che ¢ 0. Altrove converge ad f. I
coefficienti saranno infinitesimi ma ci aspettiamo che non siano o(1/k).
b. Poiché f ¢ 2-periodica e dispari, a;y = 0 per ogni k, e

1 1
be = | f(z)sin(krz)dz = 2/ sin(krz) de =
-1 0

_ 2 ) 1 2_ k . 0 sek =2n

= kﬂ[-——cos(kvr:c)]o = ( = f=1)" 1) = { 4 sek=2n4l.
> 2 A sin((2n + 1))

f(z) ~ Zk ( 4 1)Sm(k7rx WHZ 1

Il grafico di f(z) insieme alla somma parziale della serie di Fourier fino a n = 5, cio¢

k = 11, ¢ il seguente:

RU/\V anl\VA 1 /‘VI'\VJ'\VVVA
0.5
- -2 -l 3

-0.5

A pafh A mon A S

vuuvv UVV V\J

7.62.
1
Os
-3 -2 -7t T 27 37

a. La funzione periodizzata ¢ continua su tutto R, regolare a tratti, percio la serie di
Fourier converge in ogni punto a f(z). I coefficienti saranno o(1/k).
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b.  f &2m-periodica e pari; quindi b, =0 e

2 [ 2T 2 . 2.
ao—;/of(:c)d:c——/oe d:r—ﬂ[ e ]O_w(l g

™

a, = g/ f(a:)cos(nx)dw = —2~/ e‘xCOS(TLCL‘)d.’L‘.
m™Jo TJo

s

I= / e~"cos(nz)dz = [—e~"cos(nz)]; — n/ e “sin(nz)dz =
0 0

= 1—e "cos(nm) — n{[-—e_zsin(nx)]g + n/owe‘zcos(nx)dx} =

= 1—e "cos(nm) — n’I.

. _ 1—e™"cos(nm) _ 2 1-e""cos(nm)
S S T i pr

. 1 _ 2 o~ 1—e"cos(n)
L P P A TR L N -
e 7r(1 e+ ~ E cos(nz) Yz € [—m,n).

= 1+n2
7.63.
A )TM
-3n -2 -7 7T 27 3

a. Lafunzione f(x) & regolare a tratti e la sua periodizzata & continua tranne nei punti
7+ 2km; la serie di Fourier converge ad f(z) in tutti i punti diversi da 7 + 2km; in questi
punti di discontinuitd converge al valor medio 5. I coefficienti saranno infinitesimi ma ci
aspettiamo che non siano o(1/k).

b. ao=;1r—/_wf(x)dx=%/o xdng;

ar = l / zxcoskx dx =
TJo
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1 ([=zsinkz]" " sinkzx 1 Jeoskz]™ 1 % '
‘%{[ p ]O /0 p d”‘"}"im[ k ]O‘kzn(( D -1);

by = l/ xsinkz dx =
TJo

1 {[ ;ccoskac]7T /”cosk:c } (——1)'C 1 {sinkac}’r (—1)]C
= —< |= + dr b = — + — = — .
™ E 1o Jo k k knl k ], k

T 1 (= i
z) ~— + ZT(("I)k - 1)cosk:c + Z— sinkz.
4 lc.~=1k m k=1
b
Z’?f‘rj —27r -JTV 7 nv - Y277r 3r

Fig. 7.6. Grafico di f(z) insieme alla somma parziale di Fourier pern =5

7.64. a. Laperiodizzata di f ¢ continua, ed ¢ regolare a tratti; percio i coefficienti
saranno o(1/k); per lo stesso motivo la serie di Fourier convergera a f(z) per ogni
z € [-2,2].

b. La funzione ¢ 4-periodica e pari, percio b, = 0 Vk,e

a = / f(x)cos< )dw = /12(33 - 1)°°S<%T£>dm - ﬁ% [(_l)k B COS(%E)}

2 1
ao::/ (z—1dz = =.
1 2

0

f(a:)z% ;?—Z -1 —COS(%E)cochgx) Va € [<2,2].
k=1
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7.65.

-3 -2 -7 7T 27T 3

a. f & discontinua in tutti i punti |z| = 55 + 2k; in questi punti la serie di Fourier
converge al valor medio 2.5, e non a f(z) = 5. Altrove la serie converge ad f, perché f &
regolare a tratti. I coefficienti saranno infinitesimi ma ci aspettiamo non siano o(17n).

1 /7 1
b. | ag = %/_ﬂf@)diﬂ ==

s

1/ 10 [ 10
Ay = ;/_Wf(x)cosn:cd:v = —71—'—/0 cosnr dr = %sm%;

By i 1 f(z)sinnzdz = 0.
™ -7

I X100 . n
flz) ~ o + ;%—ﬁsml—ocosnx.

— An/\/‘\ﬂ A/\/\r\/\ A4
o UVVV\/ UUV = e

-1t

Fig. 7.7. Grafico di f(z) insieme alla somma parziale di Fourier con n = 20
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7.66. a La funzione f ¢ regolare a tratti, la sua periodizzata & discontinua nei
punti x = 7 + 2km. La serie di Fourier convergera ad f in (—m,7), e negli estremi 7
convergera a 0. I coefficienti saranno infinitesimi ma ci aspettiamo che non siano o(1/k).

b.  f ¢ dispari, percid a; = 0.

1 [T : 2 1% 5.
by = — | z|z|sinkzdz = = | z’sinkzdz.
™ m™Jo

=1

/ smk:c dr = [—zc2 M] + / 2z goska dx =
f k 1o Jo k

2 2 sinkz 1" T sinkx
——?cos(lm)—}-z([m k ]o_/o 5 d:c) =

o k. 2 [coskz]™  n? o 2 {=1F=1
=V B[ L—*ﬂ‘” e\ TR )

Percio:

7.67.
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a. La serie di Fourier converge in ogni punto a f, perché f & continua in R e regolare
a tratti. I coefficienti di Fourier saranno o(1/k).
b. by = 0 perché f ¢ pari.

. 28hm _ 2Shm (—1)F
0= P )
Shrr 2Shr = (—1)F
Chz = —+ = ;1+kzcoskx

7.68.  Funzione regolare a tratti, la sua periodizzata ¢ discontinua. La serie
convergera a f(x) in (0,1), e a 3 negli estremi. Calcoliamo:

1
fk) = / ze™ 2k 4y = (per k # 0)
0
_ —xe—Zﬂ'ikx 1+/1e—27rikxdx~_ 1 N e—27ri/cx 1._ g
- 2mik o Jo 2mik T 2mik | —(2mik)? |, 27k’

1
7(0) :A zdx = %

i +o0 e27rilc:c

L
2" 2

Vz € (0,1).
k£0,k=—o00

7.69.  Funzione regolare a tratti, periodizzata continua. La serie convergera a f(z) in

[-1,1]. Calcoliamo:
N 1 /1 1 1
f(0) = -2—/_1[a:|dx —/0 L = 5
Per k # 0,

~ 1 1 . 1 1 ) 0 .
Jll) = -—/ |3:|e"”kxdx == / xe_mk’”dm—/ ze TRy Y =
2/ 21 Jo -1
1 e—m’kw 1 1 e—m’lcz e—m‘kx 0 0 e—m’kx
e = 1= d - e
2 [ ik L“L/O e [m ik L /_1 -
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—_]:- (_1)/91/ N e—m’kx 1 _ (__1)’% B e—m'/cz 0 _
2 7k k% |, wk mk2 | [

_ 1 ¢ B (D -1

= (D" 1= 1+ =
1 o (—l)k -1 ik

’.’El = ’2- lc—;o;—mwe Vz € [—1,1].

7.70.  Funzione regolare a tratti, periodizzata discontinua. La serie convergerd a
f(z) in (0,27), e alla media g%ﬂ negli estremi dell'intervallo. Calcoliamo:

.\ 7 2m
Tk = 2ﬂeze“ik$da:=—1—[ex(1_m)} =

~ o), om | T—ki |,

_ 1 feF—-1% & —1714k
Tom\1-ki)  2m \14+K2)
Notiamo che questa volta il calcolo ha senso anche per £ = 0, quindi non c'¢ bisogno di
calcolare a parte f(0). Quindi

e — 1N 1+ki
e® = - kZ T R2¢ * perz € (0,2m).
=—00
7.71.  Funzione regolare a tratti, discontinua. La serie convergera a f(z) per
z € (-1,1),z #0, e convergera a 0 per z = 0, +1. Calcoliamo:

1
ORE /_ sen(z)dz = 0.

1
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_ (_1k) — 1@
- k ’
- -(—1k) -1 miky __ % -2 mi(2n+1)z
f(z) k#oié_mz mr— —n;w”(2"+ Tye
7.72 b = . >0ebp |0
e P okm k2 Tk

(cio¢ tende a zero monotonamente). Quindi la serie converge puntualmente in (0, 27), ed
essendo una serie di soli seni converge anche negli estremi. In conclusione, converge in
tutto [0, 27]. Poiché

by ~ Ea che ha serie divergente,
2k

non si pud applicare il criterio della convergenza totale, e quindi non si pud garantire la
continuita della somma, né tantomeno la sua derivabilita.

7.73.  La serie converge totalmente perché
o0 o0
1 1
D
p e fi4
sono convergenti. Quindi la serie converge in tutto [0, 27] e la sua somma & una funzione

continua. La serie derivata &
s sink cosk
=)

k=1 (k—1)!

e, data la velocitd di convergenza a zero dei coefficienti, converge anch'essa totalmente.
Quindi la somma della serie ¢ derivabile, e la serie si pud derivare termine a termine.

7.74. La serie numerica

00
Z@ diverge,
k=2 k

quindi la serie non converge totalmente. Proviamo che la successione ngk, che ¢ positiva e
tende a zero per la gerarchia degli infiniti, ¢ anche monotona decrescente. Si pone

I —~1
flz) = O—fx— e si calcola f'(z) = -l—a;;—gf < Operz>e,
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quindi per k£ > 3 la successione a; & monotona decrescente’. Ne segue che la serie
trigonometrica converge in (0,1). Negli estremi si ha la serie numerica ) ay, divergente.
Non si pud garantire né la continuita né la derivabilita della somma.

14 2k — k? 1
775 e = (TTT‘) =%

quindi la serie non converge totalmente. La successione by ¢ definitivamente negativa;
raccogliendo un segno — dalla serie avremo una successione definitivamente positiva e
tendente a zero. Proviamo che

b, = lcf_—__l;_Q_k_ ¢ monotona decrescente
S '

22 —~1~2

Poniamo film) = - % ¢ calcoliamo

oy Qr=2)(a*+1)—3a*(z? -~ 1-2z)
o) = ( + 1) N

—zt +42° + 32> + 22 -2 -t 1
o T az :_+ T);_ L ~ :g =—= < 0 per x abbastanza grande.
X xZ

Quindi la successione (—b;) ¢ definitivamente decrescente, e la serie trigonometrica
converge puntualmente (essendo di soli seni) in tutto [0,2]. Non si pud garantire né la
continuita né la derivabilitd della somma.

7.76.  Poiché

2

akN-l_gE,

la serie trigonometrica converge totalmente. Quindi converge in tutto [0, 2] e la sua somma ¢

continua. La serie derivata,
Z (-—kﬂ(—lgﬂk—)> sin(kmx)
£t k41

non converge perd totalmente, essendo

9 Questa tecnica per provare che una successione ¢ monotona & stata illustrata in
[BPS1], cap.4, §4.2.
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7T(1—|—2k) 2m
k3+1 k'’

~k

quindi non si pud garantire la derivabilita della somma.
7.77. sin®z & gia dispari,

percio non occorre rifletterla. La sua serie di Fourier si ottiene con identita trigonometriche
(¢ gia un polinomio trigonometrico).

sin’z = sinacl———co—SZE = 1sina: S Gnosond =
- g 2 2 -
1. 1, . . 3, 1.,
= 5sine — Z(smS:c — sinz) = 7 Sine = Zsm3x.
Questo & lo sviluppo in serie di seni di sin®z, percio
C1 = §0 Ca = }.
1 — 47 3 — 43

e tutti gli altri coefficienti sono nulli. La soluzione del problema quindi & data da:

wlt, z) = %sin:ncos(at) - isin(S:c)cos(Sat).

2

7.78. sinzcos“x ¢ gia dispari.
. 2 . 1+ cos2z 1. 1.
sinzcos“z = sinz — )= Esmx + §sm:ccosf2:c =

= 1sin:z: + l(sin?m: — sinz) = 1sin:c + -1-sin3x
T2 4 4 47

Poiché dev'essere

o0
zll—sina: + isinSx = ;dwksin(lﬂx)

id 1 1
si ha: d1_4a’d3_—12a

e tutti gli altri coefficienti sono nulli. La soluzione del problema ¢ quindi data da:

all, @) = Zl%sin(x)sin(at) + ﬁsin(Bm)sin(&zt).
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7.79.  La funzione sin?z ¢ pari, non dispari. Dobbiamo svilupparla in serie di soli
seni, quindi sviluppare la sua riflessa dispari. Si ha:

™ 7" 8 —
cr = L f(z)sinkzdz = 2 / sintzsinkadz = - / ( l—c—osg£>5ink$d$ =
s mJo 0 2

- T

m

= %/ [sinkz — cos(2z)sin(kz)|dx = %/W [sinkx - %(sm((k +2)x) + sin(k — Q)x)} dz =

sek #2

_1 [_ cos(kx) + %(cos((k +2)x) N cos(k — z)x)]w
m

k+2 k=2 /|,

1 1—(—1)’°+1 (—1)’“—1+(—1)’°—1 {0 se k pari
T k 2\ k+2 k—2 T L2 - (5 +25)] sekdispari

(Anche se k = 2 si trova ¢ = 0). Per k dispari si ha (semplificando 'espressione)

6= per k dispari,

N

mk(k? — 4)

e tutti gli altri coefficienti sono nulli. La soluzione del problema ¢ quindi data da:
- 8

t,z) = e .

ultie) =D (k2 — 4)

k dispari, k=1

sin(kz)cos(akt) =

&8 8 .
- ;_w@n +1)(2n+1)* —4) sin((2n + 1)z)cos(a(2n + 1)t)

7.80. I due dati iniziali sono gia sviluppati in serie di soli seni, si ha:

1
C3 =1;d5: ga:’

e tutti gli altri coefficienti sono nulli. La soluzione del problema ¢ quindi data da:
u(t, z) = sin(3z)cos(a3t) + —;—asin(B:v)sin(aSt).

7.81.  Dobbiamo anzitutto riscrivere f come funzione di ¥, per p = 1. Quindi

z = cos?, y = siny, e

f(9) = cosIsin?y.

Ora dobbiamo sviluppare f in serie di Fourier. E' gia un polinomio trigonometrico, basta
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riscriverlo nella forma opportuna:

1 — cos2d

1
5 > = -2-[00519 — costcos2¥] =

Jlh = coszﬁ‘(

1 1 1 1
=3 [cos1>1 - 5(005319 + cosz‘})] e Zcosﬁ1 = 1003319.

Percio la soluzione del problema ¢:
u(p, ) = ipcosﬂ - %p3cos3z9.

Se vogliamo riscrivere in la soluzione in funzione di (x, y) possiamo sfruttare il calcolo
coi numeri complessi: poiché

z = pe? = 2" = p"e™ = pcosndd + ip"sinnd, si ha:

p"cosnd = Re(z +1y)", p"sinnd = Im(z + iy)".
Nel nostro caso,

peost) = z; pPcos3d = Re(z + iy)® = z° — 3z?,

percid u(z,y) = %(x — 2 + 3z37).

7.82.  Dobbiamo anzitutto riscrivere f come funzione di ¥, per p = 1. Quindi
z =cost, e f(9) =|cosd|.

Ora dobbiamo sviluppare f in serie di Fourier.
Notiamo che la funzione cosz definita su [—g, ?2—‘] e periodizzata di periodo 7 coincide
con la funzione |cosz| definita su [—r, 7] e periodizzata di periodo 27. Sviluppiamo percio

COSZ su [-—125, -271] Funzione pari, by = 0.

/2 /2
ag = g / cosddy = é / cosdd = é
i __71-/2 m™Jo T

2 /2 4 /2
G = = / costicos(2kv)dy = - / cosdcos(2kV)dd =
0

TJ~m)2
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poiché cost¥cos(2k) = %[cos((% + 1)9) + cos((2k — 1))]

B g{ [sin((zk—f- 19) | sin((2k - 1)19)]”/2} _

o 2k +1 2k -1 ;

2 sin((2k +1)7) . sin((2k — 1)%) _ 2 (cos(km)  cos(km)
o 2k +1 2k — 1 T\ 2k+1  2k-1
_ —4cos(km) 1

oo 4k? —1°

La soluzione cercata &:

u(p,¥) = —+ ; - 1) cos(2k09)

Trattandosi di una serie effettiva (cioé con infiniti termini diversi da zero) in questo
caso non ¢ agevole riscriverla come funzione di (z, y), anche se potremmo farlo, con un po'
di pazienza, per la somma parziale dei primi termini.

7.83.  Sviluppiamo F'(t) in serie di Fourier. F' ¢ 2-periodica, pari, si ha:

1
a0=2/ tdt=1;
0
1 . 1 1.
ap =2 / tcos(kwt)dt=2{[?—s—l—n£@} - / Mdt} =
0 7wk 0 0 7k

%Q[cos(kwt)]l _ 2 <(_1)k _ 1).

i L
0 k
Quindi F(t) = % + %Z (an—l) cos(kt).
k=1

Per k = 0, una soluzione di

1 1 1
1 /

= == ) = .
Yot gt U =3 ¢ yo(t) 5
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Per k£ > 1, una soluzione particolare di

1 2 [(-1)F -1
v+ Zyﬁc + Yy = ) (_k?——) cos(kt)

ha la forma yr = cxcos(kmt) + dgsin(kmt).
Yy, (t) = —cymksin(kmt) + dikmcos(kmt)

Y (t) = —crk®nPcos(kmt) — dyk*m?sin(kmt)

(—ckk*m?cos(kmt) — dpk*msin(kmt)) + %(—cklmsin(kwt) + dipkmeos(krt)) +

k
+ (cpcos(kmt) + disin(kmt)) = 7~r2-§ (g—l—%z———l—) coskt.

—cpk?m? + %dkk’ﬂ' +cp = % ((_—-_%):_—_1)
—dik?m? — %ckkw +dp, =0

sistema che risolto da

s((-l)’“ - 1)
dy = 2 )
7k [16(1 — m2k2)° + k2]

32((-1)F = 1)1 - #)
T m22[16(1 — n2k2)° + k2n?]

Ck

La soluzione trovata ¢ quindi:

o 32 ((-—1)’c - 1)(1 — m2k2)

1
B =
u(®) 2 ;ﬂ’sz[lG(l — m2k2)? 4 k2n?]

s((-1)%-1)
Tk[16(1 — 72k2)* 4 kn?]

cos(kmt) + sin(kmrt).

Tabuliamo i primi coefficienti. ¢, di = O per k pari; per k dispari:

k|1 3 ) 7 9
ck | 0.045 0.0005 0.0002 0.000066 0.000017
dr | —0.0013 | —0.000004 | —0.0000003 | —0.00000008 | —0.00000002
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Si vede che y(t) ~ = + 0.045cos(mt) — 0.0013sin(7t),

DO =

e gli altri coefficienti sono di almeno due ordini di grandezza pil piccoli. Pur non essendoci
qui un vero fenomeno di risonanza (la forzante ¢ periodica con pulsazione w = 7 mentre la
pulsazione propria del sistema non smorzato ¢ 1), € ancora vero che, tendendo a zero molto
velocemente i coefficienti della serie trigonometrica che assegna la soluzione, questa ¢ ben
approssimata da una singola funzione sinusoidale. Il grafico mostra il confronto tra F'(t) e il
primo membro dell'equazione differenziale calcolato sulla soluzione approssimata.

1

0.8

0.4

0.2

-1 -0.5 0.5 1

7.84.  Sappiamo gia dai calcoli fatti nell'esempio svolto che

+ %i <(———17);—:—1-> coskt.

k=1

F(t) =

R

Dobbiamo percio risolvere per £ = 0,1, 2, ... I'equazione
Yy + yr = agcos(kt)
Per k = 0, una soluzione di
T . i
oty =75 & wlt) =5
Per k = 1, una soluzione di
1 4
Y1 +y1 = ——cost
m

si pud cercare (osservando che siamo nel caso particolare in cui il termine noto é soluzione
dell'omogenea) nella forma

y1(t) = t(acost + bsint),

Yy (t) = acost + bsint + t(—asint + bcost)
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Yy (t) = 2(—asint + beost) + t(—acost — bsint)

2(—asint + beost) + t(—acost — bsint) + t(acost + bsint) = —il-cost
™

2(—asint + beost) = —%cost; —2a = ——%; b=0,

2 2 . ;
a = —;y1(t) = —tcost (soluzione risonante)
m w

mentre per k = 2, 3,4, .... 'equazione

: 2 ((-1F -1
Yo+ yp == ((_—]);5—~) cos(kt)

T
avra una soluzione del tipo cjcos(kt).
Quindi la soluzione con termine noto F' ha una soluzione particolare che ¢ somma di
una funzione limitata e della funzione

2 .
yi(t) = ;tcost, risonante.

Poiché anche l'integrale generale dell'equazione omogenea ¢ limitata, (c;cost + casint), y;
sara la soluzione per tempi lunghi.
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