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Ai miei studenti






Prefazione

Questo testo raccoglie esercizi adatti a corsi di Analisi Matematica 1 per la
laurea in Ingegneria o affini. Si tratta perlopiu di esercizi che ho utilizzato
per i temi d'esame di questi corsi negli ultimi dieci anni al Politecnico di
Milano. L'impostazione seguita ¢ quella del libro di testo:

Bramanti-Pagani-Salsa: Analisi Matematica 1. Zanichelli, 2008, nel
seguito indicato con [BPS1].

Gli esercizi sono raggruppati per argomenti, secondo capitoli che
seguono la stessa scansione del libro di testo; ogni capitolo & suddiviso in
paragrafi (numerati) e sezioni (contrassegnate da lettere). Le soluzioni degli
esercizi sono riportate alla fine di ciascun paragrafo.

Degli esercizi contrassegnati con v ¢ fornito lo svolgimento completo;
di tutti gli altri sono fornite le soluzioni, in modo che lo studente possa
sempre controllare la correttezza del proprio operato.

Rispetto al mio precedente "Esercizi di calcolo infinitesimale e algebra
lineare", questo testo si differenzia, oltre che per il maggior numero di
esercizi, per il taglio, che vuole essere simile a quello di un percorso di
esercitazioni in aula. Ogni argomento importante ¢ introdotto con un gruppo
di esempi svolti dettagliatamente e commentati con osservazioni didattiche,
che precedono gli esercizi proposti. A volte queste parti introduttive
assumono l'aspetto di vere e proprie (brevi) lezioni su un argomento, come
nel caso dei richiami sull'uso dei simboli di "asintotico" e "o piccolo",
argomenti che per loro natura si prestano ad essere sviluppati nelle
esercitazioni.

Tutto ci6 dovrebbe servire di guida e orientamento per lo studente, in
particolare per chi, e sono sempre tanti, non ha seguito le lezioni e le
esercitazioni, o non le ha seguite studiando costantemente, e si trova cosi ad
affrontare la preparazione dell'esame un po' da autodidatta. Certamente lo
studio del libro di testo dev'essere il punto di partenza della preparazione
dell'esame, anche della prova scritta. Percid in questo eserciziario si
presuppone che, nel momento in cui lo studente affronta un certo capitolo,
abbia gia studiato il capitolo corrispondente sul libro di testo, compresi gli
esempi svolti, ed abbia gia provato a svolgere almeno parte degli esercizi li
riportati. Il percorso di esercitazioni qui presentato dovrebbe essere un utile
supporto e consolidamento per chi ha seguito bene il corso e aiutare tutti gli
altri a recuperare cio che si sono persi non frequentando attivamente.



Chi utilizzera questo libro a fondo, trovera che alcuni esercizi sono
piuttosto simili tra loro; ritengo che questo non sia un difetto in un percorso
di esercitazioni, in quanto a tutti noi una certa dose di ripetizione ¢
necessaria in fase di apprendimento. D'altro canto rifare esattamente lo
stesso esercizio serve poco in matematica, perché inevitabilmente la
memoria del procedimento e del risultato "spegne" in noi il ragionamento:
dunque la piccola variazione ha un suo valore didattico.

Un'ultima osservazione riguarda i grafici di funzione inseriti in questo
testo. Il lettore notera che, quanto all'aspetto, sono di due tipi diversi. Alcuni
(riconoscibili per il tratto piu sottile) sono stati prodotti con un software
matematico e rappresentano il grafico in scala, "esatto" (nei limiti
dell'approssimazione che il software consente); altri sono stati tracciati "a
mano libera" (sia pure con l'ausilio di un programma di grafica). Questi
ultimi, di proposito, non sono affatto in scala, per mostrare meglio le
caratteristiche importanti del grafico (punti di flesso, angolosi, a tangente
verticale, ecc.), che talvolta un grafico esatto rende praticamente invisibili, a
motivo della diversa scala su cui questi fenomeni si presentano: ¢ questo
grafico a mano libera e non in scala quello che spesso risulta pit utile in uno
studio di funzione.

Ringrazio colleghi e studenti che con i loro commenti sulle precedenti
edizioni mi hanno aiutato a migliorare il materiale confluito in questo testo.
Sono sempre graditi commenti o segnalazioni di errori, all'indirizzo:

marco.bramanti@polimi.it
Segnalo infine che alla pagina web:

http://www].mate.polimi.it/~bramanti/testi/esercitazioni.htm

¢ disponibile ulteriore materiale riguardante questo libro e, se questa
iniziativa si rivelera utile, la pagina nel tempo potra essere aggiornata e
incrementata.

M. B.

Milano, giugno 2011



Sommario

Test di autovalutazione sui prerequisiti

per il corso di Analisi Matematica 1.... ’ o |
Altri esercizi Sui PrerequiSiti.....ccccccresessescsesssnscsvessencssnssonserascnssssossonsensssssassasassonsans 2
Soluzioni del test & degli esercizi sui prerequisitl.v.cmamsammsssimmsr e 4
Cap. 1. I numeri RS T TR EERTASS 7
1.1. Argomenti mtroduttlvl ............................................................................... 7
IO TN 151 R Lo T T ——— 7
1.1.B. Sommatorie e coefficienti binomiali.........cccevvveverceneniecrcnnne 8
1.1.C. Numeri reali, ordinamento, estremo SUpPeriore............cccccerueunes 10
SOTUZIONT § 1.1 i e e et 13
1.2 INUMETT COMPIEESE. .. oriusonesaenmision ionn i nesi siass soimsiis s oo sasssnsiss ssissssss ssssis 15

1.2.A. Concetti di base: forma algebrica e trigonometrica,
operazioni sui nUMEri COMPIESSI..cucmsessmssimmasssmsamssasssnmsssssosssns 15
12.B. FEguazioni tiel campo complessti smsmmeommmssarssvsmisss 22
SOIUZIONT § 1.2, et st ne 33
Cap. 2. Funzioni di una variabile reale S ——— 49
2.1 Grafici delle TUNZION SlEIIEIEETL s ssvssinmn assnsnss isnssnomionssss s s 49
SOMZIONT § 2.1 ..ot 51
2.2. Funzioni composte e proprieta elementari delle funzioni....................... 56
SOMZIONT. § 2D 1055568555505 mmrirermamancmmmemassmamermsmsasmemsmmsmmesmsmsamsssnes mmmsemsnss 66
2.3. Operazioni sui grafici di funzioni.........ccceevveeeeseerveerireenieeieecerecseee s 71
SOIUZIONT § 2.3ttt rb e sn e eaa e aeeas 77
Cap. 3. Limiti e continuita..... , , 101
3.1. Concetti di base sui limiti di SUCCESSIONI.....ceeveerreieirieieeeeiecreereeanens 101
3.1.A. Proprietd delle SUCCESSIONI....ccerrrrrerreeiereeiieeereeereesreeresenenns 101
3.1.B. Calcolo dei limiti con tecniche di base..........ccoovveevrvenveecvrennen. 104
SOIZIONT § 3.1 .eiiieireiece e e sar e sneen 110
3.2. Concetti di base su limiti di funzioni, asintoti, continuita..................... 116
3.2.A. Limiti di funzioni elementari.........c.ccocevereerinecincencieccene, 117
3.2.B. Definizione di Bmilse s s 117

3.2.C. Limiti elementari di funzioni composte.

Non esistenza del limite.........coccocevmverreinrinnnienreiecee e 119

SOIUZIONT § 3.2, ittt et e 124



3.3. Calcolo dei limiti mediante stime asintotiche e limiti notevoli............. 128
3.3.A. Richiami sull'utilizzo del simbolo di asintotico.........c.cccueuuen.e. 128
3.3.B. Richiami sulla gerarchia degli infiniti........c..cccccevrircirnrnneee. 141
3.3.C. Calcolo di limiti mediante limiti notevoli e stime asintotiche. 144
SOIUZIONT § 3.3 et cee e sa e se e s e e e re e e ar e e e sn e nnees 157

3.4. Applicazioni agli studi di TUBZIONE..cmsssmssmmsmmmmmmssssms s 169
3.4.A. Grafici qualitativi elementari..........ccccoveeceeneerorenieriecneneenes 169
3.4.B. Stime asintotiche e grafici locali.......cccccevvviemneerniinnirienciennns 172
3.4.C. Studio all'infinito e ricerca degli asintoti obliqui.........c..c...... 181
3.4.D. Studi di funzione mediante limiti e stime asintotiche.............. 184
SOIUZIONT § 3.4 it 191

Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile.... 219

4.1. Calcolo delle deriVate.........cizsesmmmssissesaaserasorsssersissnonsnsansssssessassasessassanes 219
4.1.A. Algebra delle derivate.........ccccouevrerurreesvrieerie e 219
4.1.B. Retta tangente e linearizzazione...........c.oceveveevvvevenerrcreennnne. 222
4.1.C. Derivata della funzione inversa............cceeeerveererreerceesrencnenne 223
SOMUZIONT § 4.1 .ottt e ereens ....228

4.2. Studio dei punti di non derivabilita..........ccccoevvevirinninicrinerere s 238
SOIUZIONT § 4. 2.ttt enis 243

4.3. Studio del grafico di una funzione.............cceuvuerivvvreeeereerceereee e, 250
SOIUZIONT § 4.3ttt re s 270

4.4. Teorema di De L'Hospital e formula di Taylor.......cc.coevrerecrrruirrnnennanes 328
4.4.A. 1l Teorema di De L'Hospital.........cccoceveereeveivereeiceeeeeernee, 328
4.4B. Richiami sul simbolo di "o piccolo”........ccccvivriveeivveirrceenene. 336
4.4.C. Scrittura di sviluppi di Taylor-MacLaurin immediati............. 342
4.4.D. Calcolo di limiti e parti principali mediante

sviluppi di MacLaurin e applicazioni.........ccccevreererrrrenrnnen.. 346
4.4 E. Calcolo di limiti utilizzando il calcolo differenziale............... 357
4.4.F. Sviluppo di MacLaurin di una funzione composta.................. 366
SOIUZIONT § 4.4 ccimsisissssmmisssssssanmisimmsamsssmnmsns sesssenssssersmmmesssnnseasessevmrsres 372

4.5. Applicazioni al calcolo numerico approssimato: metodo di Newton
e formula di Taylor con resto secondo Lagrange.............cccocvevvvenenne. 399
4.5.A. Richiami sul metodo di NeWton......cccceevevveveieeeeiceereeeeeenee 399
4.5.B. Calcoli numerici approssimati mediante la formula di Taylor403
SOIUZIONT § 4.5ttt ettt ee e eeenesaaen 405

Cap. 5. Serie....... . " 411

S le  BErIE NUNMETICHE, cciisssminmsrssisinmrassiamsseserirsmramrmmesmre s pmpsrepemsorsasaes 411

5.1LA.  Serie a termini POSHIVi......ccererverreiieceeieeieeee e 411

5.1.B. Serie a termini di segno variabile............ccccerveviereiireveieinenenn. 415



5.1.C. Esercizi sulle serie a termini positivi o di segno variabile...... 417
5.1.D. BEsercizi sulle serie che utilizzano il calcolo differenziale.......420
SOIUZIONT § 5.1 e e s 423
5.2. Serie di Taylor ed esponenziale complesso........cocccvvienienvcennirniicenennne 441
SOIIZIONT § 5.2+ eiceieieeeiereeri ettt nsene 443
Cap. 6. Calcolo integrale per funzioni di una variabile........... B — 445
6.1. Calcolo di integrali indefiniti € definiti........ccceevureremrveniernieroeeneeeens 445
6.1.A. Integrali IMmediati.......ccooevererererreireririereteececeee e 446
6.1.B. Integrazione di funzioni razionali..........cccooeverevvvervrrvnernnnnnen. 449
6.1.C. Integrazione Per Parti.......c.cecceeververveererieerreeeerercreneessenseeseeeas 455
6.1.D. Integrazione di funzioni trigonometriche.........ccccoevvreervennnne. 460
6.1.E. Integrazione di funzioni irrazionali..........cccccvverecereevuerecnvecunnns 465
6.1.F. Simmetrie e valori assoluti nel calcolo di integrali definiti.....471
6.1.G.  Esercizi di riepilogo.......ccvevirierrerceeviiniieieses et 473
SOIUZIONT §6.1....eiiiiieiiiieeee e et ne s 478
6.2, Tnitegrall CEnEralTRzall. .. oo cvmessmmmmesmen oo 55555555 588550855 Hhme 558 hnmenaii 506
SOIUZIONT §6.2...eeeeeeeecieeeee ettt e er e are e 512
6.3. Funzioni integrali.........ccccevviriiinrinricenieeeeceeee e 516
6.3.A. Insieme di definizione di una funzione integrale..................... 516
6.3.B. Regolarita di una funzione integrale............ccocovvereevrrreverrenenns 519
6.3.C. Grafico della funzione integrale dedotto dal grafico

della funzione integranda............c.eceeeeeeeeveeeeeereiereceeereenens 520

6.3.D. Comportamento all'infinito di una funzione integrale.
Studio di funzione integrale..........cocueeeerevieveeveeviereccrecrereerinns 524
SOIIZIONT §6.3....eecieeiie ettt ne e s eeeeees 528

Indicazioni bibliografiche di base.... . .. 541






Test di Autovalutazione sui prerequisiti
per il Corso di Analisi Matematica 1

Questo test ¢ costituito da esercizi relativi ad alcuni argomenti studiati a scuola.
Allo studente che incontrasse difficolta nello svolgimento degli esercizi proposti si
consiglia caldamente di approfondire gli argomenti su qualche testo rivolto alla
matematica di base (si veda la Bibliografia di base riportata in fondo al testo) e
svolgere ulteriori esercizi, in modo da affrontare il corso munito degli strumenti
adeguati. Cercare di svolgere autonomamente tutti gli esercizi proposti, in
quest'ordine, nei tempi suggeriti. Al termine del test, confrontare attentamente i
propri risultati con le soluzioni proposte. Non sottovalutare eventuali discrepanze,
anche piccole, tra la propria soluzione e quella fornita.

Completare le seguenti identita o calcolare le espressioni indicate senza usare la
calcolatrice (max. 10 minuti in tutto):

1. ab-i—o
2. log(ab) =
3. Vai=

4. sin(fa+p) =

5. (3225) 7% =

6. cos §71' +tanﬁ—sin §7r =
) 6 4 47 )

7. logy16 — 31/1°823 — (il risultato & un numero intero)

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni (max. 5 minuti l'una):

8. |[z-1]<2

9, 222 +z2z-5=0
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2z + 3
rz—1

10. —(z+1)>0

11. |[z+1]+2 < 2z -1
12. 32271 < 2.5
13. V22 -3z+2>2z

14. 2° 423 =16

l
ogox + 3 _ 9

15. =
logiz + 1

16. 2sin’z + sinz > 0

Tracciare il grafico delle seguenti funzioni elementari (max.15 minuti in tutfo):

20. yzlog%az
17. y = 28

21. y = cosz
18. y = {/x

2. y=|z+1-1
19.y=1/z

23. y=27°

Altri esercizi sui prerequisiti

24, Ricavare y in funzione di z:

Y
1 = )
og2(1_2y> 3z+1

Calcolare quindi y(0) e y(—1). (Semplificare le espressioni ottenute).
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Risolvere le seguenti disequazioni:

223z
25. (ﬁ) > 2.

1
29. |cosz| < 7'

. 30. 2% > 3,
26. |2* ~1[ > 2z +2. 3. 22+ |z—1>1.
1
27. |sinz| > - 39 Azt 1 <92
2 r—2 =
28. 2% 4+9° —-3>0. e z )\,
- 1081/2 z+1/) <

Per ciascuna delle affermazioni seguenti, stabilire se é vera o falsa:
34.% Ladisequazione %= < 2 ¢ equivalente a z < 2(2 — z).
35.% La disequazione logs(3z + 1) < 1 & equivalente a 3z + 1 < 2.
36.% La disequazione |z — 2| + 2® > 0 & sempre verificata.
37.% Ladisequazione \/E <2¢ equivalente‘a (z — 1)2 <4.
38.%« Ladisequazione z(z — 2) < 1é&equivalenteaz <loz—2<1.
39.% Ladisequazione |z — 1| < 2 & equivalentea -2 <z —1 < 2.
40.% La disequazione -”—;—2 < 0 ha per soluzioni 0 < =z < 2.

415k La disequazione ¥/z — 1 < 2 & equivalente a (z — 1)° < 8.
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Soluzioni del test e degli esercizi sui prerequisiti

b c

1. a°-a
2. loga + logh
3. |z
4. sinacosf +vcosasinﬂ
5. 1
3 2
g ]2
7. 2
8. 1<z<3
—1+y/41
9. :
17. y = 2°
2
15
1
0.5
2 1 2
19. y=1/z
2
15
1
0.5
2 4 1 2
-0.5
4
1.5

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

2<1-5;1<z<1++/5
2.
R~ wad

log30
z < log%

5 2 =3+v/33
= 6

z=logs®  (=2log:3)

:cz?;x:ﬁ

2%k <z <m+ 2km

%ﬂ'—l—Zk’ﬂ'Sxi%ﬂ'—l—zkﬂ',k‘EZ

15
1
0.5
2 E) 1 2
9
-1
15
2
20. y = log%ax
2
1.5
1
0.5
0.5 1 1.5 2
-0.5
-1
=55

-2
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21. y =cosx

2. y=lz+1|-1

2

i
0.75 1.5
0.5 1
0.25 0.5
i 2 3 4 5 6 j; 2 -1 1 2 3
-0.25 5
0.5 -1
-0.75 -1.5
-1 2
23. y=27°
3
2
-2 -1 i 2
=)
2
=3
4. y(z) =2 y(0) =2 y(-1) =1
25. 1<z<2
26. z<—-1,z2>3
27. Etkn<z< irtkm kel
28. T > Iogz(@>
29, §+k7r<x<§7r+k7r.
30. 214+ /1+1loge3; 2 <1—+/1+loge3
31. z<L0;z > 1.
32. —-5<z<?2
33. x>0
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34. falso: si moltiplica per (2 — z), che non & sempre positivo.

35. falso: la prima deisequazione ha senso solo per 3z -+ 1 > 0, il che non ¢ vero per
la seconda disequazione.

36. vero: somma di due quantita ciascuna > 0
37. falso: la prima disequazione ha senso solo per z > 1, la seconda Vz.

38. falso: occorre portare tutto a 1° membro e risolvere correttamente la disequazione
di 2° grado.

39. vero: segue dalla definizione di modulo

40. vero: si studia il segno del quoziente con la regola dei segni, ricordando inoltre che
il denominatore non puo annullarsi.

41. falso: & equivalente, invece, a (xz — 1) < 8, come si vede elevando al cubo ambo i
membri.



Cap. 1. | numeri

1.1. Argomenti introduttivi

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 1, §1-§5.

In questo primo paragrafo, un po' diverso dal resto del libro, sono raccolti brevi
esercizi riguardanti vari argomenti introduttivi: linguaggio logico e insiemi, uso di
sommatorie e coefficienti binomiali, proprietd dell'insieme dei numeri reali,
disuguaglianze, ecc. Si sottolineano in particolare alcuni aspetti di linguaggio, la
comprensione delle definizioni e certi aspetti che in parte hanno a che fare ancora
con i prerequisiti. Lo studente che trovasse difficolta su questi esercizi ¢ invitato a
consultare la Bibliografia di base riportata in fondo al testo. Qui non si ¢ voluto
dare molto spazio a questa parte, per non toglierne agli argomenti che hanno
maggior peso nella prova scritta dell'esame di Analisi Matematica 1.

1.1.A. Insiemi e logica

Esercizi

Dire se sono vere o false le seguenti relazioni insiemistiche.

1.1, {2} C{1,2,3}

12. {2} €{1,2,3}

13. {2} e {{1},{2},{3}}

14 {2} {11 {12}, {1,2,3}}

1.5. leZ

1.6. —-3€N

1.7. ACB=AnNB=A

1.8. ACB=AUB=A

19 AcCcB=ACB

1.10. Vinsieme A, AC A X A

1.11. Vinsieme A, C A

1.12. A C AU B (V coppia di insiemi A, B)
1.13. A C AN B (V coppia di insiemi A, B)

1.14.  Si consideri la proposizione: "Per ogni coppia di interi positivi esiste
almeno un intero positivo che divide entrambi".
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Affermare che questa proposizione ¢ falsa equivale ad affermare che:

Per ogni coppia di interi positivi non esiste alcun intero positivo che divida
entrambi.

Per ogni coppia di interi positivi esiste un intero positivo che divide solo
uno dei due.

Esiste una coppia di interi positivi per cui esiste un intero positivo che non
divide l'uno o non divide l'altro.

D] Esiste una coppia di interi positivi per cui esiste un intero positivo che
divide uno dei due ma non l'altro.

1.15.% Si consideri la proposizione:

p:  "Ogni triangolo rettangolo ha la proprieta di Annibale".

Di ciascuna delle seguenti, si dica se & vera o falsa:

a. Se disegno un triangolo rettangolo scegliendo a caso la lunghezza dei
cateti, e constato che questo triangolo ha la proprietd di Annibale, posso
concludere che p ¢ vera.

b. Se riesco a disegnare un triangolo che non ha la proprietd di Annibale,
posso concludere che la p ¢ falsa.

c. Seriesco a disegnare un triangolo che ha la proprieta di Annibale ma non &
rettangolo, posso concludere che la p ¢ falsa.

d. Se riesco a disegnare un triangolo rettangolo che non ha la proprieta di
Annibale, e un altro triangolo rettangolo che ha la proprietd di Annibale, posso
concludere che la p qualche volta & vera e qualche volta ¢ falsa.

e. Se riesco a disegnare un triangolo rettangolo che non ha la proprieta di
Annibale, e un altro triangolo rettangolo che ha la proprieta di Annibale, posso
concludere che la p ¢ falsa.

J Alle domande precedenti non & possibile rispondere se non si sa cosa sia la
proprieta di Annibale.

1.1.B. Sommatorie e coefficienti binomiali

Esercizi

Per ciascuna delle seguenti uguaglianze, si dica se é vera o falsa. Nelle prossime
Jormule, gli indicin, k, j, ecc. indicano sempre numeri interi.

1.16. iak = iaj
k=1 =1
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1.17. Zn:ak = }J:ak
k=1

k=1

n n+1

1.18. Y ar1= a

k=1 k=2
1.15. iakkl = nszaj

=1 =0
1.20. (Z) - ( 7]:, )
121 () =( )

1.22. nl = n(n — 1)!
(2)=o
124 (M) =1
(7)=n

1.26. Calcolare (senza calcolatrice, nel modo piu semplice possibile) i
seguenti coefficienti binomiali:

@ (1) o (V) o () @ ()

1.27. Nello sviluppo di (2x2 — :vy)5

si scriva solo il termine contenente 3> (senza scrivere lo sviluppo intero).
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1.1.C. Numeri reali, ordinamento, estremo superiore

Esercizi

1.28. Sia E C R, E non vuoto. Di ciascuna delle seguenti affermazioni, si
dica se ¢ vera o falsa. Si richiede di rispondere a ciascuna domanda senza leggere
le domande successive. Inoltre, se si risponde che l'affermazione ¢ falsa, si chiede
di esibire un contresempio, cio¢ un esempio che mostra la falsita dell'affermazione
(ad esempio: "Il numero 2" & un contresempio all'affermazione, falsa, "Tutti i
numeri primi sono dispari").

Se F/ ammette massimo, allora ammette anche estremo superiore.

Se E ¢ superiormente limitato, allora ammette massimo.

Se M = maxF, allora M = supFE.

Se E ammette estremo superiore, allora ammette anche massimo.

Se E ¢ superiormente limitato, allora ammette estremo superiore.

Se esiste supEl = A, alloraVe >03dz e E: A—e <z <A,

Se M ammette estremo superiore, allora ammette anche estremo inferiore.
Se M non ammette massimo, allora M ¢ infinito.

Se M = supF ed esiste maxF, allora M = maxF.

Se esiste supFE = A, alloraVe >03dz e E: A—e <z <A.

NS0 TR R /N R

1.29.  Per ciascuna delle seguenti espressioni, si dica per quali a € R & ben
definita:

a*% P a7 oMl (%) ; (=2)% a7 a7 logya; log,3

1.30. Siano E, F' C R, e supponiamo che:
Vee Edyce F:xz<uy.

Allora si puo dedurre che (per ciascuna affermazione si dica se & vera o falsa)
a VxeEVye F,z <y

b. supE < supF
¢. JyeF:VzeFE,z<y
d supE < infF

1.31.  Stabilire se ciascuna delle seguenti proposizioni € vera o falsa:
a. Vz,y € Rsihalz+y| = |z|+ |y

b. Vz,y € Rsiha|z-y|=|z| |y

c. Vz,yeRsihalz+y| <|z|+ |y
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d. Vz,y € Rsiha|z —y| < |z| — |y
e. Vz,y € Rsihalz—y| < |z|+ |y

1.32. Esprimere coi simboli di intervallo [a,b], (a,b), ecc., ed
eventualmente quello di unione di intervalli (ad es. (a,b) U (¢, d)) gli insiemi cosi
definiti:

a {ze€eR:z>3}

b {zeR:2<z<n}

c¢. {xeR:z<-20z2>2}

d {zeR:|z|] <3}

e. {reR:0<z<1loz>2}

1.33. (Inverso del precedente). Tradurre in opportune disequazioni
l'appartenenza ai seguenti insiemi:

a [—2,2]

b. (1,2]U (3, + )

c. (—o00,0]U(1,2)

d (—o0, —1)U(1, +0o0)

Determinare (se esistono) il massimo, il minimo, l'estremo superiore e l'estremo
inferiore dei seguenti sottoinsiemi di R:

1.34. {xeR:x:2+sin%:n:1,2,3,...}.
n 1

1.35. z€ER:z=(-1)"cos—:n=1,2,3,... 5.

n
1.36. [0,2) N (1,3)
1.37. {z:x=n+1:n20,1,2,...}
n—+2
1.38. {z:2=2"-2":m=0,1,2,...}

1.39. {x:xzi——l:n:1,2,3,...}
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1.40. {x:x:(—l)n<1—7—11>:n:l,2,3,...}

1.41. Sia A:{xéR:le-—l,nzl,Q,&...}.
n

Per ciascuna delle seguenti, dire se ¢ vera o falsa:
a maxA=1 b. minA =0
c. A ¢ limitato superiormente d. A ¢ limitato inferiormente
e. A ¢ un intervallo limitato f A ¢un insieme finito
g A ¢ uninsieme limitato h AcCQ
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Soluzioni § 1.1.

1.1. Vero

1.2 Falso (il primo insieme & incluso in, non appartiene a il secondo insieme)

1.3. Vero (il 2° insieme ha per elementi insiemi, tra cui il 1° insieme)

1.4. Falso (il 1° insieme non & contenuto nel 2°, ma casomai & contenuto in alcuni

insiemi che appartengono al 2°).

1.5. Vero

1.6. Falso

1.7. Vero

1.8. Falso (E' corretto dire che A C B= AU B = B)

1.9. Vero

1.10.  Falso

1.11.  Vero

1.12.  Vero

1.13.  Falso

1.14. C

1.15.

a. Falso: dalla verita della proprieta per un triangolo non posso dedurre la sua verita
per ogni triangolo.

b. Falso: non basta che un triangolo qualsiasi non abbia la proprieta di Annibale,
dovrebbe essere rettangolo.

¢.  Falso: questo mostra che ¢ falsa l'implicazione inversa di p, non p stessa.

d. Falso: la p & una proposizione, cio¢ ¢ vera o falsa "una volta per tutte", non pud
essere "vera in qualche caso e falsa in qualche caso". (E' la proprietd di Annibale che pud
essere vera in qualche caso e falsa in qualche caso).

e.  Vero. In effetti per concludere che la p ¢ falsa ¢ sufficiente la prima delle due cose:
saper disegnare un triangolo rettangolo che non ha la proprieta di Annibale.

/- Falso. Come si ¢ visto, rispondere alle domande precedenti ha a che fare solo con
gli aspetti sintattici della p, non con il suo significato.

1.16. Vero
1.17.  Falso
1.18.  Falso
1.19. Vero
1.20. Falso
1.21. Vero
1.22. Vero
1.23. Falso
1.24. Falso
1.25. Vero

126, (a) 21; (b) 10; (¢) 10; (d) 4950
127, —4027y?
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1.28.

a. Vero; b. Falso, contresempio: £ = (0,1); ¢ Vero;
d. Falso, contresempio: £ = (0,1); e Vero;

f Falso, contresempio:

E={1,2}. A =2, fissato ¢ = } nonesiste v € Etaleche 2 — § <z < 2.

g Falso, contresempio: £/ = (—00,0); h. Vero, i Vero

I Vero (si faccia attenzione al " < A", che & diverso dalla domanda f').

1.29.

a®?:aq>0; a*?*:Va € R; a3 4 #0; a'/?:Va € R;

(%)a: Ya € R; (—=2)*:a € Q; a = ™ con m pari oppure m e n dispari;
a"a>0; a % a#0; logia:a > 0; log,3:a > 0,a # 1

1.30. a. Falso; b Vero; ¢ Falso;, d Falso
1.31. a Falso; b Vero; ¢ Vero; d Falso; e Vero

a 3, +00)

b (2,7

c. (—o0, —2)UJ2, + c0)

d [-3,3]

e. [0,1]U(2, +o0)

1.33.

a —2Lz<L2

b 1<z<20z>3

c. z<0o0l<z<x?2

d. < —1oxz > 1,chesipud anche esprimere cosi: |z| > 1.

1.34.  max = 2+sinl; min = non esiste; sup = 2-+sinl; inf = 2.
1.35.  max = non esiste; min = non esiste; sup = 1; inf = —1.
1.36.  sup = 2,inf = 1, non esistono max. e min.
1.37.  inf = min = %, sup = 1; max = non esiste.
1.38.  inf= min = 0, sup = +o0, non esiste max.
1.39.  inf=min = —%; max =sup =0
1.40. inf= —1,sup = 1, non esistono min., max.
1.41. a Falso; b Vero; c¢ Vero;, d Vero;
e. Falso; f Falso; g Vero; A Vero.
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1.2. Numeri complessi
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 1, §8.

1.2.A. Concetti di base: forma algebrica e trigonometrica,
operazioni sui numeri complessi

Esempi svolti

Esempio 1.1. Scrivere in forma algebrica (z = a + ib, a,b € R) i seguenti numeri
complessi:

(1 +2i)(1 — 2)

\4
(@) oL ; (1424)°

V3i-2 (2 4 30)
Givz O T D gy

(a) Svolgiamo prima il prodotto a numeratore (prodotto notevole)

(14+20)(1—2i)  (1—(20)%) _1+4

3—1 3—1 3—1

(8)

Ora per togliere 1 numeri immaginari a denominatore moltiplichiamo e dividiamo
la frazione per il coniugato del denominatore, usando I'identita
1 a—b _a—1b
a+ib  (a+ib)(a—ib)  a+ b2

¢ otteniamo
1+4 5(3+1) 5(3 4+ 1) 1

_ N TES L .
3—4i (3—9)(3+i) 9+1 2 202

che ¢ il numero di partenza scritto in forma algebrica.

(b) Con lo stesso metodo dell'es. (a) rendiamo reale il denominatore
s (Fi-2)(-vE) (VE-2)(-vE)
Vait2  (VBi+2)(2-V3i) 4+3
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ora eseguiamo a numeratore il prodotto di numeri complessi

—4+3+i(2/3+2v3) L
= = —Z+izv/3,

7 7T 7

(c) Per eseguire la potenza (1 + 2i)* conviene elevare al quadrato, riscrivere
in forma algebrica, ed elevare ancora al quadrato, cosi:

(1+20) = [1+207] =1 -4+ 4]’ =

= (—3+4i)° =9—-16 — 24i = —7 — 24i.

Questo metodo & preferibile rispetto allo sviluppo di (1 + 2¢)* con la formula del
binomio di Newton che, oltre a richiedere il calcolo dei coefficienti binomiali,
porta a calcolare le potenze successive di 4, con... probabili errori di segno. Quindi

(1+2)*  —7—24i

) 7

ricordando che + = —¢
= —24 + 74.

(d) Sviluppiamo il quadrato a denominatore e poi moltiplichiamo e dividiamo
per il coniugato del denominatore:
(2+3d) 243 (2+3i)(8+6i) 16—18+41i(24412)
(3—4)?% 9—1-6i (8—6i)(8+6i) 64 + 36 B

_-2+436 1 9

= — = —— —1

100 50 25"
Esempio 1.2. Determinare modulo e argomento dei seguenti numeri complessi:
@ 1+ () =5 () ~V3+i; @) 2—14 () —v2-V3i

(a) Eseguiamo il raccoglimento

a—l—z’b:\/a?—{—bz(

a b
4
va? + b2 Z‘/a:z_,_bz)

per mettere in evidenza il modulo e riconoscere coseno e seno dell'argomento:
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S

1+z‘:\/§( +z\/75>

T

da cui riconosciamo che p = \/5; ¥=1
In alternativa si puo ragionare cosi: si vede subito che il punto 1 4 ¢ nel piano
complesso sta sulla retta y = z, inoltre & nel primo quadrante, quindi I'argomento ¢

4. I modulo si calcola poi con v/ a? + b2 = \/5

(b) —5 ¢ un numero reale negativo: il suo argomento ¢ ¥} = 7, mentre il
modulo ¢ il suo valore assoluto: p = 5.

©) —ﬁ+i=2<—~f—§+li)

2 2

da cui riconosciamo che p = 2; ¥ = 2.

. 1
d) 2—i=+/5]"=——=i].
N
Osserviamo che p = \/g ma l'argomento non é un angolo notevole. Possiamo

indicarlo usando una funzione trigonometrica inversa. La pil comoda &
arcotangente, in quanto

b
se ¥ = arg(a + tb), alloratany = —,
a
Per decidere se ¥ = arctang- oppure 9 = arctang + 7 occorre ragionare sul

quadrante in cui si trova a + ¢b, ricordando che l'arcotangente assume valori in
(—%, E), cio¢ nel 1° e 4° quadrante. Quindi, poiché (2 — 1) sta nel 4° quadrante,

9 = sten( 1) = ot 3.
© —\/5—\/§i=\/5(—\/§—\/§i)-

Si vede che p = \/5, mentre anche in questo caso l'argomento non € un angolo

notevole. Poiché tand = \/g e il numero complesso ¢ nel 3° quadrante (perché
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a, b sono entrambi negativi) si ha:

3
g = arctan\/; + .

Esempio 1.3. Calcolare le seguenti radici n-esime nel campo complesso e
riscriverle in forma algebrica:

(a) Y —i B J2/3-2i (©) /8.

(@) La formula che fornisce le radici n-esime del numero
w = p(cos? + isindd) &

z=p/m (cos(ﬁ +n2k7r) + isin(ﬁ +n2k7r>> perk=0,1,2,...,n— 1.

Occorre quindi preliminarmente calcolare modulo e argomento del radicando.
Perw = —i¢ p = 1,9 = 2 quindi, essendon = 3, si ha

3n 3m
I+ 2k L4+ 2k
g = {’/I(cos(z—g——z) +isin(l—3—7r>> perk=0,1,2

che si semplifica a

m  2kw . (m  2km
z-cos<§+—-§~)+zsm(§+~3—> perk=10,1,2

e quindi da, piu esplicitamente

z =1 z2:§—%i; zZ3 = —\/Tg—%i.
(b) Per w:2\/§—2i:4(\/7§—%i)
sihap=4,9= — &> quindi essendo n = 3, le 3 radici sono date da:
z = f/i(cos(—% + 2’%) +isin<—% + g{?)), k=0,1,2

(che non scriviamo in forma piu semplice perché gli angoli coinvolti non sono
notevoli).
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(¢) Perw=—-8¢p=8,9 =m edessendon = 6 si ha

2 = %(cos(w+62kﬂ> +z’sin(7r+62k7r)> perk=0,1,...,5

km T kmw
= -+ — = ey O,
\/_(cos< 3)+zsm<6+ 3>> perk=0,1,...,

Trattandosi di angoli notevoli, € possibile scrivere piu esplicitamente:

zozﬁ(ii_@) o B z= f(_\/Tng.;.i);

2 2

. ﬁ(_ﬁ . lz-); = 3 7= ﬁ(ﬁ _ 1)

2 2

Esempio 1.4. Sia z = 1 +14. Calcolare modulo e argomento di z e di z'°.
Esprimere gli argomenti mediante angoli compresi tra O e 27. Infine, scrivere in
forma algebrica z1°.

Calcoliamo anzitutto |z| = 1/2; argz = T

Per calcolare modulo e argomento di 2z nom occorre calcolare
algebricamente la potenza (1 + i)m. Basta ricordare che, per il teorema di De
Moivre,

10

[zlol = \/510 = 2% = 32;

arg(z'?) =10 - L . o7 + = quindi arg(z'%) = T
4 2 2 2
Si osservi come abbiamo ridotto I'argomento di z!° (cioé g’fl’) all'intervallo [0, 27),
sottraendo 27 (pil in generale, pud essere necessario sottrarre un multiplo di 27).
Una volta calcolato modulo e argomento di 2!°, ¢ facile scriverlo in forma
algebrica:

(1+4)° = 32i.
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Esercizi

Scrivere in forma algebrica (z = a + b, a,b € R) i seguenti numeri complessi:

(3+24)(2 — 3i)

1.42, 3
(1+474)
1.43. (2 + 34)°
1.44. (1+4)°
145, (2 —3%)(4 —I2— 2i)
i(2 + 1)
Determinare modulo e argomento dei seguenti numeri complessi:
1.46. 2—2¢
1.47. —2 —24/3i
1.48. -3t
1.49. —3v/3 - 3

Determinare modulo e argomento dei seguenti numeri complessi (questi esempi
richiedono l'uso delle funzioni trigonometriche inverse):

1.50. 2+ 31
1.51. ~1+3¢
1.52. —-2-3i
1.53. 1 ~—a3i

1.54. 2+
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Esercizi vari sulla forma algebrica e trigonometrica dei numeri complessi
1.55. Calcolare Imz e |z|, dove z ¢ la soluzione dell'equazione:
212 =3+ 51
1.56. Calcolare Rez e |z|, dove z ¢ la soluzione dell'equazione
(3 + 2i)z = 2+ /3i.

Calcolare le seguenti radici n-esime nel campo complesso, dopo aver detto quante
sono, e riscriverle in forma algebrica:

1.57. v —2+2i
1.58. V=81

Calcolare le seguenti radici n-esime nel campo complesso, dopo aver detto quante
sono, e riscriverle in forma trigonometrica o esponenziale:

1.59. / — 4 — 44

1.60. /—1—i/3

1.61. Determinare modulo e argomento dei numeri complessi:

1.62.% Determinare tutte le soluzioni della seguente equazione nel campo
complesso, e scriverle in forma algebrica:

(5—% . P
241 144
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1.2.B. Equazioni nel campo complesso

Esempi svolti

Esempio 1.5. Determinare tutte le soluzioni della seguente equazione nel campo
complesso, ¢ scriverle in forma algebrica:

2iz2 + 3z + 51 = 0.

Nell'equazione l'incognita complessa z compare in z? e z. Cio significa che

questa non é un'equazione algebrica (cioé il 1° membro non ¢ un polinomio in z,
come sarebbe se al posto di Z ci fosse z). In particolare, non possiamo applicare la
formula risolutiva delle equazioni di secondo grado. Invece, ¢ naturale porre
z =z + 1y (con z,y € R). L'equazione diviene:

2i(2? — y* + 2izy) + 3(x —iy) + 51 =0

e separando parte reale e parte immaginaria si ottiene il sistema di due equazioni in
due incognite reali:

{—4£Cy+3$——-0 :¢x:00y:%
2(2? —y?) -3y +5=0
Sez =0, —2¢° —3y+5=0
5
:1 = ——
Y 'Y 5

e otteniamo le soluzioni complesse:

. 5.
21 =1, 79 = ——1.
2
3 13
Sey = - == i.
ey 1 2x° + 3 0 mai

Attenzione a non cadere nell'errore di ricavare z come 4/ —13/16, ottenendo
valori immaginari di z! Questo non ha senso perché x e y sono incognite reali.

Le soluzioni complesse scritte in forma algebrica (come richiede il testo) sono
quindi solo z; e z; scritte sopra.

Osservazione 1.1. Quando usare la forma algebrica? Il metodo di risoluzione di
un'equazione nel campo complesso separando parte reale e parte immaginaria &
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applicabile teoricamente a futte le equazioni in C. Ma questo non ¢ un buon
motivo per usare sempre questo metodo. La risoluzione di un sistema,
generalmente non lineare, di due equazioni in due incognite, pud essere laboriosa.
E' bene usare questo metodo solo quando non ce n'¢ uno piu semplice, il che va
stabilito osservando la struttura dell'equazione, come illustreremo nei prossimi
esempi.

Esempio 1.6. Determinare tutte le soluzioni della seguente equazione nel campo
complesso, e scriverle in forma algebrica:

3z +iV/3
ETINS
zZ+5

Imponiamo anzitutto z # —5. Si osserva che l'equazione si pud riscrivere
come equazione algebrica di secondo grado, con i passaggi:

3z+iV/3=22152

224927 —iv/3=0. (%)

Ora ¢ lecito applicare la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:

z=—1+1/1+iV3.

(Scriviamo solo il segno + davanti alla radice perché il simbolo di radice
complessa indica gia i due numeri). Attenzione perd al fatto che questa scrittura
non fornisce ancora le soluzioni scritte in forma algebrica (come richiede il testo);

¢ necessario calcolare le radici quadrate. Poiché il radicando 1 + Z\/§ ha modulo 2

e argomento 7/3, si ha:
. \/5 1
\/1+z\/§:i\/§<—2—+z§>

e quindi

3 1

3 (—1 + \/j) + 11—

2= 142 VE +it) = BY T e

2 2 1 \/3 L

)
Si osservi che anche l'ultimo passaggio ¢ necessario se vogliamo che le
soluzioni dell'equazione siano scritte escplicitamente in forma algebrica. Infine,
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osserviamo che entrambe le soluzioni trovate sono accettabili perché diverse da
-5, condizione imposta all'inizio.

Osservazione 1.2. E' istruttivo, a titolo di confronto, provare a risolvere
l'equazione (*) col metodo di separazione di parte reale e immaginaria. Ponendo
z = x + 1y, si ottiene

(x +iy)* + 2(z +iy) —iv/3=0

242492 =0
che da il sistema {x y rew

2zy + 2y — \/5 =1,

E' evidente che il metodo non ¢ affatto vantaggioso in questo caso. Molto meglio
osservare che (%) € un'equazione di 2° grado e applicare la formula risolutiva.
Come notavamo nell'Osservazione 1.1, affrontare un'equazione nel campo

complesso separando parte reale e immaginaria € una cosa da fare come ultima
risorsa, se non c'¢ una strada piu semplice.

Esempio 1.7. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso scrivendo
tutte le soluzioni in forma algebrica o trigonometrica:

Re((1+14)z) - Im((2 — 37)Z) + i(Imz + Rez — 2) = 0.

Poiché nell'equazione compaiono gli operatori parte reale, parte immaginaria e
coniugato, separare parte reale e immaginaria in questo caso & una strada
obbligata. Ponendo z = z + ¢y si ha:

Re((1+i)(z +iy)) - Im((2 — 3i)(z —iy)) +i(ly+z—2) =0
(z —y)(—=3z —2y) +ily+z—-2)=0

{(fc—y)(3w+2y) =0
y+zxz—-—2=0

3

y=r=2z-2=0z=1Ly=1,2=1+7;
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3
y=—533#—%37—2:0,55:_4ay=6’zz_4+6i'

In conclusione, le soluzioni sono due:
21 = 141429 = —4 + 61.

Esempio 1.8. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso, scrivendo
tutte le soluzioni (in forma algebrica o trigonometrica) e dicendo esplicitamente
quante sono:

(z+14)® =1

Osservando 'equazione, si capisce che conviene ragionare in due passi: prima
poniamo w = Z + ¢, cosi che I'equazione assume la forma molto semplice

wd = 1.

Risolta I'equazione in w, sara facile ricavare z. Calcoliamo quindi le radici cubiche
di
3 1
= V& = —1; Zi:"‘—“‘\/' —1
w \/; { % 5 + 2z

(dove col simbolo {...} abbiamo indicato l'insieme delle 3 radici cubiche).
Ora ricaviamo Z e poi z:

Z=—t1+w= -—i-l-{——i;:i:ﬁ—i-%z} = {—2i;:&:£—li};

2 2 2

\/§ 1 3 1
=< =2 t— — =1 p =< 26 F—— + =1 p.
B { ¢ 5 22} {27,,:& 5 +2z}

Le soluzioni sono 3:

V3 o1 V3 o1

=2im = o=+ gz =~ + i
2] 1; 29 2+2’623 2+2z

Esempio 1.9. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione nel campo complesso:

2% = —47.
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Nell'equazione compaiono 22 e z. Quindi non & un'equazione algebrica.
Potremmo separare parte reale e parte immaginaria. In questo caso pero la struttura
dell'equazione suggerisce un altro procedimento. Se scriviamo, in forma
trigonometrica,

z = p(cos? + isind),

ricordando come si eseguono, in forma trigonometrica, i prodotti, le potenze
(formule di De Moivre) e I'operazione di coniugato, avremo

2% = p*(cos29 + isin29)

Z = p(cos(—?) + isin(—v)); —4Z = 4p(cos(m — ¥) + isin(r — ¥))
(abbiamo usato il fatto che —4 ha modulo 4 ¢ argomento ). L'equazione diventa
quindi

p?(cos29 + isin219) = 4p(cos(m — 9) + isin(m — ¥))
che si puo6 vedere come identita tra il numero complesso di modulo p? e argomento

29 e il numero complesso di modulo 4p e argomento (7 — ). Questo ¢ possibile
solo se

p*=4dp
29 = 1 — 9 + 2k.

Si tratta ora di risolvere il sistema di due equazioni nelle due incognite p, ¥
ricordando che, per il loro significato, p dev'essere un numero reale non negativo e
¥ un angolo, quindi, ad esempio, ¢ sufficiente considerare valori 9 € [0, 2r).

Risolvendo il sistema (notiamo che in questo caso le due equazioni sono tra
loro indipendenti) troviamo

T+ 2kw
3

che da i seguenti punti nel piano complesso:

2=0;2 =4(cos(1’f32—’”) +z‘sin<”—+32ﬁ)>,k =0,1,2

e quindi

z1 =0; 29 =2+2\/§i;z3 =—4;z4=2—2\/§i.
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Osservazione 1.3. Quando usare la forma trigonometrica? Il metodo di
risoluzione di un'equazione nel campo complesso scrivendo l'incognita in forma
trigonometrica ¢ utile quando & possibile riscrivere l'equazione in modo che a
ciascuno dei due membri compaia z 0 Z, o una potenza di z o z, eventualmente
moltiplicata per (ma non sommata a) una costante. In questi casi infatti ¢ facile
esprimere in funzione di p e ¢ il modulo e l'argomento di ciascuno dei due
membri.

Osservazione 1.4. Forma trigonometrica e forma esponenziale. La forma
esponenziale dei numeri complessi & equivalente alla forma trigonometrica, ma di
scrittura pitl compatta. In questo capitolo abbiamo deciso di non usarla, perche
solitamente non viene presentata all'inizio del corso, ma pill avanti. Se lo studente
conosce gia la forma esponenziale, comunque, ¢ invitato a usare questa anziché la
forma trigonometrica. Ad esempio, l'impostazione di questo esercizio usando la
forma esponenziale dei numeri complessi diventa:

z:peu?; ZZ =p262n9; E:pe—w; —4 = 4T

e quindi PPl = 46 . pe i = 4pei™?)

da cui, come sopra, pP=4p e 20=m—3+2kn.

La forma esponenziale aiuta a ricordare le formule di De Moivre, eseguendo
correttamente prodotti e potenze.

Esempio 1.10. Determinare tutte le soluzioni dell'equazione nel campo complesso:
8z = i|z°z.

Come nell'esempio precedente, la struttura dell'equazione suggerisce di usare
la forma trigonometrica dei numeri complessi. Ponendo

z = p(cos? + isin¥})

e ricordando che i ha modulo 1 e argomento 7/2, |z|° ha modulo p? e argomento
0, z ha modulo p e argomento —%, per le formule di De Moivre si ha:

8p(cos + isind) = p* (cos (g - 19) + isin(% - 19))

_ 4
da cui {8p~p

V=7 -9+ 2knr
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p=0;p°=8,quindip =2,

s

4

quindi: z1=0; == \/§+ z'\/i; Zg = —\/5 — \/5@

Esempio 1.11. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso, e scrivere in
forma algebrica tutte le soluzioni.

z+1\* _1
22+1)
La struttura dell'equazione suggerisce di spezzare il procedimento in due passi:

prima poniamo w = zz;lz e risolviamo l'equazione w* = 1, che da le 4 radici
quarte dell'unita:

9=2+kmk=0,1

w; =1, wes=—1; ws=1; wg= —1t.
Ora risolviamo rispetto a z l'equazione ;;ll = w per ciascuno dei 4 valori di w
trovati. Otteniamo:
1 —qw; )
zj=—* perj=1,2,3,4.
2’(0]‘ i

Sostituendo successivamente i 4 valori di w; ed eseguendo il calcolo algebrico
otteniamo:

1—12 .
z1—2_ =1-—z3
g _1+i__1_12
D = _3 - 37

2 2 4
z3 —— — <1

24 = 0.
Si noti che il testo richiedeva di scrivere le soluzioni in forma algebrica per cui, ad
esempio, fermarsi alla scrittura 23 = 51—% senza arrivare a z3 = —% — %z’ non

sarebbe stato sufficiente.
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Esempio 1.12. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso, scrivendo
tutte le soluzioni (in forma algebrica o trigonometrica) e dicendo esplicitamente
quante sono:

2t +4i22 +5=0.

E' un'equazione algebrica di 4° grado in z, quindi per il teorema fondamentale
dell'algebra avra senz'altro 4 soluzioni, computate con la dovuta molteplicita.

Si tratta di un'equazione biquadratica, ossia un'equazione di 2° grado
nell'incognita 22. Perciod si procede in due tempi: prima si ricava 2z applicando la
formula risolutiva delle equazioni di 2° grado; poi di ciascuna soluzione trovata si
prendono le 2 radici quadrate.

2= =2+ -9= —2i+3i = {Z_m

Ora estraiamo le radici quadrate di ciascuno dei due valori trovati per z2

a2 =Vi= i%(l +1);

234 = \/—5i = i\/g(—l + 1),

Le soluzioni sono queste 4.

Esercizi

Determinare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni nel campo complesso,
scrivendo in forma algebrica o trigonometrica le soluzioni e indicandone il
numero:

1.630* w — E

z+3
1.64.% 24+22-2=0
1.65.% 2z + 4i = Z(1 + (Rez)’ — Imz)

1.66. % 22 —2z—1+4+9i=0



30 Cap. 1. | numeri

1.67.% 242z —/3i=0
1.68.% A4+24+1=0
1.69. % 24+23-3=0
1.70.% 12| +1+222=0
1.71.% 37 +2i+3= 2110

1—2
1.72.% 224+ 2i2-1-4i=0
1.73. % z|z| =2z
1.74.% 8(z+ 1) +1+iv/3=0
1.75.% (z—1)° =64
1.76.% V2 — (1+i)z=0
1.77.% |z](3|z] —2) —2* =0
1.78.% (z?’ + 3\/?) (z3 . 3\f7) =1

3
1.79.% (z T 1) - _§
z—2
2

1.80.% Ard= (z _ \/5)

1.81.% (z-i\/g)4+8—7;8\f=o
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1.82.

1.83.

1.84.%

1.85.%

1.86.

1.87.

1.88.%

1.89.%

1.90.5

1.91.5c

1.92.%

1.93.

1.94.

1.95.5%

1.96.%

1.97.

|24 +1-222 =0
24 +222°4+3=0

iz = 3|z|’z

£+a(v€+2gz+1+3v€w:o

(

|22 = —2%
2= (2)2
z+1+1= —~3Z—ﬂ

z4+1—1

5i2 +6(1+14)z+2=0

22 +2(i—2)z2+3+5=0

8

1*”)z4=—4—v@+4(v§—1)

1

2 .

=0
Z +zz+4

2iz2 +8(1+14)z+7=0
2+ 2(-1+1)—i=0
6 ,3 : 8
224+2°(1-2i)—(1+14) =0
2 +4iz+5=0

4z =i|z|’z
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1.98. 2 +iV/32+6=0
1.99. 3+izti= —2%
1.100.%¢ (z—1)° = — 8
1.101. (3 — 20)Z = 5i
1.102.% 2+21-9)z+2V3=0
Z

1.103. 3 +Z=3(z+1)

1
1.104. Z24+—-—=-20

z
1.105. i(z+9)° =1
1.106. 2° +iz =0
1.107. (22 +i)(z* = i) +V3i=0
1.108. 2" +i=1
1.109.% (24+1)2* =55
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Soluzioni § 1.2.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

p = /13; ¥ = arctan?

p = /10; ¥ = 7 — arctan3

p = \/13; argz = 7 + arctan}

p= \/ﬁ ; argz = —arctan3
p=+/3; argz=m— arctan:};.

Ne

5 -

Rez = & (6+2/3); |2 = V-

Le radici sono in numero 5, e sono date da:

Imz = %; |2 =

3 2k 3 2km
2\/—<cos(§6w+7>+ sm(207r+ z )),k—o,l,...,4.

Le radici sono in numero 6, ¢ sono date da:

© kr i Tk
z= ﬂ(cos(—ZJr—:s—) +zsm(—z+—3—>), k=0,1,...
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1.59.  Le radici sono in numero 5, e sono date da:

7= \/5<cos(f+2k—”) +z’sin<g +%Tﬂ>> k=0,1,2,3,4.

4 5

1.60.  Le radici sono in numero 4, e sono date da:

4 i km - 7( kn
= — — ] +2smn{ — + — k=20 3.
z \/§<C()S<3+ 2) 1S < 2)), ,1,2,

1.61. Modulo: p = 3}5 Argomento: ¥ = —:17%71' -+ 2{;—”, k=0,1,2.

2 __(2-4d) (244 5 B5(8—2) 20—5i
o “TU+i) (G-3i) 8+2i 64+4 34
_ 2045 _10 5
T T3 Tt
1.63. 32+ 142 = |2 + 3z

Ponendo z = xz 4+ iy con z,y € R si ha:
3(x+1y) + 1+ 2 = 2> +y* + 3(z — iy)
equivalente al sistema

{x2+y2+3x=1+3m {yz—%

6y +2=0 z=+2/2
. 2 1. 2 1.
¢ le soluzioni sono z = §\/§— gz; 7 =-3 2— gz.

1.64.  Non ¢ un'equazione algebrica per la presenza di z. Ponendo z = z + iy con
z,y € R siha:

2% -y + 2izy + 2(x —iy) =2 =0

22—y +22-2=0
22y — 2y =0

2y(x—1)=0=>x =1oppurey = 0.
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Se z =1, allora —32 +1 =0, quindi y = +1.

Se y = 0, allora 22 + 22 -2 =0, quindiz = —li\/g.
Le soluzioni quindi sono:
m=146 m=1—i zm=-1+3 z=-1-3
1.65. Poniamo z =z +iyconz,y € R.
2z +2iy+4i=(z—iy)(1+2°—y)

2z = z(1 + 2% —y)

equivalente al sistema: { % +4 = —y(1+ . y)

La prima equazione da: z = 0 oppure z° — y = 1.
Per = 0 la seconda equazione da
¥ —3y—4=0cioey=—-1,y=4
e quindi si trovano le soluzioni z; = —i; z; = 44. Per > — y = 1 la seconda equazione da

2u+4= —2y,cioey =—1

che, ancora per z°> — y = 1, da z? =0,ciod z =0
e quindi si ritrova la soluzione z; = —i. In definitiva, le soluzioni sono:
21 = —1; zy = 4i.

1.66.  E'un'equazione algebrica di secondo grado:
z=i4+/=14+1-9i =i+ 3y —i.

Ora calcoliamo nel campo complesso:

-1
@:iﬁ.

Quindi: z=i+3.(i1_i)= ;5“(*%“3
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1.67.  Le soluzioni sono 2 (equazione algebrica di 2° grado) e sono date da:

2= —ity/ -1+ /30
Calcoliamo a parte le radici complesse 41/ —1 + \/gz Sew=—-1+ \/gi,

lw| = 2, argw = g’fi’,
V= ﬁ(cos(g— + kw) +z‘sin(g + Imr)) :I:\/—< +z\—/_-)

Quindi =—zi\f< +z£)=i%+z‘(ﬂ: g—1>.

1.68.  E'un'equazione biquadratica (v. Esempio 1.12).

o kY3 1 43

z:-————2 = —

27 2
1 /3 7r g (1 /3
z12 = —§+z7 —cos(§+k7r)+zsmcos(§ +k7r) —j:(§+ 5 z)
3
234 =\ = % —i—\g—g 2005(23E +k7r) +isincos(—2§?+k77> = :E(—% + 72)

quindi le 4 soluzioni sono:

1 V3. 1 3. 1. 43 1 /3
272 T2 Tt g 3T g

1.69.  Le soluzioni sono in numero 6 (equazione algebrica di 6° grado). Osserviamo
che ponendo ¢ = 2® l'equazione si riscrive come equazione di 2° grado in ¢:

£ +2t—-3=0
chedat =1,t = —3, ossia 2> = 1, 2° = —3. Quindi risolviamo estraendo le radici:
Z= \3/I  F = A —3

Tre soluzioni sono date da \“/I esono: 1, —1 iz’ﬁ

tre soluzioni sono date da v/ —3, e sono: -\/- \/- (% L3 )
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1.70.  Cerchiamo soluzioni nella forma z = z + .

P+ +1+2a+iy)’ =0
(w2+y2+2(w2——y2)+1)+4i.’ry=0

322 —42+1=0
dxy =0 =z=00y=0

z=0=y=+1;y=0= 3241 =0, mai.

Percio le soluzioni sono solo x = 0 e y = +1, ossia: z = +i.
1.71. (32+2i+3)(1—2)=2i+10
—322 +2(3-2i—3)+(264+3) =2+ 10
322+ 2i2+7=0

—i+ /=22 —itiy/22 ,(1 \/ﬁ)
= 3 =t| —-F—].

3

1.72.  E'un'equazione algebrica di secondo grado:
z=—i+V/ —1+1+4i= —i+2/i.

Ora calcoliamo nel campo complesso:

- 1412
\ﬂzi\;%.
» o 146\ _ [ ve+i(vE-1)
Quindi: z——z+2-<i\/§>_ _\/'2_.;_1'(—\/5-—1)

1.73.  Cerchiamo soluzioni nella forma z = p(cosd -+ isindd).

p?(cost? + ising) = 2p(cos(—1) + isin(—))

p*=2p p=0,p=2
O =—0+2%r 9=k

z=0,2,—2 (3 soluzioni).
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174. . (2+1)= i: (—% - z?) = i(cos(gﬂ) + isin(%w))

1 T T LT T _
z+1:%(cos(§+k§>+zsm(§+k§>>,perk—0,1,2,3.
_ 1 /1 \/g ) _ 1 \/g 1.

212 = —1:{:—2<§ +Z—é—'>,2374 = -1i% (—‘—‘2‘“ + 22).

= | —1+—— |+ . = 1Y | +——.
e ( 2 2) ’ \/57 el ( Qﬂ) 2\/722

Le soluzioni sono 4.

[\]

1.75. z—1=+/64; 2=1+2-/1.

k
V1 =w = cos(?) + isin(g-) perk =0,1,2,3,4,5.
Esplicitamente, le radici seste di 1 sono:

141243 —141/3
wy = 15 wlI—Z\f; Wy =0 \/—;

wy =—1; wg=

—1—2i\/§; s

-3
N 2

e le soluzioni dell'equazione di partenza sono z = 1 + 2wy, per k =0,1,2, 3,4, 5, ossia,
esplicitamente:

zg=3;2 =2+i\/§;z2=i 323 = —1;24 = —1 3;25:2—i\/§.

-
1.76. A= ( j;)z

Posto z = p(cosd + isind), poiché l\/% = cos¥ + sinZ, isi ha:

p*(cos(49) + dsin(44)) = p(cos(—ﬂ + g) + z’sin(—z? + %))
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{p“=p

49 = —9+ T+ 2%n

{pZ@p=1

O=12+2perk=0,1,2,3,4
Quindi le soluzioni sono 6, e cio¢:

T 2kw n  2km
—_ 0 y = i s B isin| —— 4 —— = 2,3,4.
z2=10;: z cos(zo—i— 5 >+zsm(20+ E )perk 0,1,2,3,4

|#1(3]2 — 2) = 2°
Ponendo z = p(cos? + isind}) si ha:

1.77.

p(3p — 2) = p*(cos(39) + isin(34)).
Se p = 0 si ha la soluzione

zg = 0;
altrimenti si semplifica per p e si ha:

3p — 2 = p?(cos(39) + isin(389)).
Ora bisogna distinguere due casi.

Se 3p—2 > 0, cio¢ p > 2/3, allora il primo membro ¢ un numero di modulo 3p — 2 ¢
argomento 0, percid risolvo il sistema:

3p—2=p?
39 = 2knm

I

e quindi {g ~ ;}c’ﬁf 2
- 3

accettabili entrambi perché > 2/3
perk=0,1,2
che da le soluzioni: 23 = 1;23 = —% + %gi; 23 = _% — ﬁ@

2 H
24:2;z5:—1+\/§z';z6=—1—\/§7§.

Se invece 3p — 2 < 0, cioé p < 2/3, allora il primo membro ¢ un numero di modulo
2 — 3p e argomento 7, percio risolvo il sistema:

2-3p=p?
39 =2kr+m
¢ quindi



40 Cap. 1. | numeri

p= iﬂ—?—/—ﬁ di cui ¢ accettabile solo _S%E perché positivae < 2/3
¥=542k% cioed =730 =md= gﬂ

che da le soluzioni:

27 = (—3+\/ﬁ) +i<—3+\/—17)\/§;28-—— (ﬂ),

2
29 = (—3+\/1/7)+i(3—\/1_7)\/§.
1.78. $-63=1; »=+v/64=2-/1.

™

3

= fon(i5) +19005)

z0=2;z1=1+\/§i;z2=——1+\/§z’;

Z3 =—2;Z4=~1—\/§i;25:1—\/§i.

1.79. Siaw = Z£L, risolviamo w® = —§;

=2
14 +/3i

w=v-8=1{1_ /3
2

Calcoliamo ora: \71 = cos(k%) + z‘sin(k ),k =0,1,2,3,4,5.

Ora risolvendo l'equazione w = ZtL rispetto a z si ha:
z—2

3+2;343i —9_ \/gz
2w+ 1 p

e= TSR =24 E

1.80. A 44=2-23
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z:\‘/_: 44(005(%-%—16%)—}—25111(%-}—]{:2)) perk=0,1,2,3
2 = 9 ? % 2y = \/5 ? 9
fEr. B
23 = 5 1,\/5, 24 = 5 z\/5

1.81. z—iy/3= {*/_sﬂg\/g:z{/_%ﬂ-_?;

Poiché —1 +i¥2 = cos(2r) + isin(2r),

>+ i
X 1 \/g__ ™ ™ . T T B %+\/ng
\/;;— cos(g +k§) -Hsm(g +k-2—) — ~%—§ j %Z
\/§+i(1+\/§)
z:i\/§+2\“/_i+7: —1+2\/§z’
2.2 *\/E’)——F(\/—?;——l)i

1

1.82. Le soluzioni sono in numero 2 e sono: +1

1.83.  Le soluzioni sono 4 e sono: :l:(”’) if(l ;)

1.84.  Posto z = pe', si ha:

pe ( )_3p3 —id
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1
. p=3p° p=0p=1
da cui {§+§:—ﬂ+2kw {ﬂ:%-}-kﬂ' k=01

z=zg= %ei(?””) k= 0,1, ossia:

i 1 .
z2=0; z==%| —= +1i1—= | (3 soluzioni).
(ﬁ ¢$<

1.85.  Equazione algebrica di secondo grado:

e=—(V5+2i) + \/(f+2z) (1+3v5i) =

~(V5-+2i) 4/ Voi= = (VB+2) + V5V4

L4
Calcoliamo ora: Vi=+ ( j{)
e quindi le soluzioni dell'equazione sono:

Y5\ | .
- =yl B ] 4| 24

——(\/5+2e'>:i:\4/5(—1—-ﬂ>: ( \/— {5) (

1.86.  Le soluzioni sono in numero 4 e sono:
Vo PR

z2=0;2z=

1.87.  Le soluzioni sono in numero 5 e sono:
z:O;z:cos<g]§E>+zsm<2]§ ), k=0,1,2,3,4.
1.88. (z+1+9)(z+i=1)+Bi+1)=0
(z+i0)—1+3+1=0

224+ 2%2—1+3i=0
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2= —i+/—3i=—it\/3

Vi+i(-
165 z_—3(1+z’)+\/9-2i—10i_——3(1+z’)+\/§_
89, . - = / =

Y]

TN

S

1 .
+ =] =
2)
-1

)
Y

P

—3(1 +4)£2(1 +4) _{—(—1;—“=—é+—gl
- = B(14i) _ :
9% —Re = =1 44

1.90.  Equazione algebrica di secondo grado:

z=(2~i)+\/(2—z’)2——(3+5i)=2-—i+ —9i=2—i+3y—i.

Calcoliamo ora: vV —i== (_\1/_.; z)

e quindi le soluzioni dell'equazione sono:
- ; 2— 3

z:2—i:i:3< y;) - {< 735)
(2+ %

o e (e ()] -

) 1 3.
- 4(—2 5 2\/§z) = 1 (—5 n —2—1)
Ora z = /w; poiché |w| = 16 e argw = 7,

z = 2(cos(% + kg) + z’sin(% + kg)) perk =0,1,2,3.

Esplicitamente, %= :t(x/g + i); g = :i:(—l + \/gz)
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1.92. Sia z = z + iy con z,y € R. Allora

(a;+iy)2 +i(x —1y) + — = 0;

RN

1
xz—y2+2ixy+i:c+y+2 = 0;

{xz—y2+y—i—%=0

20y +x =0
Dalla seconda, z = 0 0 y = —3. Se = = 0, dalla prima si ha:
1 144/2
2

—y—-=40; = s

Yy Yy 4 v Y 9

Se = —= dll e i b x2—~£~0' 9c—ﬁ:L

y" 2a p L 2 — ¥ - \/’2'

Le soluzioni quindi sono: Z =

e in tutto sono 4.

1.93. Le soluzioni sono in numero 2 e sono:
1 3

+ 2 7+7i
Z = —— —: = —— —
2 " 2 2 2

1.94. Le soluzioni sono in numero 2 e sono:

Z1 = 1, 29 = -1
1.95.
s —=20)+ /-2 +4(0+0) 9121 (5
z = 2 - 2 T le—1
Dobbiamo ora calcolare: z= \‘ﬂ; z=vi—1.

g . s o m | 2km (T 2km
]z}—l,argz—2perc10\/;—cos(6+ 3 )+zsm<6+ 3

perk=0,1,2.
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Quindi: = /2 (‘[ ﬁ) ot B

iy o) 11 o 19 19
2y = ﬂ(cos(lz +isin 12 ;26 = \/5 cos 12 -+isin 12 .
Le soluzioni sono i sei numeri zx (k = 0, 1, 2, 3,4, 5) scritti sopra.
1.96. z =z +1iy;
(x+iy)’ +4i(z—iy) +5=0
22—y +4y+5=0
2zy + 42 =0
z(y+2)=0=z=0oppurey = —2;

Sex=0, -y +4y+5=0da: y=-1;y=25;

Sey=—222—4—8+5=0da z=+7.

Quindi le soluzioni sono 4, ¢ cioe:

21 = —1; 29 = bi; zgzx/?—Zi; z4=—ﬁ—2i.

1.97. Le soluzioni sono in numero 3 e sono:
z2=0;z= i(\/ijL \/5@)

1.98. Le soluzioni sono in numero 2 e sono:

2 =1 3;z=—2i\/§.
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1
1.99.La soluzione € unica: Z= —g — -iz'.
; . 3
1.100. Siaw = —8i. |w| = 8;argw = 3™
= = T 2k (T 2kT -0
z 1—\/1—5—2(cos<2+ 3 >+23m(2+ 3 o .
7r (T . .
Perk =0: 2(cos(§) +zsm(—2—)) =24 2 =142
7
perk=1 2<cos<——)+isin<%)> =—\/§-z z= (1—\/7—@,
perk =2 2(005(—)+isin(11%>):\/-—z z_<l+\/_>
10 15
1.101. La soluzione ¢ unica: I s i
a soluzione & unica: =z 5313

1.102. z=—1+i+1/-2—2V/3

; . 7
Staw = —2i - 2V/3; |w| = 4;argw = 6"
7 7
w = i2<cos(-1§7r> +zsm(-§ >)
‘ 7 7
z 142 2<COS<12 )—{—zs1n(127r)>

{—1+2cos(f§7r) i(1+ 2sin(%))
—1—2cos(Lm) +4(1 — 2sin(Lm)) -

—

N.B. Usando le formule di bisezione, si possono calcolare (non era richiesto) i valori
espliciti:
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7\ 1 (TN 1T
COS(ET{-> = —2— 2+ \/-é, Sln(I—z—ﬂ') = B 2 \/?;, percio:
z:—1+\/2+\/§+i(1+\/2—\/§);
z=—1—\/2+\/§+z’(1— 2—\/§>.

1.103. Lasoluzione € unica: z=——— —t.
1.104. Le soluzioni sono due:
= i<—~1 - ﬁ);z:i(—l + \/5)

1.105. Le soluzioni sono tre:

/3 _

3 )
=0 a=g-gi AT 3

1.106. Le soluzioni sono:
T

4

m

p=0vzp = cos( +k§) +z’sin(4 +k§—)

perk =0,1,2,3,4,5,e in tutto sono 7.

1.107. Le soluzioni sono 4:

p= ﬁ(cos(g + k%) +z’sin<—g + kg)) k=0,1,2,3.

1.108. Le soluzioni sono 7 in tutto:

m 2km . m 2km
z= %(COS(—— + “—7‘-> +151n<—§g + T>>’ k=0,1,..,6.

28
1.109. Le soluzioni sono 3:
. 5(1—14¢) 5(1—1)(2-19)

= =1—3i
214 B 4

R )

perk=0,1,2.







Cap. 2. Funzioni di una variabile

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 2.

2.1. Grafici delle funzioni elementari

I prossimi esercizi mettono alla prova la conoscenza dei grafici delle funzioni
elementari (potenze a esponente intero, razionale o irrazionale, esponenziali e
logaritmi di base qualsiasi, funzioni trigonometriche elementari e loro inverse,
funzioni iperboliche e loro inverse) che lo studente deve semplicemente aver
studiato e conoscere (v. [BPS1], cap.2, §3). Per questo motivo non si presentano
esempi svolti.

Esercizi

Tracciare (senza calcoli!) il grafico qualitativo delle seguenti funzioni elementari.
Indicare chiaramente eventuali punti a tangente verticale o orizzontale, punti
angolosi, eventuali asintoti, e riportare sugli assi il valore numerico di eventuali

punti notevoli del grafico:

2.1.

2.2.

23.

2.4.

2.5,

2.6.

p A

2.8.

2.9.

2.10.

24/5
log% &

Chz

arcsinz

arctanx

£-4/3

log|z|

2.11.

2.12

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

172
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2.20. arccosz

221.  log,z
2.22. %5
223. el
224, 2%/
2.25. Tha;
2.26. x7%3

2.27. mantz (mantissa)
228, |[z] (parte intera)
2.29. 2%/¢

2.30.  SettChx

231, el

232. 3
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Soluzioni § 2.1.
2.1, '8 2.2. logyx
3

1 2 3 4 S 6
-2
1 2 -4
2.3. Chz 2.4. arcsinz
JT
2
-1 =0, 0.5 1
_
3 2 -1 1 2 3 2
2.5. z3/5 2.6.¢7°
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2.7, 73

2.8. arctanz

2.9. 43

2.11. cotgx

-7t

2.13. tanz;

214 (1)°

B

by
BOT=




Cap. 2. Par. 2.1. Grafici delle funzioni elementari

53

2.15. /2 2.16. Shz

217. 37 2.18. x|

-4 -2 2 4

2.19. z71/2 2.20.  arccosz
JT
=

=1 =0.5 0.5 1

221,  log,z 222, z%®
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2.23. el 2.24. 34

2.25. Thz; 2.26. z7*
0.5
2 -1 1 2
~0.5
2.27. mantz (mantissa)
1
0, ]
(6
0.4
0.2
-4 ~2 2

Nota: i tratti verticali non fanno parte del grafico della funzione.

2.28. [z] ) (parte intera)

N

Nota: i tratti verticali non fanno parte del grafico della funzione.
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2.29. z%/4 2.30. SettChz

1.5

0.5

2.31. el 2.32. /3
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2.2. Funzioni composte
e proprieta elementari delle funzioni

I prossimi esempi ed esercizi riguardano anzitutto i concetti di insieme di
definizione di una funzione, funzione simmetrica (pari o dispari), periodica,
monotona, invertibile. A partire dalle proprieta delle funzioni elementari e dalle
definizioni di questi concetti (funzione pari o dispari, ecc.) si chiede di rispondere
a certe domande ragionando sulla composizione (o sulla somma o il prodotto) di
funzioni. L'operazione logica fondamentale di composizione di funzioni ¢
costantemente sullo sfondo di questi esempi. Gli esercizi in cui si chiede di
scrivere esplicitamente la funzione inversa di una funzione assegnata (di cui si sa
gia che ¢ invertibile!) si collocano invece sul piano dei prerequisiti di matematica
elementare, in quanto richiedono di risolvere equazioni di vario tipo.

Esempi svolti

Esempio 2.1. Insieme di definizione. Determinare l'insieme di definizione delle
seguenti funzioni (ossia il pitt ampio sottoinsieme di R su cui la funzione ¢ ben
definita):

logs3+2). v /55 5. loglz — 4l- .
(a) m ; (b) V2% —8-loglz —4]; (c) tan(logz); (d) log(tanz).

(a) La funzione logyt ¢ definita per ¢ > 0, quindi logy(3 + z) & definito per
342z >0,cioe z > —3.

La funzione % ¢ sempre definita, quindi anche /z + 2 ¢ sempre definita,
tuttavia ¢ a denominatore, quindi non deve annullarsi. Imponiamo quindi
vz +2F#0,cioé z # —2. In definitiva l'insieme di definizione é:

(=3,-2) U (-2, 400).
(b) Il radicando della radice quadrata dev'essere > 0, quindi

2"—-82>0

2% > 8;x > loge8 = 3.

L'argomento del logaritmo dev'essere positivo; poiché l'argomento ¢ |z — 4|, che &
sempre > 0, ¢ sufficiente chiedere che sia

|z — 4| # 0,z # 4.
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In definitiva,
(3,4) U (4, +00).

(¢) L'argomento del logaritmo dev'essere positivo, quindi > 0. L'argomento
della tangente dev'essere # kn/2, quindi

T
logx # k§

z # e/ per k € Z.
In definitiva:
z>0ez e perk e Z.

(d) L'argomento della tangente dev'essere # k/2, quindi
7r
k—,
= 5

L'argomento del logaritmo dev'essere positivo, quindi

tanz > 0

k7r<:c<g+k7r perk € Z.

L'ultima condizione ingloba gia quella z # k7 e quindi da l'insieme cercato.
Si confrontino gli esempi (¢) e (d): il diverso ordine in cui sono composte tra
loro le funzioni log e tan porta a due funzioni con insiemi di definizione diversi.

Esempio 2.2. Funzioni pari o dispari. Dire se le seguenti funzioni sono pari,
dispari, o nessuna delle due cose:

(a)

T

1—:*_?, (b) a:tan?’x; (C) .'L'+2(II2,

(d) 2775 () sin(a®); (f) 3°.
(a) Per applicare la definizione di funzione pari o dispari, calcoliamo

f(==)

—X Zz
=iy T Tra =@
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quindi f & dispari. Oppure, pit schematicamente: il numeratore ¢ dispari; il
denominatore & pari; i/ quoziente (o prodotto) di una funzione dispari e una pari é
dispari (regola dei segni), quindi la funzione ¢ dispari.

(b) Ragionando come sopra,

f(=z) = (—2)[tan(—z)]* = —z[—tanz]® = —= - (—tan’z) = ztan’z = f(z),

percio f ¢ pari. Oppure, piu schematicamente: tanx € dispari, una sua potenza a
esponente dispari ¢ dispari, quindi tan®z & dispari; la funzione z & dispari, il
prodotto di due funzioni dispari € pari (regola dei segni), quindi f & pari.

(c) f(—z) = —z + 22°,

che non ¢ né f(z) né —f(z), quindi f non & né pari né dispari. Piu
schematicamente: la somma di una funzione pari e una dispari in generale non ¢
né pari né dispari.

(d) fl=a) =270 = 277 = f(a),

quindi f & pari. Schematicamente: La funzione z? (e quindi —2?) & pari; anche se
g(t) =2' non & né pari né dispari, poiché la composizione di una funzione
qualsiasi con una funzione pari ¢ pari, f ¢ pari.

(e)  f(~z) =sin[(~2)*] = sin(—2®) = —sin(z®) = —f(z),

quindi f & dispari. Schematicamente: z* & dispari, sint & dispari, la composizione
di due funzioni dispari ¢ dispari.

(f) f(-z) =30 =3

che non ¢ né f(z) né —f(z), quindi f non & né pari né dispari. Pil
schematicamente: x> & dispari ma g(¢) = 3! non & né pari né dispari; la composta
di una funzione né pari né dispari con una dispari in generale non & né pari né
dispari.

Esempio 2.3. Periodicita di una funzione. Dire se la seguente funzione &
periodica o no, e in caso affermativo qual ¢ il periodo:

(a) cos3z; (b) €™2; (c) sindz — 5cosbz; (d) sin(2z) - cos(mzx)

(a) Poiché cosz & 27-periodica, cos3x & periodica di periodo 2. In generale,
per ogni w > 0,
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., T
se f(z) ha periodo T, allora f(wz) ha periodo o

come si vede dalle uguaglianze:

f(w(x + g)) ~ flws+T) = f(wa).

. ;. \ . . in2
(b) Poiché sin’z & m-periodica, lo stesso vale per la composta e%"*,

(c) Poiché sindz ha periodo 2 = I e —5cos6a ha periodo I = 7 la funzione
sindz — 5cos6z ha per periodo il minimo comun multiplo (reale) tra 7 e %, che €

7. In altre parole: 7 ¢ il minimo numero reale positivo per cui si ha:

s T
=R =W

2 3

per opportuni interi positivi n, m (in questo caso, n = 2, m = 3).

(d) Poiché sin2z ha periodo 22——” = 7 e costz ha periodo 2
sin(2z) - cos(mz) dovrebbe avere per periodo il minimo comun multiplo (reale) tra
7 e 2, che pero non esiste, in quanto 7 ¢ irrazionale. Dunque la funzione non é

periodica.

= 2, la funzione

Esempio 2.4. Monotonia di una funzione. Dire se la seguente funzione ¢
monotona in tutto il suo insieme di definizione (specificando se crescente o
decrescente) oppure no:

(@) 2%*%°; (b) logs(1+4x); (c) arctan(l+ 27%);

1 1 1
7o @ 13 V) 1ha

(@)

Si noti come la risposta alla domanda viene data in ciascun esempio senza
disegnare alcun grafico o "studiare" la funzione sistematicamente, ma
semplicemente ragionando sulla somma e composizione di funzioni monotone, e
sulla definizione di funzione monotona.

(a) Le funzioni 3z e z3 sono ciascuna crescente in R, quindi lo ¢ anche la loro
somma, g(z)= 3z + z%. Anche la funzione f(t) =2' & crescente in R, per
composizione di funzioni crescenti la funzione 232" & crescente, in tutto R.

L'ultimo passaggio si basa sulla seguente osservazione generale:

se f e g sono crescenti, anche fogloe.
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Infatti:
Ty < 29 = g(m1) < g(z2) = fg(z1)) < fg(z2)).

(b) La funzione f(x) = 1+ 4z & crescente in R, la funzione g(t) = log; /st &
decrescente nel suo dominio di definizione ¢ > 0, per composizione la funzione
g(f(x)) = logi/a(1 +4x) ¢ decrescente nel suo dominio di definizione,
z>-1/4.

L'ultimo passaggio si basa sulla seguente osservazione generale:

se g ¢ crescente e f decrescente, allora f o g ¢ decrescente.
Infatti:
Ty < z3 = g(71) < g(z2) = f(9(21)) > flg(=2))-

La stessa conclusione naturalmente vale se g & decrescente e f crescente.

(¢) g(z) =1+2"" & decrescente in R, f(t)= arctant & crescente, per
composizione f(g(z)) = arctan(1 + 27?) & decrescente.

(d) La funzione 1 + z® ¢ crescente in R, la funzione f(t) = 1/t & decrescente
per t >0 e per t <O (separatamente), ma non é decrescente globalmente in
(=00,0) U (0,+00) (si pensi al suo grafico: ad esempio, —1<1 e
f(=1) < f(1)). Poiché 1+z* >0 per z > —1, ne segue che 1/(1+z%) &
decrescente per z > —1 e per z < —1 separatamente, ma non ¢ decrescente in
tutto il suo insieme di definizione, che & (—oo, —1) U (—1, +00).

(e) La funzione g(z) = 1 + 2? & crescente per > 0 e decrescente per = < 0,
ed ¢ sempre positiva. La funzione f(t) = 1/t & decrescente per ¢t > 0. Ne segue
che 1/(1 4 z?) & decrescente per x > 0 e crescente per z < 0. (Si confronti con
I'esempio precedente).

(f) La funzione g(z) = 1 + €® & crescente in tutto R ed & positiva, la funzione
g(t) = 1/t & decrescente per ¢ > 0, quindi la composta g(f(z)) = 1/(1 + &) &
decrescente su tutto R. (Si confronti con i due esercizi precedenti).

Esempio 2.5. Funzione inversa. Scrivere esplicitamente la funzione inversa della
seguente funzione, precisando il dominio della funzione inversa:

@ S0 =5 ) S0 =,

H-

|
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(a) Poniamo

_342y/z
V=S

e risolviamo l'equazione rispetto ad z; per questo ricaviamo prima \/5 vedendo
l'equazione come equazione di primo grado in \/5:

2-Vo)y=3+2/7
Vr2+y)=2y-3

2+y

Ora per ricavare x dobbiamo elevare ambo i membri al quadrato, il che perd &
lecito solo se il secondo membro & > 0. Imponendo la condizione =2 > 0, cioé

2+y
2y — 3) 2
= ;
24y
che ¢ la funzione inversa, definita in

(—00, —2) U [3/2, +00).

y < —20y > 3/2siricava

(b) La funzione f ¢ definita per z # 1 ed & positiva. Scriviamo:

ztl
y = ez-1

e risolviamo rispetto ad z, calcolando anzitutto

z+1
rx—1

logy =

e poi risolvendo I'equazione di primo grado in z:

logy + 1
r=———
logy — 1

definita pery > 0,y # e.
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Esercizi

Determinare l'insieme di definizione delle seguenti funzioni:

233k log(32) 2.37. log(logz)
2.34. e 2.38. red-e)

3—z? z+5|
2.35.* \3/2_1 2-39- \/m
2.36.k  arcsin(&H) 2.40. sin(1 + tanZ)

Funzioni pari e dispari

2.41% Si completino le seguenti tabelle, relative alla somma, il prodotto o la
composizione di funzioni pari o dispari. In ogni casella scrivere "pari", "dispari" o
"né pari né dispari":

f+g fpari| fdispari | | f-g f pari | f dispari
g pari g pari
g dispari g dispari

fog f pari | f dispari

g pari

g dispari

Dire se la seguente funzione é pari, dispari o nessuna delle due:

2.42.

2.43.

2.44.

2.45.

2.46.

xsing
ICOST
T + sinz
x -+ cosz

9l

2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

sin(z?)

1422
2+z4

14z%
24z

xe®

zsinz
1+z2
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2.52.  cos(z?)

253, &

2.54.

205

zShzx

zChz

Dire se la seguente funzione é periodica o no, e in caso affermativo qual é il

periodo:
2.56. sin2z
2.57. cos%

2

2.58. sinbx + 2cosdzx

2.59. esine

2.60. sin(e”)

2.61. 2sin3z

2.62. +/sinz

Monotonia delle funzioni

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

sin(3z?)

sin( /7
cos(?)
sin3x + 2cos’z

z i
cosg + 251n2

tan2zx

2.69.% Si completino le seguenti tabelle, relative alla somma o la
composizione di funzioni monotone. Per semplicita supponiamo che le funzioni
siano definite su tutto R. In ogni casella scrivere "crescente", "decrescente" o non
scrivere nulla se non si pud garantire in generale né l'una né I'altra cosa:

f+g feresc. | fdecres. | | fog f cresc. | f decresc.
g cresc. g cresc.
g decresc. g decresc.

Dire se la seguente funzione é monotona in tutto il suo insieme di definizione
(specificando se crescente o decrescente) oppure no:

270. 2+

2.71.  log(1+2%)

2.72.

2,73

2.74.

log(1 + z?%)

3

€

sin(e”)
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2.75.5% sin(51:)

2+e*

Dire se la seguente funzione & invertibile sul suo dominio, oppure no:

2.76. sinz 2.79. x?
2.77. arctanz 2.80. 23
2.78. [z 2.81. %

Scrivere esplicitamente la funzione inversa x = g(y) della seguente funzione, e
precisare qual é il dominio di g:

2.82. %k e +¢e”—6 201 /e
. . 3_\/5

2.83.9% arctan(1 + logz)
292. =5

2.84.5 =1
2.93. log(1+2®)

2.85.% log(2—=x)—log(z+1)
294. 1Yo

2.95. /24 3z

2.96. log’z —3

2.86.% 3(arcsinz)"® + 5

1+2
287. L

2.88. log(l+ 2z)

2.97. e** 4+2e—3
2.89. e 41

2.98. 2arctan(”T+l)

42
2.90. 2e7+1
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Funzioni trigonometriche inverse. Scrivere esplicitamente il valore esatto (non
quello approssimato ottenuto con una calcolatrice!) delle seguenti espressioni,
opportunamente  semplificato  (ossia  senza  l'intervento di  funzioni
trigonometriche):

2.99. cos (arcsin -31- )

2.100. sin(arccos(—1))
2.101. tan(arcsing)
2.102. tan(arccosl)

3

Funzioni iperboliche inverse. Scrivere esplicitamente il valore esatto di:
2.103. SettShy/3
2.104. SettCh/5
2.105. SettCh3
2.106. SettSh2
2.107. Sh(SettCh2)

2.108. Ch(SettSh3)
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Soluzioni § 2.2.
2.33. Argomento del logaritmo positivo:
2+
0
z—3 ~

z>30zx<—2,

ciog (=00, ~2) U (3, +00).
2.34. x4 +1.

2.35. \75 ¢ sempre definita. Imponiamo la condizione di denominatore non nullo:
Vz—1#0,cioéz #1
e di radicando della radice quadrata non negativo,
2
\3%_"”—1 >0,

Numeratore > 0 per —\/5 <z< \/3;
denominatore > O per z > 1;
frazione > O per

z< — 301<a:,<_\@,

che da l'insieme cercato:

(""OO, "\/:9’-] U (1) \/?;]

2.36.  Dobbiamo imporre le condizioni

—-1<
~ 2z-1

<1.
Se = > £ dobbiamo risolvere
1-2z<2+1<2z—-1

3z>0ex>2

che da z > 2, compatibile con z > 1.
Sez < % dobbiamo risolvere

1-2z>2z+1>2zx—-1

3z<0ex <2
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che da z < 0, compatibile con x < % In definitiva:

2.37.
2.38.
2.39.

2.40.

2.41.

2.42.
2.43.
2.44.
2.45.
2.46.
2.47.
2.48.
2.49.
2.50.
2.51.
2.52.
2.53.
2.54.
2.55.

2.69.

z>1
(0,1H)uU(,3)

z#1l,z# -3

z<0oz>2.

z# 7+ 2km, conk € Z.

f+yg f pari f dispari
g pari pari né pari né dispari
g dispari | né pari né dispari | dispari
f-g f pari | f dispari
g pari pari dispari
g dispari | dispari | pari
fog f pari | f dispari
g pari pari | pari
g dispari | pari | dispari
2.56.  periodica, 7
pari 2.57.  periodica, 47
dispari 2.58.  periodica, 7w
dispari 2.59. periodica, 27
non simmetrica 2.60. non periodica
pari 2.61.  periodica, Zrr
pari 2.62.  periodica, 21
pari 2.63.  non periodica
non simmetrica 2.64.  non & periodica
non simmetrica 2.65.  periodica, 67
pari 2.66.  periodica di periodo 27
pari 2.67.  periodica, di periodo 127
dispari 2.68.  periodica, di periodo .
pari
dispari
f+ag f cresc. | f decresc. fog f cresc. | f decresc.
g cresc. cresc. g cresc. cresc. decresc.
g decresc. decresc. g decresc. | decresc. | cresc.
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2.70. no
2.71.  si, crescente
2.72. no
2.73. si, crescente
2.74. no
2.75.  La funzione 2 + €” ¢ crescente su tutto R e positiva, quindi la funzione 3 je, ¢

crescente su tutto R. Inoltre

1
2+e*

assume valori nell'intervallo (0, 1), su cui la funzione sint

¢ crescente, percio la funzione composta ¢ decrescente su tutto R.

2.76.
2.77.
2.78.
2.79.
2.80.
2.81.

2.82.

no
si
si
no
si
si

Scriviamo e et —6=y

e¥ +e*—(6+y)=0.

Si riconosce che questa € un'equazione di 2° grado nell'incognita e®, che pertanto puo essere

calcolata:

e

. —lEy/25 1 4y

Prima di ricavare z passando al logaritmo in base e, imponiamo la condizione
—144/25 + 4y > 0; questo porta a scartare la soluzione col segno — . Si richiede allora

/25 +4y > 1, cioey > —6

: ~1+4/25+4
e l'inversa ¢&: 9(y) = log( * 5 + y) pery > —6.
2.83. Ponendo y = arctan(1 + logz)

e applicando la funzione tangente ad ambo i membri ricaviamo

1+ logz = tany

logz = tany — 1.

Ora ricaviamo z passando all'esponenziale

— ofany—1 (_ﬁ E)
z=e pery € 515"
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L'insieme di definizione non dipende solo dalla condizione di esistenza di tany, ma dal fatto
che nella funzione di partenza & y = arctan(... ), e la funzione arctan ha immagine (-7, g)

3e” —1
2.84. Scrivi =
criviamo V=5

e ricaviamo anzitutto e” risolvendola come equazione di primo grado:

1+
3+y’

el’
Ora per ricavare z passiamo al logaritmo,
142
= log( t+ y)
3+y
imponendo le condizioni di positivita dell'argomento del logaritmo, y < -3,y > —%, che
danno l'insieme di definizione dell'inversa.

2.85. y = log(2 — z) — log(z + 1).

Questa ha senso per —1 < z < 2. Sotto queste condizioni possiamo riscriverla nella forma

e quindi ricavare prima e¥ =

e poi, risolvendo l'equazione di 1° grado in z,

x—-z_ey definita per ogniy € R
C 1+4ev perognty '

2.86. y = 3(arcsinz)® + 5

3
. (y—5
arcsinz = (-—-~—3 )

y—5

e 3 . .
che, sotto le condizioni —’2—' < (——3—) < % puo essere risolta come

Questa ¢ la funzione inversa. Il suo insieme di definizione si ottiene risolvendo le
condizioni
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T (3=5) 7
2=\ 3 =~ 3
is m
i 5-3—<y<5+3¢=
cioé 3\/; <y<5+ 5
2.87. z= 3% pery#£} 297.  z=log(—1++/4+y),
pery > —3.
2.88. z=¢¢1 vy
2.98. = (3tan¥) — 1,
2.89. = ilog(y—1), per y # m + 2k
pery > 1
299. 24/2
290. = =log(#2),
’ ‘ 2.100. 2/6
per 5 <y<2
2.101. %
2 /5
_ {3y-1
291 o= (3)
pery < -1,y > 1. 2.102. 2¢/2
292, z= glog(§—1) 2.103. 1og(\/+z)
per0 <y < 1.
2.104. Tog(+/5 +2
2.93. =+/e¥—1 Vy e R. ( )
3 2.105. log(3+2v/2
294, z= (I——Ly) pery # 1 ( )
2.106. log(2+
295, z= /2 vyeR 5(2+V5).
2.107. .
2.96. z=eV3, YyecR. V3
2.108. /10.
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2.3. Operazioni sui grafici di funzioni

In questi esercizi si chiede di tracciare il grafico qualitativo di certe funzioni
composte, deducendo il grafico da quello di una funzione elementare nota,
esclusivamente attraverso successive applicazioni delle operazioni sui grafici che
si sono studiate nella teoria, ossia:

da f(z)a f(x + a) traslazione lungo l'asse z

da f(z)a f(z)+ traslazione lungo l'asse y

da f(z) a f(ax) dilatazione lungo l'asse =

da f(z)aaf(z) dilatazione lungo l'asse y

da f(z) a f(—x) riflessione rispetto all'asse y

da f(z)a—f(z) riflessione rispetto all'asse x

da f(z)a f(|z]) applicazione del modulo alla

da f(x)a|f(z)] applicazione del modulo alla f(z)

(Le ultime due trasformazioni non si lasciano descrivere in modo semplice
come le precedenti).

Questo tipo di esercizio ¢ interessante e utile per due motivi:

1. Mostra come con pochissime conoscenze e l'applicazione di strumenti
elementari si possa gia costruire il grafico di numerose funzioni.

2. Allena a saper "smontare" una funzione composta, analizzandola in
termini di operazioni elementari. Questa ¢ un'attitudine logica che risulta utile sia
nell'applicare vari risultati teorici che riguardano le funzioni composte, sia per
sviluppare l'abilita di scrittura di algoritmi.

Esempi svolti

Esempio 2.6. Tracciare il grafico qualitativo della seguente funzione:

Jx+3

Procediamo coi seguenti passi.

l. = \3/;5 E' una funzione elementare, dal grafico noto:

1

0.5
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2. y=+/z+3.

Dal grafico di f(x) a quello di f(z + 3).

Si ottiene dal precedente per traslazione sull'asse z. Traslare a destra o a
sinistra? 11 modo pit semplice di ragionare &: in questo caso la funzione f(z) si
annulla per z = 0, percid la funzione f(z + 3) si annulla per z + 3 =0, cioé

r= —3;
1.5L—

-2

3. y=+Jz+3 +1.
Dal grafico di f(z) a quello di f(z) + 1.
Si ottiene dal precedente per traslazione sull'asse y, verso l'alto.

2.50L —"
2
1.5
1

0.5

-0.5

4, y=|vz+3+1]

Dal grafico di f(z) a quello di | f(z)].

Si ottiene sostituendo alla parte di grafico che sta sotto l'asse = quello che si
ottiene riflettendo tale parte di grafico rispetto all'asse z:
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Esempio 2.7. Tracciare il grafico qualitativo della seguente funzione:
flz) = ’26“”' ~1]

1. y=e % E' una funzione elementare (vedendola come (1/e)”, funzione
esponenziale di base < 1), dal grafico noto:

N

=2 =1 1 2

2. y=eldl

Dal grafico di f(x) al grafico di f(|z|). Si ottiene sostituendo il grafico di f
per x < 0 e con quello ottenuto riflettendo rispetto all'asse y il grafico di f per
z > 0:

I

~2 =1 1 2

3. y= 2l

Dal grafico di f(x) al grafico di 2f(z). Si ottiene con una dilatazione rispetto
all'asse y. In pratica, il punto di intersezione con l'asse y in questo caso passa da
y=lay=32

2
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4. y=2e Wl —1

Dal grafico di f(z) al grafico di f(z) — 1.

Traslazione lungo l'asse y, verso il basso. Il punto di intersezione con l'asse y
torna ad avere quota 1, e si € creato un asintoto orizzontale y = —1:

1

5. y = ]26_1‘” — 1[
Dal grafico di f(z) al grafico di | f(z)|: il grafico precedente si trasforma cosi
(v. anche es. precedente):

Osservazione 2.5. Ordine di applicazione delle operazioni sui grafici. Si noti
lI'importanza dell'ordine in cui abbiamo scomposto la funzione. Ad esempio,
supponiamo che di fronte all'esempio precedente,

flz) = [26""11 -1

si pensi di partire con i seguenti passi:

1. y = €". E' una funzione elementare, dal grafico noto:
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2. y= €l Dal grafico di f(z) al grafico di f(|z|):

=3 -2 =% 1 2 3
Fin qui, ci pud sembrare di aver fatto dei passi ragionevoli, ed in effetti non c'¢
niente di shagliato. Ma ora siamo in un vicolo cieco. Da qui, con quale operazione
(tra quelli sopra specificati!) possiamo ottenere y = e~ 1*!? Non con il passaggio da
f(z) a f(—z), che non porterebbe alcuna variazione: e~I=%l = e~I#l. Niente da
fare: abbiamo preso una strada inconcludente; dobbiamo ripartire da capo e
smontare la nostra funzione con i passi che abbiamo descritto nell'esempio.

Esercizi

Tracciare il grafico della seguente funzione, a partire dai grafici noti delle funzioni
elementari, applicando esclusivamente successive operazioni sul grafico
(traslazione, dilatazione, riflessione, valore assoluto). Riportare anche i vari grafici
"di passaggio" utilizzati per costruire il grafico della funzione, mettendo ben in
evidenza il grafico di f(z). Segnare sugli assi ascissa o ordinata di qualche punto
noto della funzione (ad esempio di intersezione con gli assi, di max./min, ecc.).

2.109. e lel 2.115.%  sinz + /3cosz
2.110. elel 2.116. [log(1 + z)|
2.111. Ve +1 2.117. 1+ |sin(2z)]
su [0, 27]
2.112.5% l1—=x
2.118. 3cos2x
2.113.  2sinZ su [0, 2]

2

21145k  3cos(2z + I) 2.119. V2 -z
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2.120. Vi +2)? -1
&5 2.139.  2(1—ele3)
2.121. log(1 —1
*  log(l+|a]) 2.140.  ([z| - 2)¥°
2122, 2¢” — 1
[2¢ | 2.141.k  2arctan(l-z) — %
2123. % 2”@t
2142, 2- [z
2.124. 2 +arcsing
2.143. log(5 — |z — 1|)
(1 |z—1i
2425  1-(3) 2.144. |ele=1 — 2]
2.126. [log(|z} — 4)] 2.145. arctan(1 — |z|)
227k 2log,,(2 - z) 2.146.  |loglz + 1]
2.128. l(:z: — 1) ll 2.147. |arctan|z| — £
2.129.  |2arctanz — | 2.148. (1-2)*° -1
2.130. tan%1 2.149. 1—2e7k+?
2131, |log(3 — 1) 2150 |(z+1)%° -1
2132, 1+ (z+2)%° 2151 log, (4~ |a|)
—#
218, R 2152 tan(Z - )]
- B N.B. Essendo la funzione
2.134. g+ arceas(l — ) periodica, ¢ sufficiente tracciare il
rafico su un solo periodo.
21354 2—|z+1/"° . P
2.153. |2e71 — 1]
2.136. log2 — log(2 — z)
2.154. t -4 -z
2.137. T — arcsin|x| | (arctanz) -] - §
2.155. - 1—e =+
2138, [2+log(4-2)
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Soluzioni § 2.3.
2.109. el
1.5
1
QD
-3 -2 -1 1 2 3
2.110. el
5
4
3
2
T
=3 -2 -1 i 2 3

2111, /z+1
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2112, /1-=z

1. Funzione elementare y = \/:1_:: 2. y=+/1+2z
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z + 1):
traslazione verso sinistra:

1.75 1.75
1.5 1.5
1.25 1.25
3
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
0.5 1 1.5 2 2.8 3 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

3. y=+v1—=x

Dal grafico di f(z) al grafico di f(—z): riflessione rispetto all'asse y:

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 i
Si osservi I'ordine dei passaggi, in particolare abbiamo prima traslato e poi riflesso.

2.113. 2sin2

-4 m-3m-2V1 -7 7T ZWJT
-2
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2.114. 3cos(2z + %) 2. y=cos(z+7%)
1 y=cosz Dal grafico di f(z) al grafico
di f(x -+ ): traslazione lungo l'asse z,

verso sinistra:

1
0.5 05
-7 Vs _TL
Z 2
-0.5
-1
3. = cos 293 +

Dal graﬁco di f(z al graﬁco di f(2z): dilatazione lungo l'asse z:

4. y= 3cos(2ac + %)
Dal grafico di f(x) al grafico di 3f(z): dilatazione lungo l'asse y:
3 L
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2.115. sinz + \/gcosa:
Occorre prima usare le identita trigonometriche per scrivere!:

3
sinz + \/§cos:c =2 (%sin:v -+ ~2—\/7cos:c) =

= Z(SinxcosE + coszcsini> = 2sin (sc + E)
o 3 3/ 3/

Quest'ultima forma & pil adatta per costruirne il grafico a mano.

2. y=sin(z+ g)
Dal grafico di f(z) al grafico di
f(z + %): traslazione verso sinistra:

1t 1
i
3

. y=sinx

27
3

-1 f

3. y= 2sin(z + %)
Dal grafico di f(x) al grafico di 2f(z): dilatazione sull'asse y:
2 k

1=y
wix
o+
|
b

-2t

I Questo procedimento & spiegato in generale in [BPS1], cap. 2, §3.4.
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2.116. |log(1 + )]

3

2.5

1.5

0.5

-1 1 2 3
2.117. 1+ |sin(2z)| su [0, 27]
2 .
1 4
7}_ ;r 3'7r 2‘7r
2 5
2.1318. 3cos2z su [0, 27
2
1
i 7 3 ;r
-1 2 N
-2




82 Cap. 2. Funzioni di una variabile

2.119. vV2-—z

2.120. /(z+2)°—1

1.5

2.121. Jog(l+jz|)—1

1. y=logx
2
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2. y=log(l+=x) .
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z + 1): traslazione lungo l'asse z, verso sinistra:
2

=5

3. y=log(l+|z|)
Dal grafico di f(z) al gga_lﬁco di f(|z]):

1.7 F
1.5¢

-2 =1 ¥ 2

4. y=log(l+|z|)—1
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z) — 1: traslazione lungo l'asse y, verso il basso:
0.75

0.5

0.25




84 Cap. 2. Funzioni di una variabile

2122, [2¢° — 1|
2.5 ¢

1.5¢

-Log (2]
2.123. 2e-lxHl

1. y=e™=

-2 -1 1 2

2_ y = e"ixl
Dal grafico di f(z) al grafico di f(|z|):
1

-2 -1 ‘ 1 2
3. y= e—{z—%-ll

Dal grafico di f(z) al grafico di f(x + 1): traslazione verso sinistra:
1
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4, y=2e letll
Dal grafico di f(x) al grafico di 2f(z): dilatazione sull'asse y:

2t

-3 ~2 -1 1

2.124. % + arcsin%

I~
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2 y=(})"
Dal grafico di f(z) al grafico di f(|z|):

_ (1\l=—1
3. y=(3)
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z — 1): traslazione verso destra:

1

-1 ' 1 2 3

_ 1 |z—1]
4. y=-(3)
Dal grafico di f(z) al grafico di — f(z): riflessione rispetto all'asse z:

-1

1\l=-1|
5. y=-(3)
Dal grafico di f(x) al grafico di 1 + f(x): traslazione sull'asse y, verso l'alto:

\
1
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2.126. |log(|z| — 4)]

-5 —4 4 5
Nota: z = +4 asintoti verticali.

2.127.  2log, ,(2 — =)

1. y=log ,z

5

al

3

ot

1t

1 2 3 4 5

alb

b

a3t

2. y=log,,(2+z)
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z + 2): traslazione verso sinistra:
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3. y=log,(2-2)
Dal grafico di f(x) al grafico di f(—=x): riflessione rispetto l'asse y:
5 =

4
3
2
1

4. y=2log,,(2-2)
Dal grafico di f(x) al grafico di 2f(x): dilatazione lungo l'asse y:

N W e

=2 =1 i 2
-1

-3

-4
(Laretta z = 2 ¢ asintoto verticale)

2128, |(z—1)"° 1]

1.4
1.2
1
0.8
0.6
.4
0.
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2.129. |2arctanz — %

3
—
T
2
=5 =3 -1 1 3 5
2.130. tanlZ
4 &
3 £
2 L
l L
-2 -t T 27
._1 L
_2 L
_.3 £
._.4 L
2.131.  |log(3 — z)]
3.5}
3 i
2.5
2 l
N_
1 C
0.5
-3 -2 -1 i 2 3

Nota: z = 3 asintoto verticale.
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2132 1+ (z+2)%°

4c
3.5t
3/
2 5t
ot
1.5}
11
0.5
-4 -3 g -1 1 2
2.133. |277 — 1|
4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
.5
-2 -1 1 2 3 4

2.134. 4 arccos(l —x)

(NI

0:5 1 1.5 2
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2.135. 2—|z+1]3

1. y=2z13

2. y=|z|'?
Dal grafico di f(x) al grafico di f(|z]|):

3. y= ]:c+1[1/3

Dal grafico di f(z) al grafico di f(x + 1): traslazione verso sinistra:

» /
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4, y=—|z+1?

Dal grafico di f(z) al grafico di — f(x): riflessione rispetto all'asse z:

-3 =2 =1 1

/3

5. y=2—-lz+1|
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z) + 2: traslazione lungo l'asse y, verso l'alto:

2F

2.136. log2 — log(2 — z)
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2.137. % — arcsin|z|

-1 -0.5 0.5 1

2.138. 2+ Iog%(4 —z)|.
4 @
3 X
2 L
1 E
-4 ) 2 4
al

2.139. 2(1— e l*+3)




94 Cap. 2. Funzioni di una variabile

2.140. (jz| —2)*°

2 o
1.5 }
1+F
0.5
4 4
2.141. 2arctan(l —z) — 5
1. y = arctanx
T
2
-3 -2 1 1 2 3
Vil
2

2. y=arctan(l + z)
Dal grafico di f(z) al grafico di f(z + 1): traslazione lungo l'asse z, verso sinistra:
Vs

o

2
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3. y=arctan(l — z)
Dal grafico di f(x) al grafico di f(—z): riflessione rispetto l'asse y:

7
2

4. y=2arctan(l — z)
Dal grafico di f(z) al grafico di 2f(z): dilatazione lungo l'asse y:

BN

2

. =1

[
i8]
w
£y
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5. y=2arctan(l —z) — §
Dal grafico di f(x) al grafico di f(x) — 7: traslazione lungo l'asse y, verso il basso:
Vid

_3r
2

2.142. Y2 —[a].

2.143. log(5 — |z — 1))

-
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2.144.  [elem1 — 2
10+

=1 1 2 3

2.145. arctan(l — |z|)

INBS

2.146. |log|z + 1]
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2.147. |arctan|z| — §

=1 1

2.148. (1-2)° -1

0.5

2.149. 1 — 2¢ =t
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2.150. |(z+1)*°—1

-4 2
2.151. log% (4 — |z|)
6l
al
2
- 2 2 4

2.152. |tan(Z —z)]

g

4

3

2

I
2L z 3n
4 4 4
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2.153. |2l — 1]

2.154. |(arctanz) —

2.155. 1 — elet2i




Cap. 3. Limiti e continuita

Gli esercizi sul calcolo dei limiti sono articolati, in questo eserciziario,
coerentemente all'impostazione del libro di testo [BPS1]. Percio anzitutto (§3.1)
affronteremo i limiti di successioni, limitandoci ai risultati fondamentali sul
calcolo dei limiti (in particolare, utilizzeremo la "gerarchia degli infiniti" e il
simbolo asintotico, la definizione del numero e, ma norn i limiti notevoli dedotti
dalla definizione del numero e né quelli legati alle funzioni trigonometriche).
Quindi (§3.2) illustreremo i concetti di base riguardanti limiti di funzioni, asintoti,
continuitd di una funzione in un punto. Successivamente (§3.3) utilizzeremo i
limiti notevoli e le stime asintotiche per il calcolo dei limiti, sia di funzioni che di
successioni. Il §3.3 contiene anche una discussione dettagliata dell'utilizzo del
simbolo di asintotico (per le funzioni), che puo essere utile anche per comprendere
l'utilizzo che ne viene fatto (per le successioni) gia nel §3.1, percio questi paragrafi
sono in qualche modo interdipendenti. Nel §3.4 mostreremo come il calcolo dei
limiti e le stime asintotiche si applicano allo studio del grafico di una funzione.

I limiti per il calcolo dei quali occorrono anche gli strumenti del calcolo
differenziale (teorema di De L'Hospital e formule di Taylor-Mac Laurin) saranno
affrontati nel prossimo cap. 4.

3.1. Concetti di base sui limiti di successioni
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap.3, §1.

3.1.A. Proprieta delle successioni

Esempi svolti

Esempio 3.1. Questo primo esempio non richiede la nozione di limite. Si consideri
la successione

n
an = log(l + (-—1)nn—H>, pern = ]., 2, 3, ¢ o
Rispondere alle domande:
{a,} & limitata superiormente [Jvero  []falso

In caso affermativo, sup{a,} = ...
{a,} ammette massimo [Jvero  []falso
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In caso affermativo, max{a,} = ...

{a,} ¢ limitata inferiormente [Jvero  []falso
In caso affermativo, inf{a,} = ...
{a,} ammette minimo [Jvero []falso

In caso affermativo, min{a,} = ...

La presenza del segno alternato (—1)" suggerisce di ragionare sull'andamento
della successione distinguendo cosa succede per n pari e n dispari.
Se n pari, a, = log(l + ;1%) L'argomento del logaritmo ¢
n 1

n+1: n+1

1+

che varia in [%, 2); il logaritmo varia quindi in [Iog%, log2), e log2 ¢ il sup, ma non
il max, di questi valori.

Se n ¢ dispari, a, = log(1 — %) = log(
n ¢ inferiromene illimitato.

La successione, nel suo complesso, € quindi superiormente ma non
inferiormente limitata, non ammette massimo (pur avendo sup finito) né minimo
(perché ¢ inferiormente illimitata). Le risposte sono:

1

5371)’ che ¢ negativo e al crescere di

{a,} ¢ limitata superiormente X vero [] falso  sup{a,} = log2
{a,} ammette massimo [J vero [Y] falso
{a,} ¢ limitata inferiormente [] vero [Y] falso
{a,} ammette minimo [] vero [ falso

Esempio 3.2. Si consideri la successione
s LGS -
a, =e '"sinn,pern=1,2,3,...

Rispondere alle domande:

{an} ¢ limitata superiormente [Jvero  []falso
{a,} ¢ limitata inferiormente [Jvero  []falso
{a,} & definitivamente positiva [Jvero []falso
{a,} non si annulla mai [Jvero [ falso

{a,} ha limite (finito o infinito)) [ Jvero [ falso

La successione ¢ il prodotto della successione e~1/n limitata, sempre diversa
da zero, convergente a 1, e della successione sinn, limitata ma irregolare, mai nulla
(ricordare che in questo esercizio n parte da 1 e, per l'irrazionalita di 7, I'angolo n
non & mai multiplo intero di 7). Il prodotto sara quindi limitato, mai nullo,
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irregolare. Quanto alla terza domanda, poiché e~/* — 1 e il segno di sinn non &
definitivamente costante, a,, non ¢ definitivamente positiva. Le risposte sono
pertanto le seguenti:

{a,} & limitata superiormente X} vero [] falso
{a,} & limitata inferiormente X vero [] falso
{a,} ¢ definitivamente positiva  [] vero [¥] falso
{a,} non si annulla mai X vero [] falso

{a,} ha limite (finito o infinito)  [] vero [¥] falso

Esercizi
3.1. Si consideri la successione
a, = e"sinn, pern =1,2,3,...

Rispondere alle domande:

a. {ay,} ¢ limitata superiormente [Jvero  []falso
b. {a,} ¢ limitata inferiormente [Jvero  []falso
c. {a,} & definitivamente positiva ~ [Jvero [ falso
d. {a,} non si annulla mai [Jvero  []falso

e. {a,} ha limite (finito o infinito) ~ [Jvero  [] falso

3.2. Si consideri la successione

. 1,2,3
= ,pern=1,2,3,...
an n+1 pern )
Rispondere alle domande:
a. {a,} & limitata superiormente [Jvero  []falso
In caso affermativo, sup{a,} = ...
b. {a,} ammette massimo [Jvero  []falso
In caso affermativo, max{a,} = ...
c. {a,} ¢ limitata inferiormente [Qvero [Jfalso
In caso affermativo, inf{a,} = ...
d. {a,} ammette minimo [Jvero  []falso

In caso affermativo, min{a,} = ...
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3.1.B. Calcolo dei limiti con tecniche di base

Esempi svolti
Esempio 3.3. Calcolare il limite delle seguente successioni, se esiste.

ol/n L p2 4 3~ 3n® + 3" + logn
(@) an= 6 ; (0) an =1 M 1 5
logbn+2+n logbn 4 24" 4+ n

Svolgeremo questi primi esempi senza usare il simbolo di "asintotico", per
maggiore gradualita. Naturalmente usarlo semplificherebbe le cose.
(@) Numeratore:

2Y" 5 1: n? > 400; 37" —0
quindi la parte principale & n?.
Denominatore: n ¢ un infinito di ordine superiore rispetto a logbn (gerarchia
degli infiniti), quindi & la parte principale.
Raccogliendo a numeratore e denominatore le parti principali abbiamo:
1/n -n i/n -n
n2(1+%+%> (1+%—zz—+%;2~)

=n
logbn 2 log® 2
n(1+En ) (14 e 2)

dove ciascuna parentesi tonda tende a 1, quindi poiché n — 400, anche
an — +00.

(b) Numeratore: somma di infiniti di tipo diverso, per la gerarchia degli infiniti
la parte principale & 3".

Denominatore: somma di infiniti di tipo diverso, per la gerarchia degli infiniti
la parte principale & 22" = 4"

Raccogliendo le parti principali si ha:

3n<1+ 33%3_*_ l(;%n)

-4n(1+1°—§ﬂ+2—§)

Gy

_ §)”(1+..,)

4/ (1+...)
dove le quantita ... tendono a 0. Di conseguenza, poiché (%)n — 0, anche
a, — 0.
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Esempio 3.4. Calcolare i seguenti limiti, se esistono.

. 3 . msinn + sin(n?)
(@) nETmm, (®) "HI*I'IOO n?+1 '

(a) Denominatore: ricordiamo che n'/™ — 1. Questo segue, scrivendo

1/n logn

n'"=en,

dalla gerarchia degli infiniti, in base a cui 10% — 0. Quindi il limite cercato &

uguale al limite
. 3"
lim — =0
n—+oo 1
ancora per la gerarchia degli infiniti (il confronto tra 3" e n! si puo effettuare col
criterio del rapporto).
(b). Notiamo che le successioni sinn, sin(n?) sono irregolari ma limitate. Si
puo scrivere la maggiorazione

n+1
“n241’

nsinn + sin(n?)
n®+1

e il 2° membro tende a zero, come si vede raccogliendo le parti principali:

nt+l _ n(l+3) 1 (1+7) o
n2+1 n2(1+4) o (1+%)

Di conseguenza, per il criterio del confronto, il limite cercato & zero.

Esempio 3.5. Calcolare i seguenti limiti, se esistono.

(#) Iim (—-’ﬁiz—yn; (b) lim —

n—+oo\ n? +n + 1 n—}+oon(’n+1)!'

n24+2
n24n+1
parti principali (uguali a n?) a numeratore e denominatore. L'esponente 2n tende a
+00, quindi abbiamo una forma di indeterminazione del tipo [1°°], che ci ricorda il
limite notevole che definisce il numero e.

(a) Osserviamo che la base ( ) tende a 1, come si vede raccogliendo le
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Ricordiamo che

n
(1—4-1) —e
n

e, piu in generale, se a,, € una qualsiasi successione tendente a 00,

I %%
(1 + ——-> — e.
Qn

Per ricondurci a questa scrittura, facciamo questi passaggi:

1-n

nzin+1 <n2+n+l).2n

n?+2 2"_ 1+ l1-n o
n?+n+1 o n2+n+1

[(-2)T

con
n+n+1 1—-n
. (m) "o

Poiché [(1 + a—1n>an] — e e b, — —2, concludiamo che

n?+2 \*
— ] e
<n2 +n+ 1)

(b) Sia a, = %% Trattandosi di una successione a termini positivi il cui
termine generale ¢ il rapporto di successioni pill semplici di tipo esponenziale e
fattoriale, ¢ naturale applicare il criterio del rapporto. Calcoliamo quindi:

An+1 3" nn+ 1)
an  (n+1)(n+2) gn-1

3n 3n 3

(n+D(m+2)  n2(1+2+2) n(l+2+3)

— 0,

quindi per il criterio del rapporto a,, — 0.
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Esercizi

Calcolare, se esiste, il limite delle seguenti successioni, giustificando i passaggi
svolti:

2-7 4 3nd
3.3. im T
n—+oo0logbn 4 2 — nd
31
3.4, lim logn + 3n’logn
n—+400 21/n + n5
2 3
3.5, im H_HM
n—+oo mlogn + 1
2+1
3.6. lim ——
n—+o0] 4 n3a
B 2n
3.7. lim ( )
n—+too\ 1 4+ 1
n2
3.8, fism ( i 2)
n—+oo\ N 4+ 1
n—-+4o0 n
n
3.10. fim (1 _ Z)
n—+o0 n
2\ _ on
3114 lim n-Hog(gz )—2
43
3.12.% i, —o 28—

n—+oon~1/3 4 3p — nd/3
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3.13.% lim n( " +3— n)

n—-+00

2 3 2
314k i T 10g(57; ) + (logn)
n—+oo  2(logn)” + nlogn

_ 8 + 2n? — n¥/3
3.15.% nl—%rﬁ{loo n-1/3 + 3n? — nb/3

3.16.% lim (\/n4 +1-—nVn2+ 1)
n—+0o0
n2 43" 42"
3.17.% m —
n—+o0 221 | (logn)3
n?sinn + sin(n?)
3.18. i
Sk nEeroo n?+1
2n
3.19.% Bl ( e 2)
n—t+oo\ 7 — 1
i —2n ” In2
3.20. lim i
n o
321. lim (n i 3) 326. lim (2” L 3)
n—too \ M — 2 n—+oo\ 2n — 1
n? +n—1 " nd.9on
3.22. li —_— i
n? —2\" : n"
: 3.28. | e
323, lim_ (n2 n 4) * lim (n+1)!

3.24. Ilim (\/ 4n? —n — 2n> 329.% lim n-2"

n—+oo (1 + 1)!
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3.30.%

3.31.%

3.34.%

3.35.%

3.36.%

3.37.%

3.38.5%¢

3.39.%

3.40.%

3.41.%

3.42.5%

| A
n—EPOO (n—1)! S IdH nginoo 4n
n! 3334  lim -
ngg—looﬁ; R n——EToo 3“n'
. i n"
ngxfoolog(n +2™) _(n n 1)n+1
. (n2 B n3/2 n 1) n(3-+sinn)
i (=TT
n—+00 n4 — dn

- n?[log(n + logn)]log(2n + 1)
Ars-+e0 (2n + 3)*log?n

lim (n? + log’n)(logn + 1)

n—=+oo nlog?n - y/n? + log?n

. 3"(n?+n+1)
lim
n—+oo ni(em 4 e ")

lim l(sinzn) -sin(nZ)

n—+oon,

cos(n)

lim

n—+0o nmw

+ log (sin%)

. 2"n!
lim

n—+oo N

. (n2 + 2n> o
lim
n—+oo\ N2 —3
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Soluzioni §3.1.
3.1. Falso; b. Falso; ¢ Falso, d Vero; e Falso
3.2 Vero, sup{a,} =1; b Falso; ¢ Vero,inf{a,} =0; d Falso
3.3. Ap ~ —;‘:’7; lima, =0
n—0o0
34 a,~ 2 lima, =0
n—ao0
3.5. an 15%5 +o0
3.6. Ap ~ % — 0
3.7.
3.8. +00
3-9- an = l 3 — —3‘
[a+3f
_n7-2
2 2
3.10. = [(1__> } e b
n e?
2y _9n —_on
311 ntlognl) -2 -2
(logn)” + n? n?
8 + 2n — n¥/? —nt3 1
S B 3B~ T i O
(\/n2+3—n)< n2+3+n)
3.13. n( n2+3—n)=n =
Vn2+3+n

3
—
2

. 3 _ 3
n(1+2+1) (14241
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n? + log(5n?) + (logn)?
2(logn)® + nlogn

3.14.

2 2

n
o2 ~ = 1 — +
nlogn(l + Z%E) nlogn ogn

n n

~

348 8+2n%—n'?  2n? 2
o n1B+3n2—n5B " 3p2 3

3.16. (\/n4 +1—=a 0P ¥ 1) -

(\/m—n\/nzn%) (\/n4+ 1 +n\/m>
(VAT + 1+ ny/n2 51)

ot 1-nPn?+1) 1—n? -n? 1
= = ~ =t
nz(\/1+;~11:5+\/1+#) n?(\/1+#+\/1+;}7) o 2
2 n -n 3n K
3.17. 2_13_&_3.,\,7:@) -0
22 4 (logn) 2em 4
2 (2 2 (2
318, nsmn-}-sm(n): n w +sm(n)'
n?+1 n?+1 n?+1
.
sm(n)~ 1 =0
n?+1 n?+1

quindi per il teorema del confronto il secondo addendo della successione tende a zero.

n2

Invece ——
2l

1

mentre sinn non ha limite. Percid la successione non ha limite.
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2n
3.19. <n+2) =
n—1

- -1 n—1 ’
percid la successione a’» — e®.

3.20. €5,

321, e7b.

3.22. €%

3.23. 1.

324, -1

3.25. 0.

3.26. +oo.

3.27.  Applichiamo il criterio del rapporto:

ant1 _ (n+ 1)%.9n+1 g

@ (D! nd2r
3
= it . 4 2%0 ercio a, — 0O
- n n+l n » P " ’

3.28.  Applichiamo il criterio del rapporto:
ant1  (n+ Py (n+ 1)1

an  (n+2)! n*
G () o e

3.29.  Successione positiva,

n=on n

D!~ D o
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Studiamo b, col criterio del rapporto.

bua _ 2 (1) 2
b, (n+2)! ?™ n+2

percid b, — O per il criterio del rapporto, e la successione di partenza tende a O per il
criterio del confronto asintotico.

Si noti come questo procedimeno porti a espressioni pitt "pulite” di quelle che si
otterrebbero applicando il criterio del rapporto direttamente alla successione di partenza.

3.30.  Applichiamo il criterio del rapporto:

an+1 n+2 1 i qs
= ~— =0 d 0.
a nln+1) n—) Quindi a, —

3.31.  Applichiamo il criterio del rapporto:

n
An+1 n 1 1 -
= = <1, d 0.
an <n+1> G+ 17 e s WM™

3.32.  Applichiamo il criterio del rapporto:
angr  (2n+2)! 4 (2n+2)2n+1)

an 41 (2p)! 4

— +00,

quindi a,, — +o0.

3.33.  Applichiamo il criterio del rapporto:

Ant1 _ (n+1)"H i3t (n+1 "1 LS
an tl(pn 4+ 1! o n 3 3

quindi a,, — 0.
3.34.  Successione positiva, la studiamo mediante stime asintotiche.

log(n + 2™) = log [2" (1 + 2%)] = nlog2 + log(l + %) ~ nlog2

(perché nlog2 — +oco mentre log(1 + %) — 0).

n" _ 1 l

(n+1)" " (14 1)1 +n) Ten’

Dunque an ~ nlog2 - L = %.
en e

log2
E2

Pertanto la successione converge a
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3.35.

n(3+sinn)

o = <n2 - n3/2 +1 _ en(3+sinn)log<ﬂ-2ﬁ'f—gﬁ) — eb"

= — = = .
—&n

Poiché l'argomento del logaritmo tende a 1,

. n?—n¥?2 41
bn ~ n(3 +smn) <W -1} =

5n

—n%? —5n 4 1 :
= n(3 + sinn) (%) ~ —/n(3 +sinn) < —24/n

(perché 3 + sinn > 2). Per il teorema del confronto e del confronto asintotico, b, — —oo,
percid a, — 0.
3.36.  Poiché (n +logn) ~n — +ooe (2n+1) ~ 2n — 400,

n?[log(n + 1ogn)]log(2n +1) n’lognlog(2n)
(2n + 3)log?n 4n?log?n

_ log(2n) _log2+logn  logn 1

~ 4logn 4logn 4logn ~ 4

Dunque il limite cercato ¢ 1.

2] 1
3.37. P .l =0
nlog?n-n  logn

37 3n (3/e)"
3.38. Qp ~ e el R +00

per la gerarchia degli infiniti, in quanto (3/e) > 1.
In alternativa, la successione —J— si poteva studiare col criterio del rapporto.

3.39. la,] < 1 — 0,
n

e per il criterio del confronto, a,, — 0.
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3.40. Cﬁ(—@ 2 i -+ 0,
n nw
e per il teorema del confronto <=7 —, 0
nmw

LT L. T
log(sm—) — —oo0 perché sin— — 0%,
n n
Percid a,, — —oo, per il teorema sull'aritmetizzazione parziale di co.

3.41. Successione a termini positivi, applichiamo il criterio del rapporto.

i1 2n+1)! w2+ Ln™
@ (n+1)" 2l (p4 )™

n " 2 2
22'<n+1) - (1+%)””*2<1‘

Quindi, per il criterio del rapporto, a,, — 0.

9 —5n 2o
342, (By) =) = e,

n? 4+ 2n 2n + 3 2
ap, ~ ~5n( T3 —I)N —5n(n2_3>~ —5n-h—=—10,

Quindi et —s 710,
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3.2. Concetti di base su limiti di funzioni,
asintoti, continuita

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 3, §2, §3.1.

Questo paragrafo riguarda: le varie definizioni di limite di funzione (finito,
infinito, al finito, all'infinito, per eccesso e per difetto, destro, sinistro); il modo in
cui si dimostra la non esistenza di un limite; la definizione di asintoto verticale o
orizzontale (gli asintoti obliqui saranno trattati nel §3.4).

Si utilizzano i teoremi fondamentali sui limiti, ma non si utilizzano ancora né i
limiti notevoli né le stime asintotiche (argomenti a cui & dedicato il §3.3).

3.2.A. Limiti di funzioni elementari

Questi primi esercizi richiedono semplicemente la conoscenza dei limiti delle
funzioni elementari alla frontiera del loro insieme di definizione, ossia,
sostanzialmente, la conoscenza dei grafici delle funzioni elementari e delle varie
definizioni di limite. Pertanto non si presentano esempi svolti. Nel rispondere,
immaginare o tracciare il grafico qualitativo della funzione, e riflettere sulla
definizione di limite coinvolta.

Esercizi

Scrivere il valore del seguente limite, se esiste, oppure dire che non esiste. Se tale
limite indica la presenza di un asintoto verticale o orvizzontale, specificarlo.

3.43. lim 2% 3.49. lim arccosz
Z—+00 z—+]

3.44. xli%l log,z 3.50. :c]_ig)lJr log,,z
3.45. lim Chz 3.51. lim arcsinz
x—too z—t1
3.46. 1725‘1100 <\/T§) 3.52. $—1-l>r‘:10010g1/2x
3.47. ;%xwz 3.53. xgrfwﬁ
3.48. lim (1)° 3.54. lim z*
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3.58,

3.56.

3.57.

3.58.

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

3.63.

lim \/5

T—+00

lim z73
z—0*

lim tanz
T—+00

lim z~1/2
z—0*

lim 3%
T——>—0Q

lim |x]
T—300

limg~1/3
z—0

lim log x
r—+c0 g2

lim sinz
=400

3.64.

3.65.

3.66.
3.67.
3.68.
3.69.

3.70.

dove [z] = parte intera di =

3.71.

lim z~1/2
T—-+00

lim tanz

x
T3

lim z~4
z—0%

lim arctanz
z—+00

lim Shz

z—E00

lim Thzx

z—+00

LN

lim mant(x)
T—300

dove mant(z) = mantissa di z

3.2.B. Definizioni di limite

I prossimi esercizi riguardano le varie definizioni di limite date mediante "¢ e 6" e
la verifica di tali definizioni in casi concreti.

Esempi svolti

Esempio 3.6. Dare la definizione del seguente limite:

lir_nﬁf(x) = +-o0.

La definizione ¢ la seguente:

VK >036 >0talecheVz e R,0<z+1< 6= f(z) > K.
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Esempio 3.7. Dimostrare in base alla definizione che

1im2+w = 400

z—ltx — 1

ossia che:

VK >036 >0taleche Ve e R,0<z—-1< 6= f(z) > K.

Cid che dobbiamo fare & trovare effettivamente § in funzione di K. Fissiamo
dunque K > 0, e chiediamoci quando risulta
2+

K.
rx—1 a

Risolvendo la disequazione per > 1 si ha:

2+z>K(z—1)

z(K-1)<2+K

il che, supponendo come ¢ lecito K > 1 (ci interessa il caso in cui K & grande,
visto che f(z) — 400) da ‘

Per ogni K > 1 scegliamo dunque

3
5-—K__1.

Ripercorrendo a ritroso le disuguaglianze, vediamo che
3
K-1

quindi la definizione di limite ¢ soddisfatta. Se poi K < 1, qualunque scelta di
z > 1 (e quindi qualunque 6) va bene, ad es. § = 1.

0<z—-1< = f(z) > K,

Esercizi

Scrivere la definizione (mediante €,6, K ... ) dei seguenti limiti:

3.72. limf(z) = —o0

z—0
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3.73. lim flz) =8+
3.74. xllgloof(x) = -0
3.75. lim f(z) = 2

3.76. zli,r% f(z) = +o0

Dimostrare in base alla definizioni di limite le seguenti affermazioni (come
nell'esempio 3.7):

3.77.% lim ( 8z + 2) =3
T—+00 xr — 5
2
3.78.% lim ——— = 400
e=1 (x —1)
log|z|
3.79, = o
* ot D+ 1

3.2.C. Limiti elementari di funzioni composte.
Non esistenza del limite

Calcolare i seguenti limiti, se esistono, giustificando il procedimento seguito.

Se il limite non esiste, dimostrarlo utilizzando le tecniche illustrate nei
prossimi esempi. Se il limite é raggiunto per eccesso o per difetto, specificare
questa informazione. Se il limite indica la presenza di un asintoto verticale o
orizzontale, specificarlo.

Esempi svolti
Esempio 3.8.
. 1z, o pl/T. s o1/, : 2z +1
(@  lim eV (b) lime/%; (c) lime™™; (d) mggloolog< 13
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(a) Per z — o0 si ha 1 — 0% e quindi (per il limite della funzione composta
z q p

e la continuita della funzione elementare e') e!/® — 1. Pill precisamente, tenendo

conto della monotonia della funzione esponenziale si puo dire che lirin el/? = 1%
T—LO0

(perché per t — 0% & e — 1%). La retta y =1 & asintoto orizzontale per
z — +oo. Inoltre l'informazione che f(z) — 1* per z — Foo ci permette di
conoscere da che parte il grafico della funzione si avvicina all'asintoto. La
situazione ¢ descritta dal grafico:

1.75 ¢
1.8
1.25
1
0.75

St
0.25

-10 =5 5 10

(b) Perz — 0% & 1 — +oo, quindi

ell® { (—)!—+OO

rispettivamente. Poiché i due limiti sono diversi e il testo chiedeva di calcolare il
limite per z — O (e non separatamente i limiti per z — 07%), la conclusione ¢ che il
limite non esiste. Possiamo comunque dire che z = 0 ¢ asintoto verticale per
x — 0T,
(¢) Perz — 0¢ % — +00, quindi e/ 2’ 5 +o0 ez = 0 & asintoto verticale.
(d) Perz — +o0,

2¢ + 1
z+3

— 2

(come si vede raccogliendo a numeratore e denominatore le parti principali 2z, z,
rispettivamente), quindi (per la continuita della funzione elementare logt),

log < 2% +31 ) - log2.

y = log2 ¢& asintoto orizzontale per x — +o0.
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Esempio 3.9.
3z + sinz 3 + 2sinz .1 . 1
g — 3 e wm oo 1 - . d I t —_
@) xggloo 2x — cosz’ ®) xgl:?oo 2 —cosz’ © e el ) -

(a) Per ¢ — =00, sinz e cosz non hanno limite, ma si mantengono limitati, percio

3z +sinz Sx(l—}-%) 3 3(%)

- cosz\ 9 cosz | §
2z —cosz  2z(l1—<2) 2\1- %= 2
Notiamo che, a causa delle oscillazioni delle funzioni trigonometriche, la funzione
non tende a 3/2 né per eccesso né per difetto. Il grafico della funzione interseca

infinite volte 1'asintoto, come si vede risolvendo I'equazione

3fl+5% ) _3
2\1-= |~ 32

2z
: sinz coSz
che porta a =—
3z 2z
e quindi tanz = — 27

che ha le infinite soluzioni z = arctan(——g-) + km. 11 grafico infatti ha il seguente
aspetto (lo tracciamo per |z| > 3 per evidenziare il solo comportamento in un
intorno di infinito):

1.6

A A e LA A
AAVETAN /\/\/\/v

(b) In questo caso tanto il numeratore quanto il denominatore oscillano senza
ammettere limite. Il limite non esiste. Per mostrarlo rigorosamente, applichiamo la
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definizione successionale di limite!, esibendo due diverse successioni tendenti a
+00, lungo le quali la funzione tende a limiti diversi (e lo stesso occorre fare per
—00). Ad esempio per

Oy = g + 2nm; b, = 2nw

3+ 2sin(% + 2n7w 342
abbiamo: flan) = 5 (3 ) +

— cos(Z + 2nm) T el

5,
2

’

3+2sin(2nw) 340
2—cos(2nm)  2—-1

fby) = 3;

pertanto non esiste lim f(x).
z—+00

Analogamente si mostra che non esiste lim f(z) considerando le successioni
——00

T
cp = — —2nm;, d, = —2nmw
2 2
che tendono a —co.
(¢) Per z — £oo, sinz non ammette limite ma si mantiene limitata, mentre
% — 0, quindi possiamo scrivere

<t 0
||

—sinz
T

e applicando il teorema del confronto concludere che il limite cercato ¢ 0. Si noti
che non si puo dire che il limite sia 0t o 0~ perché la funzione presenta infinite
oscillazioni di segno. La retta y = 0 & asintoto orizzontale per z — 00, e anche
in questo caso il grafico della funzione lo attraversa infinite volte.

(d) Per z — 0% si ha % — oo, quindi (limite della funzione composta)
arctant — +2.

Lv. testo [BPS1], cap. 3, par. 2, Definizione 3.8.
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Esercizi

3.80. limel/®

z—0F

3.81.% lime™ 1/
z—0

3.82.% lim (&£3)

Pt T 1

383 lim (255)

z—0%

3.84.% lim e~ 7=

z—1*
3.85.% lit{l+ log(logz)
3.86.% lir&sin(loga:)

3.87. lim sin%

z—+00

3.88.% lir% % sin%

3.89. limarctanl

z—0

3.90. limzarctani

z—0

3.91. lim lcosi

z—too® z

3.92. lim e®os%/®

—0+

3.93. lim esine/2

T—E00

3.94. lim e

nx
1‘—-*2

3.95.  limlog(log®(tanx))
x—*z
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Soluzioni § 3.2.
3.43. +o©
3.44. —oo0; z =0 & asintoto verticale per z — 0T
3.45. +oo
3.46. 0% y = 0 ¢ asintoto orizzontale per z — 400
3.47. +4oo; =0 ¢ asintoto verticale
3.48. +4o0
3.49. O;7 (rispettivamente)
3.50. +oo0; x =0 & asintoto verticale per z — 0
351 £
3.52. -
3.583. +oo
354, —o0
3.55. +©
3.56. +£oo; z =0 & asintoto verticale
3.57.  non esiste
3.58. +o0; z =0 ¢&asintoto verticale per z — 0F
3.59. 0% y = 0 ¢ asintoto orizzontale per z — —oo
3.60. +oo
3.61.  non esiste
3.62. +oo
3.63.  non esiste
3.64. OF; y = 0 ¢ asintoto orizzontale per z — +oo
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3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

3.69.

3.70.

3.71.

3.72.

3.73.

3.74.

3.75.

3.76.

3.77.

Foo;  z = 7 ¢ asintoto verticale
+00;  x = 0 & asintoto verticale

== 3 y = £ asintoti orizz. per z — oo (rispettivam.)

+1; y = =1 asintoti orizz. per z — too (rispettivam.)

+oo

non esiste

VK >036:V2eR,0< |z] < 6= f(z) < =K

Ve >03dK >0:VzeRz< -K=0< f(z)—-3<¢
VK >03H >0:VzeR,z> H= f(z) < —-K
Ve>036>0: Vo eR,0< [z -1 < 6= |f(x)—2|<e
VK >036>0:VzeR0<z—-1<é6= f(z) > K

La definizione di lim (M) =3¢
z—+oo * T5

T —

VE>03K>O:V9:€R,$>K=>!<3x+52)—3‘<8.

i
Consideriamo la disequazione: l <3x . 2) = 3( <E

verificata se

E' sufficiente allora scegliere K = 5 + L perché la definizione di limite sia soddisfatta.

z—5

l——1—7——]<e;lx—5]>£
z—5 €

7
m>5+1—.
€
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3.78.  La definizione di lim1 (z2~$1)2 = 400 &
2
VK >036>0:VzeR,0< |z -1 < 6= ( 561)2 > K
z —
s ; ; 2z
Consideriamo la disequazione: — > K.
(z-1)
Per [z — 1| < § ¢ z > § e quindi 2z > 1. Quindi

2x>1
@-1?" (@-1)°

1 1
e questo ¢ > K purché (z=12 < =, [z—1] < —==.
K VK

Quindi pur di scegliere § < 71= ed < l la definizione ¢ soddisfatta.

3.79.  La definizione di hm g’fﬂ —00 &
VK > 036> 0:0< |of < 6= 8L o g
2z +1

Consideriamo la disequazione Seel o K. Perfe|<lez> —1 e 2z+1 > £. Quindi,

scegliendo |z| < 6 < 1 e quindi in particolare log|z| < 0, si ha

loglz|
20 +1

< 2log|z| < —K purché log|z| < — 5 ,|:c] & e E,

Quindi ¢ sufficiente scegliere § < 1 e § < e~/2.
3.80.  +oo; 0T, rispettivamente; z = 0 asintoto vertic. per z — 0%

381. Per z—0 si ha % — 400,—~% — —oo, quindi e V% — 0+ (perché
e! — 0% pert — —o0).

3.82. Scriviamo

2:c+3_ 1 2z +3
2-1 z-1 z+1°

2z+3

Ora per z — 1 si ha 225

— 2 mentre perz — 1¥sihaz — 1 — 0% e —L- — 400, quindi

lim 2+ = =+o0.
zo1E\ 22 — 1

z = 1 asintoto verticale.
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3.83. Foo; = 0 asintoto verticale

3.84. Perz — 1fsihaz?—1— 0%, Z= — $o0, — 57 — Foo, €

L ot
e z%-1 —
~+00.

x = 1 asintoto verticale per x — 1.

3.85. Perz — 1" sihalogz — 07, percio log(logz) — —oo.
x = 1 asintoto verticale.

3.86. Il limite non esiste. Ad esempio, per

siha an, b, — 0%, f(a,) = 0 per ogni n; f(b,) = 1 per ogni n.
3.87. 0%; y = 0 ¢ asintoto orizzontale per z — +oco

3.88. Il limite non esiste. Ad esempio, per
1 1

an:——-' n — T
anm’ 24 2nm

si ha che a,, b, — 0", ¢

f(az) = 0 per ogni n, mentre f(b,) = — + 2n7 — +oo0.

N[

3.89. Il limite non esiste perché i limiti destro e sinistro sono diversi tra loro:
: 1 T
lim arctan— = £+ —.
0% x 2
390. O
3.91. 0% y = 0 asintoto orizzontale per z — o0
3.92.  +o0; 07, rispettivamente; z = 0 asintoto vertic. per z — 07,
3.93. 1; y =1 asintoto orizzontale per x — o0
3.94.  0%;+oo, rispettivamente; z = Z asintoto vertic. per z — 1.

2

3.95. —oo; =z = 7 asintoto verticale
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3.3. Calcolo dei limiti mediante stime asintotiche
e limiti notevoli

In questo paragrafo esaminiamo il calcolo dei limiti (di funzioni o di successioni)
facendo uso, oltre che delle tecniche di base, dei seguenti strumenti:

+ stime asintotiche;

+ limiti notevoli (trigonometrici, dedotti dalla definizione di e, o dati dal
confronto di infiniti di tipo diverso -logaritmi, potenze, esponenziali-).

Si tratta di tecniche potenti che, combinando opportunamente un piccolo
numero di strumenti, ci mettono in grado di calcolare limiti in una grande varieta
di situazioni.2 Anche se, come sempre, I'affronto degli esercizi si basa sullo studio
della teoria, per cui si rimanda al libro di testo [BPS1], cap. 3, §3.3, 3.4, la cui
conoscenza viene qui presupposta, in questo caso, data la particolare delicatezza
dell'argomento, si & ritenuto opportuno presentare un Vero € proprio percorso
graduale e dettagliato, aggiungendo agli esempi svolti anche alcuni richiami,
osservazioni e segnalazioni dei pili comuni errori e fraintendimenti.

3.3.A. Richiami sull'utilizzo del simbolo di asintotico

Date due funzioni fy, fs, definite almeno in un intorno di zy € R*, diciamo che
fi(z) ~ folz) per = — xo

("f1(z) asintotica a fo(x) per z — x,") se

. filz) _
xlggo foz) -

Nel caso zy = 400, per "intorno di zy" si intende un intervallo del tipo (K, +00).
Analogamente per —oco. Le proprieta elementari della relazione di asintotico che
utilizziamo nel calcolo dei limiti sono le seguenti:

»  Uguale limite. Se f1(z) ~ fo(z) per x — z, allora le due funzioni hanno
lo stesso limite (finito o infinito) per x — z,, oppure entrambe non hanno limite.

Questo ¢ il motivo per cui ¢ utile sapere che due funzioni sono asintotiche.

»  Proprieta riflessiva. Se per z — zy fi(z) ~ fo(z), allora anche

fa(z) ~ fi(z).

2 Come anticipato all'inizio del capitolo, il quadro di strumenti presentati in questo
paragrafo sara ulteriormente allargato nel prossimo capitolo, esaminando gli strumenti di
calcolo dei limiti che fanno uso del calcolo differenziale (teorema di De L'Hospital e
formule di Taylor-Mac Laurin).
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Questo ¢ il motivo per cui & corretto esprimersi dicendo semplicemente che
"due funzioni sono asintotiche tra loro" (per z — zg), e non solo che "la prima ¢
asintotica alla seconda".

»  Proprieta transitiva. Se per x — xg fi(z) ~ fo(z) e fo(z) ~ f3(x) allora
anche fi(z) ~ f3(x).

Questo significa che si pud procedere con catene di relazioni asintotiche
(spesso alternate da relazioni di uguaglianza), per concludere alla fine che I'ultimo
termine della catena ¢ asintotico al primo.

»  Funzione asintotica a una costante. Per x — xy, f(z) — ¢ (numero reale
diverso da zero) se e solo se f(z) ~ c.

Spesso l'ultimo termine di una catena di stime asintotiche ¢ una costante: in tal
caso, coincide col limite.

Uso di asintotico con prodotti e quozienti. Se per x — zg fi(z) ~ fo(z) €
g1(x) ~ go(z) allora anche

fi(@)gi(z) ~ folz)ga(z);

filz)  flz),
g1(z)  gaolz)’

fi(z)® ~ g1(z)*

per ogni esponente reale « per cui quanto scritto ha senso (per certi a occorre che
le funzioni siano non negative).

11 simbolo di asintotico si comporta in modo naturale quindi rispetto a prodotti,
quozienti ed elevamento a potenza. Non ci si deve lasciar prendere la mano
pensando che si comporti altrettanto naturalmente con altre operazioni (come la
somma o l'esponenziale): come si vedra, non e cosi.

Puntualizzeremo nel seguito poche altre proprieta del simbolo di asintotico, e
invitiamo fin d'ora lo studente a non eseguire passaggi che coinvolgono il simbolo
di asintotico ma non seguono da nessuna proprieta dimostrata.

I limiti notevoli studiati (quelli dedotti dal limite notevole di sinz/z per z — 0
e quelli dedotti dalla definizione del numero e) si possono riformulare in termini di
stime asintotiche:

Box (3.1)
Perz — 0,

sinz ~ z; arcsinx ~ x; tanx ~ x; arctanz ~ z; 1 — cosx ~ —z—xz;
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Z
e” —1~x; a” — 1~ zloga; log(l+z)~ z; loga(1l+z) ~ loga;

(1+z)*—1~az (cona € R costante non nulla).

Inoltre, il teorema del limite della funzione composta permette di applicare le
precedenti stime in una forma piu flessibile, sostituendo alla variablile x una
qualsiasi funzione infinitesima. Ad esempio,

Box (3.1D)
See(z) — 0 per x — zo € R*, e inoltre la funzione e(x) ¢ definitivamente
diversa da zero per ¢ — xq, allora

per z — zo sine(z) ~ e(z), €@ — 1 ~ e(x), log(1l + &(z)) ~ &(z)

e cosli via per gli altri limiti notevoli.

Asintotico in prodotti e quozienti

Esempio 10. Calcolare i seguenti limiti utilizzando, se & utile, il simbolo di
asintotico.

(a) lim M;(b) lirgliw; (¢) lim xsin(%)cos(g)—)

z—0 sin?(3z) x? - %00 &

(a) Numeratore e denominatore sono funzioni continue che valgono O per
x = 0; pertanto il quoziente dei limiti da 0/0, forma di indeterminazione. In altre
parole il teorema sul limite del quoziente non dice nulla in questo caso. Occorre
un'analisi piu approfondita, che consenta di confrontare come tendono a zero
numeratore ¢ denominatore. Per le proprieta sopra ricordate, possiamo scrivere,
perz — 0,
zsin(2z) z-2z 2

sin?(3z) 3z)? 9

e concludere che il limite cercato & 2/9.
(b) Come nell'esempio precedente, si ha una forma di indeterminazione 0/0, e
occorre uno studio asintotico.
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sinzcosz x-1
el o s A== per z — 0%,
z2 x z

dunque il limite € +oo, rispettivamente. Abbiamo utilizzato la stima asintotica
sinz ~ z per x — 0 (limite notevole) e il fatto che per z — 0 cosz — 1, perciod
cosz ~ 1. Si osservi questo modo standard di sfruttare in una stima asintotica il

fatto che uno dei fattori tende a una costante non nulla.
(c) Per z — Foo & %—» 0,quindi possiamo applicare la stima asintotica
sin(2) ~ 2 (applichiamo la stima nel box (3.1I), con e(z) = 2/z per z — Fo0).
3) — 1, percid

Inoltre, cos (2
2 3 2
:csin(—)cos(—) ~gr—-1=2,
T x x

Osservazione 3.1. Precisare il punto zo. Nell'affermare una relazione asintotica
¢ fondamentale, naturalmente, precisare a quale punto x tende la variabile z. Ad
esempio:

e il limite cercato & 2.

sinz ~ x perx — 0 vero;

sinz ~ z per x — +oo falso;
sin— ~ — per z — =00 vero;
I
.11
sin— ~ — per z — O falso.
& &

Osservazione 3.2. Non usare "asintotico" come 'uguale". Il simbolo di
“asintotico" condivide qualche proprietd col simbolo "uguale" (simmetria,

transitivitd), ma non si pud usare come un uguale. Ad esempio, per z — 0, le
relazioni

1
e“”-—lrv;z;;l—cos:z:N§:B2

non sono equivalenti alle relazioni

1
e’ ~1+uz; cosx~1-—§:c2
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(che formalmente si ottengono dalle precedenti trattando la relazione asintotica
come se fosse un'equazione). La relazione e” ~ 1 + z, per esempio, non ¢ falsa,
ma ¢ ingannevole, perché in realtd contiene solo I'informazione e® — 1 per x — 0,
quindi & piu povera di informazioni rispetto a e® — 1 ~ z. (Per capire queste
affermazioni basta applicare la definizione di asintotico). Infatti, notiamo che per
z — 0, ¢ anche

e ~1n~ 1422
ma da questo non possiamo dedurre
e® — 1 ~ z? (falso!!!).

In sintesi: non é lecito portare una quantita da una parte all'altra del segno di ~
cambiandola di segno, come si farebbe con un'uguaglianza. Come vedremo
ancora, questo fatto & legato al problema dell'uso del simbolo di asintotico nelle
somme.

Stime asintotiche e parte principale di una somma.
Parte principale di polinomi, logaritmi o esponenziali

La parte principale di una funzione f(z) per x — =, ¢, in parole povere, la piu
semplice funzione asintotica a f(x), per z — z,.3 Mostriamo con esempi come si
utilizza il simbolo di asintotico per mettere in evidenza la parte principale di una
somma di piu termini. Sinoti come generalmente la parte principale di una somma
di termini ¢ data da un solo termine (che eventualmente ¢ il prodotto, ma non la
somma, di pitl espressioni).

Esempio 3.11. La parte principale di... perz — ... ...
(a) sinz 0 z
(b) sinz + 2 0 2
(©) (22% + 222 — ) +o0 273
(d) (223 + 22% — 1) 0 —z
(e) (523 + 2% + 3logixz) +00 2"

3 Questa non ¢ ovviamente una definizione vera e propria, in quanto non & possibile
precisare rigorosamente cosa significhi che una funzione & piit semplice di un'altra, e
tantomeno cosa significhi che ¢ "la pit semplice possibile"; tuttavia, con un po' di buon
senso, ¢ facile essere d'accordo sul fatto che, ad esempio, z sia pit semplice di sinz, o 23
sia pit semplice di (2z° + 22% — z).



Par. 3.3 Calcolo dei limiti mediante stime asintotiche e limiti notevoli 133

Dimostrazione delle affermazioni precedenti.
(a): & un limite notevole ormai familiare.
(b): sinz + 2 — 2, percid sinz + 2 ~ 2.

1 1
(c) (2563 +22% — :v) = 223 (1 + P ﬁ) ~ 223
per z — o0, perché (1 + % — L) — 1 per z — Foo.
(d) (2:173 + 22% — a:) = —:c(l — 2z — 2x2) ~ —Z
per z — 0, perché (1 — 2z — 2z?) — 1, per z — 0.
52°  3log?
©  (52°+2° +3loglz) = 2° (1 o+ x) ~ 2T

3logiz

per x — oo, perché (1+ 5’—2%3 A > — 1 per x — +oo (gerarchia degli
infiniti).

Osservazione 3.3. Parte principale di un polinomio. I due esempi precedenti (c)
¢ (d) hanno un significato generale, in quanto illustrano il metodo con cui si
determina la parte principale di un polinomio, per z — 0 o per z — =£oo. In (¢) si
determina la parte principale di un infinito; in (d) la parte principale di un
infinitesimo: in entrambi i casi la parte principale ¢ quella "pil grande”, ma mentre
per z — *oo & "pit grande" la potenza di esponente maggiore, per x — 0 & "pill
grande" la potenza di espomnente minore. Tutto cid non vale solo per polinomi
(somme di potenze intere), ma anche per somme di potenze a esponenti reali
qualunque, come si vedra in esempi successivi. [n modo analogo, la somma di
infiniti di tipo diverso, come in (e), ¢ asintotica al termine che ¢ infinito di ordine
superiore.

Esempio 3.12. La parte principale di... perz — ... Sis s
(a) \/E-i— Vx4 z? 28 2\/5
(b) 2z + 3zl +z +00 5z

(©) 22+ 3v/z* + —00 T
(d) VT =T+ 22 o+ —Lg3/

Questi esempi hanno a che fare con situazioni in cui vogliamo calcolare la
parte principale di una somma di infinitesimi o infiniti in cui non ¢'¢ un singolo
addendo che "pesa pit degli altri" (come accade nei casi (c), (d), (e) dell'esempio
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precedente), ma ci sono pit addendi di ugual peso (ciog infinitesimi o infiniti dello
stesso ordine), che concorrono a formare la parte principale.

(a) Poiché per z — 0T si ha z+2%~x, e quindi \/z+ 22~ \/z, ci
accorgiamo che i due addendi \/5, v/ z + 72 sono infinitesimi dello stesso ordine.
Se raccogliamo dalla somma la parte principale di ciascuno, otteniamo

\/E+m=\/5(1+\/m>~2\/5

perché (1 + /14 ) — 2 perz — 0.
(b) Per z — +oo si ha v/ 22 + z ~ v/ 2% = z, percio raccogliamo

1
2m+3\/x2+x:x<2+3\/1+;) ~ 5z

perché (2+3 1+ _;i—) — 5 per  — +00.
(¢) Per z — —oo si ha /z2 + z ~ y/z? = —x, perciod raccogliamo

1
2:5—!—3\/332-{—:5:1'(2—31/1—}—;) ~ =T

perché (2 —34/1-+ %) — —1 per z — 400.

(d) Questo esempio sembra simile ad (a), ma se procediamo come sopra,
scrivendo

V- Vatat=/z(1-V1+2)

ci troviamo a prima vista in un vicolo cieco, perché ora (1 — /1 + &) — 0, e non

possiamo concludere che \/5(1 —~ /1 +:v) ~ 0! (Si ricordi che la relazione

f(z) ~ 0 & priva di senso, poiché significherebbe fz) 1).
0

Questo € un caso in cui i due addendi non solo sono infinitesimi dello stesso
ordine, ma hanno parti principali opposte. E' il fenomeno della cancellazione delle
parti principali in una somma. Quando cid accade in generale non ¢ sufficiente un
passaggio puramente algebrico per determinare la parte principale, ma occorre
sfruttare qualche limite notevole. In questo caso si tratta di sfruttare la stima
asintotica®

4 Per la verita, questa stima asintotica, che segue da un limite notevole dedotto dalla
definizione di e, si puo stabilire anche per via puramente algebrica, con i passaggi:
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1
(1—\/1+x> N-——z—x perz — O,

e concludere che

Va-Vara = /o(1- /T73) ~ V- (~30) = =35,

Esempio 3.13. La parte principale di... perz — ...¢...

(a) logs(z + 3) +00 logy
(b) (x® + 22%)logy(z + 3) +00 z3logox
(@)

3 3
logs(z + 3) = logs (x(l + —a;)) = logez + logy (1 -+ ;) ~ logyz

per z — oo, perché logoz — -+o00 mentre logz(1 + 3/z) — 0.

Nell'ultimo passaggio abbiamo usato un fatto generale: se f — +o00 e g ¢ limitata,
f + g ~ f:per convincersene, basta raccogliere f:

f

Osservazione 3.4. Parte principale di un logaritmo. L'esempio (a) ha un
significato pit generale, in quanto mostra come determinare la parte principale di
un logaritmo quando il suo argomento tende a 0% o +o0o. Sia f(z) ~ g(x) per
x — zg, e supponiamo che g(z) tenda a 0" oppure a o0, per x — zo. (Quindi
log,g(z), con a > 1, tende, rispettivamente, a —oo o +o0). Allora possiamo
scrivere

f+g:f.<l+2>Nf perché <1+%>—->1. 1)

log, f(z) = log, (g(x) : 5%) = logeg(z) + loga% ~ log,g(x)

1-(1
O R A N

(1+v1+2) 1+i+a 2

ma solitamente in questi casi non ci sono scorciatoie algebriche.
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perché

f(=z)

— 0, in quanto —— — 1, mentre log,g(z) — Foo,

g(z)

per g(z) tendente a 0% oppure a +oo, rispettivamente. Si pud quindi concludere
che:

=)

log,
59(z)

se l'argomento del logaritmo é un infinito o un infinitesimo (positivol), la parte
principale del logaritmo é il logaritmo della parte principale.

Per completare il quadro, ricordiamo come si determina invece la parte
principale del logaritmo quando l'argomento tende a 1, e quindi il logaritmo &
infinitesimo. Abbiamo visto che se (z) — 0 per x — =, allora

log(1+e(z)) ~ e(z) perz — xo.
Ponendo f(z) = 1 + e(x) otteniamo che: se f(z) — 1 per z — z, allora
log(f(z)) ~ f(z) =1 perz — mo.
Ad esempio,
perz — 1, logz ~ (z —1).

Nel prossimo box sintetizziamo i 3 modi tipici in cui si effettua la stima
asintotica di un logaritmo:

Box (3.11D)
Seperz — zo f(z) ~ g(x)e f(z) — 0T oppure f(z) — +o0, allora

log(f(x)) ~ log(g(z)) per z — wo;
se f(z) — 1, allora

log(f(z)) ~ f(z) — 1 perz — xo.

Proseguiamo con la discussione degli esempi.
(b) Per x — +o0,

(2° + 22%)logy (2 + 3) ~ z*logy.
Abbiamo usato le stime

(x3 + 2x2) ~ z3;
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logy(z + 3) ~ logex

(con le tecniche illustrate in precedenza), ovvero abbiamo determinato stime
asintotiche dei singoli fattori; la conclusione segue perché l'asintotico si conserva
per prodotti.

Osservazione 3.5. Prodotto di infiniti di tipo diverso. A questo punto ci si pud
chiedere se nell'esempio (b) la funzione z3logyz sia effettivamente la pit semplice
funzione asintotica a quella di partenza. Ad esempio, poiché sappiamo che per
x — +oo0 l'infinito 2® & di ordine superiore rispetto a logyz,

possiamo dire che z°logyz ~ 23 ?
La risposta & negativa, come si vede subito applicando la definizione di asintotico:

z3logyx

3 = logyx — 400

per x — +00,

mentre, per valere la relazione asintotica, il quoziente dovrebbe tendere a 1. Si
rifletta sul confronto:

3

per z — +o0o, z° + logez ~ z* & vero, mentre

per z — 400, z°-logyx ~ 3 & falso.

Queste relazioni non sono poi cosi strane, e sono facili da ricordare, se si
riflette sulla seguente analogia elementare: in un calcolo numerico approssimato,
se intendiamo il simbolo ~ come "circa uguale a",

¢ vero che 1.000.000 + 10 ~ 1.000.000

ma ¢ falso che 1.000.000 - 10 ~ 1.000.000.

Esempio 3.14. La parte principale di... perz — ...¢...
¥ tatl/z +00 et

Infatti,

24z
>

em2+z+1/:c /=

2 2
=e"e%e!T ~e" e =e
perché el/* — 0.

Si noti che l'espressione trovata non puo essere ulteriormente semplificata. In

altre parole,
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2 2
anche se 2% + z ~ z?, da questo non segue e* *° ~ e* .

Z

. T
Infatti e:zz = e% — 4o00.

Osservazione 3.6. Parte principale di esponenziali. L'esempio precedente
mostra il comportamento diverso di esponenziali e logaritmi quanto alla
determinazione della parte principale. Diversamente da quanto accade per il
logaritmo quando il suo argomento tende a oo (si veda 1'Osservazione 3.4), la
parte principale di un esponenziale non é l'esponenziale della parte principale.
Cerchiamo di capire meglio il perché, chiedendoci:

sotto che ipotesi si puo affermare che ef®) ~ 9@ 9

Scriviamo:
ef(@
eg(m)

= /@90 14 f(z) - g(z) — 0.

Chiediamoci ora: sotto quali ipotesi ¢ vero che se f(z)~ g(z) allora
f(z)—g(z) = 0?

=gz)- M—- — z) ¢ limitata
flz) —g(z) = g(x) <g(:1:) ) 0 se g(z) ¢ limitata.

— 0

(poiche f~g, f/g—1— 0; allora se g ¢ limitata, il prodotto tende a zero).
Dunque: se f ~ g e inoltre g é limitata (e quindi anche f lo &), allora f — g — 0;
in generale perd f ~ g > f — g — 0; in particolare: se f ~ g e g & limitata, allora
el (@) ~ eolz).

Abbiamo illustrato le principali tecniche e avvertenze da tener presenti
nell'utilizzo delle stime asintotiche per la determinazione di parti principali e il
calcolo dei limiti. I prossimi esercizi, che sono ancora in un certo senso di
preparazione, vogliono mettere alla prova la comprensione di queste idee.
Successivamente presenteremo i veri e propri esercizi di calcolo dei limiti, a loro
volta preceduti da esempi svolti.
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Esercizi sull'utilizzo del simbolo di asintotico

Per ogni affermazione fatta, dire se é vera o falsa:

3.96.

397,

3.98.

3.99.

3.100.

3.101.

3.102.

3.103.

3.104.

3.10S.

3.106.

3.107.

3.108.

3.109.

3.110.

3.111.

3.112.

3.113.

perx — O
per x — +00
per x — +00
perz — 07
perz — 07
perx — 400
perxz — 0O
perz — 0
per x — 400
per r — 400
perxz — 0O
per x — +oo
perz — 0
per z — +00
per x — +0o0
perxz — +o0
perz — 0

perxz — 0O

e* — 1 ~ sinz
Shx ~ z

Shz ~ e*

z?logx ~ z?

2?2 + logzx ~ z?

z? + logx ~ 22

Va?+1—1n~ 1g2

1 — cosz ~ z?

log(l+2z)~z
e ~ €*

2+ 2z ~ 27

T2 +e% ~e”

logx ~ z

log(1 + z) ~ logz
sinl ~ 1

log(2z + z*) ~ 3logz

sin?(z3) ~ x8

V2 +1—1n~ 1z%3
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3.114. perz — —00 log(2 + z?) ~ 2log|z]|
3.115. perz — 0 Chz — 1 ~ %x2
3.116. perz — 400 siny ~ z

3.117. perz — 0 z?e® ~ z°

3.118. perxz — 0% log(3z) ~ logz
3.119. perz — +00 z? 4 % ~ e”

3.120. Seperz — zo f(z) — 400 e g(z) ~ f(z), allora
perz — zo logg(z) ~ logf(z).
3.121. Seperz — zo f(z) — +oo e g(z) ~ f(z), allora
per x — I 9@ ~ f@),

3.122. Seperz — zy f(xz) — Oeg(z) ~ f(z), allora
perz —zo V/g(z) ~ v/ f(z).

Dare una stima asintotica della seguente funzione, mediante una funzione pii
semplice (del tipo cx®, o c(x — x)” per opportuni c,a € R)

3.123. perz — 0 e — 1.,

3.124. perz — +o0 Vad+z—z~...

3.125. perz — 1 z?logz ~ ...

3.126. perz— 0"  /8z+az?+ Yz~ ...
3.127. perz — +oo /8zx+ a2 3223~ ...

3.128. perz — +oo /8x+x? -z~ ...
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3.3.B. Richiami sulla gerarchia degli infiniti

Cominciamo col ricordare il seguente risultato di confronto tra infiniti di tipo
diverso, che abbiamo gia utilizzato varie volte, anche con le successioni:

Proposizione 3.1. Gerarchia degli infiniti per = — oo. Consideriamo, per
x — +o0, le seguenti tre famiglie di funzioni:

(logex)® (@>1,a>0); 2° B>0; b ®>1).

(Si osservi che tendono tutte a +00). Allora la prima é "o piccolo” della seconda,
che a sua volta é "o piccolo” della terza.

Esplicitamente, questo significa che:
log,z)*

lim (logoa)” _

g—too P

per ogni a > 1, a > 0,8 > 0,b > 1. Una dimostrazione di questa proposizione
mediante il Teorema di De L'Hospital ¢ riportata sul libro di testo [BPS1], cap.4,
§4.4. Mostriamo l'utilizzo tipico dei confronti precedenti nel calcolo di limiti pit
complessi.

Esempio 3.15. Calcolare i seguenti limiti:

2% 1 2 2 2
) T +log(l+ = ); ®) lim zlog(1l + z°) + 3z°logz + 1
@— oo 1+ 3z z—+oo 4277 + z2log(z + 1)

(a) Per z — +oo si ha log(1 + 2?) ~ log(z?) = 2logz, che & un infinito di
ordine inferiore rispetto a 2%, quindi:

Num. = 2° + log(1 + z%) ~ 2°.

Percid

Z

f(w)’\’g-*'l'oo

ancora per la gerarchia degli infiniti.
Perz — —o0, invece ¢2” — 0 e

log(1 + z*) ~ log(z?) = 2log|z| — +oo,
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21
percio f(z) ~ %le — 07

per la gerarchia degli infiniti.
(b) Per z — 4+ o0, zlog(1l + z?) ~ zlog(z?) = 2zlogz, che & un infinito di
ordine inferiore rispetto a 3z%logz, quindi

Num. ~ 3z%logz.
A denominatore, 427 — 0, percid
Den. ~ z*log(z + 1) ~ z*logz

3z’logz

quindi flz) ~ o

che ¢ il limite cercato.

La Proposizione precedente mostra come confrontare logaritmi, potenze ed
esponenziali a +oco. Ci si pud chiedere se valgano risultati analoghi nell'origine. La
domanda va pero formulata in modo pit preciso, in quanto, per z — 0,

logr — —o0; xﬂ—>0(ﬁ>0); b* — 1.

Pertanto, il quoziente tra due di queste tre funzioni non da forme di
indeterminazione (il confronto & banale). Sono perd forme di indeterminazione
interessanti quelle contenute nella prossima:

Proposizione 3.2. Gerarchia degli infiniti per = — 0%. Valgono i seguenti
limiti:

lim z°[logz|® =
lim z [logz|* =0

per ogni 3> 0, o € R (si osservi che il limite da una forma di indeterminazione
[0 0] se a > O; per o < 0 non c'é nessuna forma di indeterminazione);
p-1 Jz®

lim =0; limz%b"* = +0
z—0t xﬂ z—0*

per ogni b>1,a>0,8€R (si osservi che i limiti danno forme di
indeterminazione [0/0], [0 - 0o, rispettivamente, se 3 > 0, mentre se 3 < 0 non
c'é nessuna forma di indeterminazione).
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Dimostrazione. Proviamo entrambi gli asserti con la tecnica di cambiamento di
variabile nel limite, riconducendoci alla Proposizione precedente (confronto per
x — 400). Per il primo limite, supponiamo « > 0, altrimenti il limite ¢ banale.

lim z°|logz|* =
mggx]ogmf

_ _ iy Jogt®
ponendo z = 1/t _tlgrnoo 7 == {}

per il confronto tra logaritmi e potenze all'infinito (Proposizione 3.1). Per il
secondo limite, supponiamo ora 4 > 0, altrimenti il limite ¢ banale.

) b—l/x“
:clin(;l“' zP -

l. ﬂb_ta 1. tﬂ
ponendo z = 1/t = —}-Iknoot =lim = =
do t* lim £~ ¢

ponendo t* =y =lim =~ =

per il confronto tra potenze e esponenziali all'infinito (Proposizione 3.1). Infine, il
limite mli)rg+ zPb'/** & il limite del reciproco rispetto al precedente, quindi da +oo.

La tecnica di cambiamento di variabile insieme ad opportuni passaggi algebrici
pud anche servire per confrontare tra loro infiniti di tipo diverso rispetto agli
infiniti "standard" dati da logaritmi, potenze ed esponenziali. Si considerino i
prossimi esempi:

Esempio 3.16. Calcolare i seguenti limiti:

. log’(logz) . &F
(a) w—ljrﬁpoo 2logx ’ (b) mgglooé?

(a) Ponendo t = logz si ha:

log?(logz) lim log3t _

= 0
z—+oo  2logx t—+oo 2t

per il confronto tra logaritmi e potenze (Proposizione 3.1).
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&z zlogsz
() lim 2 = lim 2 — = lim 3(les=a),

z—+00 372 z—+00 z—+00

D'altro canto per la Proposizione 3.1 &

zlogsx — 2 — —oo, quindi
3(x10g3x—:1:2) —0.

3.3.C. Calcolo di limiti mediante limiti notevoli
e stime asintotiche

Esempi svolti

Esempio 3.17. Limiti notevoli. Calcolare i seguenti limiti:

(cos(/z) — 1) (Yz — x); b i sin(2x + )sin®(3z)

Sh(2z)Ch(3z) 250 (cos(2z) — 1)cos(3z)"

@ lim

(a) Stimiamo questi fattori mediante le stime asintotiche dedotte dai limiti
notevoli:

1

(cos(%) —1) ~ —5(\%5)2; Sh(2z) ~ 2z.
Stimiamo inoltre (Vz—2) ~ J/x

(parte principale della somma di infinitesimi di ordine diverso). Infine, poiché
Ch(3z) — 1, & semplicemente Ch(3x) ~ 1. Quindi:

_%mz/s . l/3 - 1

A

e il limite & — 1.
(b) I due fattori sin(2z + %) e cos(3z) tendono a una costante non nulla,
percid si stimano semplicemente con il loro limite. Per gli altri due fattori sin?(3zx)

e (cos(2z) — 1) usiamo le stime dedotte dai limiti notevoli e abbiamo:
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sin(2z + I)sin?(3z)  sin(Z)(3z)’ B —\1[59332 9
(cos(2z) — 1)cos(3z) ~12z)* 1 =222 9,/9

e questo ¢ il limite cercato.

Esempio 3.18. Limiti notevoli. Calcolare i seguenti limiti:

3497 +1\%
(a) lim leog[cos(fjjz)}; (b) lim (E—i—:?—+—> ;

ZT—+00 z—+00 3+ 2

—1
© lim (3 8x3+5x—1—2x)(e—i —1) .
T—-+00

2 ) 2
(1j;2) — 0, mhacos(lj_;) — 1.

Possiamo quindi usare la stima asintotica del logaritmo quando il suo argomento
tende a 1 (v. box (3.1IT)), e abbiamo:

24z 2+zx
2 2
z log[cos<1_$2>] ~Z [cos(l_x2> — 1} ~

sfruttando ora la stima asintotica del coseno quando il suo argomento &
11 limite & — 2

infinitesimo
. [ 1/2+z)° 1, 1 1
~ Y —— ~N ——F% e — = —
2\1— 22 2 2 2
2

Si presti attenzione all'ordine in cui abbiamo eseguito le due stime, sul
logaritmo e sul coseno: nell'analizzare una funzione composta, partiamo dalla pil
esterna (in questo caso il logaritmo).

(a) Poiché

(b) Notiamo che per z — +o0, (%) — 1, mentre 3z — 1, quindi

abbiamo una forma di indeterminazione [1*°], che ci ricorda il limite che definisce
il numero e. Dovremo ricondurci ai limiti notevoli legati ad e.
Cominciamo a riscrivere la funzione nella forma seguente:
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B +2x+1 % 3;v210g(———’”3+2x+1) h
("—?::r) _ oe(SH) _ o),
b 1

Questa ¢ una procedura standard: una funzione del tipo f (a:)g(m), in cui cioe la
variabile si presenta sia alla base che all'esponente, pud essere meglio analizzata
riscrivendola

F(z)°® = LB ] g(@)ioglf(a)]

perché a questo modo la variabile compare solo all'esponente.
Stimiamo ora la funzione

3
h(z) = 3x2log(f__+__2ﬁi'_l> )

3 +2
Poiché I'argomento del logaritmo tende a 1, il logaritmo tende a zero, quindi ora la

forma di indeterminazione (per h(z)) € del tipo [0o - 0]. Usiamo la stima asintotica
del logaritmo quando il suo argomento tende a 1:

3 2 1 -
h(z) ~ 3z* (x__:—cf;_'_x—; — 1) = 3x2<im+ 1) — 6.

Percid @) §
che ¢ il limite cercato.

(c) Per z — +oo0, —% — 0, percio

(4-1) "~ (3) =

3 3 5 1
8.’B3+5$—1—2x=2x(\/1+§a§—8—x§—1>N

3 555 B Q 8x? 12z

Si noti il raccoglimento della parte principale 2z, cioé 823 sotto radice, che & stato
necessario per poter applicare la stima asintotica dedotta dal limite notevole legato
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alla funzione (1+ ) La funzione (g — g) ¢ effettivamente un infinitesimo

per z — + oo, mentre non avremmo potuto applicare la stima direttamente alla
differenza v/ 8z3 + 5z — 1 — 2z. Concludiamo:

pertanto il limite cercato & — 3.

Osservazione 3.7. Si confronti il procedimento seguito nell'esempio (b) per

calcolare
i B 4+2+1\%
T—-+00 3+ 2

con il procedimento seguito nel §3.1 per calcolare analoghi limiti di successioni,

come sarebbe ad esempio
) (713—4-271-%1)3”2
lim { ————— :

n—+00 ns 4+ 2

Nel §3.1 ci riconducevamo al teorema

A,

R e
(1+—> — e se a, — Foo,

il che portava a riscrivere la successione nella forma

2
n®+2n4+1 3”_ 1_'_271——1
nd + 2 N nd + 2
per poter applicare il procedimento visto. Ora che conosciamo le stime asintotiche
del logaritmo, abbiamo a disposizione un procedimento meno tortuoso. Lo
studente ¢ invitato a rifare qualcuno degli esercizi sui limiti di successioni (§3.1)

che sfruttano la definizione di e, utilizzando ora il procedimento illustrato
nell'esempio (b).

2n~1 13} 2,2
n3+42 (n3+2> 3n

(M

3
|

—
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Esempio 3.19. Limiti di successioni. Calcolare i seguenti limiti:
1
n—0o0 n

: . 1
(a) lim sin(%) sin(n?) + (2n + sinn)cos—; (b) nll)leo n(sinn) <sm;> .

(a) Consideriamo
et . /9 . 1
a, = sin{ = | - sin(n?) + (2n + sinn)cos—.
n n
Per il primo addendo, maggioriamo il modulo
. (1 ./ 9
sm(n) sin(n2)

wa
sin (—) l — 0,
n
quindi per il teorema del confronto,

sin(-1—> -sin(n?) — 0.

<

n

Per il secondo addendo, poiché cosi — 1 e (2n + sinn) ~ 2n (somma di una
successione che tende a +oo e una limitata),

. 1 .
(2n + smn)cos; ~ (2n + sinn) ~ 2n — +00.

Percio ap, — +00

(teorema su "aritmetizzazione parziale di infinito"): la successione a,, ¢ divergente.

(b)Sia a, = n(sinn) <sin%>
nsin— ~n - l =1
n n

mentre sinn ¢ irregolare. Percio a,, ~ sinn ¢ irregolare.
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Esercizi
3.129. lim e®loglz|; lim(idem)
z—+00 z—0
2z T
3.130. i £ 120
z—-+ooe~ % 4 3e2w
3.131. lim M
x—+00 x
3.132 . arcsin,/x
o 20t cos(zl/4) — 1
3.133. lim ((2°+2)"° - 2%°)
z——+o0
z
3.134. Tim (” ¥ 2)
z—+oo\ Z + 3
1/z
3.135. B [a: ( Lo 39”) }
z—0 1+ 2z
3.136. lim :c<32—+1 = 1)
T—+00
3.137. lim &on%
T—+00 \/E
3.138. Ch(sinz) — 1

20 log?(1 + x)

2 . z
3.139. lim (x—”L—S—x———l> .
z—300 z2 492
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. e"logz
3.140. | .
s log(1+z) +el/®
3.141.% lir&sinx - sinlogz - logsinz
. qJcosz —1
3.142.% lim—————
z—0 xsinx
2 X
3.143. fim =12
z—+oo \ 22 + 3z
(1 - cos\/gx) sin’z
3.144. li
* xl—I»rtlJ r3tan2z
2 +z+1
3.145. li l _—
. 970, 3
3.146. sint2n)
z—0 zttan(z?)
2 _ 3z
3.147.% lim (m 2‘”)
T—+00 :Uz +1
3.148. fiy L — 22)

3.149.% lim (\3/9;3 - :c)

z 2
3.150.% fim 21108l +27)
A Togll

T _ T
3.151.9% lim %—_"ir
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3.152.5%

3.153.5%

3.154.%

3.155.%

3.156.%

3.157.%

3.158.%

3.159.5%

3.160.5%

3.161.%

3.162.

3.163.

lim 2%+ 3z &
g—too\ 2+ 1

sin®(z?)

2—02z3sin(z3)

lim [l (sini> (sinw)z}
z—0| T x

lim (\3/ 3 +zt — :v4/3)

koo

x(cosx — 1)
z—0 tan(x3)

lim log’z — 3logz
2-0*log(1 + z) 4 (1 + 2logz)?

i (32
z—0 1+2:L‘

im xlog(l + 3z)
2—0 sin?(2z)

3 .1 s N9
zgrélw [ac (mn—x—i) (sinx) ]

lim (\3/ 4+ 22 — x4/3)

z—=+00

z?sin®(2z)

m
230 3sin(z%)

cosz — 1
1 e —
z—0 gztanx
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3.164. lim (e —e™™)
k00
. 2 3 3
3.165. i £ 22 37
g—too (22 + 1)
3.166. lim (cosx e/ sm)
z—0%F

logz — 2log?
o 108% og'T

3.167. i =;  lim (idem); lim(idem)
z—0+ (1 + 1ng) 400 z—1
1— 6—310
3.168. lim ;  lim (idem)
z—0 @ r—Eo0
3.169. lim zsinlogz
z—0t
. z+2.
3.170. lim 2 (B~ \/e)

3.171. limg (\/:ﬁ Fdz+2-— :1:)

r—Eo0

3.172. fim { [\5/333 T2z +1-— xB/ﬂ m8/5}

z—+00

log(logz) + (logz)*/*

3.173.% ‘

=+ og(logdz) + :1c(logav)1/3

. (logz)®
3.174.% Jlim S
3.175.% lirjp :c(elﬁg?x ~ e3>
T—1T00
1/z

3.176.% =

lim ——————
z—0+ e~ % + zlogz
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3.177.%

3.178.

3.179.

3.180.

3.181.

3.182.

3.183.5%

3.184.%

3.185.%

3.186.%

3.187.%

lim slog| 1%
m—->+oo$ g 2z -+ 5132

lim 222 + 3z \°
z—+oo\ 222 —x + 1

lim zlo M
o R x?+ 2

lim (4 sc4+3:c2—1—z):v

T——00

(V728 - )

lim

z—+00 sin(1/z)
srtbo. P\ Tzt 22

lim log (5872 )

g=too | /g3 421 — 2

. 222 +z +1\*
lim | ———
z—+00 222 44

- 122 +3z+1 2z+1
z—+oo\ 22 — 2x + 4

. 22 -2z +1 z3 + logz
lim (log| ——m || - | ——
@—+00 B+z+4 2z +5

. 245
lim a:(e3r—2 - \?/g)

T—+00
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(22 — w41\ Te
388K Jm (Ui
3.189.% lim (/2 +loghz) (V/a? + 52 — 1 —a*?)
222 — 3z +27\”
.190. li
L% x—igloo(log:c + 22% + 4x>
3.191.% lim = (e Pactiogs ) — 62)
3.192.% lim_(2* + loglz| + ¢/) { Va? =1 -2}
z——00
2 (z-+logz)
3.193.% i [ 2232
a—+oo\ 2% — bz
i o/ x5 3 9.3
3.194.% lim (\/ x° + 2z — 3 — a:) x“sin—
z—-+00 X
2
. 2 ) z +2
3.195.% zgr-}l—loo (:c + 3z + logz) log(w2 = 5)
3.196.% lim (V25 +160° —2 :v) (2 + logz)
Z—+00
1 2 1
3.197.% ay, = tan(—) - cos(n?) + ( L )cosl
n n n
i msin | —— | d 28— 2
3.198.% nBrg@nsm ( %) {n —/n2—+/n



Par. 3.3 Calcolo dei limiti mediante stime asintotiche e limiti notevoli

155

3.199.%

3.200.%

3.201.%

3.202.%

3.203.%

3.204.%

3.205.%

3.206.%

3.207.%

3.208. %

3.209.%

3.210.%

sind

n——+oo =
n

) (\‘Vn4+3n2——n+l—n>
lim

lim n? + log®n
n—too\ - {/n? + log?n - login
: n
lim (\/ n? + nlogdn — n) -

n—-+00 lo g4 n

lim n(sinn)® - sin’ (l>

n—~+00 n

) .1 1
lim (nsm——cos— -+ arctann
n--r+o00 mn n

lim {(ng’ +5n — 1)1/3 - n} log(2 + €*)

n—~400

2z—3

lim (e(z%m?) - 1) (z + 5logz)

T—+00

. zd +4
xggxoo(a: + 210ga:)log(m)

lim (1 + sin(32)) %

lim (1 — cosz)/1°®*

z—0F

3
lim ________Iog(l s 3
20t (1 — cosz)

lim (\3/;3?1 - :c) log(exz + 1)

Z~>+00
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3.211.%
: 2 -z 2 _ -
ZBTOO(Q:E + logz + ) {log(z* + 3z — 1) — 2logz }
/6 31n((2m)1/3)
3.212.% lim
z—0% 1 —cos/z
log? (1 4 \/§x2)
3213.% -
2—-0% (1 — cos?(5z))(e** — 1)
- /13 +2r+4—x
3.214.% lim T TE
z—+oo  cos(L)sin(2)
[ _{_ -L\/*
3.215.5% lim = °
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Soluzioni § 3.3.
3.96. vero
3.97. falso
3.98. falso
3.99. falso
3.100. falso
3.101. vero
3.102. vero

3.103. falso
3.104. falso
3.105. falso
3.106. vero
3.107. vero
3.108. falso
3.109. vero
3.110. vero
3.111. vero
3.112. vero
3.113. falso
3.114. vero
3.115. vero
3.116. falso
3.117. vero
3.118. vero
3.119. vero
3.120. vero
3.121. falso
3.122. vero
3.123. 22°
3.124. L
3.125. (z-1)
3.141.

3.126.

3.127.

3.128.

3.129.

3.130.

3.131.

3.132.

3.133.

3.134.

3.135.

3.136.

3.137.

3.138.

3.139.

3.140.

3173
_sz/s

-
31/3

+ 00, 0, rispettivamente,
per x — Fo00; —o0.

1.
5 0
400, 0

-2

o =

2log3

D=

I fattore sinlogz non ammette limite ma & limitato in valore assoluto.
Mostriamo che il prodotto degli altri due fattori tende a zero, da cui seguira che il limite
cercato € zero, per il teorema del confronto. Infatti:

lim sinz - logsinz =
z—0t
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ponendo sinx = ¢ t“%l tlogt =0
(gerarchia degli infiniti). Percio il limite cercato & zero.

3.142. Notiamo che per poter applicare la stima asintotica su (1 — cosz) alla
funzione y/cosz — 1 & necessario il passaggio algebrico:

Veosz—1 cosz — 1 —%12_ 1
=7

zsinz  zsinz(y/cosz + 1) Y
3.143. ¢33
2
(1 - cosﬁx)sin% (’%(\/537) )9?2 3¢ 3
3.144. ~ .
z3tan2z z3 -2z 2zt 4
3.145. Poiche (24251 ) - 1,
B\ 12 22 +2 TE\ZT2) T
2+x+1
Percid : Ctakiat A WY
ercio xLuglooleog( 13 ) +1
3.146. 4
3z
3.147. 2® — 20\ astog( %) _ pta)
2?2 +1
k. — 1, percid
22 1 1 » P

2?2 -9z 2 — 2z —2z—1 2
3l ~3p( T2 ) g T2 e (_2) s
mog( x2+1> 3x( 21 1) 3x< 211 ) 3:0( x) 6

Perciod il limite cercato & e~5.

3.148. -2

3.149. (\3/x3+x2-—_7;>:_—x N CRTE T I I
5 3z 3



Par. 3.3 Calcolo dei limiti mediante stime asintotiche e limiti notevoli

159

2° +log(1 +2%) log(1+2?) log(z?)  loglz] _

>150- log|z| log|z| loglz] — “loglz|
ef—e™ -1 1-—¢e*" 1—¢e™*
. . = =1 2
JalSl e* —1 e$—1+e$~—1 +e”-— -
l—e® —(-z)
’ ~ =1.
perché | -
2 & +3x
3.152. (z - 3""’) _ reloa(FE) _ (o).
x*+1
Poiché S — 1,
7% + 3z 3r—1 3
NS e e — ~ 2 B 6.
7 233( 22 +1 1) 2m<w2+1> v
2 2z
Percid m (ZF32) o i
z—too \ 2241
3.153 sin(a?) | (@) 1
A 2z%sin(z3) 2% .23 2
1\ . 2
3.154. ll (sin—)(sinaz:)2 £ i(sin:r:)2 ~o = lz| — 0.

Percio per il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico, il limite & O.

3.155. (\7:1:3 +at — x4/3) = g4/ ( 71+ % - 1) o

' z 3
— 1.2
3.156. a(cosz—1)  z(=37") _ 1
tan(z?) z° 2
2, 2
3.157. log®z — 3logz log*z _ _1_

log(1 + z) + (1 + 2logz)? " dlogltz 4
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% Io %
3.158. (1+3$> =e - = /@),
1+2x

1422
3 143
lg(fi%) 1 —!_wmm _1 1 1
2z 2z 2z 2 142z 2
Percio il limite & /€.
3.159. gl -8 (BB R
sin?(2z) (22) 4
1 .1 1
3.160. m(sin;a)(sin:z)z < x(smﬁ) ~ o — 0,
percid il limite & zero (per il criterio del confronto e del confronto asintotico).
3.161.
1 1 1 1
& 2_,4/3) — 43 3 = _ ~d3 L
( P e )-:c ( 1+x2 1) T 3 2 31:2/3—»
3162. % 3.167. -2;-2;0
3.163. -1 3.168. 3;0; +oo
3.164. +oo 3.169. 0
3.165. ¢ 3.170. %
3.166. +o0; 0t 3.171. 2; + 0

Poiché 1332 — 1,

rispettivam., per z — 0%
3.172. +o

3.173.  E'una forma di indeterminazione [00/oo].

Numeratore ~ (logz)*/?

perché ponendo logz = ¢ si ha logt + t1/2 ~ t1/2 (gerarchia degli infiniti).

a maggior ragione, perché x(logx)l/ ® ¢ infinito di ordine superiore rispetto a (logz)

Denominatore = 3log(logz) + z(logz)* ~ z(logz)®

3
1/e
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quindi a log(logz). Percid

fa) ~ log2)” _ (logn)”

x(logx)l/ 8 z

per confronto di infiniti, e il limite & zero.
3.174. Per confrontare i due infiniti riscriviamoli entrambi usando l'identita:
f(m)g(x) — d(@)logf(z)
(logm)x — ezloglogx; xlogz - e(log:c)z.

Ora poiché zloglogz > z, e z > (logz)® (dove f > g significa "f @& infinito di ordine
superiore rispetto a g"), a maggior ragione & zloglogz > (1oga:)2, quindi

2 o 2
ellogr)” 5, exloglogr ¢ i1 imite cercato & 0.

: < 143
3.175. Poiché 2 — 3,

1432 143z
x(e Tz — 63) = ze’ (eﬂ?’?’ — 1) ~

Nace‘o’<1+3£lc —3> = ze® —:i —p —D®
142 1+z

3.176. Perz — 0%, e™* — 1, zlogz — 0 percid e + zlogz — le

xel/:c

—_— Ya
e~% + zlogx

~ e — 400

t
perché: lim ze'/* = [t = 1] =1lim & = 400
z—0t x t

per la gerarchia degli infiniti.

3177, Poiché (£2;) - 1,
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3.181.

[S13])

3.182. 2.

3.183. Diamo stime asintotiche degli infinitesimi a numeratore e denominatore.

¥ s T2 -
Poich¢ %3=1 —, 1,

Num = Io z?+3z—1 w2+3:1:—-1_1 _ 3z 3
I 21 T o1
3 3 2 2 2
Den=va3+2z—z=x 1+—=—-1)l~z —=—
22 32 Bz
3 3 9 9
f($)~~-~2£:§. Illimitecercatoég.

3.184.

9 3z

222+ +1 r—3 3
con: ~ —_— - = e
" f(@) 3:”( 922 1 4 1) 3$<2x2+4> ~3

Dunque il limite cercato &: e3/2.

3.185. lim

T—+00

2? 4 3z 4+ 1\ %" = 1)
2 — 22+ 4 o

2 2z+1

Poniamo: (%2%—:) = e(2z+1)-log(’f_23:+4> = 9@,

2?4+ 3z +1 52 —3 22 -5%
R 2 L | = = 10.
9(@) x(mz ~2z+4 ) 22(#’ —2x+4> 52 10

Percio e9(@) _; 10,

3.186.

{lo (x3—2x+1> z° + logz 2 —~2z+1 1 A
B 3+ x+4 2z +5 2+z+4 2z )
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_( —38z-3\ #* -3z 2’ 3
T \B+z+4 P z3 o

3
9

3]
(3]

dunque il limite cercato & —

3.187. 2(eF% - /) = aife(cFh—1) ~

ofzts 1\ _ 17\ _ 17,
”\/g<3x—2 3)=eVe 3(3z - 2) g Ve

z+log|z|
3.188. 22 —x 41 ¢ _ e(r+loglx))10g(2§-2;§ﬁ—l) = )
222 4+ 4
202 —x+1 —xz—3 1

con TR L e et L PO e ik SN |

0 (z) w( S 1) $(2.7;2+4)_) 5
Quindi il limite cercato & e 12,
3.189.

(Vz+ Iogzx)(\s/ 22 +5z—1— x2/3> ~ \3/5(\3/ 2 +5z—1— x2/3) =

zgx,wm(sl §_%_1>Nx.1_§:3
r x 3 =z 3

2 —z\ % &
3.190. ( 227 — 32+ 277\ _ aog(ET) _ b
logz + 222 + 4z
. 2 2_3 92~z
Poich¢ (102x+2§:_§+4w> - 17
2 2 _ -z _ -z __ 7,2
h(:c)wx( x°— 3z +2 —1)::5 Tz + 2 loge\ —Tz*
logz + 222 + 4z logz + 222 + 4z 222

Quindi f(z) — e 72,

z2+log3z 224 logSx
39L. f(a)= x(eﬁﬁ?ﬁ - €2> = ze? (e(ﬁzrs%ﬁg«?“‘) - 1).
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s s [ _2z%+logly
Poiche <x2+3x+log4:c 2) =0,

2% + log’x )
2 — et
A= <:c2 + 3z + logiz
log*z — 6z — 2logtz ~6z
= 2 ~ 2 S = —‘6 2
e < z? + 3z + logtz e\ ¢

Quindi flz) — —6e2.
3.192. 2% + log|z| + €/* ~ log|z|

(perché log|z| — +00;2% — 0;el/® — 1);

\/:c2—1—a:::c<—\{1——15—1) ~ =2z — -+00;
&

f(z) ~ —2zlog|z| — +o0.

Si presti attenzione al passaggio v/ 22 = —z, perché  — —oo.

3.193. f(z) = leloenioe(F5) _ ohta)
2’ + 3z 8z 8z?
h ~ - — — . g 2
@) [9:2 — 5z 1J s 2 ’

quindi f(z) — 8.

3.194.

x

(\5/ 5+ 223 - 3 — :c) (xzsin§> ~ ( vV 5 + 223 — 3 — x)?)x

3.195. flz) ~ w2[ -
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3.196.
_ 2<5 162
1 2
3.197. tan - - cos(n?)

quindi per il teorema del confronto,

1
i i i’ e ~ 2._ prom
2?2 & 1) * 5(9:2

fz) ~ x({/m-m) =

16 2

~> ot
(2

<

1 2
tan(;) -cos(n?) — 0.

Ora:

Percio

(2n+1

1
)cos— — 2.
n

an — 2,

in particolare la successione & convergente.

3 1
{n2/3— n2—\/7;}:n2/3{1—- 31—-m

1 1
~ 2/3 s -—5/6.
} e T3

5 g n 1 i 1
quindi Un ™~ 75358 = 3 e il limite cercatoég.
/nt + 3n? n(\‘%l+%——lz+i4—1>
3.199, n* + n—n+1~—n: v n n ~
sinl sinl
1(3 _ 1,1
N”(Z(T?_F—{-T?))N,n?li:é Hhrmteé§
= 4 n? ) 4
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2
3.200. /n? + login = (\"/g)z "1y 105271 1

2

n n

pereio nlogin - log®n o
per la gerarchia degli infiniti.
3.201.
= /1+!0_g372_1 . n? N log®n . n? __n
n log*n 2n login  2logn
1
3.202. |an| < nsin? (l> ~n-— = L — 0,
n n n
e per il criterio del confronto, a,, — O.
3.203. nsin—l-cosl ~T- L] = 1;arctann — E;
n on n 2
quindi anp — 1+ g
3.204. [(*+5n— 1) —n] =

log(2 + €) ~ log(e™) = n;

5 5 .
n ™~ o= 3 © il limite cercato ¢ 5/3.

s h& 23—3
3.205. Poiché xisﬂ — 0,

2z-3

e(z‘—{vs:c?) _ 1 ~ 2$ - 3 2:3 2

~N —— =

z+5x2 5x2 Bz

mentre, per la gerarchia degli infiniti,

— 4-00.
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x + blog’z ~ z.

Quindi flz) ~ % sz = -z- e il limite ¢ g
3206. Poiché ;2 — 1,
Io( z2 +4 ) 3+ 4 . 3z +2 3z _ 3
2—3z+ 18 2—-3z+23 = 2-3x+xd 23 2?
mentre (z + 2logz) ~ x
A 3 3 P
quindi f(@)~z-— =——0, eillimite &O0.
x x
3.207. (1 + sin(3z)) %" = e ™ ogl1+sin(32)) = Gh(a)
1 3z
con hiz) ~ = 3z) ~ — =
(z) = - sin(3z) - 3,
quindi e?®@) — ¢3,
3.208. (1 — cosz) /18" = g loB(1—c0s2) — Gh(a)

log(1a? .
con h(z) ~ oiém ) = Zloglac log? — 2,
, 75 08T

quindi e®®) — ¢2.

3 4.’L’3
2

3.209. f(z) ~

3.210. Poiché z — +o0,
Va3 —1—z= A1y 1
! e (\/ ) 3 ( #) 7 32

log(ez +1) Iog(e”“) z?,

L 1 1
uindi o —— gt = 2
q fl@)~ =530 2
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22 4+3z—-1 22 +3zx—1
{Iog(;ﬁ + 3z — 1) — 2logw} = 10g< p ) A p N,
_3z-1 3
2 z
o 5 8
quindi flz) ~22°- —= 6z — —+00.

2176 . (290)1/3 3 91/3,1/2 s,

T
)\ 2
(\/gx ) 3zt 3

sin(5z)(2z)° | 267%-4z> 100

3.214. Num. = Va2 + 2z +4—z =

=z \3/1+3+i—1 goaf 2= 2
o z2 g3 3\z2) 3z’

3.212. f(z) ~

3.213, flz) ~

5 o 2z 2
Den. ~ = quindi f(z) ~ 52 =
L — 4 ciha
3.215. Ponendo 7z = tsi ha:
ik | 5
S te VE L fPet et ~t —et

lim +——— =lim ———— = lim —— + lim ———.
-0t ezlogy  totoo —2e~Flogt | t—teo2logt | t+oo2e~tlogt
Il primo limite ¢ uguale a —oo (gerarchia degli infiniti). Poiché il secondo ¢ una quantita
< 0, il limite complessivo € —oo.

Quest'ultimo ragionamento permette di non studiare il secondo limite, che & meno
immediato del primo; in realta si pud dimostrare che

_e_t

lm ——o = —
100 2e~tlogt

il che rafforza la conclusione precedente.
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3.4. Applicazioni agli studi di funzione

Vedremo ora l'applicazione del calcolo dei limiti e delle stime asintotiche allo
studio del grafico di una funzione. Cominceremo con alcuni esempi molto semplici
che illustrano l'idea di base. Poi passeremo a esempi piul elaborati, prima fissando
l'attenzione su un aspetto per volta (cio¢ lo studio del grafico di una funzione
nell'intorno di un punto prefissato, oppure lo studio del grafico di una funzione
all'infinito), infine eseguendo degli studi di funzione in cui si arriva a determinare
complessivamente il grafico qualitativo della funzione. Il termine "qualitativo" in
questo contesto significa che non otteniamo certe informazioni quantitative (come
ascissa e ordinata dei punti di massimo, minimo, flesso) per le quali tipicamente s1
utilizza il calcolo differenziale. Gli studi di funzione che utilizzano il calcolo
differenziale si vedranno nel prossimo capitolo.

3.4.A. Grafici qualitativi elementari

Esempi svolti

Tracciare rapidamente il grafico qualitativo delle seguenti semplici funzioni,
ragionando sulla composizione di funzioni elementari, sulle operazioni coi grafici
(traslazioni, ecc.) ed eventualmente eseguendo confronti, stime asintotiche, e
calcolando qualche limite. Disegnare con precisione eventuali punti angolosi,
punti a tangente orizzontale o verticale, asintoti, e segnare sugli assi il valore
numerico dei punti notevoli che si riescono a determinare.

Esempio 3.20. (a) f(z) = ze®; (b) {/Eex.

(a) Definita su tutto R.

Per z — +o00, f(z) — 400 con crescita sopralineare;
perx — —oo, f(z) — 0.

f(z) > Operz > 0.

f(0) =0soloperz =0,eperz — 0& f(x) ~ z.
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Grafico locale:

1.5

0.5

-4 -2 ~1 1 2

In particolare, osserviamo che f deve avere (almeno) un punto di minimo in un
certo zp < 0.

(b) Simile alla funzione precedente per quanto riguarda il comportamento
all'infinito e il segno.

f(z) > 0perz > 0.

f(0)=0soloperz =0,eperz — 0¢& f(z) ~ /.

Grafico locale: '

Notiamo il punto di flesso a tangente verticale in z = 0 (che discende dalla
stima asintotica in O, per confronto col grafico di \3/5)

Esempio 3.21. (a) f(z) = zlogz; (b) f(z) = \/zlogz.

(a) Definita per z > 0.
Perxz — 07, f(z) — 0~

Inoltre, poiché Li—m—) — —o00, deduciamo che il grafico arriva in 0 con tangente

verticale.
Per z — 400, f(z) — 400 con crescita sopralineare.
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Grafico qualitativo:

0.5}

0.5 1 1.5 2

-0.25

(b) Definita per z > 0, il comportamento in O & simile a quello della funzione
precedente.

Per z — +00, f(x) — oo con crescita sottolineare.

Grafico qualitativo:

6r
4t

2

—"1 2 3 4 5 & 7

A differenza della funzione (), questa ha sicuramente un cambio di concavita.
Esempio 3.22. (a) f(z) = zsinz; (b) f(z) = zsini

z*

(a) Definita in tutto R, simmetrica pari. La funzione ha infinite oscillazioni
(come la funzione sinx), non periodiche, ma "amplificate" dal prodotto con z:

\ vﬂ/\; vﬁ\jﬂ 1)
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Notiamo che la funzione si annulla negli stessi punti in cui si annulla sinz,
cio¢ km, non ha limite all'infinito, e per z — 0, f(z) ~ 2.

(b) Definita per x # 0, simmetrica pari.

Per z — 0, f(x) — 0 (discontinuita eliminabile).

Per x — o0, f(z) — 1 (asintoto orizzontale).

Al finito, f ha infinite oscillazioni vicino all'origine. In particolare, f(z) = 0
per L =kmz= L.

Per comprendere meglio il comportamento vicino a 0 si pud osservare che
|f(z)] < |=|, il che mostra che il grafico & compreso tra quello delle due rette .

Grafico:

0.8}
0.6
0.4}
0.2}
-0.75 0.5 -&K?j/ \M% W 0.5 0.75

-0.2

Esercizi

Si chiede di studiare le funzioni seguenti come negli esempi svolti.

3.216. z2%¢° 3.220. z?logx
3217. e 3.221. e *sinx
3.218. & 3.222. log(1+ |z|)
3.219. zelel 3.223. Uz

3.4.B. Stime asintotiche e grafici locali

Dare una stima asintotica della funzione f(x) per x — zy, e tracciare, di
conseguenza, il grafico qualitativo di f(z) in un intorno di x = xq. Classificare
questo punto (cioé dire se si tratta ad es. di un punto di cuspide, angoloso, di
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flesso a tangente verticale, di discontinuita a salto, di discontinuita eliminabile,
asintoto verticale.. . ).

Esempi svolti
Esempio 3.23.
4
(=
et o 1
f(z)  log(1+z) - logz o

Poiché \3/1——1 — 0,
(63 = 1)4 ~ (\3/50———1)4 = (z — 1)4/3;

Inoltre,
log(1 + z) - logz ~ log2 - logz ~ log2 - (z — 1);
percid
&z—1 §
("7-1) @op® @y
log(1+z) -logz log2-(z—1)  log2

Percid in z = 1 la funzione ha un punto di flesso a tangente verticale (ascendente):

1

0.5

=1 2 3
-0.5

/

Esempio 3.24.

Fln) = we™ arctanl

:L’():O
Z

Per z — 0%,

_x 1 1 7
xe “arctan— ~ zgarctan— ~ —zx
_ z i
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(ricordando che arctant — +7/2 per x — =£00). Percio z =0 ¢ un punto
angoloso, in cui la funzione ha, da destra e sinistra, tangenti di pendenza +7:

0.5 i

Si noti che, con la sola stima asintotica, non & possibile essere piu precisi nello
specificare il modo in cui il grafico si avvicina alle due rette tangenti per z — 0%
(ad es., la concavita).

Esempio 3.25.
27|37 — 1]
fle)= 27 41
Perz — 0,

27le® — 1] |3z| §I$I
22 41 3 2

percio z = 0 ¢ un punto angoloso:

-2 - 1 2

Vale la stessa osservazione fatta alla fine dell'esercizio precedente. Si noti il
diverso modo in cui nei due esempi la stima mostra l'esistenza di un punto
angoloso. In quest'esempio, all'origine del punto angoloso c'¢ la presenza di un
valore assoluto nella funzione; nell'esempio precedente il punto angoloso nasceva
dal prodotto di una funzione che tende a zero linearmente con un'altra che tende a
due limiti diversi da destra e da sinistra.
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Esempio 3.26.
log(cosz
f(z) = LoBleosz) 29 =0
y/ sinz
Perx — 0,
log(cosz) cosz—1 —3a° _ 1:105/3

~ 173~ T3 T
sinz 2 gz 2

quindi z = 0 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale, discendente.

Esempio 3.27.
22-1] _ 1
e
)= a =1
f( ) \3/.1’—_—1 0
Perz — 1,

-1 Je—1)e+1)]

\3/;/'-“1 (z — 1)1/3

2z -1 N{%w—nmpwxﬁl+

(x — 1)1/3 —2(z — 1)2/3 perz — 1~



176 Cap. 3. Limiti e continuita

quindi z = 1 ¢ un punto di flesso a tangente verticale, ascendente.

Esercizi

1k

0.5

=1

2 3
0.5

Dare una stima asintotica della funzione f(x) per x — zo e tracciare, di
conseguenza, il grafico qualitativo di f(z) in un intorno di x = zy. Classificare
questo punto, come nei precedenti esempi svolti.

3.224.%

3.225.%

3.226.%

3.227.5%

3.228.%

3.229.%

3.230.%

e*®logr

flz) =~

COSx

(z) = llog(a+ 1)|- o=

_ |logz|sinz

f(@)= sin(2z — 2)

f )_sina:-\3/:c—1
(z) = log(1+\3/53‘)

_ /log(1 + 2z + 23)
flz)= log(z + 2)sinz
log(2z? — 1)
fla) = B

o =1
o =0
9 =0
o =1
zg =0
zog =0
g =1
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(logz)?
3.231.% ~ .
flz) (2+z-2)z -1 "
cos(mz) - logz
3.232; = =1
* @)= e = D] e
(e Vo l)gcos(m:)
3.233. = =0
o /(=) cos({/i) s 1 o
e?*(1 — cosz)
3.234. = el =0
x f sin% - tanx o
3.235.% flay =28 zo =1
logx
(€% — 1)sin? (z + 22/3)
3.236. = =
% /() arctan(3x) %0 =0
cos(3z) — 1
3.237. _ _
% /(=) log(1 + z) - tan(22%/3 + 3x) =0
3.238.%
. 5 1+ 2z + 5z2
flz) = sm(a: - \/;)cos(ﬂw)log(——*m—> x5 =0
(ez\% - 1) sinz
3.239.% f@) = ~—5—2 %o =0
7l _ 1) ¢
3.240.% flz) = -)¥e= zo=0

log|1 + z|
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3241.% fz) = 3
et—e
_ e logz(e*™! — 1)1/3
3242.% fz) = e
_ log(1 + |z])y/Ja]
3243.% f(z) = G

3.244.Perz — 1, f(z) = \/l—gl—) ¢ asintotica a: .

(scrivere un'espressione del tipo c(z — 1)*). Di conseguenza z = 1 per f ¢:

[ angoloso [ dicuspide
[J di flesso a tangente verticale [] diflesso a tang. orizzontale
[J di asintoto verticale [[] di discontinuita a salto

)
3.245. Per x — 0, f(z) = 2= ¢ asintotica a:.

log(1+x)
(scrivere un'espressione del tipo cz®). Di conseguenza, x = O per f ¢:
[ angoloso [J dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [J diflesso a tang. orizzontale
[ diasintoto verticale [J didiscontinuita a salto

2
3.246.Perz — 0, f(z) = sz 5 \/— ¢ asintotica a:.

(scrivere un'espressione del tipo cx®). Di conseguenza, z = O per f &:

[J angoloso [J dicuspide

[] diflesso a tangente verticale [] di minimo

[ di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto
CUSIU(E M 1 .

3.247.Perz — 0, f(z) = Toe(i+ I73) ¢ asintotica a:. ..

(scrivere un'espressione del tipo cz®). Di conseguenza, z = O per f ¢&:
Di conseguenza, x = 0 per f € un punto:
[J angoloso [] dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [[] diflesso a tang. orizzontale
[] di asintoto verticale [] di discontinuita a salto

513021

.’L’o:l

.’L'o=0
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3.248. Perz — 0, f(z) = k’—g\/—c"—s—i) & asintotica a:.

(scrivere una funzione del tipo cz®). Di conseguenza, z = 0 per f &:

[J angoloso [] dicuspide
[ diflesso a tangente verticale [] di flesso a tangente orizzontale
[] di asintoto verticale [] di discontinuita a salto
3.249. Perz — 0, f(z) = ;?%S—(\S/—"‘% & asintotica a:. ..
(scrivere una funzione del tipo cz®). Di conseguenza, z = O per f ¢&:
[J angoloso [J] dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [] diflesso a tangente orizzontale
[J di asintoto verticale [ didiscontinuita a salto

3.250. Perz — 0, f(z) = -5%3(3%“’55 & asintotica a:.

(scrivere una funzione del tipo cz®).
Di conseguenza, z = O per f ¢:

[ angoloso [0 dicuspide
[ di flesso a tangente verticale [J di flesso a tangente orizzontale
[L] di asintoto verticale [ didiscontinuita a salto

3.251. Perz — 0, f(z) = Lm%%%ﬂz@ ¢ asintotica a:.

(scrivere una funzione del tipo cz?®).
Di conseguenza, z = 0 per f ¢:

[J angoloso [J dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [] di flesso a tangente orizzontale
[ di asintoto verticale [ didiscontinuita a salto

2249z . .
3.252. Perz — 0, f(z) = —e—\g/is—lf & asintotica a:. ..

(scrivere una funzione del tipo cz®).
Di conseguenza, x = 0 per f ¢&:

[J angoloso [ dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [J diflesso a tangente orizzontale
[ di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto

3.253. Perz — 0, f(z) = #;\76("51;)- ¢ asintotica a:...

(scrivere una funzione del tipo cz®).
Di conseguenza, z = O per f &:
[J angoloso [J dicuspide
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[] di flesso a tangente verticale [] diflesso a tangente orizzontale
[] di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto

3.254. Perz — 0, f(z) = [Z=2lloeltall VIl & asintotica a:.

e*—1

Di conseguenza, x = 0 per f ¢&:

[J angoloso [] dicuspide
[ diflesso a tangente verticale [J diflesso a tangente orizzontale
[] di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto

3.255. Perz — 0, f(z) = 2%————11[’6“ ¢ asintotica a:. ..

(scrivere una funzione del tipo cx®).
Di conseguenza, x = O per f ¢&:

[ angoloso [ dicuspide
[J diflesso a tangente verticale [l di flesso a tangente orizzontale
[] di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto

3256 Perz — 0, f(z) = ZELLED

(scrivere una funzione del tipo cz®).
Di conseguenza, z = O per f ¢:

¢ asintotica a:. ..

[J angoloso [J dicuspide
[] diflesso a tangente verticale [} diflesso a tangente orizzontale
[] di asintoto verticale [] didiscontinuita a salto

3.257. Perz — O, f(z) = (Fize- 1)‘/_ ¢ asintotica a:.

T gata?_q

(scrivere una funzione del tipo cz%)

Di conseguenza, x = 0 per f é:

[ angoloso [ dicuspide

[ diflesso a tang. vert. ascendente  [] di flesso a tang. orizz. ascendente

[] diflesso atang. vert. discendente [] di flesso a tang. orizzontale
discendente

[] di asintoto verticale [J di discontinuita a salto

3.258. Per z — 0, f(z) = l;i(( %)) ¢ asintotica a (scrivere una funzione del
tipo cz%):...

Di conseguenza, x = 0 per f ¢:

[J angoloso [J dicuspide
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[] diflesso a tang. verticale ascendente [} di flesso a tang. orizzontale
ascendente

[] diflesso a tang. verticale discendente [] di flesso a tang. orizzontale
discendente

[] diasintoto verticale [] di discontinuita a salto

3.4.C. Studio all'infinito e ricerca degli asintoti obliqui
Ricordiamo che una retta y = mx + ¢ (m # 0, ¢ € R) si dice asintoto obliquo per

[, per z — +o0 (0a —00), se

lim [f(z) = (mz +¢)] =0

T—+00

ossia se la distanza tra la retta e il grafico della funzione tende a zero all'infinito.
Un asintoto obliquo esiste se e solo se sono soddisfatte le due condizioni:

f(z) ~ mx per x — +00

per qualche m # 0, ed esiste finito

lim [f(z) — mz],

T—+00

che in tal caso coincide con il numero g. Sottolineiamo, in particolare, che la prima
condizione da sola non implica I'esistenza dell'asintoto obliquo, come mostreranno
gli esempi.

Esempi svolti

Esempio 3.28. Dare una stima asintotica di f(z) per z — + oo; stabilire quindi
se f possiede un asintoto obliquo, in caso affermativo determinandolo.

flz) = ze¥r,

Stimiamo: f(x) ~ z/e per z — +oo.

Quindi la funzione tende a +o0o, con crescita lineare. Cerchiamo l'eventuale
asintoto obliquo:

f(ﬂv)—x3e:x%(e§f-%—%_1)Nx\g/g(-’t-}-Q —-%):

3z -1
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7 7
— 3/ R
=z 3Bz —1) g Ve
Percio esiste asintoto obliquo di equazione
7
y=xJe+ 9 Je.

Esempio 3.29. Dare una stima asintotica di f(x) per x — + oo; stabilire quindi
se f possiede un asintoto obliquo, in caso affermativo determinandolo.

flz) =2z + l)cos%.

7z

Per z — + o0, f(z) ~ 2z — +o00, con crescita lineare. Calcoliamo:

. . 1 1
xll)rlloo[f(w) — 2z] —xETm {2:5 (cos—;\/—_-x_ - 1) -+ cos%} :
1
Ora: cos—= — 1;
1 11N 4
2:6(005\3/5 —1) ~ 2 - (—5527?,) = -z’ — —00

quindi il limite considerato vale —oo, e la funzione non ammette asintoto obliquo.

Esempio 3.30. Dare una stima asintotica di f(z) per x — + oo; stabilire quindi
se f possiede un asintoto obliquo, in caso affermativo determinandolo.

flz) = iz (3::: + cosl>

T

f(z) ~ 3z (crescita lineare).

f(z) =3z =3z (esmal? - 1) + esm%cos% = fi(z) + fo(z).
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Ora: fi(z) ~ 3z sin—l— ~ 3z i— = 3; fo(z) — 1; quindi:
%
f(z)—3z— 4
e la funzione ammette asintoto obliquo
y = 3x + 4.

Esercizi

Sudiare il comportamento della funzione all'infinito (oppure solo a +00 0 —o0, se
non ha senso calcolare uno dei limiti), stabilendo in particolare se la funzione ha
crescita lineare, sopralineare, sottolineare. Stabilire quindi se la funzione
ammette asintoti obliqui, determinandoli in caso affermativo.

22243
3259, @lais

3.269.% xlog(ﬁﬁl).

2.3/ z2+1
3.260. il
sl " 3270k (z+1)e™
‘e . T €xi2

202 4z-1
3z2-+5z

(
3.262. Vz? + 32 3271%k  ze

3272k /1624 + 323 + 1

3.263. log(e**1 + z)

3.265. 2 prlogr s 32744k  €¥/EHD(3g 4 1)
3.266 452 — @ 3275k  /8z3+3x2+1
3.267.%  wcosT: 32764 et

3268.%  (z+2)log(:%)
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Calcolare i limiti indicati per le seguenti funzioni e in base a questi e a
considerazioni elementari, tracciare il grafico delle funzioni.

. 2z41. 1: .
3.277.x_}2x_nl ez ,zkgloo(ldem)

3.278. liné%:’”—zl- lim (idem)

b
z—100

3.279. lim <&); fim (idem)

r—0t z—00

3280. f(z) =% lm f(a); lim f(z); lim f(2)

z—(—2)F

3281 f(a) = £ lim f(a); lim f(x)

X
¢ z—0%

3.282. f(x) = zel/®; lim f(z); lim f (z); la funzione ha asintoti obliqui?
T—T00 T

3.283. f(z) = z"’%ﬁ;zgﬂoﬂx}; w_l}%r‘nl)if(x); la funzione ha asintoti

obliqui?

3.4.D. Studi di funzione mediante limiti e stime asintotiche

Tracciare rapidamente il grafico qualitativo della seguente funzione, in base alla
conoscenza delle proprieta delle funzioni elementari ed utilizzando
opportunamente limiti e stime asintotiche. In particolare, é richiesta la stima
asintotica nei punti in cui f si annulla e alla frontiera dell'insieme di definizione.
Evidenziare nel grafico eventuali punti notevoli (a tangente orizzontale o
verticale, angolosi, di asintoto, ecc.), e l'andamento all'infinito.

Esempi svolti
Esempio 3.31.
flz) = e =7 (logz)*°.

Definita per z > 0,z # 1.
Perz — 0%, f(z) ~ e(logaz)?‘/3 — +00; z = 0 asintoto verticale.
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p = f(z) ot (con tangente orizzontale)

— = — . . . .
T 2 I\ ‘o0 = %asmtoto verticale, da sinistra
2/3

Per z — +oo, f(z) ~ (logz)”° — 400 con crescita sottolineare (senza

asintoto obliquo).
f(z) > 0 in tutto l'insieme di definizione, f(z) = O perz = 1;
perz — 1, f(z) ~ ﬁ(:c ~1)*3. z = 1 punto di cuspide e di minimo relativo

(e assoluto).
Grafico qualitativo:

3

—4 r ;

N

Esempio 3.32.

z == 0 asintoto verticale dalla sinistra.

g
Per z — 2%, f(x) ~ (3:722) — #00. = 2 asintoto verticale.

Per x — o0, f(z) — 1. y = 1 asintoto orizzontale.
f(=1) = 0. Grafico qualitativo:
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4
3 L
2 i
N\\
2 4 3 4
_l L
_2 L
3t
4
Esempio 3.33.
z+2
= gl
f() = slog| T
Definita per x # —2,z # 3.
Perz — =2, f(z) ~ -2logi§—_‘%] — + o0o0; z = —2 asintoto verticale.

Perz — 3, f(z) ~ 3log|2t2| — + co;z = 3 asintoto verticale.
Per z — *+o0,

y = 5 asintoto orizzontale per z — Foo0.
f(z) =0perz =0eper

x4+ 2
3—=zx

=1l,ciotz+2=+(3—1x)

cio¢ per x = % Grafico qualitativo:
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B

Esempio 3.34.
f(:l?) — (earctanz _ 1)(1; _ 1)1/3<$ s 1)1/2

Definita per x > —1.

Perz — —1, f(z) ~ (1 —e™™4) V/2(z + 1)"? punto a tangente verticale

Per z — +o00, f(z) ~ (e”? —1)2%% — +00 con crescita sottolineare (in
particolare, senza asintoto obliquo).

f(z) =0perz =0,z = 1.

Perz — 0, f(z) ~ —arctanz ~ —x

Perz — 1, f(z) ~ (€% = 1)v/2- (z — 1)/3, percid z = —1 punto di flesso
a tangente verticale, ascendente.

Grafico qualitativo:

1.5
1
0.5
=) ~0.5 0.5 15




188 Cap. 3. Limiti e continuita

Osservazione 3.8. Stima asintotica all'infinito e verso della concavita. Negli
esempi precedenti, quando la stima asintotica all'infinito denotava una crescita
sopralineare o sottolineare, abbiamo interpretato graficamente questa informazione
come un'indicazione del verso della concavita all'infinito. Per esempio, nell'ultimo
esempio visto si aveva f(z) — 400 con crescita sottolineare, e abbiamo tracciato
il grafico di una funzione concava verso il basso all'infinito. L'idea generale ¢ che
se, per z — 00, &

f(z) — +oo con crescita sopralineare, ci aspettiamo f concava verso l'alto;

f(z) — +oo con crescita sottolineare, ci aspettiamo f concava verso il basso;

viceversa, se per £ — =00, ¢

f(z) — —oo con crescita sopralineare, ci aspettiamo f concava verso il basso;

f(z) — —oo con crescita sottolineare, ci aspettiamo f concava verso l'alto.

Perché abbiamo scritto "ci aspettiamo"? L'affermazione ¢ rigorosa o no? Per
rispondere, si consideri il prossimo esempio.

Esempio 3.35.
f(z) = 2 + zsin(z?).

Poiché la funzione sin ¢ limitata, |z sin(z?)| < |z| = o(2?) per z — o0, percid
f(z) ~ 2% Da questo segue che f(x) — +o00 per z — oo, e che f non ha
asintoto obliquo. Tuttavia la concavitd di f (cosi come il suo crescere e
decrescere) non sono, neppure per |x| abbastanza grande, gli stessi di z°. Infatti il
graficodi f é:

70
60
50
40
30
20
10

3 4 5 6 7 8

Si osservi il grafico della stessa funzione su una scala maggiore (ossia "visto pit
da lontano"):



Par. 3.4 Applicazioni agli studi di funzione 189

2500

2000

1500

1000

500

10 20 30 40 50

Notiamo come, "visto da lontano", il grafico di f assomigli al grafico di z? e
tuttavia f non abbia, neppure per |z| abbastanza grande, le stesse proprieta di

concavita e di monotonia di z2.

L'esempio precedente insegna che dalla stima asintotica all'infinito, a rigore,
non possiamo dedurre il segno della concavita di una funzione. Questa puo essere
studiata in modo rigoroso utilizzando la derivata seconda, come si vedra nel cap.4.
Tuttavia si pud dimostrare che:

Se per x — 400 (0 —o0) f(z) é asintotica ad una funzione concava verso
l'alto (il basso, rispettivamente), e la funzione f(x) per x abbastanza grande non
cambia il segno della concavita, allora per x abbastanza grande f é concava verso
l'alto (il basso, rispettivamente).

L'utilitd della proprieta precedente sta nel fatto che, nei casi concreti,
osservando la forma analitica della funzione spesso possiamo escludere che essa
abbia infiniti cambi di concavitd all'infinitoS. In tal caso una stima asintotica
mediante una funzione sopralineare o sottolineare permette effettivamente di
dedurre il segno della concavita all'infinito. Negli studi di funzione fatti senza far
uso della derivata seconda utilizzeremo sistematicamente questo criterio,
implicitamente.

Ad esempio se f(z) ~ z% per z — +oo, certamente f(z) non ha asintoti
obliqui e non ¢ concava verso il basso in un intorno di +oo: pud darsi che sia
concava verso l'alto, oppure che abbia concavita oscillante. Se possiamo escludere
che abbia infinite oscillazioni di concavita, allora concludiamo che ¢ concava
verso l'alto per z — +oc.

5 Ad esempio, se la funzione & composta unicamente da funzioni elementari del tipo
potenza, esponenziale, logaritmo e nessuna funzione trigonometrica, certamente non potra
avere infinite oscillazioni e quindi infiniti cambi di concavita.
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Esercizi

fBz i
3.284.* 72 €
3.285.% (2? + z)e®
3.286.% brloer
3.287.% (2? — z)logz

log(1+2?)
3.288.% S

. 2

3.289.% z?(sin2)
3.290.% z|log(x + 1)]

3z _
3.291.% el

(z—1)%?
3.292. % Tgxe—

zt1|®
3.293.% |25
3.294.% e - [log(2 + z)]3,

2?log|x|
3.295.% Sl
3.296.% zlog®|1 — z?|.
3.297.% e/ @1 (e® — 1)e®.

z(Yz—1)
3.298.% o,

3.299.% (e*?/m _ 1)

e\%—ll.

3.300.% zarctant — zarctan ;.



Par. 3.4 Applicazioni agli studi di funzione

191

Soluzioni § 3.4.
3.216. 22"

-6 =5 -4 -3 =2 ~1 1
2
3217. e
1.5
0.5
-3 -2 -1 % 2 3

-1.5 -1 -0.5 0.5 il 1.5
3.219. zeld
l -
0.75 ¢
0.5 ¢
0.25 /\\
-4 S 2 4
-0.5
-0.75 F

-1k
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3.220. z’logx

0.2

0.1

-0.1

3.221. e %sinz

3222, log(l + lz|)
1.75
1.5
1.25

0.75

0.2

-4 2 2 4
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3.223, sz

0.1y

A.OS r

2 ZN /\. T

-57(—4JT—3\7;(_/ - Vﬂ 3‘}?/471 5
=005

3.224, Perxz — 1,

2% =1
e*logx N (z—-1) = (g 1)2/3_
\3/ z—1 \3/ z—1
Percio x = 1 ¢ un punto di cuspide (e minimo relativo), con grafico qualitativo:

1.5
<25
1

0.75 |

0.5
0.25
w1 T 5 s
3.225. \‘ﬁk’glxﬁ _v= log(w1+ DY
er — et — p

Percid f ha un punto di flesso a tangente verticale in z = 0:

;/

0.9

- 3 1 2
P

/




194 Cap. 3. Limiti e continuita

3.226.
[Iog(x+1)] ~ |log(z +1)| - = ~|m| - —>:i:1 per z — 0%,

Percid z = 0 & un punto di discontinuita a salto:

lr’//

~% -0.5 0.5 i

|logz|sinz |z — 1]sinl . :EE per z — 0%,

2% sin(2z — 2) . 2(z — 1) 2

Percido z = 0 ¢ un punto di discontinuita a salto.

0.6 /

0.4

0.2

-1 -0.5 0.5 1

3.228. sing-yo~1 2 ___ap_,
log(l + f \/_

percido = 0 ¢ un punto (di discontinuita eliminabile) di cuspide rivolta verso I'alto (punto
di massimo relativo).
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Vgl +22+2%) (0)° Y2 1
log(z + 2)sinz zlog2  log2 z2/3

3.229.

percid z = 0 & un asintoto verticale, con f(z) — + oo per z — O.

log(2z? — N 222 -2  2(x—-1)(x+1) 2/3
V-1 \/x—l (z — 1)/ ~ 4o =)

quindi z = 1 & punto di cuspide (e di minimo relativo).

3.230.

1.5

25
k)
0.75
0.5

0.25

-1 X 2 3

3.231.
(logz)? (logz)? @D g gy
(x24+z-2 \/x—l - DE+2)Vr -1 3(x_1)1+%
Quindi il punto x = 1 ¢ di discontinuitd eliminabile, di cuspide, di minimo relativo.
Grafico locale:

2:5¢

nN

1.5

=

0.5

0.5 1 1.5 2
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-1 -, (z
Jmr(z—1) N

perciod in z = 1 la funzione ha un punto di cuspide (rivolto verso I'alto):

3.232. Perz — 1, f(z)~ _ 1)2/3

0.5 1.5 2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1

(e% - 1>2cos(7rw) (\3/5)2 ) )
3.233. ~ = —9x378 = —9QT,

os(YD -1 " 4(7=)

Quindi il punto z = 0 ¢ di discontinuita eliminabile, di cuspide, di minimo relativo.
Grafico locale:

2z (1 _ 1.2
3.234. e_ (L —cosz) 7 e lw” 3 punto di cuspide.
sing/z-tanz  z/3-z 2

0.5 1
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e(ezz"l -1) N e(z?—1)
(z— 1)

e —e _
Ylogr  /logz

_e(z=1)(z+1) N

B (x— 1)1/3

2ef@—1) _ 2e(z — 1)%2.

3.235.
($ _ 1)1/3

1.5

Quindi z = 1 ¢ un punto di cuspide, discendente.

2x(:z: + 2x1/3)2

2z __ 12 1/3
3.236. (e 1)sin?(z + 2z'/3)
arctan(3z) 3z
2 152 _ 8 o3
3(23: Y = 357

Quindi = = 0 ¢ punto di cuspide. Grafico locale:

cos(3z) — 1 —1(3z)?
log(1 + z) - tan(2z2/3 + 3z) =z - (22%/3 + 3x)

%x2 9 1/3
z 4 )
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Quindi zy = 0 ¢ punto di flesso a tangente verticale. Grafico locale:

-2 -1 1 2
h \
-1

3.238. sin(az — \3/x2) ~ =223,

cos(nz) — 1;

—4z;

o 1+ 2z + 522 1+2x+5x2_ _~4a:+5:c2
B\ 1 62 1+ 6z = 1+6z

f(z) ~ =23 1. (—4z) = 4253
Dunque z = 0 ¢ punto di flesso a tangente orizzontale, ascendente:

0.02 t

0.01

0.01

-0.02 t

2¥x-x 2

3.239. ~ = .
f(@) zlog2 log2

e

2 = 0 punto di flesso a tangente verticale.

z/
o.4

2 Y 1 2
/
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3.240. f(z) ~ 2z _ V- sgn(z) = /|z|

T

z = 0 punto di cuspide.

-1

3241 log(2 — 2)[¥/2? 1 _ (1-2)y/2(@—1)
' ' \3/6.10 —€ \yg\:yez—l -1
V2
e

z = 1 punto di flesso a tangente verticale, discendente.

~v

wir
Gl

~ —

5
\/5 1+3- 1
: e(ac—l) 5 5,

(z—1)

3.242. fz) ~ =

z = 1 asintoto verticale
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3.243. flz) ~ |x|\/r? = /[z] - sen(z

z = 0 punto di flesso a tangente verticale.

)/
0.4

2 E 2 2
/

3.244. 2(z — 1)2/ 3, punto cuspide

3.245. z~1/3; asintoto verticale

3.246. 1 z%3; punto di minimo

3.247. %3; punto di flesso a tangente orizzontale
3.248. —z%/3; punto di cuspide

3.249. —22%°%; punto di flesso a tangente orizzontale
3.250. 3z'/%; punto di flesso a tangente verticale

3.251. z%3; punto di flesso a tangente orizzontale
3.252. 2z%/3; punto di cuspide

3.253.  12%3; diflesso a tangente orizzontale

3.254, 2\%5; punto di flesso a tangente verticale

3.255. %%sgn(z); punto di flesso a tangente orizzontale
3.256. 23/15; punto di flesso a tangente verticale

3.257. 1 z1/3; punto di flesso a tangente verticale ascend.
3.258. —12%3; punto di flesso a tang. orizz. discend.

3.259. f(z) ~ z per x — Fo0; y = z + 1 asintoto obliquo per z — +oo
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3.260. f(z) ~ z per z — =+oo; non esiste asintoto obliquo.
3.261. f(z) ~ ex per x — +00; y = ex — e as. obl. per z — +oo

3.262. f(z)~ |z| per z— +foo; asintoti obliquii y=z+3% per z— -+ o0;
y=—-z—32perz— —oco

3.263. f(x) ~ 2z per z — + oo (non & definita in un intorno di —o0); y = 2z + 1 as.
obl. per x — + oo.

3.264. .'12‘6;24% ~ ze? — 400

con crescita lineare; per vedere se c'¢ asintoto obliquo calcoliamo:

3 2z 2
lim (ze=+T — ze*}.
T—r+400

2z 2z
(xer+1 - x62> = ge? (em 2~ 1) ~

~ e’ 25 —2| = ze? = .
z+1 z+1

Percio f ha asintoto obliquo:

y = ze* — 2.

3.265. flz) ~2z;  lim [f(z) —2z] = 00

z->300
Percid non c'¢ asintoto obliquo.

3.266. C'¢ asintoto obliquo: y = 2z — 1.

3.267.

1
SUCOS—ﬁ ~ I.

. 1
zgrfoo [:z:cos—\/—E - m] .
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Percio ¢'¢ asintoto obliquo

N | —

3.268. f(z) ~ zlog2 — +o0 linearmente.

Zz

f(z) — zlog2 = xlog(m> <} 210g(~3;-2%> = qi(z) + ¢2().

qi(z) ~ x( e 1) = az(_—l> — — 1; qo(z) — 2log2;

z+1 z+1
quindi f(z) — zlog2 — 2log2 — 1, ¢
y = zlog2 + 2log2 — 1 & asintoto obliquo.

222 +x+1

3.269. a:log( P

> ~ zlog2 — 400

con crescita lineare. Vediamo se esiste asintoto obliquo:

3
f(z) —zlog2 =z {log(z—x—tiﬂ> - Iogz} =

2+ 1
_ 4o 2z +z+1 . 2x2+:v+1_1 _ z—1 _>1
T8 T 19 922 + 2 " ozz+2) 2

quindi y = zlog2 + ¢ asintoto obliquo per z — *oo.

3.270. f(z) ~ ze — +o0 linearmente;
f(z) —ze = ze(eyfl"l - 1) +e% = q1(z) + gao(z);

rz+1

a(z) ~ we( = 1) = ¢; @a(z) — ¢, f(z) — ze — 2e,

y = xe + 2e ¢& asintoto obliquo.

3.271.

222421

me( 322452 ) A x62/3

— 00,

con crescita lineare. Per stabilire se c¢'¢ asintoto obliquo calcoliamo:
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lim [f(z) - :vez/3].

T—+00

f(x) — ze*? = ze¥? [e(%ﬁ?‘%) — 1:"

: 2z%+z—-1 __ 2
Poiché ( o 3) — 0,

2
o3| (E2-2) | a2tz —1 2N
xe [e 3224 1 xe 322 - ba 3

—T7z—3 —Tx 7
— .02/3 o e2/3 = Lo
e (3(3902 + 2:13)) e ( 9z2 ) 9°

Percid la funzione ammette asintoto obliquo, di equazione:

7
Y= w62/3—§e2/3.
3.272. f(z) ~ V162t = 2z — +oc0

con crescita lineare. Per stabilire se c'¢ asintoto obliquo calcoliamo:
lim [f(z) — 2z].
lim [f(z) - 2a]

[(@) =2z =16zt + 323 +1 -2z =
— omlf 2 3 1
—2$(\/1+(16$+16$4> 1).

1/ 3 1 z 3 3
—x~2r- = — —— ]~ = ——— = —,
s =S~ 4(16x+16x4> 2 16z 32

Percid la funzione ammette asintoto obliquo, di equazione:

Poiché (Tg—x + 1—6151) — 0,

3
y—2x+§§.

2 —_
2xlog<5x +3x—1

211 ) ~ 2zlogh — +o00

3.273.

con crescita lineare, quindi puo esserci asintoto obliquo. Stimiamo:
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5x2+3:c—~1>] 3 [5:c2+3a:—1 .

f(z) — 2zlog5 :29:[log( 52+ 1) 51 1)

3x—6 3x 6

Pertanto la funzione ha asintoto obliquo y = 2zlog5 + g.

3.274. f(z) ~ 3z;

flz) =3z = (63/(z+1) _ 1) 37 + e3/(z+1);

(¥ —1)3z ~ = 3z — 9; ¥t 1,
T

f(z) =3z — 10
e la funzione ha asintoto obliquo
y = 3z + 10.
3.275. flz) ~ 2z;

1 3 1
~dT D — ==
v 8 ’
¢ la funzione ha asintoto obliquo

1
=2z + —.
y=2iz+ i

3.276. flz) ~ ze? — 400

con crescita lineare, possibile asintoto obliquo.

X x 2
f(z) — ze? = ze? (62_1_?1[_2 - 1) ~ ze? (ac—-}-__\/E - 2) =

z—1
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quindi non esiste asintoto obliquo.

3.277. Foo; 2
8 L
6 L
4 b
-5 -3 -1 1 3 5
_2 L
...4 L
_6 =
3.278. 0;0;0

3.279. +£o00; 0
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3.280. li{tn f(z)=1 lim f(z) = *oo
4
3.
2t
-4
3281, lim f(z)={
281 lim f(z) = _

-2

~%

lim if(a:) = Foo
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. . ) too
3.282. xgxfmf(z) = $00 xlirgif(m) = {0

La funzione ha asintoti obliqui? Si,y =z + 1, per x — +oo.

10

&2 2 4

2t

3.283. lim f(z) = +oo lim f(z)=+o0

L—r300 x—»(—l)ﬁ

La funzione ha asintoti obliqui?  Si,y =z + 1 per z — *o0.

15

10

3.284. Definita per = # 2. Per x — 2%, f(z) — Fo0; z = 2 asintoto verticale.

ot
Per z — Fo0, f(z) ~ 2™ — y .
—o00 con crescita sopralineare.

y = 0 asintoto orizz. per z — + oo.

f(0)=0. Per £ — 0, f(z) ~ —3z*z =0 punto di massimo relativo (a tangente

orizzontale). Grafico qualitativo:
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3.285. Definita per ogni z € R.

0O con crescita sopralineare
Per z — +o0, f(z) ~ z%e® — {+ P

ot

y = 0 asintoto orizzontale per z — —oo.

f(z)=0perz =0,z =—1.

Per z — 0, f(z) ~ z (retta tangente: y = x);

perz — —1, f(z) = x(x + 1)e” ~ —(z +1). (Retta tangente: y = —L(z + 1)).

Di conseguenza f(x) deve avere un punto di minimo nell'intervallo (—1,0) e un punto
di massimo nell'intervallo (—oo, —1). Grafico qualitativo:

11
0.8 |
0.6 |
0.4 |
/—\ 0.2 |
s 4 a3 2 4 1

3.286. Definita per z >0; per z — 0%, f(z) ~ —Ii’zg—” — 400. z =0 asintoto

verticale.
Per z — +o0, f(x) ~ Iﬁff — 07 (gerarchia degli infiniti). y = O asintoto orozzontale.

f(1) =0; perz — 1, f(z) ~ (x — 1)%; 2 = 1 punto a tangente orizzontale, di minimo.
Grafico qualitativo:
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1.75 ¢
1.5}
1.25

0.75
0.5 ¢
0.25 |

2 4 6 8 10

3.287. Definita per z > 0.

Per z — 0%, f(z) ~ —~zlogr — 0 con tangente verticale (perché ﬂfl — + 00).

Per z — +o00, f(z) ~ z?logz — oo con crescita sopralineare.

f(z) =0perz=0,1.

Per z — 1, f(z) = z(x — 1)logz ~ (x —1)%, percid z=1 & punto a tangente
orizzontale (di minimo). Grafico qualitativo:

0.6
0.5+
0.4 ¢
0.3 ¢
0.2
0.1
0:5 1 1.‘5 2 2.'5

3.288. Definitaperz > 0,z # 1.

Per z — 07, f(z) ~ -ﬁ%i— ~ 0~ con tangente orizzontale (& o(x)).

Per z — 1%, f(z) ~ L—"% — o0; x = 1 asintoto verticale.
Per z — +o0, f(z) ~ 72];"1;% = % — 0%; y = 0 asintoto orizzontale.

Grafico qualitativo:

3
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10
7.5

2.5

-2.5
=5
~1.5

-10

3.289. Definita per x # 0;per z — 0, f(z) — 0, percid ¢ prolungabile con continuita
ponendo f(0) = 0. La funzione & pari.

Sfruttando il fatto che (sinl)? < 1e (sin)” < L si ha anche:

|f(z)] < =? (significativo vicino all'origine); | f(z)| < 1 (significativo per = grande).

Per z — o0, f(x) ~ 2? - & = 1; y = 1 asintoto orizzontale.

Hz) >0V, flz)=0perz= 1—3;, k € Z. Grafico qualitativo:

-
p

0.8

0.6

0.4

0.2

A VAN -

Vicino all'origine:
0.1}
c.08 |

0.06
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3.290. Definita per x > —1.

Per z — (—1)F, f(z) — —0

x = —1 asintoto verticale dalla destra.

Per x — +o0, f(z) ~ zlogz — 400 con crescita sopralineare.

f(z) =0perz =0;

perz — 0, f(z) ~ z - |z, percid « = 0 punto di flesso a tangente orizzontale.
Grafico:

75 |

3.291. Definita per z # —3. Per z — (—3)¥, f(z) — Foo
z = —3 asintoto verticale.

Per x — o0, f(z) ~ 925 — 400 con crescita sopralineare
Per z — —oo0, f(z) ~ -1 — 0%

y = 0 asintoto orizzontale per x — —oo

£(0) = 0; perz — 0, f(z) ~ % = z. Grafico:

3.292. Definita per z> 0,z # 1.

2
Perz — 07, f(z) ~ gz — —00; @ = 0 asintoto verticale.

2
Per z—1,f(z)~ %—;%)iz =e?-(z—1)—0; z=1 punto di discontinuita
eliminabile, definendo f(1) = 0, f risulta continua, e in z = 1 si annulla linearmente.
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2 . . . .
Per x — 400, f(z) ~ fogz — OO con crescita sopralineare (senza asintoto obliquo).

Grafico:
50 ¢
40
30
20t

10}
1

_10 F

-20

3.293. Conviene riscrivere f nella forma:

f(w) = ewelzhl,

f(z) definita per z # — 2;x # —1;
per x — —Q,xlogli—i—%l — —o0; f(z) — 0% (con velocitd esponenziale, quindi con

tangente orizzontale); x = —2 punto di discontinuita eliminabile.
per z — —1,zlog| 25| — + oo; f(z) — + 00 z = —1 asintoto verticale.
Per z — +o0, flz) = eo8(Zh) = 9@
z+1 -1
con ~ -1] = —1
9(z) $<x+2 ) $<x+2> -
quindi lim f(z) =e™!
z— 00

y = e~ ! asintoto orizzontale per z — Foo. Grafico qualitativo:
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3.294. Definitaper z # 0,z > —2.

Per z — —2*, f(z) ~ ewam - [log(2 + 2)]"* — —oo. & = —2 asintoto verticale

Per £ — +00, f(z) ~ e 7 - [Iogx]l/  — 400 con crescita sottolineare (in particolare,
senza asintoto obliquo).

Per x — 0%, f(z) ~ ¢ wmam - [log2]"/* — {

1/3

o+
+00

z = 0 ¢ punto a tangente orizzontale da destra (annullamento esponenziale), mentre &
asintoto verticale da sinistra.

f(z) =0 per z = —1. Per z — —1, f(z) ~ er Az + 1)1/3, percid z = —1 punto di
flesso a tangente verticale, ascendente.

Grafico qualitativo:

3.295. Definita per z > —1,z # 0.
Perz — —17,

ol =1 _ ~@@+1)
~ = ot.
/(=) log(1+2) log(l+z) -
Quindi z = —1 ¢ punto di discontinuita eliminabile. Inoltre f(z) si annulla pit
rapidamente di (z + 1), quindi ha tangente orizzantale.
Per x — 0%,

f(z) ~ zlog|z| — OF.

Quindi £ =0 & punto di discontinuitd eliminabile. Inoltre f(z) si annulla pid
lentamente di x, quindi ha tangente verticale: punto di flesso a tangente verticale.
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f(1)=0.Perz — 1,

flz) ~ :?0;21

che si annulla linearmente (il grafico attraversa l'asse x con tangente obliqua, senza alcuna
particolarita).
Per z — +o0,

F(z) ~ 2 — +oo

con crescita sopralineare (in particolare, senza asintoto obliquo). Grafico qualitativo:

-1 0.5 0.5 L 1.5 2
~0.25

3.296. Definita per z # +1, dispari.
f(0)=0.Perz — 0,

flz) ~ w(——xz)s = —g.

Quindi z = 0 ¢ punto di flesso a tangente orizzontale, discendente.
Perz — 1,

f(z) ~log?|1 — 2%| — —oco.

Quindi z = 1 ¢ asintoto verticale (per simmetria, f(z) — +ooperz — —1,e z = —1
¢ asintoto verticale).
Per x — 400,

flz) ~ alc(log(acz))3 = 8zlog’z — +o0

con crescita sopralineare (in particolare, senza asintoto obliquo).

(Per simmetria, f(z) — —oo per x — —oo, sopralinearmente).

f(z)=0per [l —z? =1,22 =1 =+1,2 =0,z = ++/2. Inoltre in questi punti, il
logatitmo si annulla del prim'ordine, percio la funzione si annulla del 3° ordine, cioé con
flesso a tangente orizzontale. Infatti, per x — \/5,
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o)~ VB -2 = VE(2v3) (o - vB) = 2o VE)'

Grafico qualitativo:

3.297. Definita per z # 1.
£(0) =o.

Per z — 1%,
+00
+

f(z) ~ e(e— 1)/ {O

x = 1 ¢ asintoto verticale da destra, punto di arresto, a tangente orizzontale, da sinistra.
Per z — +o00,

f(z) ~ € = +o0

con crescita sopralineare (in particolare senza asintoti obliqui).
Perz — —oo,

flz) ~—e®— 0.

y = 0 asintoto orizzontale (per z — —o0).
Perxz — 0,

fa)~ =

si annulla con retta tangente obliqua.
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Grafico qualitativo:

3.298. Definita per x # 0.
Perz — 0,

f(z) ~ T 2P0

\3/5——;3

Quindi z = 0 ¢ un punto di discontinutita eliminabile, di cuspide verso l'alto.
Per 2 — 400,

ﬂ@~§;~w

quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale.
Perxz — 1,

(-1 (-1
f(z)~ e—1  3e—1)

Per z — —oo,

4/3
f@) ~ I = =2 —oo0

con crescita sopralineare (in particolare, senza asintoti obliqui).
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Grafico qualitativo:

TN

3.299. Definita in tutto R. Si annulla in z = 0.

Per z — +00, f(z) ~ —e¥*® — —o0, con crescita sopralineare.

Per z — —o0, f(z) — —1.y = —1 asintoto orizzontale per z — —oo.

Per z — 0, f(z) ~ — /Jz[ - |/z| = —2%°, 2 =0 punto di cuspide rivolto verso
l'alto.

Grafico qualitativo:

3.300. Definita per x # 0, funzione pari.
Per z — 0%,

T
2’

3 1 3T 1
riarctan— ~ £z°—; — rarctan— ~ Fx
@ 2 3

quindi f(z) ~ Fz§ — 0. Inoltre z = 0 & un punto angoloso.
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Per x — 400,

1

1
— zarctan— ~ ——

2.
b {,1;3 $27

3 1
z arctan— ~
x

quindi f(z) ~ 2 — 400 con crescita sopralineare.
fQ1)=o.
Simmetrizzando per z < 0, tracciamo il grafico qualitativo:
0.8 |
0.6 f
0.4 }

0.2




Cap. 4. Calcolo differenziale
per funzioni di una variabile

4.1. Calcolo delle derivate

4.1.A. Algebra delle derivate
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap.4, §2, §3.

Questi primi esercizi riguardano la semplice conoscenza delle derivate delle
funzioni elementari e delle regole di calcolo delle derivate, pertanto non si
presentano esempi svolti.

Esercizi

Per ogni affermazione fatta, dire se é vera o falsa:
4.1.  (cosz) = sinz

42, (arctan(1 +27)) = 2

4.3.  (cos’z)’ = 3cos’z
44. (zlogz) = logz + 1
45. (Chz) = Shz

4.6.  (loglz])' = 1

o
7. (Vo'¥1) = =i

4.8. (2:3-1-1)’ _ =5

4.9, ( e —&w"’ )’ = arctanz

4.10.  (logy(a? + 1)) = &, - log2
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4.11. (sin2z)’ = 2cos2z
4.12. (ze®) =e*(z+1)
4.13. (arcsinz) = V1-—z2
4.14. (logdr) =1

415. (2°") =22 .2z - log2

416, (£2) = =

22417 7 (2z+1)°

4.17. (1) =loge

4.18. (arctan2z)’ = 2

4.19. (2o) = 2sine-lcogy
4.20. (zlog’z) = log?z + 2logx
4.21. (Thz) =1- Th’z

4.22. (log|sinz|)’ = 2

sinz

423. ({2z+1) =20z +1)¥°

/ P
T (z42)?

4.24. (32)

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni di x, ed eseguire le semplificazioni
immediate. Ogni eventuale lettera diversa da x va considerata come una costante.

4.25. z° — logz + sinx 4.28. sin’z—cos?(3z)+e”
426, L% 44251 429, sinleicodarl
4.27. a:glog:z: 430, eatd

cr+d
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4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.45.

1

Va2 +a?

e*®(acosbz+csin(bx))

x2+y?

y/arcsinz

arctany

esinx(zx + 1)
COST

(sinz)

el/logatc

tan(2z + 1)

Shz Chz+z
2

Th(1 + logz)
2(z2+1)/(z—1)
logo(3z% + 1)

z2log(cosz)

4.46.

x’arctan %

4475 log(£51)

4.48.

4.49.

4.50.

4.51.

4.52.

4.53.

4.54.

4.55.

4.56.

4.57.

4.58.

4.59.

4.60.

zarctan .
sin(2z) - cos(3z).

log {740z

xcos(sin3z)

\/HW

zlogy(z? + 3z + 1)

/arctan(1 + z?)

241
3 =

log(2* +27%)

log({eesss)
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4.1.B. Retta tangente e linearizzazione

Esempi svolti

Esempio 4.1. Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico della funzione

O el punto zg = 7
— 0= .
1+=z
1
Icoliamo: = — ;
Calcoliamo f(m) T
—(1 + z)sinz — cosz 1
) = e L
fiz) (1+z)? fim) (1+m)?
Quindi la retta tangente ha equazione:
= —1—(56 —m) 1
= (1+ 7r)2 1+7

Esempio 4.2. Linearizzare, per z — 0, la funzione:

f(z) =€e"vV4+3z.

Ricordiamo che "linearizzare" una funzione nell'intorno di un punto zg
assegnato significa scriverne l'approssimazione mediante una funzione lineare,
cio¢

/
f(z) = f(xo) + f(zo)(z — o) + oz — z0) per z — z.
Nel nostro caso zg = 0 e si ha:

@) = e 3 Vopgyenasd ol
f(O)—2,f(.’E)—e( 4+3x+2m),f(0) 247 =

flz) =2+ %:c 3 o).
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Esercizi

Scrivere l'equazione della retta tangente al grafico diy = f(z) in 2o
4.61. f(z) = sin2z; o = 3.
4.62. f(z)=e%;z0=1.
4.63. f(z)=log(l+z%); zo=1.
4.64. f(z) = arctanz; ¢ = 1.
4.65. f(z) =2%; 2o = loge3.
4.66. f(z)=e"; z0 = /2.
4.67. f(x) = log(sinz); zo = .
4.68. f(z) =tan(z?); zo = /7.
4.69. f(z) = arctan(z?); 7o = 2.
Linearizzare, per x — xy, la funzione:
4.70.% f(z) = cos(mecosz); xo =%
471 f(z) = arcsin(2z) + %; xo =3
4.72.% f(z) = 3arctan(2z) + %; xp = 1
4.73.5% f(z) = arctan(1l + logz); zo =1
4.1.C. Derivata della funzione inversa
Esempio 4.3. Sia
f(z) = zlog’x.

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nell'intervallo (1,+o00) la funzione f &
monotona e quindi invertibile. (Non si chiede di scrivere la funzione inversa).
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b. Detta g la funzione inversa di f nell'intervallo detto, calcolare ¢ (4e?).
a. f'(z) = log’z + 2logz = logz(logz + 2).

Per z > 1,¢ logz > 0 e quindi f'(z) > 0, percio f & strettamente crescente e
dunque invertibile.

Notiamo che l'equazione y = zlog?z non ¢ risolubile rispetto a x con
procedimenti algebrici; questo & il motivo per cui l'esercizio non richiede di
scrivere l'inversa; invece, & il teorema sulla derivata della funzione inversa che ci
permettera di calcolare ¢’ (4e?) senza bisogno di conoscere g in ogni punto.

b. f(e*) = 4e?, dunque g(4e?) = €%, e

o (4e?) = - 1 1

T F(eD) T 2(2+2) 8

Esercizi

4.74.5% Sia f(z) = e o1,

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nell'intervallo # > —% la funzione f &
monotona e quindi invertibile. (Non si chiede di scrivere la funzione inversa).

b. Detta g la funzione inversa di f nell'intervallo di cui sopra, calcolare

g'(e?).

4.75.% Sia f(z) = ze .

a. Calcolare f'(z) e dedurre che in un opportuno intorno di z =1 la
funzione f ¢ monotona e quindi invertibile. (Non si chiede di scrivere la funzione
inversa).

b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢’ (%)

4.76.% Sia f(z) = z*logz.

a. Calcolare f'(xz) e dedurre che in un opportuno intorno di z=e¢e la
funzione f & monotona e quindi invertibile.

b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢’ (e?).

4.77.9% Si consideri la funzione:

f(m)=log2__x,

x+3]
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invertibile in (0, 2); detta g la sua funzione inversa, calcolare
g (log2).
4.78.9% Si consideri la funzione:
f@)=e 2t +3t+4),

invertibile; detta g la sua funzione inversa, calcolare

/(3)

4.79.9% Sia f(z) = zlog(logz).

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nell'intervallo (e,+o00) la funzione f ¢
monotona e quindi invertibile.
b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare

g (e*log2).

4.80.% Sia Jlg) = sin(%cosm).

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nell'intervallo (O, %) la funzione f &

strettamente monotona e quindi invertibile.
b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare

/(3)
4.81.9% Sia flz) = ez‘”sin<g-:v).

a. Calcolare f'(z) e dedurre che in un intorno di z =1 la funzione f &
monotona e quindi invertibile.
b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢'(e?).

4.82.% Sia
flz) = ze

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nell'intervallo (0,+occ) la funzione f &
monotona e quindi invertibile.
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b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare
/2
9 (%)

4.83.% Sia f(z)

- _*
" logz’

a. Calcolare f'(z) e dedurre che nellintervallo (e,+oo) la funzione f ¢
monotona e quindi invertibile.

b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢’ ( 62—2)

4.84.% Sia f(z) = ¥ (3 + 5z).

a. Calcolare f'(z) e dedurre che in un intorno di O la funzione f & monotona
e quindi invertibile.

b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢'(3).

4.85.% Sia f(z) = z(logz + 2).

a. Calcolare f'(x) e dedurre che in un intorno di 1 la funzione f & monotona
e quindi invertibile.
b. Detta g la funzione inversa di f nell'intorno di cui sopra, calcolare ¢/(2).

4.86.% Sia f(z) = %) 4 cos(5z)

a. Provare che f ¢ invertibile in un intorno di z = 0.
b. Detta g la funzione inversa di f su questo intervallo, calcolare ¢'(2).

4.87.% Sia f(z) = loga(1 + 3z) + e **

a. Provare che f ¢ invertibile in un intorno di z = 0.
b. Detta g la funzione inversa di f su questo intervallo, calcolare ¢'(1).

4.88.% Sia f(z) = 2z + log(logz).

a. Determinare l'insieme di definizione di f e provare che f ¢ invertibile in
tutto l'insieme di definizione.
b. Detta g la funzione inversa di f, calcolare ¢'(2¢).
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4.89.% Sia flz) =3z + e‘“sin(%x)

a. Provare che f ¢ invertibile per z > 0.

b. Detta g la funzione inversa di f su questo intervallo, calcolare ¢’ (3 b %)

Esercizi vari su linearizzazione, derivata della funzione inversa,
convessita per tangenti

4.90.%
a. Linearizzare, per z — 0, la funzione:
f(z) = arctan(2z + 1).
b. Calcolando f”(0), stabilire se in un intorno di z = 0 il grafico di f sta

sopra o sotto la retta y = a + bz calcolata al punto a.

4.91.9%
a. Linearizzare, per t — 0, la funzione:

f(t) = e,

b. Calcolando f”(0), stabilire se in un intorno di ¢ = 0 il grafico di f sta
sopra o sotto la retta y = a + bt calcolata al punto a.

4.92.%
a. Linearizzare, per x — 07, la funzione:

f(z) = e "log(1 + 2z) + €”.
b. Per z € [0,1] la funzione f ¢ invertibile. Detta g la sua funzione inversa,

calcolare ¢'(1).

4.93.9%
a. Linearizzare, per z — 07, la funzione:

f(z) = e cosy/z.

(Ossia: scrivere f(x) nella forma a + bz + o(z) per z — 0).
b. Per z € |0,1] la funzione f & invertibile. Detta g la sua funzione inversa,
calcolare ¢'(1).
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Soluzioni § 4.1.
4.1. falso 4.13. falso
4.2. vero 4.14. Vvero
4.3. falso 4.15. Vero
4.4. vero 4.16. falso
4.5, vero 4.17. falso
4.6. falso 4.18. vero
4.7. falso 4.19. falso
4.8. vero 4.20. vero
4.9. falso 4.21. Vero
4.10. falso 4.22. Vero
4.11. vero 4.23. falso
4.12. vero 4.24. Vero
4.25. 5% — & + cosz
x
2 15 21 1
4.26. StETERE TS
4.27. 2zlogz + z
4.28. 3sin®zcosz + 6cos(3z)sin(3z) + 2ze”
4.29,
(2c0s2z — 3cos?zsinz)sinzcosz — (sin2z + cos®z + 1)(cos?z — sin’z)

sin?zcos?z
4.30. Ll ) bcz

(cx+d)

T
31. S
43 (z2 + a2)3/ 2
4.32, e’ (Acicos(azx) + Aepsin(bz) — ciasin{az) + cabcos(bz))
. 2,2

4.33, iy’ %)

(a2 +92)°
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4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43,

4.44.

4.45.

4.46.

1 _ 1 .
2,/(1—2?)arcsing arctanz Tre2 V aresmg

(arctanz)®

2 ((2z + 1)cosz + 2)

2
sinz)*®* | —sinzlog(sin il
(sina) ( Hog{siuz) + sinz

61 Jlogz [ 1
zlog?z

2(1 + tan*(2z + 1))

Ch?z + Sh?z + 1

9 = Ch’z

1 — Th?(1 + logz)
T

y 2o(z—1)—(a®+1)

log2 . 2(=*+1)/(z=1
: (z — 1)2

= log2 - 2(%““"2—_2%:_12
(z—1)?

11248
log2 3zt+1

2zlog(cosz) — z’tanz

ezd—% . _3
(x —2)°

22 (1 4+ zlog2 - 2sinzcosz).

1 ? 1 1 72
2zarctan— + —— [ — = 9zarctan— — .
$+1+L< x2> a:arcanx S

72
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4.47. Riscriviamo la funzione nella forma

z2+1

fz) = log(% T 3) = log(z® + 1) — log(2z + 3);

o . 2z 2 2(z® + 3z —1)
4 — — =
quindi calcoliamo  f'(z) = 211 %13 @)@ t3)
— 322 —
4.48. i1 4q. 23 ZWEHIY
(z2+1)
4.49 2log2 - 254 1
- e
2?2 —4x 1
4.50.
(1 + 2?)(z — 2)log2
1
4.51. arctan; R
4.52. 2co0s(2z)cos(3z) — 3sin(2z)sin(3z)
—COSZ sinz —cosz + 2sinz — 1
4.53. - = -
2—sinz  14cosz (2 —sinz)(1 + cosz)
4.54. cos(sin3z) — 3zsin(sin3z)cos3z
4.55. 5 ;
8\/2+\/1+3\/E~ V1+3y/z /3
4.56 logy (22 + 32+ 1) + — 22 +3)
R & (22 + 3z + 1)log2
4.57. 2 .
varctan(1 + z2) (1 + (1 + z2)*)
2 —
4.58. N (z* — 22 — 1)log3

(@~ 1)"
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4.59. (;-}g) log2.
4.60. ?cosm " 4sinx _ 1? — 3cosz + 8sinz .
3sinz +2  4cosx—1  (3sinz + 2)(4cosz — 1)
4.61. Y= @ +5—-=
4.62. y = %(4 - 3z).
4.63. y=x+log2 -1
4.64. y=3z+%—3
4.65. y = (3log2)(x — log23) + 3 = (3log2)z + 3(1 — log3)
4.66. y = 21/2¢2 <:v = \/5) +e? = 24/2e% — 3¢?
4.67. y=1/3(x~1I)—log2
4.68. y:4\/§x—7r+l
4.69. y = 17 (z — 2) + arctand.
4.70. f(g) = cos(-g) =0
f'(z) = sin(rcosz)msinz; f’(—g) = wsin(g—)sm(g—) = gﬂ.
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4.71. f(i) = (arcsin%) + g = % + g = g;
2 1 2 4
f(z) = (7)==
1—@ap M VB
m 4 1 1
f(x):-z-—f-—\/—g(a:—Z) +o(m—z>
1 T 3 ™
4.72. f<§> = (3arctanl) + i Z?T-l- z =T
v 32 (1)
Fo) = i 1(3) =3
f(w)=7r+3<m—%) +o(z—%).
4.73. £(1) = arctanl = 2;
1 _ 1 1 / :.1_
f(w)_1+(1+logm)2 z’ F) 2’
Dunque: Jlz)= jzr + %(w —1)4o(z—1)perz— 1.
4.74.
a. Fla)= e”'2+’”+1(2:c+ 1) >0Operz > —%,

quindi in questo intervallo f ¢ strettamente crescente, e pertanto invertibile.

b.  Poiché f(1) = €*, g(e?) = 1, quindi
1 1

() = 71y = 328°



Par. 4.1. Calcolo delle derivate 233

4.75
1
a. f@)=e"(1-22°); f'(1) === <0
poiché f’ & continua, per il teorema di permanenza del segno sard f'(z) < 0 in tutto un

intorno di # = 1; in tale intorno f & strettamente decrescente e quindi invertibile.
b. Poiché f(1)=1,g(2)=1,e

/()i

a. f/(z) = 2zlogz + = = z(2logz + 1); f'(e) = 3e > 0,

4.76.

poiché f’ & continua, per il teorema di permanenza del segno in tutto un intorno di z =€
sard f'(z) > O e f(z) & strettamente crescente, quindi invertibile.
b. Poiché f(e) = €2,

1 1
1 2\ __ iy
g(e)_f’(e) T 3¢’
1 1 -5
4.77. "(z) = s = s
@) z+3 z-2 (z+3)(z-2)
3 z+3 1
1 —] = = ) - — =
Og2~—x’ log2 per 5 o +2,z 37 7;

poiché si parla dell'intervallo (0,2), il solo valore che interessa ¢ 1/3:
f(1/3) = log2, g(log2) = 1/3;

. 1 1 10
glog2) = Fms = 5715 = g
4.78. f'@t) = —e % (2t* + 4t + 5);

8 1 1 ¢
g,(?) ) T Ile? T T
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4.79.
Pl = Toalloge) + — 2 — = logliogs) -+~
. = CBC0SE zlogz  ° g logz’
Per z > e,logz > 1,log(logz) > 0, e log(logz) + gg; > 0.
Quindi in (e, + oo) la funzione f & strettamente crescente e quindi invertibile.
b, f(e?) = e’log2; g(elog2) = €%
g (e*log2) = S
1! ( 2y log2+ %
4.80.
U ORI —
a. Fle) = 5 Sine cos( 2cos:c).

Per z € (0,%),sinz > 0, Zcosz € (0, %), quindi cos(Zcosz) > 0.
Percid f (z) <0 per ogni z € ( ,’—2“) Quindi in questo intervallo la funzione f ¢
strettamente decrescente e quindi invertibile.

b. sin(g-cosm) = % se:

T coss = +ah
a 244k

&+ 2kn
2

ossia se cosz =
%‘” + 2km {

_1 1) cion: o
3 che, per z € (0, 1), significa z = I.

)L 1 1 42
V3) T FG) T g eos(Gens]) T g 85 nys

a. Fle)=g* (2sm<2 ) gcog‘(@}z})%r‘) >0

e poiché f’ & continua, per il teorema di permanenza del segno sara f'(z) > 0 (e quindi f
strettamente crescente) in un intorno di z = 1. Percid in un intorno di x =1 la f &
invertibile.

b.  f(1) = €%, dunque g(e?) =1, ¢

. 1 1
/=75 = 2
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4.82.
’ _1 1
a. [fz)=e"" 1+~:£ >0 Vz>0

percid la funzione ¢ strettamente crescente, e quindi invertibile, in (0, co).
b. Notiamo che f(2) = 72;, percio g(%) =2e

2 11 22\/5
! TR s

4.83.

_logz—1

a Flz)= oz >0perz >e.

Quindi in (e, +-00) f ¢ strettamente crescente, e quindi invertibile.
b. Notiamo che f(e?) = ;—2, percio g(%) =e? e

1
a. f'(z) = e*(2(3 + 5z) + 5) = (11 + 10z) > O per z > ~—1—é.

4.84.

Quindi in (—11,+00) f & strettamente crescente e quindi invertibile.

1 _ 1
fio) 11

b. f(0)=3;9(3)=0; ¢(3)=
4.85.
a. f & definita per z > 0.

f'(z) =logz +3 > Operz > e

Quindi in (e73, +00) f & strettamente crescente e quindi invertibile.

1 1
b. —_— Y _— = / — - g™
f)=2492)=1; 4(2) TORE

4.86. f'(z) = e™®)ocos(22) — Bsin(5z); f(0) =2 > 0.

Poiché f’ & continua, per il teorema di permanenza del segno, in tutto un intorno di z = 0 &
f'(x) > 0, quindi la funzione ¢ strettamente crescente, e percid invertibile, in tale intorno.
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£0) =29 =0 /) = 575 = 5

L 2¢7%; £'(0) = Tt

! _——_—
4.87. fa) = (14 3z)log2 ’ log2

Per il teorema di permanenza del segno, f’(z) ha segno costante in un intorno di z = 0,
quindi la funzione & strettamente monotona, e percio invertibile, in tale intorno.
1 1

T -2

f(0)=1;9(1)=0; 4(1)

4.88. a. f & definita per z > 0 ¢ logz > 0,quindi per z > 1. In (1,4+00) f ¢ la
somma di due funzioni strettamente crescenti, quindi & strettamente crescente, quindi €
invertibile.

In alternativa, si pud provare che f ¢ globalmente invertibile calcolando

1

zlogz

fllz)=2+

e osservando che per > 1 ¢ sempre positiva, quindi f ¢ strettamente monotona.
b.  f(e) = 2e, quindi g(2¢) = e. f'(e) =2+ 1, quindi

1 1 e
12 == = = .
g(2e) f'(e) 2+% 2e+1

4.89.
a. Calcoliamo  f'(z) =3+e " (—sin(g:c) + gcos(ga:)).

Perz > 0¢e ™ < 1, dunque

Fllz) >3- ](—sin(gx) n gcos(gx)N >3- (1 + g) —9- % > 0.

Dunque per z > 0 la f ¢ strettamente crescente e percid invertibile.

b. f(1)=3+1, quindig(3+ 1) =1. Allora

1<3+—1_>__ 1 _ 1 . (4
g e/ F) 3-1 3e—1'
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b. fla)y = ——2@2H D gy oo,

[1+ @z +1)7"

percio f sta sotto larettay = T + z, in un intorno di z = 0.

4.91.
Wy =ei. L pgy= L. o) = L.
a flit)=e (t+2)2’ /() 4\/E,f(0) \/gy
JFlb) = \}- 4\/7—1-0(15 pert — 0.
" — i 1 . 2 . — _ 3_
> fio=e {(t+2)4 (t+2)3}’f(0) 16\/E<0’

percio in un intorno dell'origine il grafico di f sta sotfo larettay = /e + /e
4.92.

a. FO)=1; fi(z) = e”z( log(1 + 2z) + -2—2) +e%; f'(0) =

f(x) =1+ 3z+o0(z)
b. Poiché f(0) =1,¢'(1) = f,%o) =1

4.93.

a. f(O) — ]_;f/(x) = 6—255 (—ZCOS T — 2\1/58in x); f’(O) _ _g;

Il valore di f'(0) & stato ottenuto calcolando liné f'(z), in quanto I'espressione di f’(z) che
T

abbiamo calcolato non ha significato per z = 0 .
5
fl@)=1- g2 +o(z)

b Poiché (0) = 1,¢/(1) = 7 = ~2.

! La giustificazione di questo procedimento e altri commenti sull'argomento si trovano
nel libro di testo [BPS1], cap. 4, par. 4.5.
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4.2. Studio dei punti di non derivabilita

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, § 2.4.

Delle seguenti funzioni si chiede di: determinare l'insieme di definizione;
determinare l'insieme in cui é derivabile; calcolare la derivata, ove esiste;
studiare gli eventuali punti di non derivabilita (dire, cioe, se si tratta di punti
angolosi, di cuspide, di flesso a tangente verticale, di discontinuita...).

Esempi svolti

Esempio 4.4.

f(z) = /|logz| +

o)

La funzione f ¢ definita per z > 0. Calcoliamo:
, sgn(logz) 1 1
— 1 - =
f'(=z) 3wlog? 3z + - " %sgn oglz+ 3

_ sgn(z —1) + 1 sgn(x— 1),

"~ 3zlog?3x T+ 3 2

definita per z # 1,z # —;— (Una spiegazione dettagliata di questi passaggi si trova
nell'Osservazione che segue quest'esempio).

Possiamo ora studiare i puntiz = 1,z = %

Perz — 1%,

1 2 sgn(z — 1)
sgn(x — 5) — 3 mentre W — o0

percio f'(z) — +oo e z = 1 & punto di cuspide.
1

Perz — 57,

a:—l—%

2

/
f (.Z‘) = —310g2/32j:17

quindi z = 3 & punto angoloso.

Osservazione 4.1. Derivata di un valore assoluto e punti angolosi. Prendiamo
spunto da quest'esempio per puntualizzare alcuni fatti che riguardano la derivata
della funzione valore assoluto. Come noto, f(z) = |z| non & derivabile in z = 0
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(dove presenta un punto angoloso), ma lo ¢ in tutti gli altri punti, e la sua derivata
vale

i}]—sn(a:)— 1 perz>0
dz !PT %8 1 -1 perz <O.

Questa formula & utile (sempre e solo quando l'argomento del modulo non si

annulla) anche in combinazione col teorema di derivazione delle funzioni
composte, per cui:

2 11@)] = 7'(z) - sen(f (@),
Cid significa che se f ¢ derivabile, anche |f(z)| sara derivabile, almeno nei punti
in cui f(x) # 0; nei punti in cui f(z) =0 ci aspettiamo dei punti angolosi di
|7(z)| (che talvolta potrebbero perd non esserci, come mostreranno i prossimi
esempi). Ad esempio

d
%Ilogxl = i— -sgn(logz) = % -sgn(x — 1), perogniz # 1,z > 0.

Questa funzione ha effettivamente un punto angoloso in z = 1, come si vede
calcolando

d 1
lim —|l = lim — - = 1) =421
Jim, dwi ogz| Jim ~ sgn(z — 1) = +1

Si ricordino anche le seguenti identita elementari:
sgn(z) =
che sono utili ad esempio in calcoli come il seguente:
a%(:c[x]) =1:|z| +z - sgn(z) = |z| + |z| = 2|z|, per ogni = # 0.
Infine, in questo contesto conviene ricordare la formula
< (logla) = =,

che discende dalle precedenti osservazioni in base al teorema di derivazione della
funzione composta:
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d 1 d
7, doslzl) = ol 7. el) = H sgn(z) =
Dalla precedente segue anche
(o)) = £

f(=)

(dove f € una funzione derivabile e diversa da zero), formula che viene spesso...
dimenticata a favore di varianti fantasiose ma sbagliate.

9 3
log <x + 4) 1

Definita per  # 0. Funzione pari.

Perz — 0, f(z) — ]log% |, quindi f & prolungabile con continuita in z = 0.

Inoltre, x*/3log|xz| & derivabile in z =0, con derivata nulla, in quanto
z*3loglz| = o(a:) perz — 0.

log(z* + 2) >Oper:z:2+ >1,z2 > {,quindiz > 1,z < —3

I punti z = :5: (in cui si annulla l'argomento del modulo) sono probabili punti
angolosi. Calcoliamo:

Esempio 4.5.

f(@) = 2" loglz| +

Fe) = { §z'/%logla] + 2% + i perz > 8 < —3

4
sa'/floglel + 2% — 22, per—] <z <}

Notiamo che f/(0) = 0, come si vede calcolando tale valore come liné f(z).
z—

(Ritroviamo cosi un fatto gia stabilito per altra via).

+1
1y _ 3\/_
f ;(-2‘) - __ 4log2 -1
32
Quindi z = -2— ¢ punto angoloso; per simmetria (f € pari) anche z = ——% e

punto angoloso.

Esempio 4.6.
flz) =2z(z — 1)2/36%

f ¢ definita e continua in tutto R, e certamente derivabile per  # 0,z # 1.
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Ci aspettiamo un punto di cuspide in z = 1, per la presenza della funzione

(z — 1)2/ 5 eun punto di flesso a tangente verticale in z = 0, per la presenza della
funzione /z.

TN \"/5 2/3 2weV®
f(x)-ef(TH @10+

Si osserva che in z = 0 in effetti f & derivabile, con derivata nulla (I'effetto della
funzione {‘/5 ¢ stato "neutralizzato" dalla presenza del fattore x); dunque f ¢
derivabile Vx # 1, e z = 1 & punto di cuspide, come si vede calcolando

linllif’(:v) £ by,

Esercizi
4.94. % f(z) =|(z* — 3z +2)(2° — 4)]
4.95.5% f(z) = arcsin(2 — z)
4.96.% f(2) = log| i 2 ]
4.97.% f(z) = |log(2z* — 3z + 1)
4.98. % f(z) = Vsin2z

4.99.% f(z)= arcsin(f/ T+ 1)

4.100.% flz) = |25 - 1[
22 + 22 — 3\ ®

4.102.% f(z) = |z — 1%V
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4.103.% Fz) = (e\% » 1)2 t(z—1D|z~1
4.104.5% Ffla)=zeV"+ Yz -1
4.105. % f(z) = arcsin|z + 1]
4.106.5% f(z) =z - Vlog?|z|
4.107.% f(z) = (z — 2)3|log(logz)|
4.108.% f(z) = arcsin(e™") + /o — 1
4.109.% flz) = |z — 2|/log(z — 1)
4.110.% [log(z + 1)] - el'o8"l
4.111.5% f(z) = [logz| - /(z — 1)(z — 2)
4.112.% flz) = Vlogla - el*3
4113.5% flz) = f;%

4.114.5% flz) = ’-k’i%rl‘”—)l
4.115.% f(z) = — ozl

z + log(1 + z)
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Soluzioni § 4.2.
4.94.  f(x) & definita in tutto R. Studiando il modulo si vede che:

(z—1)(z—2)(2*-4) perz>1
fle) = { —:c(ac ~1)(z—-2)(2—4) perz <1

oo (27— 3)(27 — 4) + (2% — 3z + 2)27]og2 per z > 1
) = —[(2z — 3)(2° — 4) + (2? — 3z + 2)2%log2] perz <1

Calcoliamo lim f'(z) = £2,

z—1%

percio f non & derivabile in z = 1, punto angoloso.
(Notare che in z = 2, anche se 1'argomento del modulo si annulla, f risulta derivabile;
il motivo € che in z = 2 l'argomento del modulo ha tangente orizzontale).

495, Definitaper—-1<2-2z<1,1<z<3.

(a) = — et
1-(2-12)

f e derivabile per —1 <2 —z < 1,1 <z < 3; ipunti x = 1,2 = 3, sono punti di arresto
per f, a tangente verticale, come si vede calcolando

lim f'(z) = —oc0 =xl_i+1§17f’(:c).

z—17t

4.96.  Definita per z # —2,x # —3.

1 1
"(z) = (1 -1 = -
£'(w) = (logiz +2| ~ logla +3)) = —— — ——
definita in tutto l'insieme di definizione di f. z = —2,z = —3 sono punti di discontinuita

per f.

4.97.  Definitaper z < },z > 1.
Inoltre, log(22% — 3z +1) > O0per222 —3z+1>1, z(22~3) >0, £ < 0,z >

[V

- pal<z<i,l<z<?

4z—3 3
f(z) = { oA perz <0,z > 3
202—3z+1 2

Nell'insieme di definizione di f, f'(z) non & definita in z = 0,z = g, che sono punti
angolosi.
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4.98.  Definita in tutto R; derivabile per sin2z # 0, cioé 2z # km, quindi z # k3.

, 2cos2x
Z) = ———r.
f=) 3(sin2m)2/ 3
Calcoliamo lim f'(z)= {se ]]: g:.m T
oo (k2)* se k dispari  —oo0.

In ogni caso i punti z = k% sono di flesso a tangente verticale.

4.99. Definitaper —1 < Vz+1<1,cioe -2 <z <0.
Dall'osservazione di f(x) ci aspettiamo: un punto di flesso a tangente verticale dove si

annulla il radicando, cio¢ in z = —1, e punti di arresto a tangente verticale dove
l'argomento di arcsin ¢ uguale a 1, cioé nei punti z = 0, z = —2. Calcoliamo:
1 1
f'(z)

i \/1 — (z+1)%? | 3z +1)"°

f ¢ derivabile, nel suo insieme di definizione, per z # —2,z # —1,z # 0.
@ = —1 punto di flesso a tangente verticale, perché lim fl(z) = +oo.
z——1

z = —2 e z = 0 punti a tangente verticale, perché
. 7 _ T /
A () = oo = g fa).

4.100. Definita per x # —2. Discutiamo il modulo per calcolare f’ e individuare gli
eventuali punti angolosi. '

25—3—1_>_Operz—;ZO,perx217$<—2-
5

= . _3 -
fay=d 0B Gy perez Le<
‘ _zfﬁ%-logQ- (ij)Z per—-2<z<l1

f non & derivabile in:
z = —2 (punto di discontinuita);
z = 1 (punto angoloso): f, (1) = il—°3g—2.

4.101. Definita per x # —2. Ci aspettiamo punti di cuspide dove si annulla il
numeratore (per la presenza dell'esponente 2/3).
(@)= 2( z+2 \"* 2?+4047
 3\z2+2z-3 (z +2)?
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f & derivabile per x # —2,z # 1,z # —3. z = —2 punto di discontinuita; z =1,z = ~3
punti di cuspide.

4.102. f ¢ definita e continua in tutto R, e certamente derivabile per x # 0,z # 1.
v le—1* 3
flz)=eV® (W +5le - 11"%sgn(z — 1)

Si osserva che in z = 1 in effetti f & derivabile, con derivata nulla; dunque f & derivabile
Yz # 0, e z = 0 ¢ punto di flesso a tangente verticale.

4.103. La funzione & definita in tutto R. Ci aspettiamo problemi di derivabilitd in
z = 0 (per la radice cubica), = = 1 (per il modulo). Calcoliamo?:

2 3 3
f(z) = 32273 (6‘/; - l)e\/’? + 2|z — 1.

Si vede che in realta in z = 1 la derivata esiste e vale 0.
Invece non esiste f'(0). Per z — 0%,

26\/_

3332/3 - 33:1/3 — Fo00

f'(@) ~
quindi z = 1 & punto di cuspide.
4.104. La funzione ¢ definita in tutto R. Ci aspettiamo punti di flesso a tangente
verticale in z = 0, z = 1 per la presenza delle radici cubiche.
1

Calcoliamo: f ( ) = e\/—(l + 3z 2/3) + (LL‘ _ 1)2/3 =

(i)

In z = 1 la funzione non ¢ derivabile, e questo punto & di flesso a tangente verticale,
come si vede calcolando

1)2/3

Jim f'(z) = +oo.

Vz # 1, f & derivabile. In particolare, in z = 0, la funzione risulta derivabile (contro la
previsione iniziale), infatti

lim, f*(x) =

—0%

2 Si veda I'Osservazione 4.1 per il calcolo della derivata di (z — 1)|z — 1].
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(1l fattore  che moltiplica ¢V ¢ si annulla in z = 0 ha "migliorato" il comportamento della
funzione in questo punto).

4.105. Definitaper —1 < [z + 1| < 1, cioe |z + 1] < 1,cioe =2 <z < 0.
1

() = ————=—-sgn(z+1) =
1—(z+1)°

1 n(z+ 1)

—z(z+2) 5 )
f & derivabile, nel suo insieme di definizione, per z # —2,z # —1,x # 0.
x = —1 punto angoloso:

fi-D=1f(-1)=-1

x = —2 e z = 0 punti a tangente verticale.

4.106. La funzione & definita per = # 0, ma esiste lin}) f(z)=0, dunque z =0 ¢
punto di discontinuita eliminabile. Mi aspetto problemi di derivabilita in z = 0,z = £1.
Calcoliamo:

2

5
= log2/3
3 zlog!/3|z| og ™+

2
") = log?/3 _°

Si vede che la funzione non & derivabile in x = 0,z = +1.
Per z — 0, f'(@) ~ log?3|z| — 400

quindi z = 0 & punto di flesso a tangente verticale, ascendente.

Per z — 1%, f(z) +o00

~ 3loglBx -
quindi z =1 ¢ punto di cuspide. Per simmetria (la funzione ¢ dispari) anche z = —1 ¢
punto di cuspide.

4.107. La funzione ¢ definita per z > 1. Calcoliamo:

)2/3

1 2 (.T -2
f=) = 3_—2)1/3|10g(10g-’r)1 R Foo

( ogx sgn(log(logz)) =

_oN2/3
Wlog(logz) + LZI—;ZL perz > e

_oN2/3
—Wlog(logx)—% perl<z<2,2<z<e
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__ 2log(log2)

— Fo00
3(z —2)/°

Notiamo che: per z — 2%, f'(z) ~

percio in z = 2 la funzione non ¢ derivabile e ha un punto di cuspide.

_ o\2/3
Per z — €=, f'(z) — i-(f——;i

percid in x = e la funzione non ¢ derivabile e ha un punto angoloso.
Invece f ¢ derivabile per z > 1,z # 2,z # e.

4.108. La funzione f ¢ definita in tutto R. Calcoliamo:

fl(x) . —Zwe_zz + 1
Vi—e2  3(z—1)7*

definita per z # 1,z # 0.

—2ze™? —2z
Perz — Oi) m o \/555 = - ngn(x) - :’:\/57

1 1 . .
D N
mentre o T Quindi

1
f'(z) — gIF\/éper:C — 0,
e z = 0 € un punto angoloso.

Per x — 1%, f'(z) ~ ; : — +00,

($ _ 1)2/3

percid z = 1 ¢ punto di flesso a tangente verticale, ascendente.
La funzione ¢ derivabile per ogni = # 0, 1.

4.109. f ¢ definita per z > 1.

f(z) = sgn(a - 2) Ylogle = 1) 4 ——2=2

3(z — 1)(log(z — 1))**

per z # 2. Per x — 2,
sgn(z — 2)/log(z —1) = 0

|z — 2] N |z — 2| =l:v— /3 _,
mentre 3@ — 1)(log(z 1))2/3 3z — 2)2/3 31 2] 0.

Percio esiste anche f/(0) = 0, e f ¢ derivabile in tutto il suo insieme di definizione.
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4.110. f ¢ definita per z > 0.

ellogz] ellosz]

£'(@) = S + llog(a -+ 1)

sgn(logz) perz # 1.

1
fi(z) — 5:&10g2,
quindi z = 1 ¢ un punto angoloso; f & derivabile per ogni z > 0,z # 1.

4.111.  f & definita per > 0. La funzione ¢ certamente derivabile per z # 1,z # 2.
Calcoliamo:

flz) = i—sgn(logx) - (z = 1)(z — 2) + |logz] - o 2z —3

1)2/3(93 _ 2)2/3 =

L @ —1)(z— )—logx-—(—fT’ng—?)—% perO<z <1

= /.’L'—l SL‘—- +logx my—g perz > 1,z # 2.

Studiamo oraipuntiz = 1,z = 2.
Perxz — 1,

1
;sgn(logx) -/ (z — 1)(z — 2) — 0, mentre

2l - 2z — 3 N |z — 1 1 s
[logz| 3z — 1P —2)P " 3-1)" sz =1 0,

percio esiste f/(1) = 0: z = 1 & un punto di derivabilita.
Per x — 2,

f'(z) ~ log2 - — 400,

r
3(z - 2)7°

percid z = 2 ¢ un punto di non derivabilita, di flesso a tangente verticale.

4.112. f ¢ definita per z > 0. La funzione ¢ certamente derivabile per z # 1,z # 3.
Calcoliamo:

2
/ — olz—3 — 3)¥/log2 — -\
f'l(z) =e {sgn(w )/ log2x + o }
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Studiamo ora i punti z = 1,z = 3. Per x — 1%,

2e2
F@) ~ g = oo,

percio z = 1 & un punto di non derivabilita, di cuspide.
Per z — 3%,

2 2
"(z) ~ — 3)/10g23 + —— — +/10g?3 + ———
f'(#) ~ sgn(z — 3)V/log?3 + g3 TVlee+ oo

percié = 3 & un punto di non derivabilita, angoloso.

4.113. La funzjone ¢ definita per x € {1, 1].

(arcsinx + TZ—;) V1+22— xza;isi;f
1 422

f(=)= ;
definita per z # +1.

Per z — £17, f'(z) — +oo, percid i punti z = +1, di non derivabilita, sono punti
d'arresto a tangente verticale.

4.114. La funzione ¢ definita per z > —1.
Poiché log(1 + z) > 0 per z > 0, sgn(log(1 + z)) = sgn(zx), e

p) — lli—fsgn(x) — 2z|log(1 + z)|
f=)= 1+ 22)?

>

definita per z # 0.
Per z — 0%, f'(x) — +1, percid il punto z = 0, di non derivabilita, & angoloso.

4.115. La funzione ¢ definita per z > 0.
Poiché logz > 0 per z > —1,sgn(logz) = sgn(z — 1), e
ssgn(z — 1)(z + log(1 + z)) — |logz| (1 + 13-)

Fah= o+ log(L+ 2’

>

definita per = # 1.

Per z — 1%, f/(z) — + percid il punto z = 1, di non derivabilitd, ¢ angoloso.

1
1+log2°
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4.3. Studio del grafico di una funzione

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, § 6.

In questo paragrafo affrontiamo lo studio e la determinazione del grafico di
una funzione utilizzando, oltre agli strumenti visti nei capitoli 2 e 3, anche quelli
del calcolo differenziale (derivata prima e, quando ¢ utile, derivata seconda).

Non vorremmo che lo studente applicasse uno schema rigido di lavoro: in uno
studio di funzione ci sono poche cose che vanno fatte sempre -o quasi- (insieme di
definizione e limiti alla frontiera dell'insieme di definizione; eventuali asintoti;
calcolo e studio del segno della derivata prima -se possibile-, per determinare i
punti di massimo e minimo, il crescere e decrescere); e diverse altre che possono
essere utili in certi casi (stime asintotiche in punti particolari, o all'infinito;
osservazione di eventuali simmetrie o periodicita; calcolo della derivata seconda,
se ha una forma abbastanza semplice da saperne studiare il segno, ecc.). Ciod che
suggerisce cosa ¢ utile fare di volta in volta & inanzitutto l'osservazione della
Jorma esplicita della funzione da studiare, come illustreremo con gli esempi; in
secondo luogo, i risultati che mano a mano si ottengono nello studio suggeriscono
quali aspetti vanno approfonditi, o quali al contrario & superfluo approfondire.

Spesso una medesima informazione (ad esempio, la presenza di un punto di
flesso) viene ottenuta indipendentemente per vie diverse (ad esempio, attraverso
una stima asintotica e anche attraverso lo studio delle derivate); quando cid
accade, queste informazioni, che dal punto di vista strettamente logico sono
ridondanti, costituiscono delle forme preziose di controllo incrociato sulla
correttezza dei risultati ottenuti. Occorre essere attenti a cogliere ogni eventuale
incoerenza che emerge da questi controlli incrociati, come segno della presenza di
qualche errore, che va cercato e corretto.

Esempi svolti

Esempio 4.7. Studiare la seguente funzione, e tracciarne il grafico:
x S5 —3
@)= (722s)-

(5z — 3)
(z —1)(z+3)’

Riscriviamo f come

flz) =¢€

da cui vediamo che ¢ definita per x # 1, —3.
Cosa ci aspettiamo. Dovremo anzitutto studiare i limiti della funzione in questi
due punti (in cui ci aspettiamo asintoti verticali) e all'infinito.
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2 e
P * ~ = e,
er x — 1%, f(z) e(:v—l)4 o= 1) — +00

percid x = 1 ¢ asintoto verticale.

9e~3

— + ~N —m—m————
Per z — —3%, f(z) 3z T 3) —

+o00,

percié x = —3 ¢ asintoto verticale.
Per 2 — +o00,

flz)~ —e®—

0-

5 { 400 (con crescita sopralin., senza asintoto obliquo)

y = 0 asintoto orizzontale per x — —oo.
Si noti come lo studio asintotico all'infinito ci abbia permesso:

1) di escludere la presenza di un asintoto obliquo per z — oo (non ostante il
limite infinito), a causa della crescita sopralineare. Questo permettera tra l'altro di
decidere la concavita della funzione a 4-co senza bisogno di calcolare la derivata

seconda;

2) di sapere che per x — —oo il grafico si avvicina all'asintoto da sotto.

Osserviamo che f(z) =0 < z = 3.

Le informazioni raccolte fin qui ci consentono di tracciare un primo grafico

parziale:
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Ci aspettiamo quindi un punto di minimo nell'intervallo (1, 4+00); notiamo che
nell'intervallo (—3,1) potrebbero esserci un punto di minimo e uno di massimo,
oppure la funzione essere sempre decrescente.

Calcoliamo percio la derivata prima:

52 — 3 50—3
! I =
flz)=e (a:2+2x—3+<x2+2x—3))

o 5z — 3 +5(ac2+2x—3)——(2a:+2)(5x—3) _
22 + 21 — 3 (2% + 2z — 3)°

_ (52 — 3)(z* + 2z — 3) + 5z? + 10z — 15 — (102 + 42 —6) |
(22 + 2z — 3)°

o 50° + 722 — 21z + 9+ 52° + 102 — 15— 102* — 42 4 6
(22 + 2z — 3)°

z(5z% + 2z — 15)
(22 +22—3)*

z

Si noti che ¢ necessario portare il calcolo della derivata prima (un po' laborioso ma
algebricamente elementare) fino a questa forma finale, ridotta a denominatore
comune, semplificata e fattorizzata, se vogliamo essere in grado di studiare il
segno della derivata prima (che ¢ il motivo per cui I'abbiamo calcolata!).

fl(z) >0 se z(5z%+2z —15) > 0 ossia se:
-1 —5\/ 76 <z<O0z> -1 +5\/ 76

Quindi:
= 11—_—5~——‘ﬁ€( ~ —1.9) punto di minimo relativo;
z = 0 punto di massimo relativo; f(0) = 1.
@ = :}_%_\/Z_Q ( ~ 1.54) punto di minimo relativo.

La forma analitica della derivata prima scomsiglia di calcolare la derivata
seconda. (Se lo facessimo, la disequazione f”(z) > O porterebbe a studiare una



Par. 4.3. Studio del grafico di una funzione 253

disequazione algebrica di grado alto, che non sapremmo risolvere: dunque ¢ inutile
imbarcarsi nel calcolo). D'altro canto le informazioni in nostro possesso
consentono gia di tracciare un grafico abbastanza preciso anche con riferimento
alla concavitd. Notiamo che la funzione deve avere un punto di flesso
nell'intervallo (—3,1).

RN I 147
5 5

Osservazione 4.2. Disegnare il grafico della funzione un po' alla volta. Si noti
I'importanza di costruire il grafico della funzione un po' alla volta, mano a mano
che si raccolgono le informazioni (eventualmente rifacendolo se a un certo punto
ci si accorge che il grafico vero ¢ diverso da come si pensava), per capire che cosa
ci possiamo aspettare dal seguito dello studio, quali aspetti & utile approfondire,
per accorgersi immediatamente di eventuali incoerenze, e per evitare di fare studi
inutili. In questi primi esempi svolti riporteremo sempre un "grafico provvisorio",
costruito in base alle prime informazioni raccolte, per mostrare come questo possa
orientare lo studio successivo e quindi per insegnare allo studente un metodo di
lavoro. Nelle soluzioni e negli svolgimenti degli esercizi assegnati riporteremo
invece solo il grafico finale, per esigenze di brevita. Lo studente perd & invitato a
procedere sempre in questo modo.

Esempio 4.8. Studiare la seguente funzione, e tracciarne il grafico:

Flz)= xl/g(x2 +2z — 3)2/3.
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f & definita in tutto R. Riscriviamola nella forma:
f(z) = ¥z — 1)**(z + 3)°.

Cosa ci aspettiamo. Dovremo studiare f anzitutto all'infinito. Ci aspettiamo
poi un punto di flesso a tangente verticale in = = 0, per la presenza di z'/3, e due
punti di cuspide in z = 1,z = —3, per la presenza dell'esponente 2/3. Dovremo
quindi studiare (con stime asintotiche e/o derivata prima) i 3 punti
z=0,z=1,2 = -3.

Per © — o0, f(z) ~ 2%% — £oo con crescita sopralineare (in particolare,
senza asintoto obliquo).

flzg)=0Inz=0,z=1z=-3

Inoltre:

per z — 0, f(z)~ /923 |z =0 punto di flesso a tangente verticale
(ascendente);

perz — 1, f(z) ~ f/fg(x —1)¥3, z =1 punto di cuspide, (rivolto verso il
basso);

per z — —3, f(x) ~ —/48(x + 3)2/3, z = —3 punto di cuspide, (rivolto
verso l'alto).

Le informazioni raccolte fin qui ci consentono di tracciare un primo grafico
parziale:

" Y

Ci aspettiamo (almeno) un punto di minimo nell'intervallo (—3,0) e un punto
di massimo in (0, 1). Inoltre, i punti z = 0, 1, —3 saranno punti di non derivabilita.



Par. 4.3. Studio del grafico di una funzione

255

Calcoliamo:
2(2z + 2)
") = x2+2:v—32/3+a:1/3- =
f( ) 3 2/3( ) 3(%2 _}_2:0 _3)1/3
(22 +22—3)+2z(2x +2) _ 5z% + 6z — 3
32%/3 (22 + 2z — 3)1/° 32%/3(2? + 22 — 3)'/%

f' & definita per z # 0, 1, —3. Per studiare il segno di f’ osserviamo che:

—3+v24 _ -3 \/
52 +6x —3>0 perz > ———— +
2 1/3

(¢°+22—3)"" >0perz > 1,z < 3.
Quindi f'(z) > 0 per:

3—3—@

& L —dp—e—e—— L P
5 i

—3+\/—

(mazx # 0); z > 1.

Percid

_-3-Vu

)

=3+
= =TV

punto di minimo relativo;

punto di massimo relativo.

Inoltre x = —3 punto di massimo relativo (in cui f non & derivabile),
e z = 1 punto di minimo relativo (in cui f non & derivabile).

Ricordiamo anche che z =0 ¢ un punto di flesso a tangente verticale,

ascendente (f non & derivabile in z = 0).

Anche in questo esempio, ¢ sconsigliabile calcolare f”(x). Per quanto riguarda
1 cambi di concavita possiamo dire che, poiché la funzione all'infinito ha crescita
sopralineare, deve avere due flessi a tangente obliqua, in un punto z; < —3 e un
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punto z > 1. Grafico:

0) —3+y/m 1

5

Esempio 4.9. Studiare la seguente funzione, e tracciarne il grafico:
f(z) =log[(2 — 2*)(1 + 2)].
La funzione f ¢ definita per
(2-2*)(1+2z) >0,

ossiaz < —y/2; -1 <z < \/5
Notiamo che non ¢ lecito riscriverla (usando le proprieta dei logaritmi) come

f(z) = log(2 — z?) + log(1 + z)

in quanto questa seconda scrittura ha senso solo se ciascuno dei fattori
(2 — 2?),(1+ z) & positivo, mentre la funzione di partenza & definita ogni volta
che il prodotto dei due fattori ¢ positivo (il che accade anche se sono entrambi
negativi).

E' lecito invece riscrivere

f(z) = log|2 — 2%| + log|1 + =], (*)

ricordando pero che devono valere le condizioni z < —\/5; =1 < &< \/5

Cosa ci aspettiamo: asintoti verticali nei 3 punti in cui si annulla I'argomento
del logaritmo. Dovremo anche studiare f a —oo, non a oo perché la funzione ¢

definita solo per z < \/§
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Per z — (—ﬁ)h,x — (\/5)_,93 — (=17, f(z) = —oo.

z=—v\2,2= \/5, x = —1 asintoti verticali.

Per x — —o0, f(z) ~ log( — 23) = 3log|x| — +00, con crescita sottolineare,
quindi senza asintoto obliquo.

Le informazioni raccolte fin qui ci consentono di tracciare un primo grafico
parziale:

N

Ci aspettiamo (almeno) un punto di massimo nell'intervallo (—1, ﬂ) Per

calcolare f’ & pili comodo partire dall'espressione (*); si ha:

2 — 322 —
z Pt 1 _ 3z 2w+220per

) == e T = G0

322 +22—-2<0

—1-+/7 —14++/7

—Y < —— Y

3

il che, tenendo conto dell'insieme di definizione di f, significa:

fl(z) >0perz < —/2 ;—1<x_<_ii3L?

_ =147

¢ x = —— punto di massimo relativo.
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La funzione taglia l'asse delle z in fre pumti: una volta nell'intervallo
(—oo, —\/§> (perché f & strettamente decrescente in questo intervallo e va da

+00 a —o0) e due volte in (—1, \/5) perche f(0) = log2 > 0 mentre agli estremi

f(@) = —o0.

La derivata prima & abbastanza semplice da suggerire il calcolo di f”.
Procediamo cosi:

"N 2z 1 ,___ 2+ 2 — L
f(m)—(“Q_xz+1+a;) N 2((2—:1:2)2) 1+2)*

Non conviene sviluppare i calcoli, ma semplicemente notare che l'espressione
scritta &€ somma di due quantita negative per ogni z, percid f(z) < 0 sempre, e la
Sfunzione é sempre concava verso il basso. Grafico:

i

Nl o TN

—1++/7

3

Esempio 4.10. Studiare la seguente funzione, e tracciarne il grafico.

fo) = e 5

Definita per z # 1. f(—1) = 0.

Cosa ci aspettiamo: un asintoto verticale dove si annulla il denominatore, € un
punto di flesso a tangente verticale dove si annulla il numeratore sotto radice
quinta. Dovremo quindi studiare i due punti z = %1, oltre che il comportamento
all'infinito.




Par. 4.3. Studio del grafico di una funzione 259

5
Perz — 1%, f(z) ~ (e—\l/—)il/—s — Fo00. £ = 1 asintoto verticale.
o
Per
& — F00, f(z) ~ €F — { +00 con crescita sopralineare (senza as. obliquo)
b

0"y = 0 asintoto orizzontale per z — —oo0.
Per z — —1, f(z) ~ ——ﬁ(m +1)Y5: z= —1 punto di flesso a tangente
verticale, discendente.

Le informazioni raccolte fin qui ci consentono di tracciare un primo grafico
parziale:

Ci aspettiamo almeno un punto di massimo nell'intervallo (—oo,—1) e un
punto di minimo nell'intervallo (1, +00). Calcoliamo ora:

iy af sfz+1l 1fz—1 e (z-1)—-(z+1)) _
f(x)—fB( x—1+5(a:+1) : (@—1) =

_ (5(35 + D)@ - 1)@+ )+ - 1) (-2)\
5(z + 1)"°(z — 1)? N

_ ez<5(:v+ Dz —1)%° -2z - 1)4/5) _ em< 5(z+1)(z— 1) — 2 ) _

5z +1)"(z — 1)° 5(z + 1) (z — 1)%°
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(522 —7)
5(z + 1)z — 1)%°

z

definita per = # +1. Anche qui, si noti che ¢ necessario procedere attraverso i
calcoli algebrici un po' laboriosi fino ad arrivare a questa forma ridotta a fattor
comune, semplificata e fattorizzata, se vogliamo che il calcolo della derivata prima
sia utile allo studio del grafico di f.

7 7
fl(z) >0 per 522 —7 >0, cioé per x> \/;;x < —\/;.
7 .

T =S \/; punto di minimo rel.;
7 . .
T = ~\/; punto di massimo rel.

L'espressione di f’ sconsiglia di calcolare f”. La funzione deve avere un punto
di flesso in (—o0, —4/7/5) e uno in (—1, 1), oltre che il flesso a tangente verticale
in z = —1. Grafico:

)

ot T
i N
5

Esempio 4.11. Studiare la seguente funzione, e tracciarne il grafico

f(z) = e*(|z* —z| — 2)

ot~
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Definita in tutto R.

Cosa ci aspettiamo: la presenza del modulo suggerisce l'esistenza di punti
angolosi dove si annulla I'argomento del modulo, cio¢ z = 0,z = 1. Oltre a questi
punti, dovremo studiare il comportamento all'infinito.

oo con crescita sopralineare
Per z — %00, f(z) ~ e*z? — { ++ P
0
y = 0 asintoto orizzontale per z — —oo, non c'¢ asintoto obliquo per
z — +00. In vista del calcolo di f, & utile discutere il modulo, riscrivendo:

e?(z?~z—2)=e¥®(z+1)(z—2) perz<0,z2>1
f(x): 22(__ 2 _
e (—z’ +x —2) per0<z <1

f{z)=0perz = —1,z = 2. Inoltre, f(z) 2 0perz < ~1,z > 2.

Le informazioni raccolte fin qui ci consentono di tracciare un primo grafico
parziale:

Ci aspettiamo almeno un punto di massimo nell'intervallo (—oo,—1) e un
punto di minimo nell'intervallo (—1, 2), oltre a punti angolosi in z = 0,z = 1.
Possiamo ora calcolare f’ utilizzando le due diverse espressioni di f:

f(z) = e?*(22* —5) perz <0,z >1
e?*(—2x? —3) per0<z <1

Si noti che abbiamo escluso esplicitamente, nell'espressione di f’, i punti

x =0,z =1, dove ci aspettiamo che f non sia derivabile. Per verificarlo,
calcoliamo:
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-3 —3e?
ro={23 rw={7
quindi z = 0,z = 1 sono punti di non derivabilita, angolosi.
Per0 < z < 1, f’(z) < O sempre, f decrescente.
Perz <0,z >1,f(z) >0per2z2 —5>0,z < —y/3,z > \/g
x = —\/g punto di massimo relativo; z = \/g punto di minimo relativo.
Calcoliamo ora:

(z) = e?*(4z® + 4z — 10) perz < 0,z > 1
e?®(—4x? — 42 —-6) perO0<z <1

PerO0 <z < 1, f"(z) < 0 sempre, f concava verso il basso.
Perz < 0oz > 1, f’(x) > 0 per

—1—\/ﬁx>~1+\/i_1
2 '=T g

222 + 22 —5>0,z <

& = izz—‘/ﬁ punti di flesso a tangente obliqua.

Grafico (non in scala):
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Esercizi

Studi di funzione guidati, senza derivata seconda. In questi primi esercizi ¢
indicata nel testo una traccia precisa dei punti richiesti. Non é richiesto il calcolo
della derivata seconda.

4.116.% Sia flz)=/z- (z : f)

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cio¢ dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Fare una stima asintotica di f nei punti in cui questo ¢ suggerito dalla
forma della funzione.

¢. Calcolare f'(z). (Scrivere l'espressione trovata per f’' e semplificarla in
modo da saperne studiare il segno). Determinare i punti di massimo e minimo
relativo di f.

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, ecc.).

5+ z2/3

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cioé¢ dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

c. Determinare eventuali punti in cui f & continua ma non derivabile,
precisando che tipo di punto ¢ (angoloso, di cuspide, ecc.).

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

2/3 4
X
T) = -——m+ .
fe) =123 Yz 3
a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima

asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cio¢ dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

4.118.5 Sia
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b. Calcolare f'(x), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

c. Determinare eventuali punti in cui f & continua ma non derivabile,
precisando che tipo di punto ¢ (angoloso, di cuspide, ecc.).

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.)

4.119.9%  Si consideri la funzione

— 1 2
flz) = 10g<cos4:c> tan“z

a. Determinare il periodo di f e restringerne lo studio ad un intervallo di
periodicita simmetrico rispetto all'origine. In questo intervallo:

b. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, evenutali
asintoti.

c. Calcolare f'(x), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico nell'intervallo di periodicita considerato (evidenziando tutti gli
eventuali asintoti, punti a tangente verticale, il verso della concavita, ecc.).

4.120.% Sia f(z) = z(2logz — log’z).

a. Determinare insieme di definizione di f, stima asintotica e limiti alla
frontiera, comportamento all'infinito di f (cioé dire se ha asintoto orizzontale,
obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f. '

c¢. Determinare la pendenza della retta tangente in eventuali punti di arresto.

d.  Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.)

4.121.%  Si consideri la funzione
f(ZE) — x2€1/(z3—1)

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cioé dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.
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b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

¢. Determinare la pendenza della retta tangente in eventuali punti di arresto.

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

4.122.%  Si consideri la funzione
f(.’l’:) — $361/(a;2—1)

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cio¢ dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f e studiare la natura di tutti i punti stazionari.

c¢. Determinare la pendenza della retta tangente in eventuali punti di arresto.

d. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

4123.% Sia flz) =€ (2 “_L g) .

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cioé dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

c¢. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).
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Studi di funzione guidati, con derivata seconda. In questi esercizi é indicata nel
testo una traccia precisa dei punmti richiesti. E' richiesto anche lo studio della
derivata seconda.

3 2

~ log2x  logz

4124% Sia f(x)

a. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, stima
asintotica all'infinito, comportamento all'infinito di f (cioé dire se ha asintoto
orizzontale, obliquo, crescita sopra o sottolineare...), evenutali asintoti.

b. Calcolare f'(x), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

c. Determinare la pendenza della retta tangente in eventuali punti di arresto.

d. Calcolare f”(z), studiarne il segno, determinare i punti di flesso di f.

e. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

. 1 1

4125k Sia  f(z)= Er—— log<1 n cosx)’

a. Determinare il periodo di f e restringerne lo studio ad un intervallo di
periodicita simmetrico rispetto all'origine. In questo intervallo:

b. Determinare insieme di definizione di f, limiti alla frontiera, evenutali
asintoti.

c. Calcolare f'(x), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

d. Calcolare f”(z), studiarne il segno, determinare i punti di flesso di f.

e. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

4126.% Sia fz) = arctan(x : 1) + %.

a. Stabilire I'insieme di definizione di f; calcolare i limiti alla frontiera
dell'insieme di definizione; determinare tutti gli eventuali asintoti e i punti di
discontinuita.

b. Calcolare f'(z), studiarne il segno, determinare i punti di massimo e
minimo relativo di f.

¢. Determinare la pendenza limite della retta tangente nei punti di
discontinuita.
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d. Calcolare f"(x), studiarne il segno, determinare i punti di flesso di f.

e. Completare brevemente lo studio di f (se occorrono altre informazioni) e
tracciarne il grafico (evidenziando tutti gli eventuali asintoti, punti a tangente
verticale, il verso della concavita, ecc.).

Studi di funzione senza derivata seconda. Nei prossimi esercizi si chiede di
studiare la funzione e tracciarne il grafico. Non é fornita una traccia su come
procedere (si cerchi di seguire il metodo illustrato negli esempi svolti e negli
esercizi precedenti). L'unica indicazione é che non ¢ richiesto lo studio della
derivata seconda: lo studente ¢ invitato a dedurre in altro modo le informazioni su
concavita e flessi.

4127, (Va2 —1)e V7 -1
4.137.5%
T+ 2
1
4.128. ¢° (i j 1) 4.138.% ¢ 153l
x2 +xz4+4 4.139.* 3}'265_313
4.129. ¢ ——=
r+d (z—1)(z —2)
4.140.% log{ =3 ]
4.130. zein 3’
4141k e7?(|2? — 3] + 22)
2 +1
4.131.
z+2 _
4.142.% sinx + cosx
4.132. e*(z+2) 1+ cosz
1
4.133.  &"(2® + 2z - 3) 4.143.5k ez (x +3)
Jz+1 A1k wctan| =2
4.134.% e—“x_l. Jadok arctan g
z?+2 e
.135. 4.145.%
4.135.% log<l$+3l) o

3
L136.% o 4.146.% Ch( 5;: 1)
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4147.% 23(a? + 3z — 4)"° 4.149.k z%/5(10 — z)'/°

4.148.% ¢ - V/ad — 322 4150k Tt

Studi di funzione con derivata seconda. Nei prossimi esercizi si chiede di studiare
la funzione e tracciarne il grafico. Non é fornita una traccia su come procedere. Si
intende che ¢ richiesto anche lo studio della derivata seconda.

4.151.% z(log|z|)*/* 4.161.% (3z+2)e'/”.
2 — 2 s
4.152.% |z* + 2291: 3 4.162.% z° — 3z + 2+ logz.
x
. 4.163. % =z + 221rctanl + .
4.153.% %
log|z|

4.164. % 22z +1.

1
4.154.% log(1 + z?) + arctan—
“ 4165k z%(2—2)*°.

4155k (z-+1)[e® — 1] fl66k (ws . §$>_

4.156.% (2 —1)"° :
4.167.% ze !

\/gcosac — sinz
sinz + cosz

4.157.5% 4.168.% €*(z? — |z +1|)

— x 2
4.158.% 2 — 8z + 4loglz — 1| 4169.% e 7"|e” — 22|,

4.159.% e “|z(z +1)] 4.170.% €""*(32* — 1)

4.171.% |z° — 32® + 2|
4.160.% zel/==V
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Funzioni dipendenti da un parametro

4.172.% Si consideri la funzione
f(t) — (e)\t _ 1)6—2)\t

dove A > 0 & un parametro fissato.

a. Determinare, se esistono, massimo e minimo assoluto di f(t) pert > 0.

b. Linearizzare f(t) pert — 0.

c¢. Completare uno studio sommario della funzione e tracciarne un grafico
qualitativo per t > 0.

4.173.% Si consideri la funzione

f) =715

(1+1t)P
dove p > 1 ¢ un parametro fissato.
a. Determinare, se esistono, massimo e minimo assoluto di f(¢) per t > 0.
b. Linearizzare f(t) pert — O.
¢. Completare uno studio sommario della funzione e tracciarne un grafico
qualitativo per ¢t > 0.

4.174.% Si consideri la funzione
F(2) = N2el/M

dove A > 0 ¢ un parametro fissato.

a. Cercare (eventuali) massimi e minimi di f(¢) per ¢t > 0.

b. Studiare il comportamento della funzione per per t — +o0.

c. Completare uno studio sommario della funzione e tracciarne un grafico
qualitativo per ¢ > 0.

4.175.% Si consideri la funzione

2ae! + et
et + ae~t

ft) =

dove @ > 0 ¢ un parametro fissato.

a. Calcolare in dipendenza da a i limiti alla frontiera dell'insieme di
definizione.

b. Studiare, in dipendenza da a, il crescere e decrescere di f(t).

c. Tracciare un grafico qualitativo della funzione, in dipendenza da a.
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Soluzioni § 4.3.
4.116. f(z)= Yz (52) i

a. Definita per ¢ # —1. Per z — —1%, f(z) ~ == — Fo0.

z+1
x = —1 asintoto verticale.
Per z — o0, f(z) ~ {/z — *oo con crescita sottolineare (in particolare, senza

asintoto obliquo).
b. f(0)=0, per z — 0 f(z) ~ —2/x, quindi z = 0 & punto di flesso a tangente
verticale, discendente.

2% +8x—2

¢ @)= i1y

perz > —4 + 31/2,z < —4 — 3+/2. Quindi:
punto di max. rel.: z = —4 — 3\/§
punto di min. rel.:x = —4 + 3\/5
d. Grafico:

—4—3\/5 ~1 0 —4 +3\/§ 2

5 2/3
4.117. f(z) = 5—]:—;1/—3
a. Definita per z # —8.
Per z — —%8, f(x) ~ 2—+9zm — oo,
percid x = —8 ¢ asintoto verticale.
Per z — +oo, f(z) ~ \3/9': — Fo00, con crescita sottolineare. (In particolare, senza

asintoto obliquo).

x?% 4 413 - 5
322324 21/3)”

b. (=)
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(Per studiare il segno del numeratore si pone t =z'/> e si studia il segno di
t? + 4t — 5).

f'(x) > 0perz < —125,z > 1; 2 = —125 punto di max. rel.; z = 1 punto di min. rel.

c¢. Inz =0 f & continua ma non derivabile,

“ y) _
z];l‘;I?if (17) = T

percio f ha un punto di flesso a tangente verticale, discendente.
d.  Grafico (non in scala):

—125

2203

4118, f(z) =57 +3

. &
a. Definitaperz # L. Perz — 1
8 8

1
f(x)~4(1_2\3/;) — F00,

quindi z = % asintoto verticale. Per z — too, f(z) ~ — {/5 — Foo con crescita
sottolineare. (In particolare, senza asintoto obliquo).

2= )
b. z) =

) Ry
flz)>0per0<z< i, g<z<l

z = 1 punto di max. rel.; = 0 punto di min. rel.
c.  f non ¢ derivabile in z = 0. lirgli f'(z) = Fo0, quindi z = 0 & un punto di cuspide,
==

verso il basso.
d  Grafico:
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0 1 \

Qo

4.119. f(z) = log(L-) — tan’z

costz
a. f & m-periodica (perché sia cos’z che tanz sono w-periodiche). Studiamola percid
in [—g, g] Nell'intervallo considerato:

b.  f & definitain (—g, %) Osserviamo che f & simmetrica pari.

' . T ¢

lim f(z) = —o0; lim f(z) = —o0; z = £ asintoti verticali.

:z;wa—%'*' ZJH%V 2
2tanz

e fiz)= (2cos’z —1) > 0 per:

~ cosiz
T < x < —arccos L 0 < x < arccos .

—— — — T —=.
2 V2’ V2

&= :l:arccosﬁ punti di max. rel.; z = 0 punto di min. rel.
d. Grafico:
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_m T
2 2
1 0 )
—arccos—— aCcCoOs—=
o 2 3

4.120. f(z) = z(2logz — log’z).
a. Insieme di definizione di f: z > 0.

Per z — 07, flz) ~ —zlog’z — 07,

Per  — +o0, f(z) ~ —zlog’z — —00
con crescita sopralineare, in particolare senza asintoto obliquo.

b. f'(z) = 2 + 2logz — 3log’z — log®z =
= (1 — logz) (log’z + 4logz + 2) > 0 per:

0<z< 6_2_\/5; e V2 o g <.

(Per studiare il segno del secondo fattore si pone t=logz e si studia il segno di
2 4t + 2).

punti di max. rel.: z = e~2"V2 g = ¢

punti di min. rel.:x = e 2+V2 (ed anche z =0, se prolunghiamo f con continuita
ponendo f(0) = 0)

c. Per z— 0%, f'(x) ~ —log*z — +o0, quindi in z =0 il grafico arriva con
tangente verticale.
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d. Grafico:

L3

(O ez
— P * >
e_z‘ﬁ\./ €

4.121.  f(z) = z%/=-1
a. Insieme di definizione di f: z # 1.

Perz — 1%,  f(z) ~ ME-1) { (~)¥~+oo (asintoto verticale)

Per z — =00, f(z) ~ 2% — oo con crescita sopralin. (quindi senza asintoto obliquo).

, zel/(#*=1) - ”

3/ 7—1+/33 co<l @ 3/ 7+ 4/33
4 4

Nota: per studiare il segno di (228 — 72® +2) si pone ¢t = z° e si studia il segno di

(2t - Tt + 2).

z =1/ 7—_4@ punto di max. rel.;

T = 1 7—ﬁkﬁ;w =0 punti di min. rel.
Y(=*-1 . i . " i
c. Perz—1-,f'(x)~ _—‘?;3—_(72 — 07, quindi il grafico arriva in 1, da sinistra, con
tangente orizzontale.
d. Grafico:
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>

o
(2]
-3
{
&)
w
«
-3
.|_
B
w

4122, f(z) = zPeV/@-1)
a. Insieme di definizione di f: = # +1. Funzione dispari, percio la studiamo per

x > 0 e poi simmetrizziamo.
asintoto verticale
Perz — 1%, f(z) ~ /@D {E;Loo( )
Per = — 400, f(z) ~ 2® — +o00 con crescita sopralineare (quindi senza asintoto
obliquo)

201/(s* —1)

(limitandoci a > 0) per:

0z <

Nota: per studiare il segno di (3z* — 8z +3) si pone ¢t = 2? ¢ si studia il segno di
3t? — 8t + 3.
Conclusioni (anche per z < O):

—\/ — :—\/‘H‘ﬁ punti di max. rel.;

X
gt 5 4+‘/_ punt1 di min. rel.

Si osserva che f/(0) = 0, z = 0 & un punto di flesso a tangente orizzontale.
/(==
c. Perz—17,f(z)~ =2e/(%1)

o 0~, quindi il grafico arriva in 1, da sinistra, con
tangente orizzontale.
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d.  Simmetrizzando dispari otteniamo il grafico:

4

r
L
<o
-
el !
-~
[
w|t |9
S

4.123.  f(z) = e 2=(2t2).

z—3

a. [ & definita per z # 3.

Per z — 3%, fz) ~

quindi = = 3 asintoto verticale. Per z — o0,

+ . -
f(z) ~ e {0 (asintoto orizzontale)

+o0o  (con crescita sopralineare, senza asintoto obliquo)

0z (2% + 22+ 7)
(-3 ~

= hz@ punto di max. rel.; z = %1_5 punto di min. rel.

b flz)=e

¢. QGrafico:

>0 per l—u—é—@gmg—l—%ﬁ
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4.124. f(z) = = 2+ 1.

logZz ~ logz

a. f & definitaperxz > 0,z # 1.

zlg(r)l*‘f(w) =1 x—ll{l!-loof(m> =1

Quindi y = 1 asintoto orizzontale per z — 4-o0.
z = 0 punto di arresto.

Perz — 1%, f(z) ~ Bg%; — <400,
x = 1 asintoto verticale.

zlogdz

O<z<l; z2>e

punti di min. rel.: z = e; z = 0 (se definiamo f(0) = 1, prolungando f per continuita).

c. Perz— 0%, f'(z)~ 5132522 — 400, quindi il grafico arriva in z = O con tangente
verticale.
2(log?z + logz — 3)
" _ .
d. fi(z)=- logiz >0 per:
6—1-23(13 <z< 6—1+23Z13 (m 7& :{:1)

Punti di flesso: £ = ¢~ 2
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e. Grafico:
{!
1
—1—/13
e 2
0 T

4.125. f(x) = 1+<}osz - log(1+closx)

a. f & 2m-periodica, la studiamo su [—, 7].

b. In[—m, 7], f & definita per z # +r, quindi in (—, ).

La funzione ¢ simmetrica pari, posso studiarla solo in [0, ) e poi simmetrizzare.
Perz — 7™, f(z) ~ ﬂ_—é; — +00.

x = 7 asintoto verticale.

sinzcosz

¢ fla)=- (1 + cosz)®

>0 pern

T<e<
g Sz<m
(nell'intervallo [0, 7)).

z = 0 punto di max. rel.;

x = 7; punto di min. rel.

_ {cos’z(1 + cosz) + sin®z(cosz — 1)}

a fle) = (1 + cosz)?®

2

scrivendo sin’z = 1 — cos?z
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_ {2cos’z + cosz — 1}
h (1 + cosz)®

scomponendo 2t% 4+t —1= (¢t +1)(2t — 1)

:______1-2cosx2 >0 per: £§x<7r
(1 + cosz) 3
(nell'intervallo [0, 7)). = = § punto di flesso.
e. Grafico:

- _i i 0 ;r ',E w
273 3 2
4.126. f(x) =arctan(Z) 4 2
a. [ & definita per z # 0.
3
o7
i =4 4
z = 0 punto di discontinuita a salto.
. ™
0 Fla) = 5
y =  asintoto orizzontale per x — oo,
1
b. () = ~————— <0 re.
F(@) =~ grag gy S Osemp

La f non ¢ derivabile in z = 0, dove & discontinua.
Non ci sono punti di max. o min. rel.

¢. Perz — 0%, f'(x) — =1,

questa ¢ la pendenza limite della retta tangente da destra e da sinistra in z = 0.



280 Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile

2+4z 1
d Ng) = —————= >0 per 2> —=.
(=) (2x2+2x+1)2 =% B - 2
x = —3 punto di flesso.
e. Qrafico:

4127, f(z) = (\3/332 1 )e-x
Definita in tutto R. Per x — o0,

n _ : ;
Fla) ~ £23e~ _, 0 y=0 a51{1toto orlzlz. per x — +-o0.
400 con crescita sopralineare

Per z— 1, f(z)~ (z —1)Y 333? . x=1 punto di flesso a tangente verticale,
ascendente.

Per z — ~1, f(z) ~ —(z +1)*/2e. x = —1 punto di flesso a tangente verticale,
discendente. .

e—a;

= {_a9n2
3(372_1)2/3( 3% + 2z + 3)

f'(z) =

T = 53@ punto di minimo; z = L+_3\[_13 punto di massimo; z = +1 punti di flesso a
tangente verticale.
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4.128. f(z) =e"(ZH)
Definita per z # 1. Per z — 1%, f(z) ~ -2& — +o0. z = 1 asintoto verticale.

z—1
Per x — o0,
z +o00 con crescita sopralineare
fl@) ~ e —

0"y = 0 asintoto orizz. per x — —oo0.

1 _ x(m2_3)
fl(z)=¢e (w—l)z‘

T = \/gpunto di minimo; z = —\/gpunto di massimo; f(—1) = 0.

f
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2
4.129. f(z) = (/i

Definita per  # —1.
4

Per x — —1%, f(z) ~ \/ 737 — F00. z = —1 asintoto verticale.

Per z — +o00, f(z) ~ z"/3 — %00 con crescita sottolineare.

2
x°+2x— 3
f(@) =
(=) 322 +z + )z + 1)
2 = 1 punto di minimo; x = —3 punto di massimo.
-3
- -1 o 1
4.130. f(z) = zesn
Definita per z # —1. Per x — —1%,
@) ~ —eS {O con tangente orizzontale
—00
x = —1 asintoto verticale per z — —1~.
Per z — +oo, f(z) ~ ex — %00 con crescita lineare.

f(@—ew:we[eﬁ%“l—l} Nxe( — >—>—3e,
x

quindi y = ex — 3e ¢ asintoto obliquo per z — Fo0.

z=2

ez+l

(z+1)°

fl(z) = (z* + 52 +1)

—54+4/21 . e . —5—+/ . .
=1V2 sunto di minimo; z = ——s—z—il punto di massimo.

r = 5
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-5~ /21 -5+ 2

S

4.131. f(z) = 41

Definita per z # —2.

Per z — —2%, f(z) ~ -ﬁi
Per  — o0, f(z) ~ 2% — 400 con crescita sopralineare.
f(z) >0perz <2,z > —1.

fi(z) = 2—””%%”;;—1. Lo studio del segno di f’ porta a risolverre graficamente la

disequazione 2z > 1 — 6z2. Si vede che f ha un punto di minimo a < —2, un punto di
massimo # € (—1,0), un punto di minimo v € (0,1).

— Foo; ¢ = —2 asintoto verticale.

4

-

o« 2 ~1 g |o 5
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4.132. f(z) = e®(x + 2)
Definita per ogni z. Per x — o0,

z 400  con crescita sopralineare
flz) ~ze® — ¢ - .
0 y = 0 asintoto orizz. per x — —oo0.

f(z) = e*(z + 3);

x = —3 punto di minimo relativo;

f'(z) = " (z +4);

z = —4 punto di flesso.

4.133. f(z) =e*(2? + 22— 3)
Definita per ogni z. Per z — o0,

9z 400 con crescita sopralineare
flz) ~ze® — ¢ o . .
0 y = 0 asintoto orizz. per x — —oo.

f(z)>0perz<-3,z>1.
f(z) = e (2* + 4z — 1);

ha punti di minimo e massimo in z = —24+/5, rispettivamente.

f"(z) = e*(z* + 62+ 3);
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ha punti di flesso in z = -Si\/g.

4.134. f(z) =e "¢/ %

Insieme di definizione: x # 1.

-13
Per x — 1%, f(z) ~ (2—11\)/33 — +o00, z = 1 asintoto verticale.
ot

Per z — foo, f(z) ~e™* — { 00

y = 0 asintoto orizzontale per £ — + oo;per x — —oo f(x) ha crescita sopralineare
(in particolare, non ha asintoto orizzontale).

R (x—1)2/3_ z—1—(z+1) _
f(:c)—e( x_1+3($+1)2/3\< T ))_

_ | _ @) Lt (=2 B
a (z—1)" " 3@+1)"® \(@-1"))

of 3z=1)(z+1)+2 _ 1—32?
=—e* =e " .
3(z + 1)z — 1)° 3z + 1)z — 1)*°

f'(z) & definita per z # +1, e si ha:

1
f'(z) > 0per1-3z% >0, L <z<—%=

377743
Ne segue che:
= _\_1/3' ¢ punto di minimo relativo; z = ﬁ ¢ punto di massimo relativo.
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Studiamo z = —1 (punto di non derivabilitd). f(—1)=0; per z— -1,

f(z) ~ —ey/ =1, percio f ha un flesso a tangente verticale.

Dalle informazioni precedenti si deduce che f ha almeno un flesso a tangente obliqua

nell'intervallo (— 715, 71§> e uno in (—oo, —1); per £ — o0 & concava verso l'alto.

&

™
ué,'! -

4135, f(z) = 1og(fjj§)

Insieme di definizione: x # —3.

Per z — -3, f(z) — +o00; x = —3 asintoto verticale.

Per z — +o0, f(x) ~ loglz| — 400, con crescita sottolineare (in particolare, non ha
asintoti obliqui ed ¢ concava verso il basso all'infinito).

_ 2z 1 _ 2z(z+3)— (22 +2) 2P+ 6z—2
S 2242 z+3 (22 +2)(z+3) (z2+2)(z+3)’

f'(z)
22 4+6x—-2>0perz < —3—+/11;2> -3+ +/11;

[(xz) >0per—3— /11 <z < -3;2>-3++11.

z = —3=£+/ 11 punti di minimo relativo.
f(—3 +y/ 11) <o f(—3 - \/11) > 0, da cui si deduce che f ha due intersezioni
con l'asse = per x > —3; difatti, per z > —3,

242
log(l:;j:g() =Opera’ +2=2+3; 2*—2—1=0;2=1+/5.

Dalle informazioni che abbiamo, f deve avere almeno un punto di flesso in
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z; < =3 —4/11, e uno in zy > —3 + 4/11. All'infinito, come gia detto, & concava verso il
basso.

311 3

22-3z
4.136. f(z) =T
Insieme di definizione:  # —1.

Perz = (-1)*, %58 = oo, £(2) = {

+00
ot.

S S ’ T +
¥ = —3 asintoto verticale per z — ( 2) .

2 400
Per z — +o0, QH—S;—” ~o i, fla)~ {O+.

y = 0 asintoto orizzontale per x — —oo.
Per z — +o00 f(x) ha crescita superlineare, in particolare non ha asintoto obliquo.

1oy e (22— 3)(1 + 2x) — 2(2® — 3x) _
fle)=e (1+22)

2.3 202 + 22 — 3
1+ ———

TR > 0 per 22% 4 2z — 3 > 0,

=€

> —11;\/?, z< —1—2ﬁ_ s ‘1;\/7 punto di massimo relativo; z = j—“;—ﬁ punto di

minimo relativo.

La funzione ¢ derivabile in tutti i punti in cui & definita; ¢ sempre positiva, e per

z— (— %) " tende a zero con tangente orizzontale.
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Da queste informazioni segue che f deve avere (almeno) due flessi, uno in z; < igﬁ

eunoin zy € (_—I;‘Jﬁ, —%) Grafico:

~1—-+/7 _1 —1++/7

4137, f(z) = L1 Lnsieme di definizione: & # —2.

Per 2 — (—2)%, f(z) ~ - +2 — Foo. = —2 asintoto verticale.
Per z — o0, f(z) ~ r—z/g — 0%, y = 0 asintoto orizzontale per  — Zco0.

f1)=o.
Zr(r+2) = (Vo-1)  (2+2) —32+32%° _

!
T =
fla)= (z +2)° 32%/3(x + 2)*
2 — 2z + 3223
m per z # 0, —2.

f'(z) > 0 per 3z%°% > 2z — 2. Confronto grafico:
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f'(z) > 0perz < o, con e € (5,6). x = « punto di massimo relativo.

f non & derivabile in z = 0. Per £ — 0, f'(z) ~ 5375 — +o0, quindi f ha un flesso a
tangente verticale in z = 0.

Da questi elementi segue che f ha (almeno) un flesso in z; > « e uno in z3 € (—2,0).

3

4.138. f(z) = e I35, Insieme di definizione: z # —2.

Per z — —2, |%§] — +00, e~15al 0%, percid z = —2 & un punto di discontinuita
eliminabile.
z+l = oy 5 . .
Per z — oo, [ZH| - 1, ezl = el percid y = 1 ¢ asintoto orizzontale per
T — F00.

rw =il (—m(255). ((ﬁT))

definita per z # —1, x # —2.

Per x — —2, f’(z) — 0 (confronto di infinitesimi), percid nel punto di discontinuita
eliminabile la funzione arriva con tangente orizzontale.

Perz — (=1)*, f'(z) ~1- (—sgn(z + 1)) - 1 — F1.

Percid z = —1 ¢ un punto angoloso, con pendenza delle rette tangenti da destra e
sinistra uguale rispettivamente a —1, 1.

f'(z) > 0 per —sgn(£}) > 0, cioe per L < 0, cioé per —2 < z < —1.
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Grafico:

Si vede che x = —2 & punto di minimo; z = —1 & punto di massimo.
4.139. f(z) = 2%
Definita per  # —1.
ot erz — —17
_ o=/ (o+1) p
Perz — —1, f(z) ~e _%{—}—oo perz — —1~

x = —1 asintoto verticale da sinistra, punto a tangente orizzontale da destra (la
funzione si annulla con velocita esponenziale).

Per x — o0, f(z) ~ 2% — 400 con crescita sopralineare (non c'¢ asintoto obliquo).

f(z)=0 in =0, per 2 — 0f(z) ~z%/e®, quindi x =0 & punto a tangente
orizzontale, di minimo relativo.

z+1—-(z-3) 2zein
Ly )- (2 + 4z +1)

f'(x):eﬁ? (2:c+932. = T 1)

definita per z # —1.
f(z) > 0perz(z? +4z+1) >0

—2—\/§§x§—2+\/§;120.

z2=0, 2=-2- \/§ punti di minimo relativo; z = —2 + /3 punto di massimo
relativo.
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Grafico qualitativo (non in scala):

~Feenjfa —2++/3 0

4.140. f(z) = 1og[<’”—‘%ﬁl].

(z-3)
Insieme di definizione: [%2—)} > 0,quindi: 1 <z < 2,z > 3.
Perz — 1t eperz — 27, f(z) — —oo;per z — 37, f(z) — +oo.
z =1, z = 2,z = 3 asintoti verticali.
Per z — 400, f(z) ~ logz — +0o con crescita sottolineare (senza asintoto obliquo).

f'(@) = {loglz — 1| + loglz — 2| ~ loglz — 3[}' =

_ (z=2)z=-3)+(z—-1){z—-3)~(z—1)(z—2) _
(z—1)(z—2)(z - 3)

_ 22 —6x+7
T (z—1)(z - 2)(x - 3)

>0 per

x2—~6x+720,x§3-\/2—;z23+\/§.

r=3- \/5 punto di massimo relativo;
f(s . \/5) - 1og(3 " z\/i) <o0.
=3+ \/5 punto di minimo relativo;
f(3+ \/5) - 1og(3+ 2¢’2’) > 0.

Grafico (non in scala):
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Si osserva che f deve avere un punto di flesso in zg > 3 + \/5

4.141. f(z) = e7%(|2? — 3| + 2z).
Definita in tutto R. Per z — o0,
_— 0*  y = 0 asintoto orizzontale per z — +oo
f(z) ~ z%e™® — . : . .
+o00  con crescita sopralin. (senza asintoto obliquo)

f(z) = e (22 +22—3) vperz<—/3,z>+/3
e (—z? +2z+3) per—/3<z<+/3
f(z) =0perz=—1,z = —3.

() = e™%(5 — x?) perz < —\/3,z> /3
e (a? —4z—1) per—/3<z<+/3

z = =4/ 3 sono punti angolosi:
2e~V3 > 0

f,i(\/g) - (2—4\/§>e‘\/5< 0

Quindi z = /3 & anche punto di minimo relativo;

mzf(\/g) =2\/§e‘\/g
7 (-5) = (2+4v3)e¥" >0

26\/§>0
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Inoltre: per # < —\/3,z > /3, f'(z) > 0 per —/5 < z < /5, ossia per
- 5§:z:<—~\/§; \/§<w§ \/g;quindi:
x = —1/5 & punto di minimo relativo; f(— \/5) = e‘/g(Z = 2\/5)
= \/5 ¢ punto di massimo relativo; f<\/5> = e‘\/g(Z + 2\/5)
Per —/3 <z < /3, f/(z) > Operz < 2 — /5,2 > 2+ /5, ossia per
—V3<z<2-+/5

quindiz = 2 — \/5 ¢ un punto di massimo relativo, f(2 - \/5) = (2\/5 — 2)6\/5“2
Grafico qualitativo (non in scala):

4.142. f(z) = St | Fynzjone 2r-periodica, la studiamo in [0, 27].

Definita per cosz # —1, cioé z # .

Per z — 7, f(x) ~ — 7 — —00. T = 7 asintoto verticale.

f(0) = f(2m) = 3; f(z) = O per sinz = —cosz, cioé per z = m,z = Im.

(cosz — sinz)(1 + cosz) + sinz(sinz + cosz) 1 — sinz + cosz
(1 4 cosz)? (1 + cosz)?

)=

f'(z) > 0 per 1 + cosz > sinz.

Risolviamo graficamente questa disequazione:
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o

-1+

1+cosz >sinzper0 <z <%, m<z <2
z = ¥ punto di massimo relativo. f (%) = 1.
La funzione potrebbe non avere alcun flesso. Grafico:

&

4.143. f(z) = e (z +3)
Definita per z # 0. Per z — 0%,

+00
fle) = { 0 con tang. orizz. (infinitesimo di ordine sup. risp. a z).

Per z — +oo, f(z) ~ & — oo con crescita lineare; inoltre f(z) — x — 4 perciod
y = x + 4 ¢ asintoto obliquo per z — Foo0.

[(z) = %(:ﬁ —z—3).
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1—+/13

z = ———— punto di massimo rel., x =

1++/13
2

I‘Vﬁ,o).

f deve avere un punto di flesso in z; € ( 3

4.144. f(z) = arctan(f;f)

Insieme di definizione: z # —3.

Per z — (—3)%, (f;:f) ~ L — oo, f(z) — 1.

x = —3 punto di discontinuita a salto.

Per  — o0, (f:;;) ~ z — oo, f(z) — *5.

y = =7 asintoti orizzontali, rispettivamente per z — %oo.

f(z) =0perz =++/2.

LS 1 ‘2m(z+3)~(w2—2)___
ri 1+ (22)° (z+3)°
z? 4+ 62 + 2

(@ +3)° + (22— 2)?
definita per  # —3 (in cui f & discontinua, quindi non derivabile).

fl(z)>0perz® +63+2>0,2>-3+/7,2< -3 —/7.

& = —3 + /7 punto di minimo relativo;

punto di minimo rel.
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x=-3-— ﬁ punto di massimo relativo.

Per z — (=3)%, f/(z) — —3%. La funzione arriva nel punto di salto con la stessa pendenza
(negativa) da destra e sinistra.
In base a questi elementi, f deve avere punti di flesso in z; € (—oo, -3 - ﬁ),

me (-3,-3+ ﬁ) zs € (=3+ V7, +00).

Grafico:
m
2
37 -3 3+ 7
w \;//
=L
2
4.145 = &H Insi di definizione: +1
145, f(z) = & Insieme di de inizione: z # +1.

Per z — 1%, f(z) ~ £ — Fo0; z = 1 asintoto verticale.

00

0-

x = —1 asintoto verticale da destra, punto di arresto da sinistra.

Per x — +oo, f(z) ~ % — 0%; y = 0 asintoto orizzontale per z — Zoo.
f(z) > 0perz > 1.

TS 1 N _
fla)= ( e+ 2z —1) u-1f)

_ e —e#1 (22 + 3x)
(z+1)*(z —1)° (z+ 1)z —-1)%
Fx)>0perz®?+32<0,-3<z< —1;—-1<2<0

z = —3 punto di minimo relativo; z = 0 punto di massimo relativo.
Perx — —17, f'(z) — O (tangente orizzontale nel punto di arresto).

PCI'.:E — -—-1:’:, f(x) ~ _26;}‘_1 iy

(~(z-1)~(z+1)*) =
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La funzione deve avere almeno due flessi, uno in z; < =3 euno in —3 < 29 < — 1.
Grafico (non in scala):

4.146. f(z) =Ch(3)
Insieme di definizione: z # +1.
Per z — +£1, (;2“131) — 00, f(z) = + oo.
x = =1 asintoti verticali.
Per z — +o00, 52 — 0, f(z) — 1*.
= 1 asintoto orizzontale per z — +oco.
f(z) > 1 per ogni z; f(xz) = 1 per z = —3 (punto di minimo assoluto).

x+3> (@ ~1)—2x(x+3) _
z? -1 (.232—1)2 B

(@) =sn(

z+3\ (2*+6z+1)
= —Sh{ — . .
@t —1 (z2-1)

z+3 z+3
> >0,-3<z< — > 1:
Sh(x2_1>_0per($2_l)_0, 3Lz —Lz>l;

2?2 +6z+1>0perz < —3—2v2, 2> —3+2V2;

Quindi, f'(z) > 0 (e f & crescente) per:

z< ~3-2¢y/2 -3<z< —1;-34+42/2<z<1.

= —3 - 2\/5 punto di massimo relativo;

z = — 3 punto di minimo relativo;

r= —3+ 2\/5 punto di minimo relativo.

La funzione deve avere almeno due flessi, perz < — 3 — 2\/§ e
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per —3—2\/§<x< - 3.
Grafico (non in scala):

3-2v/2 -3 -1 342210 1

4147, f(z) = 2*3(2? + 3z — 4)"/°

f ¢ definita in tutto R.

Per z — o0, f(z) ~ z¥/3 — + 00 con crescita sopralineare (in particolare, senza
asintoto obliquo).

flz) =23z — 1)z + 4)"°

percid: f siannullain z = 0,z = 1,z = —4. Inoltre:

per z — 0, f(z) ~ —/4 2?3,z = 0 punto di cuspide (rivolto verso l'alto);

per z— 1, f(z)~ \3/5(x - 1)1/ 8 z=1 punto di flesso a tangente verticale,
ascendente

per z — —4, f(z) ~ —/80(z + 4)1/ %, z = —4 punto di flesso a tangente verticale,
discendente.

I punti z = 0,1, —4 saranno punti di non derivabilita.

2¢ 43

/ 2 2 1/3 2/3
= 3 —_ . —
fl@) =355 +32-4)" +2 3o+ 3027

_ 22 +32—4)+2(25+3) 40+ 9z -8
3613(a? + 32 —4)"°  30l3(a2 + 30— )Y

f' & definita per z #£ 0,1, —4.

-9+ +/20 -9 —4/20
42° 49z — 8 > Operz > 9+8 29;w§ 2 3 209
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f'(z) > 0perz >

-9+ /209 -9 — /209 <z<0
8 ’ 8 -

Percio

—9 + /209
T

~ (.68 punto di minimo relativo;

-9 — /209 i .
T=—p ~ —2.9 punto di minimo relativo.
Inoltre, z = 0 ¢ punto di massimo relativo (in cui f non & derivabile).
Poiché la funzione all'infinito & concava verso l'alto, deve avere due flessi a tangente

obliqua, esterni all'intervallo [—4, 1]. Grafico:

4.148. f(z) = e® - /2 — 3z2. Definita e continua in tutto R.
Per x — o0,

F(z) ~ ze® — + 00 con crescita sopralin. (senza asintoto obliquo)
0~ quindi y = 0 asintoto orizz. per z — —oo

flz) =€"+ Y2 (xr—3) =0perz=0,2=3.

Perz — 0, f(z) ~ — \3/§ 2?3, quindi z = 0 & punto di cuspide rivolta verso 'alto.
Per z — 3, f(x) ~ €3/9/z — 3, quindi z = 3 & punto di flesso a tangente verticale,

ascendente.
322 — 6z
f@)=e" | Vat-322+ ———= | =
(@) 3(z% — 3z2)%/°
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eZ

(2% — 33:2)2/3 .

m(z2 -2z — 2)
La funzione f ¢ derivabile per x # 0,z # 3. Abbiamo gia discusso la natura di questi punti.
Perx # 0,z # 3,siha f'(z) > Ose
z(z?—2x-2) >0

ossia se: 1—\/§§x<0;x21+\/§.

Quindi:
rz=1-— \/§ ¢ punto di minimo relativo; z = 1 + \/§ ¢ punto di minimo relativo;
z = 0 & punto di massimo relativo. Grafico:

4.149.  f(z) = 2z/5(10 — 2)/°

Definita in tutto R.

Per z — +o00, f(z) ~ —z — Foo con crescita lineare.
Cerco eventuale asintoto obliquo:

f(x)+x=z[(lo;m)l/5+1} _
el e (1)

Quindi esiste asintoto obliquo y = —x + 2, per z — =o0.
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(Potremmo fare uno studio asintotico dei punti z =0,z = 10; in questo esempio,
invece, decidiamo di studiare questi punti direttamente mediante la derivata prima).
Calcoliamo:

f(z) = — x5 . 4(10 — z)¥/® _ 8§—2z
5(10 — z)*° 5a1/® Z1/5(10 — z)*/®

definita per = # 0, z # 10.
Per z — 0%, f'(z) ~ iz — oo, quindi z = 0 & punto di cuspide discendente.
Per x — 10, f'(z) ~ 2 7 00, quindi z = 10 ¢ punto di flesso a tangente

101/5(10—z
verticale, discendente.

f(z)>0per0<z<8

quindi z = 8 punto di massimo relativo.
Grafico:

4.150. f(z) = ze=Hie

Definita in tutto R.

Per z — +oo0, f(z) — 0%, quindi y = 0 asintoto orizzontale.

Per z — 0, f(z) ~ \75, quindi f ha un flesso a tangente verticale in = 0 (sard un
punto di non derivabilita). Calcoliamo:

e—x2+§x

= W(—ﬁ.’BQ + oz + 1),

definita per z # 0.
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Per z — 0, f'(z) ~ 555 — 00, quindi =0 punto di flesso a tangente verticale
(come gia trovato).

1
f’(x)20per—6x2+5:z+1_>_Oper—é- <z<1(maz#0).

Percio x = —é punto di minimo relativo, = 1 punto di massimo relativo. Grafico:

&

4.151.  f(z) = z(loglz|)*".

Definita per z # 0; funzione dispari, la studiamo per x > 0 e poi simmetrizziamo.

Per z > 0, f(z) = z(logz)>®.

Per z — 0%, f(x) — 07. 2 = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile: prolunghiamo
con continuita f ponendo f(0) = 0.

f—gfz = (log{x])3/ > —co per z— 0" percid (simmetrizzando per z <0)
f'(0) = —o0, ossia z = 0 & un punto di flesso a tangente verticale, discendente.

f(z)=0per z=1; per z — 1, f(z) ~ (z — 1)3/5, percid z =1 punto di flesso a
tangente verticale, ascendente.

Per x — 400, f(xz) — + oo con crescita sopralineare.

3 _ blogz + 3
5(logz)%/® 5(logz)¥®’

f'(z) = (logz)*/® +

f(z) & derivabile per = # 0, 1.
Per z — 0, f'(z) — —oo (ritroviamo il flesso a tangente verticale, discendente);
per z — 1, f'(x) — oo (ritroviamo il flesso a tangente verticale, ascendente).

f'(z) > Oper5loge +3>0,z>e 35,

z = /% punto di minimo relativo.

3 6

"
) = - =
(@) 5a(logz)?/° 25z (logz)”/®
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15logz — 6

_ 25
253:(10gm)7/5

>0perO<z<l,z>e

Per z > 0, f & concava verso l'alto per per 0 < z < 1,z > €%°5;
z = e/° punto di flesso a tangente obliqua.

Simmetrizzando dispari si ha il grafico:

_ 2?4223 |(z-1)(z+3)|

4.152. f(z) = =
Insieme di definizione: z # 0.

f(z) > 0Vz #0, f(z) = 0 per z = 1,z = —3 (probabili punti angolosi).
Perz — 0, f(z) ~ % — + oo. z = 0 asintoto verticale.

Per z — Fo0, f(z) — 1.y = 1 asintoto orizzontale.

3

2
I+ 2= 7

fz) =

f@)=<"§*q%)%mw—4xw+®>=

Z2(B-z) sex<-3,z>1
Z(z—3) se-3<z<l.
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f(z) non & derivabile per z = 0 (dove non ¢ definita) e per z = —3,z = 1.

lim f'(z) = &4

1%

z = 1 punto angoloso con pendenze da destra e sinistra +4. In particolare, x = 1 & punto di
minimo relativo.

I

z——3% 9
x = —3 punto angoloso con pendenze da destra e sinistra :t%. In particolare, z = —3 ¢
punto di minimo relativo.

Sex < —=3,xz>1, f(z) >0per0 <z <3,ciogperl <z <3.
Se-3<z<1, fl(x) >0

perz < 0,z > 3, ciog¢ per -3 < z < 0.
Quindi:

f(z) cresce per —3<z<0 e 1<z<3 z=3 ¢ punto di massimo relativo,
f(3) = %. (Abbiamo gia trovato i due punti di minimo relativo).

4 18 Z2(2x—9) sex<-3,z>1
1 —_ - _ 1 3 — z* ’
@) (a:3 x4>sgn((az Ha+3)) 2(9-2z) se-3<z<l.
Sex < —3,z>1, f(x) > 0perz > 3.
Se-3<z<], f'(z) >0perz < %,cioéper—S <z<l.
Quindi: f ¢ concava verso l'alto per -3 <z < 1, z > %. T = % ¢ punto di flesso a
tangente obliqua. Grafico:

VAR

-3 0 i 3

[SEReR ]

4.153. f(z)= fogifs]- Insieme di definizione: z # 0, © # £1.
Funzione dispari: la studiamo solo per z > 0, e poi simmetrizziamo.
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_ X
~ logdz’

Perz>0¢ f(z)

f(z) > 0perz > 1.

Per z — 0%, f(z) — 07, percid z = 0 & un punto di discontinuita eliminabile, poniamo
f(0) = 0. Poiché inoltre iii) = I—ég—x — 07, f arriva nell'origine con tangente orizzontale.
Poiché la funzione ¢ dispari, z = 0 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale, discendente.

Perz — 1, f(z) ~ (_z——l_n_s — oo perz — 1%,

x = 1 asintoto verticale.
Per = — +oo, f(z) = + 00, con crescita sottolineare (e quindi senza asintoto

obliquo).

_ log’z - 33:1%2—”” _ logz -3
N logbz T logiz

f'(x)

Per z — 0%, f'(z) ~ ﬁq — 07, quindi =0 ¢ un punto a tangente orizzontale
(ritroviamo un'informazione gia ottenuta).
f'(z) > Operlogz —3 >0,z > €3
f cresce per z > e 2 =€ punto di minimo relativo. Per calcolare f” conviene
riscrivere f’ come

1 __8
logdz  logiz’

(=) percio:
3 12

" zlogiz + zlogdz - zlogz

(@)= (4 — logz).

4 — 3logz > Oper z < e*;log’z > Operz > 1
quindi
f'(z) > 0perl <z < e

f & concava verso l'alto per 1 < z < e, z = e* ¢ punto di flesso.
Simmetrizzando dispari la funzione si trova che:
z = —1 asintoto verticale; z = —e® punto di massimo relativo; z = e* punto di flesso
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f(z) = — oo con crescita sublineare per x — — oo. Grafico (non in scala):

3

4.154.  f(x) =log(l + z?) + arctan. Insieme di definizione: z # 0.
Per z — 0%, f(z) — %7, percid z = 0 & un punto di discontinuita a salto.
Per z — +o0, f(z) ~ log(z?) = 2log|z| — + oo,

con crescita sottolineare (e quindi senza asintoto obliquo).

F(a) = 2z Iy 1 1y 221
142 1+ 5\ 22) 142

f non ¢ derivabile per z = 0 (perché ¢ discontinua), tuttavia, esiste lin(a) fi(x)=-1.La
z—

funzione arriva in O da destra e da sinistra con la stessa pendenza obliqua m = —1.

f(z)>0per2z—1>0,z < %

f cresce per z < 3,z = { punto di minimo relativo.
2(1 4 z%) — 2z(2z — 1) 2

P ==y~ aap ety

(f” non esiste per z = 0).

() >0perz®—z—1<0.

¢ concava verso l'alto per 0 < z < Ly, 1-y/5 <r<0 xz= JESVES sono punti di
P 2 12 2 p
flesso.
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Grafico:

TR 4
—
+ ¢
=

T
2

4.155. f(z) = (x + 1)[e* — 1|. Insieme di definizione: R.

f(z) > 0perz > —1, f(z) =0 per x = —1,2 = 0 (z = 0 probabile punto angoloso).
Per z — 0, f(z) ~ |z|, quindi = O punto angoloso (e di minimo relativo).

Per z — + o0, f(z) ~ ze® — + oo con crescita superlineare (senza asintoto obliquo).
Per z — —o0, f(z) ~ & — —o0 con crescita lineare (possibile asintoto obliquo).

Per z — —o0,

flz)—z=(z+1)(1—-€")—z=1—€"—ze* — 1.
Percio y = = + 1 ¢ asintoto obliquo pe z — —oo.
f(x) =" = 1]+ (z + 1)e"sgn(e® — 1) =
__{e”(2+x)—1 sez >0
T -€e*2+z)+1 sexz<O.
f(z) non & derivabile per z = 0.

Sez >0 f'(z) > Opere*(2+z)—1>0,

2+ x > e~ sempre vero
(1° membro > 2; 2° membro < 1). Quindi per x > 0 f & sempre crescente.
Sex <0 fl(z)>0pere*(2+2)~1<0,24+z<e™”

Un semplice confronto grafico
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[ R A B - SN |

2 -1.5 =1 -0.5
mostra che questo & vero per < o, con & € (—1,0).
Se z < 0, f cresce per z < o, z = « ¢ punto di massimo relativo.

ne s _ J€¥(8+x) sex>0
f(m)_{—e”(?»Jr:c) sez < 0.

Quindi:
Sexz >0, f"(x) > 0 sempre; se z < 0, f’(z) > O perz < —3.
f & concava verso l'alto per z < —3, z > 0.2 = —3 & punto di flesso a tangente

obliqua. Infine, possiamo osservare che il grafico di f taglia l'asintoto per

le* =1z +1)==+1,

z=-lole®—1|=1; € —-1==1;z=1log2

cio¢ nei due punti z = —1, z = log2. Grafico:
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4.156. f(z) = z(z? 1)1/ ®_ Definita in tutto R.
Per z — o0, f(z) ~ z%/% — F00 con crescita sopralineare (senza asintoto obliquo).

Poiché f(z) = z(z — 1)1/3(90 4 1)1/3

si vede che z = %1 sono punti di flesso a tangente verticale.

e

L= \/g punto di minimo relativo; x = —\/g punto di massimo relativo.

1t 2z
f(z) = W(m"’ -9)

z=0,z= :i:73§ punti di flesso a tangente obliqua.

%

4.157. f(z) = VBeosz—sinz pypsione 2m-periodica, la studiamo in [0, 27].

sinz+-cosz
In quest'intervallo, ¢ definita per:

3 7
sinz # —cosz, ciog x # vy

Perz — (3m)%, 7(o) ~ HELD [%2(’”‘”] oo

sinz+cosz 0F
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Smx+cosx

Perz — (In ) flz) ~ £(v51) {Ag(fﬂ)] = 63,

z = 37,z = I asintoti verticali.

f(z) = 0 per /3cosz — sinz = 0,tanz = /3, = L,z = ir.
F0) = f2m) = V3.
(—\/gsin:c-—cosw) (sinz+cosz) — (cosz—sinz) ( ﬁcos:c—«shlx)

(sinz + cosz)?

fi(x) =

(Vi+1)

= — —————*— < 0 perogniz incui f ¢ definita.
(sinz + cosx)

Percid f decresce in [0, %w)‘, (37, Im), (L, 2n].

2(\/§+1)

(sinz + cosz)®

f'(@) =

(cosz — sinz)

f(z) >0per: 0 <z <

Grafico:
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4.158. f(z) = 2* — 8z + 4log|z — 1|

Insieme di definizione: z # 1.

Perz — 1, f(xz) — —oo. z = 1 asintoto verticale.

Per z — £o0, f(z) ~ 22 — + oo con crescita sopralineare (senza asintoto obliquo).

4 (z—4){z—-1)+2
—1_2 z—1 N

f’(w)=2x——8+x

_ 2(z*—52+6) 2(z—2)(x—3)
n z—1 - z—1 ’

fl(z)>0perl <z <2;2> 3.
« = 2 punto di massimo relativo; x = 3 punto di minimo relativo.

) = 9 — 4 2
'@ =2- ==t

(z—1)°-2) =

_2z?-2z-1)

o1y >0perz>1++1v/2z<1—+/2
x_

T = I:t\/§ punti di flesso a tangente obliqua.

Grafico:
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4.159. f(z) =e *|z(z + 1)|. Definita in tutto R. f(z)=0 in z=0,z=—1
(probabili punti angolosi). Precisamente:
Per z — 0, f(x) ~ |z]. z = 0 punto angoloso e punto di minimo relativo.
Per z — —1, f(z) ~ e7!|z + 1|. Quindi z = —1 & punto angoloso e punto di minimo
relativo. Per z — +o00,
(@) ~ 226" — { 0t y=0as. 'orizz. per z — +00
400 con crescita sopralineare.

; e (—z?+z+1) sex>0,z< -1
f (.’D) = -z 2
ezt —x—1) se—1<z<0.
Iilgxif’(:c) = #1; z = 0 punto angoloso. limif’(;c) = +1; £ = —1 punto angoloso.
T— z——1
(Ritroviamo informazioni gia ottenute con le stime asintotiche).
Perz >0,z < —1,f(z) > 0perO0 < z < 1_+2\§;
Per -1 <z <0,f'(z) > 0per—1 <z < %é;
T = 523@ punti di massimo relativo;
z = 0,z = ~1 punti di minimo relativo (e assoluto).
L2 __ —

iy = e— (z 233:) sex >0,z < —1

e (—z°+3z) se —1<z<O.

z = 3 punto di flesso a tangente obliqua.

&
1 1-+/5]0 1+
2 2

=

4.160. f(zx) = ze/(*=V), Insieme di definizione: = # 1.
Per z — 1%, f(z) ~ /(=1 {S;oo
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z = 1 asintoto verticale per z — 1.
Per z — =00, f(x) ~  — %00 con crescita lineare.
Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

— 1.

f@)—z=z(/CV-1)~g-

Quindi y = x + 1 ¢ asintoto obliquo per z — Foo.

f(z) = et/ (1 — @ f 1)2) = (i/f;l)L (z*=3z+1)>0

per z > i*%/j,x < —332@ Quindi:

T = 3—“‘-2—‘/5 punto di minimo relativo; = = %‘/—5 punto di massimo relativo.

M) = ot [ — 1 22-3z+1 (2z-3)(z—12-2z—-1)(z®-3z+1) _
)= < @—17 (@-17 (@—1)" )“

_ V-1 _(#*—3z+1) 22" —5z+3—22"+63—2
(z—1)* (z-1)°

el/(z-1) el/(z=1)
@ 1)4 (—(:c2_3:z:+1) —f—(a:+1)(x——1)) = (:z:——l)4

(83z—2)>0perz > g

x = 2/3 punto di flesso a tangente obliqua.
La funzione ¢ concava verso l'alto perz > leper2/3 < z < 1.

&

O
(VN3
|
k-
o
[JS ]
[N
I\J+|
S
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4.161. f(z) = (3z + 2)e'/. Insieme di definizione: z # 0.
Per z — 0%, f(z) ~ 2e!/* — 3—+oo

z = 0 asintoto verticale per z — 0%, Per z — oo, f(z) ~ 3z — 00 con crescita
lineare. Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

f(z) — 3z = 3z(e'/" — 1) + 2¢"/%;

26/% — 2 3a(e!/* ~ 1) ~ 32+ = = 3, quindi /(2) ~ 32 — 5

ey = 3z + 5 ¢ asintoto obliquo per z — Foo.
|z
1 _ l/z —_(3:E+2) -_el__ 2 -
fz)=e (3 = = (32°-32-2) >0
per > 3+%/§§, z < 3'?3/55. Quindi:

3 g V. L s — « . 5
+6 3 punto di minimo relativo; x = Lg/—?’_S punto di massimo relativo.

T =

322 - 35 -2 (6 —3)z?— 20322 -3z —-2)\
) + 4 -

f”(.ﬁl?) — el/z (_% .

B el/x((—&c? + 3z +2) + (32% + 4x)> _elfe

2
p g (7:c+2)20perx2—§.

x = —2/7 punto di flesso a tangente obliqua.
La funzione ¢ concava verso 'alto per z > 0 e per —2/7 < z < 0.

AL

2| 3+/32

7 6

""=
3_ /3

8
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4.162. f(z) = 2? — 3z + 2 + logz.

Definita per z > 0.

Per z — 07, f(z) ~ logz — —o0; x = 0 asintoto verticale.

Per = — +o00, f(z) ~ 2> — +0o con crescita sopralineare (in particolare, senza
asintoto obliquo).

2

- 1 — ~

f'(:v)=2x—3+l=2w 3z + :(m 1)(2z 1)ZO
x z T

1
per O<x§§;x21.
z = 1 punto di minimo relativo; z = % punto di massimo relativo.
Osserviamo che f(1) = 0, percid nel punto di minimo relativo la funzione si annulla;
percid f (%) > 0 e la funzione ha un secondo punto di intersezione con l'asse z in un punto

1
a e <O,§)
1t 1 2
f (x)=2——;§20perz >

1

,Z‘Z"—'
2

DN | =

[ & concava verso l'alto per z > 1= e ha un punto di flesso in z = L=, a tangente
P /3 Y Ve £

obliqua, di coefficiente angolare f’ ( ﬁ) = 24/2 — 3. Grafico:

4
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4.163. f(z) = x + 2arctanl + 7. Definita per z # 0.

Per z — 0%, f(z) — gﬂ

2 = 0 punto di discontinuita a salto.

Per z — +o00, f(x) ~ x — %00 con crescita lineare.

f(z) — = = 2arctanl + 7 — m,y = z + 7 asintoto obliquo.

, 2 1\ -1
f(m):1+1+;15<-;:5):w2+1 Elpr e 2 Lws -

z = 1 punto di minimo relativo;

z = —1 punto di massimo relativo.

Non ¢ derivabile in z = 0 (perché discontinua).

Per z — 0%, f/(z) — —1, quindi la funzione arriva nel punto di discontinuita con la
stessa pendenza limite, da destra e da sinistra.

. 4z
f’(x)=m>0perx>0

La funzione ¢ concava verso l'alto per z > 0; non ha punti di flesso (in z = 0 le derivate

prima e seconda non esistono). Grafico:
2 \/

/"\70
" ,
-1

— @

4.164. J(z) = 2%/z + 1. Insieme di definizione: R.

Per 2 — =00, f(x) ~ z*t1/3 — 00 con crescita sopralineare.

f(z)=0perz =0,z = —1.

Per z — —1, f(z) ~ /z +1, quindi z = —1 & punto di flesso a tangente verticale,
ascendente.

Per z — 0, f(z) ~ z?, quindi z = 0 & un punto di minimo relativo.
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x? _bz(z+1)+2*  2(7Tx+6)
3(z+ 1) 3+1)° 3@+ T

f(z) =2z/z+1+

perz > 0,z < —6/7. Quindi:

z = 0 punto di minimo relativo; = = —g punto di massimo relativo.
(142 +6)3(z +1)*/° — Lo
f” ) = . —
(@) 9(z + 1)*°

3(7z% + 10z + 3) — (72% + 6x) 5 14z? + 24z + 9

9z +1)%° T 9@+ 1)

142? + 24z 4+ 9 > O per z < :lzi_zi——-—ﬂ;xz ﬁi%@;

(z +1)*® > 0perz > —1, dunque:

f”(w) Z O per :_m——.i@

>~12+3\/§
14 =71

<z< -1z
ed in questi intervalli la funzione & concava verso ['alto.

z= :1—21%312 punti di flesso a tangente obliqua;
z = —1 punto di flesso a tangente verticale.

&

-1
=12 =32

14 -,
»._& ‘l

i~
L

suserna @

13 434/3
14
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4.165. f(z) = z%(2 — 2)*°. Insieme di definizione: R.

Per z — =00, f(z) ~ 2*t%/3 — 400 con crescita sopralineare.

flz) =0perz=0,z=2.

Per z — 2, f(z) ~ 4(2 — 2)**, quindi z = 2 & punto di cuspide, rivolto verso il basso.
Per z — 0, f(z) ~ 2%%22, quindi z = 0 & un punto di minimo relativo.

2z  6z(2—2)— 222  4x(3-2x)
3(2 — )13 3(2—z)!/3 3(2—z)* ~

per 0 < z < 3/2;z > 2. Quindi:
xz =0,z = 2 punti di minimo relativo; =z = 3/2 punto di massimo relativo.

f'(@) = 22(2 — z)*° -

(3—42)3(2 — z)V/3 4 (=22
4 (2"55) _

f'(@) = -
9(2 — z)*/*
3(3—4z)(2 — 3z—2z?)  8(5z® — 152+ 9
=4. ( z)( x)—i—/gw x): L :i/j )20per:
9(2 - x) 9(2 — z)
5% — 152493 0pera < 22 3VE. L 1243V5,
10 10
ed in questi intervalli la funzione & concava verso 1'alto.
E= &130\5 punti di flesso a tangente obliqua.
3
A3 2 15435
15-3/5 73 10
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4.166. f(z) = e (2® + 2z). Definita in tutto R. Simmetrica dispari.
f(z) =ze ”cz(x +2)>0perz>0.
Per z — 00, f() ~ e~ z* — 0%, y = 0 asintoto orizzontale.

= (—29: <x3 + gw) +3z? + g) = (—29:4 + g) 2 0 per
3 3 3
2z* + 5 = 0, S 2’ TS 4’

r= \“/g punto di massimo relativo; z = —\‘/g punto di minimo relativo.

f(z) = g (—290 (—21‘4 + g) - 8x3> =ze™® (42* — 827 - 3).

S J2t \/?; o< 42t V7
- 2 - 2
f"(z) > 0, e quindi f concava verso l'altro, per:

z=0,2 =44/ ?ﬂ?ﬁ punti di flesso (a tangente obliqua). Grafico:

42 — 82 —3 > Oper 22 > 2

4
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4.167. f(z) = ze™1#*~1l, Definita in tutto R.
Per z — +o0, f(z) — 0%. y = 0 asintoto orizzontale.
x = 1 probabile punto angoloso.

fla) = {‘”e;f el @)= {e””(l ~32%) sew>1

ze sex <1 e 114323 sex<1

flaf)y=-2f(17)=4

quindi effettivamente z = 1 & un punto angoloso, e punto di max. rel.
Perz > 1, f'(z) < 0 sempre.
Perz < 1, f'(z) > Operz > —1//3.
Quindi f & crescente per —1/ \3/5 < z < 1, decrescente altrove. Di conseguenza:
z=-1/ \3/5 ¢ punto di minimo; z = 1 & punto di massimo (angoloso).

el"""322(32% —4) sex > 1

Calcoliamo ora Nz) =
i) {6953'131:2(3323 +4) sezx<1

definita per z # 1.
Perz > 1, f"(z) > 0sez > \3/%

Perz <1, f"(z) > 0sexz > -\7%.

Quindi: f & concava verso l'alto per —C/% <z<l,z> \3/%
T= i\g/g sono punti di flesso a tangente obliqua. Grafico:
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4.168. f(z) = ¥ (2% — |z + 1]). Definita in tutto R.

o0 con crescita sopralineare
Per z — oo, f(z) ~ 2% — (—)*_+ P

y = 0 asintoto orizzontale per x — —o0, non c'¢ asintoto obliquo per z — +oo.
e (2?2 —z—1) perz > —1
fe) = {e3$(m2+x+l) perz < —1
1+/5
Flr)=0perg= —2‘£
, e*(3x? —z—4) perz>-—1
F (@) =19 s5a2 —
e(3z* + 5z +4) z< -1

fi(-) = { 86_3 quindi x = —1 & un punto di non derivabilita, angoloso.

Per z > —1, f'(z) > O per: z > 4/3; perx < —1, f'(z) > 0 per ogni z.
« = —1 punto di massimo relativo;
z = } punto di minimo relativo.

Fl(z) = e3*(922 + 3z —13) perz > —1
e3(9z? + 21z + 17) perz < —1

Perz > —1, f"(z) > O perz > 11—‘%@; perz < —1, f”’(z) > 0 per ogni x.

T = "—HB@ punto di flesso a tangente obliqua. Grafico (non in scala):

=
o

L RIS
3]
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4.169. f(z) = e7%|e® — z?|.

Definita su tutto R, si annulla per e® = 2%,z = o € (—1,0).
1 = i i

Per 2 — +o00, f(x) ~ 4 Ly y=1 asintoto orlz?ontale per £ — 400
z2e™® — 400 con crescita sopralineare.

1—z%" perz>a

(=) = {xze“’” —1 perz<a

2 = « & un punto angoloso, di minimo assoluto. Per z # « f ¢ derivabile, e

;o fe®(z?—2z) perz>a
fle) = { e *(2r — 2?) perz < a

fl(x) >0pera<z<0;z>2.

z = 0 punto di max. rel.; z = 2, x = o punti di min. rel.

FO) =1;7(2) =1~ 4e™2.

() = e (—z*+4z—2) perz>a
e (z?—4x+2) perz<a

f(z)>0perz<a;2—v2<z<2+2

z =242 punti di flesso.

.
a of 2-/2 2 242
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4.170. f(z) = *"?(3z% — 1). Definita su tutto R.
Per z — +o0,

242 400 con crescita sopralineare
flz) ~ e 3z" — ¢ | . .
0 y = 0 asintoto orizz. per x — —o0.

f(z) >0perz > 715,33 < —%.

f'(z)=e"*?(3z* + 62— 1) > Oper z <

—3 —32\/§; s> =3 +32\/§

= 32\/’

z= M punto di minimo relativo.

punto di massimo relativo;

f'(z) = e (32> + 6z — 1 + 63 + 6) = e”"2(32® + 122 +5) > O per

-6 —3\/§I;x =6 +3\/ﬁ_

Gi
L= = punti di flesso.

-6 ++/21 | -3+2y3
3

4.171.  f(z) = |z° — 32% + 2|

3+4/5

f(z)=0perz =0,z = —5 (probabili punti angolosi).

Per z — o0, f(z) ~ |2°| — 400 con crescita sopralineare.
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f(x) =sgn(z® - 3% + z) - (32® — 6z +1) =

_ ) 8z?—6z+1 peracz3+2—‘/g,0_<-90§3’—_2‘é

—3z?+6x—1 permSO,%@SxS 3+2‘/§

Fl&)=0 perx= %@, punti di massimo relativo.

I punti in cui f si annulla, x = 0,2 = %ﬁ sono angolosi (e di minimo assoluto).
f"(z) = sgn(z® — 32® + z) (62 — 6) = O perz = 1.

z = 1 punto di flesso a tangente obliqua.

&

L
L 4

O‘..-"” 3-/5 1 3+6 3;\/3
a _';/E 2 3 2
3
4.172. f(t) = (eM —1)e~2M
a. f(t) = e — ™2,

F(t) = =xe™ 42X = Ne (2 — ™) > 0 per

1
ey < XlogZ

Pert > 0, f ha il punto di massimo in ¢ = ilogz f (%10g2) = 1 massimo assoluto.
f(0) = 0 minimo relativo (e assoluto, perché f > 0).

b. f(0) =05 f'(0) = A. f(t) = At +o(t) pert — 0.
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c. Pert— +oo, f(t) ~ e * — 0.y = 0 asintoto orizzontale per z — +o0.
FI(t) = X2 — 4227 = )2 PN (M — 4) > O per ¢ > ilogél.

¢ = +log4 punto di flesso.

£

. ®
1 1
XlogZ Xlogtl
4173, f(1) = AL,
B a+eP
da.
f/(t) — Ptp‘l(l -+ t)p_p(l + t)p_l(l + tp) _ ptp—1<1 g t)-—p(l + tp) _ p(tp_lw]_).
(1 A t)QI’ (1 + t)p—i—l (1 N t)p_H

flt)>0pert?t >1,¢t>1

(perché p — 1 > 0). Quindi p = 1 punto di minimo relativo. f(1) = 2 = 5&;.

f(0) = 1; pert — +oo f(t) — 1. Percio:

t = 0 punto di massimo relativo (e assoluto) per ¢ > 0, massimo di f: 1;
minimo di f: 2p—1_1

b. f(0)=1;f(0)=—p; f(t) =1 — pt + o(t) pert — O.

c. Le informazioni sono gia sufficienti per un grafico qualitativo:
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4.174.  f(t) = N2tel/M

1 1
18y = N2oU/AE[ 1 4. =Xel/M[1_—)>
a. F(t) = Xe (1 t )\t2> A%e (1 At) >0

per t > § Percio tz% punto di minimo relativo e assoluto, per ¢ > 0. Minimo:

F(2) = e
Pert — 0T, f(t) — +oo;
pert — +oo, f(t) ~ \*t — +co.
Percid f non ¢ superiormente limitata per ¢ > 0, e non ha massimi assoluti (né relativi).
b. Pert— +oo, f(t) ~ N2t — +oc;
1
F&) = A% = 22 (e/N — 1) ~ N2t =N
y = A%t + ) asintoto obliquo per t — +oo.
c.  Gli elementi raccolti sono gia sufficienti a tracciare un grafico qualitativo:

4

S
A
__ 2aeljet
4175, f(t) = Zegiet
a. Poiché a > 0, €' + ae™t # 0Vt, perciod l'insieme di definizione & R.
. . 1
t—l}gloof(t) =24 t}}I—noof(t) T a

Percio la funzione ha asintoti orizzontali per ¢ — Zco0.
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b pge S e le ver ) —{d —ae)idadt+eT)

(et + ae~t)’

_e®(2a—2a)+e H(—a+a)+(2a*—1+24* 1)  2(2d* 1)
(et + ae~t)? (et + aet)?’

Percid f/(t) ha segno costante al variare di ¢: se 2a? — 1> 0, f/(t) > 0 per ogni ¢; se
2a? —1 < 0, f'(t) < 0 per ogni t; se 2a® — 1 = 0, f'(t) = 0. Ne segue (essendo a > 0):
se a > 715, f & strettamente crescente in R; se a < 71=, f & strettamente decrescente in

R; (in entrambi i casi, f & limitata ma non ha né max. né min.);
sea= 71=, f & costante, f(t) = /2.

¢.  Sipuo tracciare un grafico qualitativo: sea > ﬁ:

2a

e

_______/

B

sea<%:

8|

2a
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4.4, Teorema di De L'Hospital e formula di Taylor

4.4.A. Il Teorema di De L'Hospital

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, § 4.4.

Come mostrato nel libro di testo, il teorema di De L'Hospital, tra le altre cose,
permette di dimostrare il risultato sulla "gerarchia degli infiniti" (logaritmi,
potenze, esponenziali), che ¢ gia stato utilizzato nel calcolo dei limiti nel cap. 3. Ci
occupiamo qui degli altri utilizzi del teorema di De L'Hospital, tipicamente il
calcolo di un limite non risolubile (0 meno facilmente solubile) mediante limiti
notevoli e stime asintotiche, o perché coinvolge una somma di infiniti o
infinitesimi in cui le parti principali si cancellano, o perché il limite ¢ fatto per
tendente a un punto in cui le funzioni in gioco non soddisfano una stima asintotica
gia nota.

Come vedremo nelle sezioni successive di quato paragrafo, spesso un limite
risolubile mediante il teorema di De L'Hospital ¢ anche risolubile utilizzando gli
sviluppi di Taylor. Ritorneremo su questo fatto, commentandolo e confrontando i
due procedimenti, quando avremo discusso anche il secondo.

Esempi svolti

Calcolare i seguenti limiti utilizzando anche, quando ¢é opportuno, il teorema di
De L'Hospital.

Esempio 4.12.

2z — 3+ 3(1 +2)*®
=0 2 1/3
= z2(1+ z)

Perz — 0,

—2x—3+3(14+2)"® —20-3+3(1+2)%° B {o]

22(1 + )3 " z? 0

Notiamo che questa forma di indeterminazione non é risolubile utilizzando
soltanto le stime asintotiche che discendono dai limiti notevoli. Infatti

—3+3(1+2)"° =3/(1+2)° - 1] ~ 3[%4 =22

percio a numeratore si ha il fenomeno della cancellazione delle parti principali:
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Numeratore = —2z + (funzione asintotica a 2z),

e da questo non possiamo concludere alcuna stima asintotica sul numeratore!.

Applicando percio il teorema di De L'Hospital (lo applichiamo al limite
dell'ultimo quoziente scritto, che & pitn semplice del quoziente originale),
calcoliamo:

i (—Zx -3+3(1+ $)2/3)'

z—0 (;cz),

*

. =242+ 141427 o
= ]im = lim =
x—0 27 z—0 T

L'ultimo limite si pud ora calcolare mediante i limiti notevoli:

(1+z) -1~ ——%x, percid

~1+(1+2)™® -2 1

3
AF P e
z

’
x

quindi il limite cercato & —3.
In alternativa, avremmo potuto calcolare il limite (*) applicando una seconda
volta il teorema di De L'Hospital:

_ 1
. 3(1+m)P 1
lim 22
o0 1 3

ritrovando ovviamente lo stesso risultato.
Esempio 4.13.

; T 1
lim z (arctan:c — §cos~>

T—-400 T

111 fatto che il numeratore tenda a zero & ovvio, ma non ci basta a calcolare il limite del
quoziente. Attenzione a non cadere nell'errore di scrivere che

Numeratore ~ 0, relazione che non ha senso!

(significherebbe che g‘(‘)—m' — 1).
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r 1 arctanz — Zcosl 0
x| arctanr — —cos— ) = — [ =].
2 x L

Applichiamo De L'Hospital:
1

T—+00 el T—+00

x2

T il 2
. 7 — 5295107 . T . 1
lim &2 2" 2 _  [im ( + —sin— | = —1

1422 2 g

Si noti che dopo l'applicazione del teorema di De L'Hospital, formalmente
abbiamo ancora una forma di indeterminazione [-8] , che pero si risolve facilmente
con un passaggio puramente algebrico. Se avessimo applicato una seconda volta

De L'Hospital avremmo complicato le cose invece di semplificarle.

In alternativa, la forma di indeterminazione di questo limite avrebbe potuto

ricondursi a delle stime asintotiche note ricordando I'identita2
1 T
arctanz + arctan— = ) perz >0
T ,

. v 1 g 1 1
per cui x| arctanz — —cos— | = x| — — arctan— — —cos— | =
2 T 2 X T

s

= 593(1 = cos%) = :carctan% = fi(z) + fo(2),

dove per z — +oo (e quindi 2 — 0),

T 1 s 1
i ] e § o s o A b e
fi1(x) 23:( 2) i fo(x) x 1,

**)

e quindi la somma tende a —1, come gia calcolato. Questo secondo procedimento &
concettualmente piti elementare, ma richiede di ricordare 1'identita notevole (**);
l'applicazione di De L'Hospital, pur basandosi su un teorema piu sofisticato, &

certamente pit meccanica.

Esempio 4.14.

lim (2zsinz + cosz — ) (22 — 7)
T T cotg?z ’

2 y. libro di testo [BPS1], cap. 4, Esempio 4.3.



Par. 4.4. Teorema di De L'Hospital e formula di Taylor 331

Il limite di una forma di indeterminazione [0/0]. Possiamo fare una piccola

semplificazione con la stima asintotica, per z — 7,

(2zsinz + cosz — 7)(2z — 7))  (2zsinz + cosz — )(2z — )

~

cotg?z cos’z

(in quanto sin’?z — 1). Di quest'ultimo quoziente calcoliamo ora il limite col
Teorema di De L'Hospital:

im (2sinz + 2zcosz — sinz)(2z — ) + 2(2xsinz + cosz — )

z—1I —2sinzcosz

im (sinz + 2zcosz)(2x — ) + 2(2zsinz 4- cosz — ) [O}

PO —sin(2z) ol

Applichiamo ancora il teorema di De L'Hospital; semplificando si trova:

lim (3cosz — 2zsinz)(2z — 7) + 4(sinz + 2zcosz)  0+4

= = 2.
21 —2cos(2x) -2-(-1)

Pertanto il limite cercato vale 2.

Questo ¢ un esempio in cui I'applicazione (in questo caso ripetuta) del teorema
di De L'Hospital risolve in maniera abbastanza meccanica una forma di
indeterminazione che non sarebbe banale trattare con i limiti notevoli, dal
momento che la variabile tende a 77/2 e non a 0.

Il Teorema di De I'Hospital: precauzioni per I'uso

Prima di passare agli esercizi, facciamo qualche osservazione sui pili comuni errori
che si possono commettere nell'applicare questo teorema.

A. Il teorema si applica al quoziente e non al prodotto di due funzioni

Esempio 4.15.

c 2
11m+ z-logz.

z—0

Sappiamo gia che tale limite vale O (v. cap.3, §3.3.B, Proposizione 3.2). Se,
erroneamente, calcolassimo:
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1
lim (2?)'(logz)’ = lim 2z - = =2,
x—>0+< ) ( & ) z—0F x
troveremmo un risultato falso.
Ricordiamo che il procedimento corretto € il seguente: anzitutto si riscrive
logz
z*logx = lg )

z2

per avere un quoziente che porta a una forma di indeterminazione [0o0/oc]. Quindi
si puo applicare il teorema:

/
(logxP = 1/$3 = -—lx2 — 0,
G w0

risultato corretto.

B. Il teorema si applica solo a forme di indeterminazione

Esempio 4.16.

1
i 08 +2)
-0 14z

Il limite vale 0, ovviamente: non ¢'é¢ nessuna forma di indeterminazione. Se non ci
accorgessimo di questo fatto e, meccanicamente, applicassimo il teorema,
troveremmo:

i (0BA+2)) L1/ +3)

L,
z—0 (]_ -+ ;L-)I z—0 1

risultato falso.

C. Se illimite di f'/4 non esiste,
nulla si pud dedurre sul limite di f/g.

Esempio 4.17.
im zsin(1/x) .
=~0* log(1 + /)

Calcoliamo prima il limite con gli strumenti visti nel cap. 3.
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Denominatore ~ +/; percio:

f(z) ~ \/Esin% —0

(perché ¢ il prodotto di una funzione infinitesima per una limitata). Se provassimo
a calcolare il limite col Teorema di De I'Hospital troveremmo:

(1 L)Y sinl — Lcosl .1 2 1
(:z:sm( /iL’)) _ z z L ~ 24/ sin— — —=cos—.

(log1+ /7)) 37 T T ooz

I1 primo addendo tende a zero perché prodotto di una funzione infinitesima per una
limitata, il secondo addendo non ammette limite (né finito né infinito); pertanto il
limite del quoziente delle derivate non esiste. Se concludessimo che anche il limite
di partenza non esiste, affermeremmo una falsita: abbiamo visto che il limite ¢
zero. Il punto delicato ¢ che il Teorema di De I'Hospital da una condizione
sufficiente ma non necessaria per l'esistenza del limite del quoziente di due
funzioni.

D. Il teorema fornisce il limite ma non la parte principale di f/g.

Esempio 4.18. Determinare la parte principale di
2

x
sinz
Ovviamente, &
2
.~
sinz

Si osservi il seguente procedimento:

(z2)’ 2z
(sinz)’ ~ cosz

~ 2z, quindi h(z)~ 2z falso!!

Evidentemente la conclusione & falsa. Cido che & scorretto non & applicare il
Teorema di De I'Hospital, ma voler dedurre da esso non solo il limite ma anche la
parte principale del quoziente. In altre parole:
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f@)_ . f@
ABg(@) 7 gla)

il fatto che sia

. "tz &
non implica che sia anche f,( ) ~ M
gz  gz)
Osservazione 4.3. Si possono dimostrare i limiti notevoli col teorema di De
L'Hospital? Il Teorema di De I'Hospital & uno strumento potente, che puod indurre
a ritenere superflua la fatica fatta in precedenza per stabilire, con metodi pil
elementari, i limiti notevoli che conosciamo. Ad esempio, perché dimostrare,
usando disuguaglianze trigonometriche (v. libro di testo [BPS1], cap. 3, § 3.2), che
. sinx
lim — =1, (1)

z—0 X
quando basta applicare il Teorema di De 'Hospital:

(sinz)’  cosz

= 17?
@ 1

Osservando le cose criticamente si vede che, per giustificare i passaggi qui sopra,
occorre:

1. Sapere gia che sint — 0 per x — 0 (altrimenti non c¢'¢ forma di
indeterminazione e non si puo applicare il teorema) e che cosz — 1 per z — 0
(altrimenti non si puo concludere che il limite cercato & 1). Quindi: bisogna gia
sapere che le funzioni sinz e cosz sono continue (almeno nell'origine).

2. Sapere che (sinz)’ = cosz.

Ricordiamoci ora di come si fa a dimostrare che (sinz)’ = cosz:

sin(z + h) —sinz  sinzcosh + coszsinh — sinz
h B h

. cosh — 1 sinh
= sinz - B + cosz - 7 — cosz, perh — O

— —1p?
perché (COS}; 1>N = =_lh_>0
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e (g}r;_h) — 1.

Dunque per calcolare la derivata di sinz occorre conoscere gia il limite notevole
(1): non ¢ possibile quindi usare il teorema di De I'Hospital per dimostrarlo. La
morale ¢ che nell'itinerario logico che si segue in matematica ci sono certi fatti
elementari che vanno dimostrati con metodi elementari; su questi fatti si fondano
risultati piu potenti, che perd non consentono di "dimenticare" le tecniche piu
elementari: altrimenti si creano dei circoli viziosi nella logica del discorso.

Esercizi

Calcolare i seguenti limiti utilizzando anche, quando é opportuno, il teorema di
De L'Hospital.

— or—1
4.176.% i -1 1087 — €
e=l (x—1)
4.177.% ljm 2222 = STO%
z—0  zsin’z
4.178.% lim zsinz + ?cosx -2
20 z2sin’z
3\ o
4179 % fim log(1+z —l— z?) — sinz
z—0 xrsmax
x — P
4.180.% lim & — L+ 108(1 — 2)
@0 x?sin(3z)
: 3. .2 _
4.181.% lim Snr2)e” + 27 + 2 - 3)
o1 log?z
2 _
4.182.% lim ( log’(1+ o —m) ) .
g—m zsinzcos

Altri esercizi sul teorema di De L'Hospital sono riportati pill avanti in questo
paragrafo (§4.4.E), come esercizi da affrontare usando il teorema di De L'Hospital
o gli sviluppi di Taylor-MacLaurin.
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4.4.B. Richiami sul simbolo di "o piccolo”

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, §7.3-7.4.

Vogliamo ora introdurre l'argomento degli sviluppi di Taylor-MacLaurin.
Preliminarmente, & utile prendere pratica con l'uso del simbolo di "o piccolo".
Come abbiamo fatto nel cap.3 per il simbolo di "asintotico", richiamiamo qui
alcuni fatti che riguardano il simbolo di "o piccolo" e le sue proprieta, che saranno
importanti per il corretto utilizzo di questo simbolo nel calcolo dei limiti mediante
sviluppi di Taylor-MacLaurin (di cui ci occuperemo subito dopo).

Definizione. Si dice che, per x — zy (¢ € R*),
f(=) = o(g(x))
(che si legge "f(z) & o piccolo di g(x)") se

lim E) =1, @)
2 g()
Equivalentemente si pud dire che il simbolo o(g(z)) (per x — o) denota una
qualunque funzione tale che

o_(g_(_ai)l — 0 (per x — o). 3)

g9(z)

In particolare, si noti che il simbolo o(1) (per z — zg) denota una qualunque
Junzione che tende a zero (per x — x¢). La (3) si puo riscrivere equivalentemente
nella forma

o(g(z)) = g(z) - o(1), Q)

che & particolarmente utile per dimostrare le proprieta del simbolo di "o piccolo”,
come vedremo.

Esempi 4.19
a. 2 =o(z) per z — 0;
b. sin(z) = o(z?) per z — O;

& sin(z®) = o(z) per z — 0;
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d. . =0 ] er T — +00;

' 1+22 °\zg)P ’
1

e — =o(l) per z — +oo.
B

Dimostrazione. Verifichiamo la definizione (2), ad esempio per (d):

1

1422 z 1
— ~ — — 0 perz — +o0.
% 1+22 2 P

Si lasciano al lettore gli altri esempi.

Intuitivamente, dire che f € o piccolo di g significa affermare che f &
"infinitamente piu piccola" di g, per x — zo: ad es. in a abbiamo due funzioni
infinitesime per z — 0 (z e x?); tuttavia, per z — 0, z? ¢ infinitamente pill piccola
di z, nel senso che z?/x — 0.

Osservazione 4.4. Il simbolo o(f) indica una classe di funzioni. Gli esempi a e
c illustrano il fatto che il simbolo o(z) denota una classe di funzioni, e non una
funzione ben determinata: difatti, due diverse funzioni sono indicate come o(z).
Gli esempi b e ¢ mostrano anche che una stessa funzione, in questo caso sin(z3),
puo essere "o piccolo” di quantita diverse. Queste due osservazioni fanno capire
che il segno di uguale scritto negli esempi precedenti va preso con una certa
cautela: a rigore, infatti, non pud esserci uguaglianza tra una funzione
(nell'esempio a: z?) e una classe di funzioni (nell'esempio a: o(z)). L'uguaglianza
va letta solo da sinistra a destra: "la funzione z2 & o piccolo di z", mentre "o
piccolo di z" non ¢ necessariamente uguale a z2, Altrimenti da a e ¢ seguirebbe
sin(z?®) = 2, il che ¢& falso!

La relazione tra la nozione di o piccolo e la nozione di asintotico & espressa
dalla prossima:

Proposizione 4.1. Siano f, g due funzioni definite in un intorno di xy (xy € R*).
Allora, per x — x,

f(z) ~ g(z) & f(z) = g(x) + o(g(z)).

Dimostrazione. E' una semplice applicazione delle definizioni.
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Dimostriamo = .
La tesi ¢ f(z)=g(z)+o(g(z)), ossia f(z)— g(z)=o(g(z)), ossia
(f(z) —g(z))/9(x) — 0. Ma

(f(z) — g(z))/g(z) = L2

9(z) —i=0

perché per ipotesi f(z) ~ g(x), ossia f(z)/g(z) — 1.
Dimostriamo <« .
Poiché per ipotesi f(z) = g(z) + o(g(x)),
f(z) _glz)+olg(z) _,  olglz))
@ @ e O h

per definizione di "o piccolo". Dunque f(z)/g(z) — 1, ovvero f(z) ~ g(z). O

La proposizione precedente permette di riformulare i limiti notevoli che
conosciamo mediante la nozione di "o piccolo™:

Esempi 4.20. Perz — O:

1. sinz ~z ossia sinz = z + o(x)

2. arcsinz ~ z ossia arcsinz = z + o(x)

3. tanz ~ ossia tanz = z + o(x)

4. arctanxy ~ x ossia arctanz = z + o(x)
1,2

5. (1—cosz) ~ 5z ossia (1 —cosz) = 1z + o(z?)

6. (Vi+z—1)~1iz ossia.  (v1+z—1)=1Lz+o(x)

7. log(l+z)~z ossia log(l+z) =z + o(z)
8. ef—1n~u ossia € —1=z+o(z)
9. 1+z)*—-1~ax ossia  (14+z)*~1=az+o(z)

(per ogni o € R, a # 0)

10. Shz ~ z ossia Shz =z + o(x)



Par. 4.4. Teorema di De L'Hospital e formula di Taylor 339

11. Chz — 1 ~ 142 ossia. Chz — 1= 12? + o(a?)

12. The ~ z ossia Thz =z + o(x).

Osservazione 4.5. Confronto tra l'uso di sviluppi e l'uso di relazioni
asintotiche. Le relazioni appena scritte mettono in luce uno dei vantaggi
dell'esprimere i limiti notevoli mediante "o piccolo" invece che mediante
"asintotico": l'uso di "o piccolo" permette di scrivere uguaglianze, e
un'uguaglianza ¢ molto pit versatile di una relazione asintotica. Ad esempio, la
relazione

1
1 —cosz = §x2 + o(x?)
si puo riscrivere equivalentemente come:
1
cosz =1~ 51:2 + o(z?) )

(che ¢ lo sviluppo al 2° ordine della funzione cosz). Al contrario, si ricordi che,
come gia osservato discutendo le proprieta del simbolo di asintotico’, la relazione

1 —cosz ~ le (6)
2
N Lo
non € equivalente a cosx ~ 1 — 5:1: . @)

(Si invita a rileggere ora l'osservazione citata). La conclusione é:

in una relazione asintotica non si puo spostare un termine da una parte all'altra
del simbolo di ~ (cambiandolo di segno) come si puo fare invece in una
uguaglianza contenente un termine "o piccolo”.

Prima di proseguire nelle applicazioni del concetto di "o piccolo” al calcolo
dei limiti, occorre impratichirsi con le proprieta formali con cui si manipola il
simbolo o( - ).

Proposizione 4.2. Se f, g, h sono tre funzioni e ¢ una costante non nulla, valgono
le seguenti uguaglianze (lasciando sottointeso "per x — xy" in tutte le relazioni):

3 v. cap. 3, § 3.3, Osservazione 3.2.
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~o(f) = o(f);

o(f)Eo(f) = o(f);

c-o(f) =o(f) = o(cf);

f-o(g) =o(fg);

o(f)* = o(f");

o(f +o(f)) = o(f);

o(o(h)) = o(h);

se f = o(g) e g=o(h) allora f = o(h);
se f ~ gallorao(f) = o(g);

se f = o(g) allora o f) + o(g) = o(g).

~ o0 NS A0 =R

Questo elenco di proprietd & ridondante: in realtd alcune di esse sono
equivalenti ad altre o loro immediate conseguenze, ma si sono scritte di proposito
nelle varie forme in cui si possono presentare negli esempi.

Osservazione 4.6. Le uguaglianze da a a g si possono intendere come identita tra
classi di funzioni, ad esempio la d significa che ogni funzione del tipo f - o(g) ¢
anche del tipo o(fg), e viceversa. In altre parole, sono uguaglianze che possono
essere sfruttate in entrambi i sensi. (Si confronti con 1'Osservazione 4.4).

Esercizi

4.183. Dimostrare tutti i punti della Proposizione 4.2. Un possibile
procedimento (forse non il piu breve, ma che ha il pregio di permettere di
dimostrare tutte le proprieta allo stesso modo) consiste nell'usare sistematicamente
l'identitd o(f) = f - o(1), tener presente che o(1) denota una qualsiasi funzione
che tende a zero, e applicare i teoremi sul limite della somma, del prodotto, ecc.
Mostriamo ad esempio che

o(f +o(f)) = o(f).
Infatti:  o(f +o(f)) = (f +0o(f)) -o(1) = (f + f - 0(1)) - 0o(1) =

=f-(1+o0(1))o(1) = f-o(l) = o(f)

Nella penultima uguaglianza si ¢ usato il fatto che (1 + o(1))o(1) = o(1), che
segue dai teoremi sul limite della somma e del prodotto. Lo studente ¢ invitato a
dimostrare tutti gli altri punti.
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Dire se sono vere o false le seguenti relazioni, per x — 0.

4.184. 2z + 2% = o(x)
4.185. 2z° = o(z)
4.186. 2z + 2? = o(/x)
4.187. zo(z) = o(z?)
4.188. 22 + 3z* + o(z*) = o(z®)
4.189. 22+ 3z* + o(z*) = 2% + o(2?)
4.190. 2%+ 3z + o(z?) = 2% + o(z?)
4.191. o(z?) —o(2?) =0
4.192. o(z?) + o(z?®) = o(z?)
. 4.193. (z+o(z))* = o(2)
4.194. V7 = o(219)
4.195. - = o(x)

logz

Dire se sono vere o false le seguenti relazioni, per x — -00.
4.196. sinz = o(z)
4.197. - =o(%)
4.198. e* =o(zs)
4.199. log’z = o(x)
4.200. 1= o(x)
4.201. sinz = o(1)
4.202. e =o0(1)
4203. 5 +o(%)
4.204. :co(l) = 0( )
4205. 2 - L 4 o(%) =0(%)
4206. 2 — L +o(%) 0

Semplificare le seguenti espressioni, riscrivendole in forma piu semplice, ma
senza perdere informazioni. Ad esempio, per x — 0, semplificare

z+ xo(:cz) + 3% + o(w4) — 4x°
significa scrivere che quest'espressione ¢ uguale a: z + 3z? + o(z3).

Per x — O,

4207. (z+o(z))? =

4.208. z + 3z% + 223 + o(a?) =
4.209. z(2z + o(x)) =
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4.210. z+ 222 + o(x? + 323) =
4.211. 2z +o(l) =

4.212. 143z +o(z) +o(z?) =
4213. (z—22% +o(z?))’ =

4.4.C. Scrittura di sviluppi di Taylor-MacLaurin immediati
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, § 7.1, 7.2, 7.3.

Sviluppi di MacLaurin di funzioni elementari

I prossimi esercizi richiedono semplicemente lo studio delle formule degli sviluppi
notevoli delle funzioni elementari, percid non si riportano esempi svolti. Se non si
ricordano a memoria gli sviluppi, per esercizio li si ricavino dalla definizione. E'
bene comunque memorizzare almeno gli sviluppi delle seguenti funzioni
elementari:

e”, sinz, cosz, log(1 + z), (1 + z)%, Shz, Chz.

Osservazione 4.7. Sviluppo di una potenza a esponente reale. Tra gli sviluppi di
MacLaurin delle funzioni elementari, merita un'attenzione particolare lo sviluppo
della funzione:

n

(1+2)* = Z(Z)xk +o(z™)

k=0

dove

(Z):a(a—l)(a~i)!...(a~k+1) (%)

¢ il coefficiente binomiale generalizzato. Si noti che o pud essere un numero non
intero, mentre k ¢ sempre un intero positivo. Se k = 0 si pone

(5)-1

Per ricordare la (*) si noti che a numeratore ¢'¢ il prodotto di k& numeri
(solitamente non interi!) a partire da « e sottraendo 1 ad ogni passo. Il calcolo dei
coefficienti binomiali generalizzati richiede un po' d'attenzione, percio presentiamo
un esempio dettagliato:
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Esempio 4.21. Calcoliamo lo sviluppo al 4° ordine della funzione /1 + z. Si ha:

Vito= (é)-}—(%)x+<é)xz—}-(é)f—%(i)m‘lﬁ-o(x‘l) =

3G 5 3G -D6E-2)

—1+—2-:c+ 5 " -+ 3 7
(L _ L _ L e
AGNEDC9

_ 1 1 2 1 3 5 4 4
=1+32-5% T16° ~1s® o)

Esercizi su sviluppi di MacLaurin di funzioni elementari (1)

4.214. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine di e”.

4.215. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine di log(1 + ).

4.216. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 5° ordine di Shz.

4.217. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 6° ordine di cosz.

4.218. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 7° ordine di cosz.

4.219. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di \3/1—#—33

4.220. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 5° ordine di (1 + z)™".

4.221. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di tanz.

4.222. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di arcsinz.
Osservazione 4.8. Sviluppi di MacLaurin di funzioni pari o dispari. Se una
funzione ¢ pari (o dispari), nel suo sviluppo di MacLaurin compaiono solo le
potenze pari (rispettivamente, dispari). Questo ha una conseguenza importante

sulla forma del resto secondo Peano di queste funzioni, che esemplifichiamo nel
caso delle funzioni trigonometriche.
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Lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di sinz ¢:

23
sing = & — 3 + o(z?). *

In realta, sappiamo che il primo termine significativo dello sviluppo che compare
3 5 N s 55 K

dopo —Z & &, che non solo & o(z*), ma addirittura o(z*). Perciod & corretto anche

scrivere:

73
sing = — o P o(m4). **)

Anzi, questa seconda uguaglianza contiene piu informazioni della prima. Sono
entrambe corrette, il che puo confondere le idee (come mai ci sono due modi
diversi di scrivere il resto, non equivalenti, eppure sono entrambi giusti?). Il modo
corretto di pensare &: la formula (¥) rappresenta lo sviluppo di sinz al 3° ordine; la
(**) & lo sviluppo di sinz al 4° ordine: non compare un termine in z* perché la
derivata quarta di sinz nell'origine & nulla, ma il fatto che il resto sia o(2*) ci dice
appunto che stiamo dando lo sviluppo al 4° ordine 4.

Nei prossimi esercizi si chiede di scrivere sviluppi di funzioni composte (molto
semplici). Si riporta un solo esempio svolto per illustrare il procedimento
richiesto. Esempi piut complessi si tratteranno nel § 4.4.F.

Esempio 4.22. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine di e,
. 1
Poiché e=1+t+ itz +o(t2),
sostituendo t = —z2 si ha:
—z2 2 1 4 4
e =1—-x +§x +o(a:).

In altre parole, si chiede qui di calcolare lo sviluppo della funzione composta a
partire dalla formula nota della funzione elementare (in questo caso, ef) e non,
invece, calcolando le derivate nell'origine dalla prima alla quarta per la funzione

2 . " 5 . . . e . . .
e™® (sinoti che il primo procedimento ¢ molto pill veloce). Infine, si noti che se si

4 Volendo fare un'analogia numerica: supponiamo che la lunghezza esatta di un oggetto
sia 3.201m; se voglio darne un'approssimazione al decimetro, dird che & 3.240, 1m; se
voglio darne un'approssimazione (pil precisa) al centimetro, dird che & 3.24-0.01m. Anche
se la misura non ¢ cambiata (3.2m), & cambiato il grado di precisione che attribuiamo a tale
misura, quindi & cambiata l'informazione.
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richiede di sviluppare al 4° ordine e~%", & il risultato finale che dev'essere uno
sviluppo al 4° ordine, e non necessariamente lo sviluppo da cui si parte (in questo
caso, sviluppo al 2° ordine di ).

Esercizi su sviluppi di MacLaurin di funzioni elementari (2)

4.223. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 6° ordine di sin(z?).

4.224. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di log(1 — z).

1

4.225. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 6° ordine di 7.

4.226. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di e?*,

4.227. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine di /1 — .

Sviluppi di Taylor

Vediamo ora degli esempi in cui si tratta di scrivere lo sviluppo di Taylor, con
resto secondo Peano, di una funzione assegnata in un punto assegnato (diverso
dall'origine), applicando la definizione, cioé calcolando le derivate successive e
utilizzando la formula di Taylor.

Esempio 4.13. Scrivere esplicitamente lo sviluppo di Taylor al second'ordine, con
resto secondo Peano, per la funzione

‘ 0y
f(z) = €™, centrato nel punto zy = —.

[ep}

f(z) = €™, inzy = Z. Calcoliamo:

(3)-va

f'(z) = e™cos; f'(z) = '

6
" sinz 2 . uf T e
fl(z)=e (cos x — sinz); f (—) =

(=]
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Quindi, in base alla formula di Taylor al 2° ordine con resto secondo Peano:

sl Ve 3555+ 5= 5) wo((e-5)')

Esercizi su sviluppi di Taylor

Scrivere esplicitamente lo sviluppo di Taylor al second'ordine, con resto secondo
Peano, per la funzione

4228 % f(z) = ﬁ nel punto zg = 1.

4.229. f(z) = log(1 + 2?) nel punto zy = 2.
4.230. f(z) = e®** nel punto z, = 1.
4.231. f(z) = arctan(z?) nel punto zo = 1.
4232k  f(z) = log(cosz), nel punto zy = .

4.233.%  f(z) = z® nel punto zo = 1/e.

4.4.D. Calcolo di limiti e parti principali mediante sviluppi di
MacLaurin e applicazioni

Entriamo ora nel vivo del discorso sugli sviluppi. In questa sezione illustreremo
l'utilizzo degli sviluppi di MacLaurin per il calcolo dei limiti e confronteremo
talvolta questo procedimento con altri gia visti. In tutto cid che diremo, si tenga
ben presente quanto osservato nelle sezioni precedenti riguardo alle proprieta di "o
piccolo", che qui utilizzeremo senza ricordarle esplicitamente ogni volta.

Data 'utilita degli sviluppi nel calcolo dei limiti, il problema di come scrivere
lo sviluppo di una funzione non elementare (cioé una funzione composta), con un
procedimento il meno laborioso possibile, & esso stesso un problema interessante.
Vari esempi e osservazioni saranno quindi dedicati a questo.
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Esempi svolti
Esempio 4.23.

. ze™® —siny + 228
lim 5 .
2=0 ( + 222)*log? (1 + £)

Il limite da una forma di indeterminazione [0/0] non risolubile con la semplice
applicazione dei limiti notevoli. Potremmo affrontare l'esercizio con il teorema di
De L'Hospital, ma qui ci interessa imparare una tecnica diversa, quella degli
sviluppi.

Determiniamo la parte principale dell'infinitesimo a numeratore e
denominatore. Osserviamo il numeratore:

.2 . 5
re ¥ —sinz + -6~$3.

L'obiettivo ¢ sviluppare la funzione quanto basta per trovare il primo termine
non nullo dello sviluppo, cio¢ la parte principale.

La conoscenza degli sviluppi delle funzioni elementari e® e sinz mostra che lo
sviluppo al prim'ordine si annulla: infatti

—p2 .
ze ¥ ~ z mentre —sinz ~ —z.

Percio ze ™ =z + o(z), —sinz = —z + o(z), quindi

Num. =z + o(z) — z + o(z) + §x3 = o(z),
uguaglianza che non ha niente di sbagliato ma contiene troppa poca informazione
per permetterci di calcolare il limite.

La prima idea puo essere quindi quella di sviluppare la funzione almeno al 3°
ordine (la funzione ¢ dispari, quindi il suo sviluppo conterra solo potenze dispari).
A sua volta, per le proprieta del simbolo di "o piccolo", 1o sviluppo al 3° ordine di
ze™® si ottiene moltiplicando z per lo sviluppo al 2° ordine di e~, che a sua
volta si ottiene calcolando per ¢t = —z? lo sviluppo al 1° ordine di e, ossia:

et =1+t+o(t);

e =1-2%+ o(:cg);
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ze™™ =z(1— 2"+ 0(2%) =z — 2° + o(z?).
(Si osservi l'uso che abbiamo fatto delle proprieta di "o piccolo™). Sfruttando anche
lo sviluppo al 3° ordine di sinz abbiamo:

.2 . 5
ze * —sm:v+-ém3=

— (¢ - " +o(a%)) - (a: -z +o(w3)> 4200 = o(a).

Osserviamo che si cancellano anche i termini di 3° ordine. Quindi non abbiamo
ancora ottenuto la parte principale del numeratore. Dovremo svilupparlo al 5°
ordine. Questo richiedera di prendere un termine significativo in piu nello sviluppo
sia dell'esponenziale che di sinz, cioé scrivere:

z2

_ . 5 3
xe —smx+6x =

g 3 P 5
:x(l—x2+—2—+o(x4)> — (x—€+5—!+o(m5)> -!—-63;3:

z° °
:x—x?’—i-?—l—o(aﬁ)—x—l—:v?’—g—}-o(acs):

11 59
N 5y o 25
-7 (2 120)+°($) 1207

Veniamo ora al denominatore. Qui non c¢i sono fenomeni di cancellazione della
parte principale, percid non occorre scrivere sviluppi di MacLaurin per
determinare la parte principale: possiamo dare semplicemente una stima asintotica
di ognuno dei due fattori:

3
(:c + 2952)2 ~z?%  log? (1 + g) ~ (g) ; quindi:
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(93+2:v2)210g3 (1 + g) ~ xz(ff _z

2 8
22 59
e in definitiva: flz) ~ 1225 =I5’ che ¢ il limite cercato.
g
Esempio 4.24. Calcoliamo:
1+ logz — e*!

im
a=1 (g —1)°

Proponiamoci di risolvere la forma di indeterminazione [0/0] utilizzando gli
sviluppi di MacLaurin. Per prima cosa ¢ utile eseguire il cambio di variabile
x = 1+ h, che riporta il limite a un limite nell'origine:

1+ logx — e} . 1+1log(l1+h)~—eh
5 = lim 3 ;
z—1 (1» — 1) h—0 h

Ora sviluppiamo come funzione di A il quoziente. La conoscenza degli sviluppi al
prim'oridne di esponenziale e logartitmo ci dice subito che lo sviluppo al
primo'ordine del numeratore non ¢ significativo (fenomeno della cancellazione
delle parti principali); quindi, sviluppiamo al second'ordine:

1+ log(l1+h) — et
h? N

L+ (h—h*/240(h?) — (1 +h+h%/2+0(h?))  —h®+o(h?)
h2 h h?

— —1.

Osservazione 4.9. Confronto tra sviluppi di MacLaurin e applicazione del
teorema di De 1'Hospital. Per risolvere l'ultimo esercizio & stato necessario uno
sviluppo al secondo ordine del numeratore. Nel §4.1 abbiamo risolto questo
esercizio (v. Es. 4.176) mediante il Teorema di De 'Hospital, ed & stato necessario
applicarlo due volte consecutive. Questo fatto non ¢ casuale: in generale,

calcolare il limite di un quoziente f/g (che da luogo ad una forma di
indeterminazione [0/0] o [oo/c0]) sviluppando fino all'ordine n numeratore e
denominatore, equivale a calcolare il limite applicando n volte il Teorema di De
I"'Hospital (ovvero calcolando n derivate di numeratore e denominatore).
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Concettualmente quindi i due strumenti sono equivalenti. A seconda dei casi puo
risultare pit comodo lo sviluppo o il Teorema di De I'Hospital. Il vantaggio del
primo si ha quando le funzioni elementari coinvolte hanno sviluppi a noi gia noti,
per cui in realta non "calcoliamo" niente, ma sostituiamo opportune espressioni ad
altre; il vantaggio del secondo si ha invece nei casi in cui qualche sviluppo sarebbe
scomodo da calcolare (se non ricorrendo direttamente alla definizione, ossia
_calcolando derivate), e/o quando il punto z; a cui la variabile tende non ¢ 0.

Esempio 4.25. Stabilire ordine di infinitesimo e parte principale, per x — 0, della
funzione:

f(z) = (2 + cos3z — 3Chz)* - log(1 + 2°).

La richiesta di determinare la parte principale significa: sviluppare la funzione
fino al primo termine significativo (cioé¢ non nullo). Il punto d'arrivo & quindi
semplicemente una stima asintotica; per arrivarci, perd, pud darsi che non basti
partire da stime asintotiche, ma sia necessario anche qualche sviluppo.
Consideriamo il termine:

(2 + cos3z — 3Chz).

Per ottenerne la parte principale occorre svilupparlo al 2° ordine:

(2 + cos3z — 3Chz) =
1o \2 2 1 o 2
=2+ 1~——2—(333) +o(z*) ) —3 1+§w +o(z®) | =
= —62? + o(z?) ~ —62°.
Inoltre log(1 + %) ~ 2°.

Dunque f(@) ~ (—62%)" - 2% = 6%,

Pertanto l'ordine di infinitesimo & 11, la parte principale & 129611,

Osservazione 4.10. Sviluppare i vari termini in modo coerente. Si faccia
attenzione, nell'esempio precedente, a questi fatti: per determinare la parte
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principale di
(2 + cos3z — 3Chz)* - log(1 + z°),

a) nel termine (2 + cos3z — 3Chx) abbiamo sviluppato cos3z al 2° ordine, e
coerentemente anche Chx al 2° ordine; questo ci ha fornito una stima asintotica di
(2 + cos3z — 3Chz), e quindi di (2 + cos3z — 3Chz)*;

b) nel termine log(1 + z3) abbiamo fatto una stima asintotica, che in questo
caso & uno sviluppo al 3° ordine di log(1 + z3) (basato sullo sviluppo al 1° ordine
di log(1 + t)).

Sinoti il contrasto:

* Quando sviluppiamo wuna somma, ogni termine va sviluppato allo stesso
ordine, se vogliamo ottenere uno sviluppo coerente;

* Quando stimiamo un prodotto, invece, non c'¢ nessuna relazione a priori tra i
gradi a cui occorre sviluppare i diversi fattori: il criterio € che di ogni fattore
dobbiamo determinare la parte principale, cioé il primo termine non nullo dello
sviluppo.

Esempio 4.26.
a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine della funzione:

f(z) = Sh(2z) — 2¢°.

b. In base al solo sviluppo determinato al punto a (e non ad altri calcoli
effettuati sulla funzione), dire se la funzione presenta in z = 0 un punto di minimo
relativo, di massimo relativo, di flesso, o nessuna di queste cose. Giustificare la
risposta.

a. Diversamente dagli esempi precedenti, qui non ci viene chiesto di sviluppare
una funzione fino al primo termine non nullo, ma fino ad un termine prefissato (in
questo caso, il 3°). Scriviamo dunque:

flz) = (2x+%+o(x3)> —2(1—{—:1:—}—%——}—%_;_0(3;3)) =

=-2—-z+2°+ o(x3).
b. In base allo sviluppo, z = 0 & punto di massimo relativo. Infatti,
f@) = f(0)~ —2" <0

in un intorno di x = 0. Si osservi il ragionamento con cui & stata ottenuta la
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conclusione. Si noti anche che per svolgere il punto 5 non era necessaria tutta
l'informazione ricavata al punto a: sarebbe bastato uno sviluppo al 2° ordine.

Esempio 4.27. Sia

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di f fino al primo termine non nullo.
b. Utilizzando questo risultato, calcolare

fim )

z—0 :B4

a. La funzione sinz ¢ dispari, % ¢ pari, come pure ¢ pari cos(%) , quindi
lo sviluppo di f conterra solo potenze pari. I termini di ordine zero si cancellano
(*2% — 1per z — 0, e cos(0) = 1), quindi dobbiamo sviluppare all'ordine 2,
oppure 4, oppure 6...

Il modo naturale di procedere ¢€: provare a sviluppare all'ordine 2; se non si
trova un termine significativo si sviluppa all'ordine 4; e cosi via.

Sviluppare #7% all'ordine 2 vuol dire sviluppare sinz all'ordine 3:

z—Z +o(z?) 1 ’
f(x) = 6 z —-11- —2' (%) + O(I2) =

2 2

=1-Z +0(e?) —1+ % +0(a) = o(a?)

e non abbiamo trovato la parte principale. Sviluppiamo allora al 4° ordine (quindi
cosz al 4° ordine e sinz al 5° ordine, in modo che anche £ sia sviluppato al 4°

! R
ordine):
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_ z2 ozt i z? :c_4 4)_
—1—€+§+0(3:)—(1——6——%9.4!4—0(:0) =

1 1 /1 1 2z
==(g-g7m) +o@) = (5 -5) ol = 5 ol

2NN (O
270 z—0 x4 270
Si osservi che per calcolare il limite al punto b non siamo ripartiti dalla forma
analitica della funzione f, ma solo dalla sua stima asintotica calcolata al punto a.

b. Percio f(x)

Osservazione 4.11. (Catene di uguaglianze con "perdita di informazione).
Consideriamo la seguente catena di uguaglianze:

1 1, # g
\/1+x—1+§x—8:c +32+0(:c)—

_ 1 1, o 1

=1+ 57 g% +o(z*) =1+ 23c+o(9c).
La prima uguaglianza ¢ lo sviluppo al terz'ordine di f(z) = +/1+ z; le altre
uguaglianze sono semplificazioni successive di questo sviluppo: ad esempio, nella
seconda si pone

L 3 2

— tolz°) =o(x").

= +o(%) = o(a?)

Questo ¢ certamente lecito, ma d'altra parte porta ad una perdita di informazione:
se immaginiamo di sapere solo che

1 1
\/1+x:1+5w—§x2+0(x2),

non c¢'¢ modo di "ricostruire" l'informazione ulteriore che il termine o(z?) in realta
¢ del tipo g”—; + o(z®). Questo fatto & legato all'osservazione, gia fatta, che ogni
sviluppo ¢ un'uguaglianza che va letta solo "da sinistra a destra". Nel calcolo dei
limiti capita spesso che per determinare la parte principale di un infinitesimo che,
ad esempio, ¢ somma di pit addendi, occorra sviluppare i singoli addendi ed
eseguire le dovute semplificazioni fino a mettere in evidenza la parte principale
dell'infinitesimo. Nel far cio, se si sviluppa qualcuno degli addendi a un ordine
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troppo basso, pud capitare di perdere informazioni fino a non saper piu
determinare la parte principale. In questo caso occorre ritornare sui propri passi
sviluppando ulteriormente le funzioni.

Si consideri la seguente analogia. Il numero e ¢& irrazionale, dunque ¢
rappresentato da un allineamento decimale illimitato (ma non periodico). Per
approssimare e mediante un numero razionale, possiamo scrivere le prime cifre
decimali, ad esempio:

e =2, 7182...,
che significa che e & uguale a 2, 7182 piu una quantita inferiore a 1,/10.000.

Si noti I'analogia tra sviluppo di una funzione all'ordine n e approssimazione di
un numero irrazionale con le prime n cifre decimali:

funzione (non polinomiale) < numero irrazionale
polinomio approssimante < numero razionale formato

di grado n con le prime 7 cifre decimali
termine o(z™) « errore inferiore a 1/10™

Se non ci occorrono 4 cifre decimali, possiamo scrivere ad esempio
e=2,718...
che significa che e ¢ uguale a 2, 718 pil una quantita inferiore a 1/1.000. Ora &

chiaro che da questa sola informazione non possiamo piu ricostruire che la quarta
cifra decimale ¢ 2: nella catena di uguaglianze

e=2,7182... =2,718...

abbiamo progressivamente perso informazioni. Anche queste sono dunque
uguaglianze che vanno lette solo da sinistra a destra.
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Esercizi
4.234.% Sia
f(z) = log(1 + 22?) + 4(cosz — 1).

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di f fino al primo termine non nullo.
b. Utilizzando questo risultato, calcolare

m Yt f@) -1

z—0 CE4

4.235.% Sia
_log(l+z) 1

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di f fino al primo termine non nullo.
b. Utilizzando questo risultato, calcolare
VI ()|

lim ———~—,
z—0F z

4.236.%
a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 2° ordine della funzione:

f@)=1+z— Ch(\/@).

b. In base al solo sviluppo determinato al punto a (e non ad altri calcoli
effettuati sulla funzione), dire se la funzione presenta in z = 0 un punto di minimo
relativo, di massimo relativo, di flesso, o nessuna di queste cose. Giustificare la
risposta.

4.237.%
a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine della funzione:

f(z) = log(1 — 2?) — 2cosz.

b. In base al solo sviluppo determinato al punto @ (e non ad altri calcoli
effettuati sulla funzione), dire se la funzione presenta in z = 0 un punto di minimo
relativo, di massimo relativo, di flesso, o nessuna di queste cose. Giustificare la
risposta.
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4.238. Sia
flz)=e"(z+1).

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine per f.
b. Utilizzando esclusivamente lo sviluppo trovato al punto a, dire se il punto
z = 0 ¢ eventualmente un punto di massimo o di minimo o di flesso.

4.239.%
a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine della funzione:

flz) =e" — e —sinz.

b. In base al solo sviluppo determinato al punto a (e non ad altri calcoli
effettuati sulla funzione), dire se la funzione presenta in £ = 0 un punto di minimo
relativo, di massimo relativo, di flesso, o nessuna di queste cose. Giustificare la
risposta.

4.240. Scrivere una funzione non polinomiale il cui sviluppo di MacLaurin al
terz'ordine &

52
2 — = + 2% + o(a?).

Dire poi se questa funzione ha massimo o minimo in 0.

Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di f(x) con resto secondo Peano, dell'ordine
indicato.

4.241. f(z) = ze” — 22log(1 + z), al 4° ordine
4.242. f(x) = ze® — 2sinz, al 4° ordine

4.243. f(z) = log(1 + z?) + 2cosz, al 4° ordine
4.244. f(z) = e — cosz, al 4° ordine

4.245. f(z) = log(1 + 2z) — 2sinz, al 4° ordine
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Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine della seguente funzione. Quindi, in
base alle sole informazioni contenute nello sviluppo appena scritto, dire se il
punto x = 0O

[ non é un punto stazionario;

[ ¢ un punto stazionario, di massimo relativo;

[ ¢ un punto stazionario, di minimo relativo;

] ¢ un punto stazionario, di flesso ascendente;

[ & un punto stazionario, di flesso discendente,

giustificando la risposta data.

4.246.%  f(z) = 2zsinz — Ch2z
4247 %  f(z) = 2ze® — sin2z

4.248. f(z) = log*(1 + z) + 2cosz

4249k f(z)=V1+ 22 —e*

4.250. f(z) = 2Chz — sin’z

4.4.E. Calcolo di limiti utilizzando utilizzando gli strumenti
del calcolo differenziale

Nei prossimi esempi ed esercizi, di riepilogo, si devono calcolare limiti che, per
qualche motivo, richiedono (o suggeriscono) l'utilizzo degli strumenti del calcolo
differenziale, cio¢ il teorema di De L'Hospital e/o gli sviluppi di MacLaurin. A
loro volta, la scrittura di questi sviluppi richiede le varie tecniche che abbiamo
illustrato in precedenza (ad esempio, le proprieta del simbolo di "o piccolo™).
Nell'affrontare questi esercizi, si cerchi di utilizzare i vari metodi appresi fin qui
(dai limiti notevoli e le stime asintotiche agli strumenti del calcolo differenziale),
scegliendo lo strumento piu adatto e la via pil semplice non solo in ciascun
esercizio, ma addirittura in ciascun passaggio, facendo uso di osservazione e
spirito critico, piuttosto che di schemi meccanici.
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Esempi svolti

Esempio 4.28.

(+/2 - V)eos(3)

) log?(1 + logz)

Si tratta di una forma di indeterminazione [0/0]. Poiché = — 1 gli sviluppi di
MacLaurin non sono indicati (per applicarli, dovremmo prima eseguire un cambio
di variabile x =1+ h e studiare il limite per h — 0). Sul numeratore non ¢
immediato neppure scrivere una stima asintotica in base ai limiti notevoli (di
nuovo, si potrebbe fare pur di eseguire prima il cambio di variabile z = 1 4 h). E'
quindi naturale applicare il teorema di De L'Hospital. Osserviamo che il
denominatore ha l'aspetto un po' complicato, per cui prima di applicare De
L'Hospital e calcolarne la derivata, & opportuno farne una stima asintotica. Per
x — 1,logx — 0O percid

log(1 + logz) ~ logz ~ (z — 1), percio

denominatore ~ (z — 1)%, e:

(Yz—1)cos(3z)  (Yz—1)cos(3z) _ [0]’

li =
] log?(1 + logz) 3151_13 (x—1)?

che calcoliamo ora con De L'Hospital:

i 3208 (52) — (Ve — 1) Fsin(3e) _ [o]

z—1 2(z - 1) 0
Ancora De L'Hospital:
oy —EE0s(32) — 2ghmdsin(§a) — (Y2 1) (5) cos(32) _ x
z—1 2 6’

che quindi ¢ il limite cercato.
A titolo di confronto, risolviamo lo stesso esercizio eseguendo il cambio di
variabile z = 1 + h:
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(- eos(e) _(VIHR—1)oos(3(1+B)

z—1 (z —1)° h—0 B2

Ora osserviamo che
W1+h—1~1h
3

mentre utilizzando un'identita trigonometrica ci riconduciamo anche per il secondo
fattore a un limite notevole:

cos(g(l + h)) = cos(g— + gh) = ~sin(—h) ~ —Zh,
percid

lp (_x
3h ( 2 ) i
f (h) ~ 2 - T
h 6
Questo secondo procedimento ¢ concettualmente pill elementare e porta anche a
calcoli semplici, ma forse richiede un po' di inventiva; il primo procedimento € piu
meccanico. Si noti, in entrambi i casi, l'importanza di eseguire la prima stima
asintotica per semplificare I'aspetto del denominatore.

Esempio 4.29.
lim (sinz — log(1 + z))z®

z—0%
(al variare del parametro a € R).
Se sviluppiamo al prim'ordine la quantita tra parentesi, otteniamo

sinz — log(1 + z) = (z + o(z)) — (z + o(z)) = o(x),

€ quindi non riusciamo a determinare la parte principale della funzione. (Si noti
che nello sviluppo scritto non c¢'¢ niente di sbagliato: semplicemente, ci sono
troppo poche informazioni). Occorre quindi sviluppare almeno al second'ordine:

(sinz — log(1 + z)) = = + o(z?) — (x _ %2 4 O(xz)) _

2 2
= %— + o(z?) ~ %
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(Notare che abbiamo scritto sinz = z + o(z?): si ricordi 'Osservazione 4.8 sullo
sviluppo di sinz a un ordine pari). Quindi

0 sea > —2
: seq = —2
+00 sea < —2.

—

Esercizi

Calcolare i seguenti limiti utilizzando opportunamente, se occorre, il Teorema di
De L'Hospital o gli sviluppi di MacLaurin.

. e —2cosx+1
lim
z—0 z2log(1l + 3z2?)

4.251.5%

(z+2) _
4252.% lim (2 + 3)4 2
x— T

4253 % limY1tz—¢

: (e* —e)?
4.254. ]
* 201 (28 + 322 — 9z + 5)
. 2
4.255.% lim (2sinz + cqs(6:c))
=% (6x — m)sin(6z)
4.256.% fim (x s i)
z—1\z—1 logx

- zcos2x — x + 223
z—0 x’log(1l + 4x3)

. (em2 — cos:c)
4.258.
X m{x(\ﬁ—smg/})

4.257.%
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4.259.%

4.260.%

4.261.%

4.262.%

4.263.5%

4.264.%

4.265.%

4.266.%

4.267.5%

4.268.5%

4.269.%

lim z(m — 239rctan(:c3))
z—+00 (65/‘”" — 1)

) arctanz — §
lim| —
z—1\ sin(Z2) - tan(mrz)

lim (log(l +z) e“”/2> 1

z—0 X Chz — 1

. sinz 2 1
lim{{ —— —¢€* -
x—0 T xSIMxT

lim Shzx — zChz
z—0log?(1 + 2z) — 422

x? 2 — il
lim e” +e*(1—z%)

(i35 5)]

(/= — 1)tan(nz)

z—1 e®log?z

z?(el/*" — cosd — 53;)

lim 22
g—+00 sin?(1/xz)
log(1322) — sin2z
fin g(H)
z0 zsinz

v 2
. 1+ zsinx — €*
lim e
z—0  gsin(z3)

lim (\/w2+x—1—x+—1-)

T—+00 2
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4.270.% lim z? (eél? — log (e + l))
T—-+00 T
. e” —cosz — 327
4.271. lim

z—0 .’BQSin(iL‘z)

4272, fjm (& = 1)(sinT2)

z—1 (cos%:z:)2

2

ey B2
4.273. mZoosetl—e

z—0 z2sin%z

zsinz + log(1 — 2?)
a0 g2(2z + 2?)”

4.275. lim z° (\/1}2 Y% +3—z— 1)

r—=4+00

4.274.

4.276. [im z{ arctanz — e+ 2
z—+00 2z + 1
4277, L b o Gl
71 sin?(mz)
4.278.% lim =
z——+00 2%
2 __
4.279. g L2 =2
z—2+sin(z — 2)
— 1)t
4.280. iy (/% = 1)tan(nz)

z—1 e*log?z
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4.281.

4.282.

4.283.%

4.284.%

4.285.%

4.286.%

4.287.

4.288.

4.289.%

4.290.

4.291.%

sinzcos %

m————-=
z—71 tan?2x

arctanz — 41-
T 4z

i
b cos(Zz)

2 &
e® — 1 — sinz

"
220 log?(1 + 222)

2
lim log zcos(mx)
z—1 sin(%£) — 1
log(z +e7)
z—0zlog(1 + 2z)

log(%2 + cos:v)
lim

z—0 sin?2z - sin(z?)

T _
- log(e® — z)
z—0zlog(l + 3z)

i log(Chx — %2)
0 z2(e??® — 1)

.1 ( 1)
lim—{ cotgx — —
z—0x x

2

i e~ % — cosz
z—0 (sin?z)sin(z?)
SNz _ sosr
lim £

z—0 zsinzg
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22

4.292. g Ot S

z—0 (tan’z )tan(z2)
4.293. lirgl+ (e5"* — %)z (al variare del parametro o € R).

—T
4.294.% fimg 02— Th(1/)
z—0t i /2
4.295.5% lim x(arctanx _ Tl ”)
Z—>+00 2

4.177, 4.178, 4.180. Svolgere di nuovo gli esercizi 4.177, 4.178, 4.180
(assegnati in precedenza come esercizi sul teorema di De L'Hospital), utilizzando
ora gli sviluppi di MacLaurin. Si riportano i testi:

. ICOST — sinx
z—0  zsin’z

zsinx + 2cosx — 2

lim -
Z—0 z?sin?z

lim &= 1 +. log(1 — z)
20 x?sin(3z)

Esercizi vari su sviluppi di Taylor-MacLaurin e teorema di De L'Hospital

4.296.%  Sia f(z) una funzione tale che
f(z) =2 — 2%+ 32" + o(s*) perz — 0.
Calcolare

lim flz)—2+ asinz:
z—0 ;L'4

4.297. Sia f(z) una funzione tale che

f(@) = =1+ 22" — 3z* + o(a") per z — 0.
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— 2sin2
Calcolare fim flz)+1 = 75 :c.
z—0 T

4.298.% Sia

(prolungata per continuita in z = 0 ponendo f(0) = 1).

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine per f (sfruttando lo
sviluppo di MacLaurin di sinz).

b. Calcolare f'(x) (dalla definizione di f, non dallo sviluppo!).

c. Stabilire se f’ & continua in x = 0, giustificando il procedimento seguito.

4.299. Sia
e*—1

T

flz) =

(prolungata per continuita in = 0 ponendo f(0) = 1).

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine per f (sfruttando lo
sviluppo di MacLaurin di e%).

b. Calcolare f'(z) (dalla definizione di f, non dallo sviluppo!).

c. Stabilire se f’ & continua in z = 0, giustificando il procedimento seguito.

4.300. Sia

_Sh:v
oz

f(z)

(prolungata per continuita in z = 0 ponendo f(0) = 1).

a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 4° ordine per f (sfruttando lo
sviluppo di MacLaurin di Shz).
- b Calcolare f'(x) (dalla definizione di f, non dallo sviluppo!).

c. Stabilire se f’ ¢ continua in z = 0, giustificando il procedimento seguito.

4.301. Sia

_ log(1+x)
B z

f(z)

(prolungata per continuita in z = 0 ponendo f(0) = 1).
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a. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine per f (sfruttando lo
sviluppo di MacLaurin di log(1 + z)).

b. Calcolare f'(x) (dalla definizione di f, non dallo sviluppo!).

c. Stabilire se f’ & continua in z = 0, giustificando il procedimento seguito.

4.4.F. Sviluppo di MacLaurin di una funzione composta

Abbiamo lasciato come ultimo argomento la discussione del caso piu delicato di
calcolo di uno sviluppo di MacLaurin, che puo intervenire nel calcolo di un limite:
quello in cui occorre sviluppare la funzione composta di due funzioni trascendenti
elementari, come

e™"*, logcosz, cos(e” — 1), ecc.

Hlustriamo il problema coi seguenti

Esempi svolti

Esempio 4.14. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al 3° ordine per la funzione
f( :13) — esin:v.

Ci sono due modi di procedere. Il primo consiste nell'applicare la definizione
di sviluppo di MacLaurin, ossia calcolare le derivate successive di e*"®: questo ¢ il
procedimento concettualmente pit semplice, anche se i calcoli effettivi possono
diventare laboriosi (la derivata m-esima di una funzione composta pud avere
un'espressione molto complicata).

Il secondo metodo consiste nel "comporre" opportunamente gli sviluppi di
MacLaurin (gia noti) delle due funzioni elementari (in questo caso, €® e sinz).
Questo metodo ¢ pit delicato (meno meccanico) ma, se usato in modo accorto,
consente di ridurre al minimo i calcoli, a favore del ragionamento. Percid €
senz'altro il metodo piu istruttivo, e applicheremo questo.

Cominciamo a scrivere lo sviluppo di e’ con ¢ = sinz :

. ) L, 1.
e = 1 + sinz + 551112,7(; + gsm‘ga: + o(xg).

(Abbiamo sfruttato il fatto che sinz ~ z, percid o(sin®z) = o(z?)). Ora
sostituiamo a sinz il suo sviluppo al terz'ordine

23
sinz = & — ~= + o(z?),
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badando a svolgere solo i calcoli effettivamente necessari: ¢ inutile scrivere
quantita che successivamente verranno riassorbite nel resto o(z?):

. 3 1 3 2
e =1+ (:c— %— +o(x3)> + -2—<x— % +o(a:3)> +

+ -é—(:n —~ %3 + o(:cs))3 +o(z%) =

=1+ (x—%s—-!-o(x?’)) + %($2+0($3)) + %(x3+o(x3)) +o(z?) =

=14+z+ %xQ +o(z?).
Nel secondo passaggio non si sono sviluppati "algebricamente" il quadrato e il
cubo dello sviluppo si sinz, ma si sono scritte solo le potenze di grado < 3. Si
osservi che quello ottenuto & effettivamente lo sviluppo al terz'ordine di ™2,
anche se non compare un termine in z* (ovvero il suo coefficiente & nullo). Lo
sviluppo al second'ordine della stessa funzione ¢:

1
l+z+ -2—:102 + o(z?)

(che non ¢ la stessa cosal).
Ricordiamo la relazione tra il coefficiente di ™ nello sviluppo di MacLaurin e
la derivata n-esima della funzione:

™) =c, n!

Percid lo sviluppo trovato ci dice che le derivate di ordine 1,2, 3 di e5™ valgono
rispettivamente 1,1,0. Come controllo, lo studente calcoli direttamente queste
derivate per la funzione e¥"®. Si avra anche un confronto sulla laboriosita dei due
metodi.

Proseguiamo su questo esempio, che ha lo scopo di illustrare il metodo
generale con cui si determina lo sviluppo di MacLaurin di una funzione composta.
Se volessimo calcolare lo sviluppo al quinto ordine della stessa funzione, come
dovremmo procedere? Anzitutto scriviamo:
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sine 1 4 +lsm x—f-lsln :c+lsm :c—f—}-—sm x+o( 5)
e sinx 2 31 ] 51

Quindi sostituiamo a sinz il suo sviluppo al quinto ordine, che ¢&:

3

_ 5
sinz = z 6+5'+0()

Si ha cosi (tralasciando direttamente i termini di ordine troppo alto):

esinm=1+(;(;—-—é3-++'5—?+0( )) (w—EJr (4)>2+

*)

=1+(m—g+—§—j+o(x5)>+%(z2-——;+o(x5)>+
+6<x3—%5+0( 5)) 41‘(:c +o(z ))+5( + o(z%))
:1+x+%$2+x4(~—%+214)+w5<%—1i2>+0(x5).

Si osservi attentamente il passaggio (*): alla funzione sinz si ¢ sostituito il suo
sviluppo a un ordine diverso in ogni parentesi, in modo tale che, sviluppando le
potenze di questi sviluppi, si ottenesse sempre uno sviluppo al quint'ordine (e non
di pin). I termini o(z") sono fondamentali per tenere traccia dell'ordine di
grandezza del resto, e controllare quindi di aver considerato abbastanza termini.
Ad esempio:

3 2 4
(w _ % " o(w4)> = g2 — % + o(z°) + altri termini che sono o(z°).
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Esempio 4.15.

5 xz
lin(x) (e — log(1 + m))l/ :

E' una forma di indeterminazione del tipo [1°°]. Come di consueto, riscriviamo f?
nella forma e908/:

(esin:c —log(1 + 3;))1/12 = exp(;%log(esmz — log(1 + iE))) ;

Poiché I'argomento del logaritmo tende a 1,

—log(e™” —log(1 +2)) ~ — (™ —log(1 +2) —1) = —;5-2—)

Si tratta ora di determinare la parte principale della funzione (infinitesima) h(z).
Poiché

log(l+z)~z e (e —1) ~ sinz ~ z,

si vede subito che uno sviluppo al prim'ordine non ¢ sufficiente a determinare la
parte principale di h(z). Sfruttando allora lo sviluppo della funzione e,
calcolato nell'esempio precedente, e lo sviluppo di MacLaurin di log(1 + ),
possiamo scrivere:

h(z) =1+2z+ %x2+o(:c2) — (x— %x2 +o(:c2)) —-1=

= 2% + o(x?) ~ 2.

1 .
Pertanto ;log(esm —log(l+z)) — 1

1 )
e exp(;log(esz — log(1 + x))) — e.

Esempio 4.16. Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al quart'ordine della funzione
f( :U) — ew-i—:cz.

Procediamo come nell'Esempio 4.14. Qui le cose sono pin semplici perché la
funzione pid interna (z + 2?) & gid un polinomio, quindi coincide con il suo
sviluppo (a qualsiasi ordine!).
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& = 1+ (2 +27) +%(z+x2)2+ %(Mm?)%
=+ %(m+xz)4+o((x+xz)4) =
=1+ (z+2?%) +%(xz+2z3+z4) +%(x3+3x4+0(034)) +

L 4
+ (@ +o(a)) +o(a*) =

- 32,73 25 4 4
—-1+x+2x + 57 +24x + o(z*).

In alternativa, si sarebbe potuto procedere al calcolo delle derivate:

flz) = e fl(z) = (1+22); f'(z) = et (3 + 4z + 42%);
FO(z) = e+ (7 + 18z + 122% + 82°);

FD(z) = > (25 + 56x + 722® + 322° 4 162%).

: ; o gd T (*)
Valutando in z = 0 queste derivate e calcolando quindi i coefficienti ¢, = f k!(O)
si ritrova lo sviluppo scritto sopra. Come si vede, anche in casi abbastanza
semplici il calcolo dello sviluppo di MacLaurin di una funzione composta
mediante la definizione risulta piuttosto laborioso.

2
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Esercizi

Ch(si -2
43024 lim cos(Shz) 4+ Ch(sinz) ’

z—0+F H b

(al variare del parametro reale ).

4.303.%  Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al terz'ordine di

_
1l —z+ 22

f(=z)

1

sfruttando lo sviluppo notevole della funzione ;=;.

4.304.% Scrivere lo sviluppo di MacLaurin al quart'ordine di log(cosz).
4.305.% Determinare la parte principale, per z — 0, della funzione
Sh(sinz) — z. Calcolare poi

. Sh(sinz) — z
llm——(-—i—_l——.
=0  zisinz

4.306.% Calcolare

T __ s 2 3) _
lim 2cos(e® — 1) + sin(z? + z°) — 2

20+t P

al variare del parametro reale .

4.179. Svolgere nuovamente l'esercizio 4.179 (che & stato proposto come
esercizio sul teorema di De L'Hospital), utilizzando ora la tecnica degli sviluppi di
funzioni composte:

3\ _ o
im log(1+z + ) sinz
z—0 rsmae
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Soluzioni § 4.4.

— px=1 0
4176, Mz[ ]

z—1 (CC — 1)2 6

Applicando il teorema di De L'Hospital, calcoliamo:

L_ gzl 0
lim &——— = [=1.

Possiamo applicare una seconda volta il teorema di De L'Hospital:

—L _ ezl -9

lim —&—— —1.
xz—1 2 2
Questo ¢ il limite cercato.

4.177. - ~
zsin?z x3

rcosx — Sinz  xcosz — sinz [0}
_+

Applicando ora il teorema di De L'Hospital, calcoliamo:

. Cosx — xsinx — cosz . —sinz 1
lim = lim s,
7—0 32 =0 3z 3

quindi il limite cercato & —1.

4.178. ~
z2sin%z zt

zsinz + 2cosx — 2 zsinz + 2cosx — 2 [0]
—._>

Applicando ora il teorema di De L'Hospital, calcoliamo:

sinz + zcosz — 2sinz rCosx — sinx 0
z—0 43 z—0 43

Applicando ancora il teorema di De L'Hospital, calcoliamo:

1mcos:c — zsinz — cosz i —sinx 1
= lim = ——,
z—0 12:62 z—0 12z 12

Quindi il limite cercato & — 5.

log(1+x+2%) —sinz  log(l + z + 2°) — sinz .
xsinz -

4.179.

Applichiamo De L'Hospital:
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[ e

1432
T A
z—0 2x 0

Applichiamo ancora De L'Hospital:

3y_ 232 .
6z(1+z+z°) (1;332 ) + sinz
3 (1+z+28%)
lim =—=
z—0 2 2

e il limite cercato & —3.

e —1+log(l—z) e°—1+log(l—x) . [O]

4.180.
80 z?sin(3x) 33

Applichiamo De L'Hospital:

. e$+;i—1 0
alclgrl) 972 |0

Applichiamo ancora De L'Hospital:

im0 _ |2
z—0 18z 0
Applichiamo ancora De L'Hospital:
% 2
fime e 1
z—0 18 18’

che ¢ il limite cercato.

4.181. lim og’s

sin(nz)(z® + 22 + 2z — 3) _ [9]
0

sin(rz)(x® + 2* + 2 —3)  sin(rz)(z® + 22+ z - 3)
log?z (z—-1)°

Calcoliamo il limite dell'ultimo quoziente scritto mediante il teorema di De L'Hospital:

him 2z — 1)

meos(mz)(z® + 2* + x — 3) + sin(nz)(3z* + 22 +1) _ [0
= [5]
Ancora con De L'Hospital abbiamo:

lim —n?sin(nz)(z®+a*+2—3)+2mrcos(mz) (3’ +2z+1)+sin(rz)(62+2)
z—1 2 o
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_0—27-6+0

—6m,
2 s

che ¢ il limite cercato.

Osserviamo che il limite era risolubile anche con strumenti piul elementari. Notando che
il polinomio (z® + z% + z — 3) si annulla per = = 1, lo si pud decomporre col teorema di
Ruffini:

(@ +2*+2-3)=(z—1)(2® + 22 +3).

Una seconda osservazione & trigonometrica. Per sfruttare la stima asintotica di sin(7z)
dovremmo far comparire come argomento (z — 1) che ¢ infinitesimo. D'altro canto:

sin(w(z — 1)) = sin(rz — 7) = —sin(wz),

percio sin(rz) = —sin(n(x — 1)) ~ —7(z — 1) perz — 1.

Usando di questi due fatti abbiamo (sfruttando la prima stima asintotica fatta nel primo
svolgimento): '
sin(rz)(z® + 22 + - 3)  sin(nz)(z — 1)(z% + 2z + 3)

—_— ~y

(z—-1)* (z-1)°

N 6sin(mx) N —6m(z — 1)
(z—1) (z—1)

= —67.

(z —m)?

4.182. ~ g
1) 7Sinzcos s

Calcoliamo il limite dell'ultima funzione scritta mediante il teorema di De L'Hospital:

. 2(x —m) 0
tim 2= _[0],
- W(coswcos§ — 3sinzsinZ) 0

applichiamo di nuovo il teorema di De L'Hospital:

2

. 2 1
lim — 2
Kis

‘0+140

z _

2
z—mqr ( —sinzcosE — coszsin LsinzcosE T
) 2 1 2

Percio il limite cercato vale 7%

4.183.

a. Tesi: —o(f) = o(f), ossia —fo(1) = fo(1), cioé —o(1) = o(1).

Se una funzione tende a zero, anche la sua opposta tende a zero, perciod & vera.
b.  Tesi: o( f)Fo(f) = o(f), ossia fo(1)Lfo(1) = fo(1), cioé

o(1)£o(1) = o(1)
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La somma o differenza di funzioni che tendono a zero tende a zero, percid ¢ vera.

c. Tesitc-o(f) =o(f) =olcf),ossiacfo(l) = fo(l) = cfo(l), ciod

co(1) = o(1).

11 prodotto di una funzione infinitesima per una costante ¢ infinitesima, quindi ¢ vero.

d. Tesi:f-o(g) = o(fg), ciog fg - o(1) = fg- o(1), ovvio.

e. o(f)"=o(f"),ciot (fo(1))" = fro(1), cioé (0o(1))" = o(1).

La potenza n-esima di una funzione infinitesima ¢ infinitesima. Quindi ¢ vero.

f  Gia dimostrata.

g Tesi: o(o(h)) =o(h), ciot o(ho(l)) = ho(1), cioé ho(1)o(1) = ho(l), cio
o(1)o(1) = o(1).

I1 prodotto di due funzioni infinitesime & infinitesimo, percio & vero.

h. se f=o0(g)eg=o(h)allora f = o(h);

Infatti: se f = o(g) e g = o(h) allora

f=g-0(1) e g=ho(1), quindi (poiché il prodotto di due funzioni infinitesime &
infinitesimo)

f=nho(l)-0(1) = h-0o(1) = o(h).
i. sef~ gallorao(f)=o(g),ciod fo(1) = go(1).
Poiché f ~ g,siha f = g- w, conw — 1. Dunque
fo(l) = gw-o(1) = g-o(1)
perché w - o(1) = o(1) (il prodotto di una funzione infinitesima e una funzione tendente a 1
¢ infinitesimo).

L. se f=o(g)allorao(f)+o(g) = o(g), ciod fo(1) + go(1) = go(1).
Poiché f = o(g), f = go(1) e

fo(1) + go(1) = go(1)o(1) + go(1) = glo(1)o(1) + o(1)] = go(1)

perché o(1)o(1) + o(1) = o(1) (il prodotto di due funzioni infinitesime sommate a una
funzione infinitesima & infinitesimo).

4.184. Falso 4.198. Vero

4,185. Vero 4,199. Vero

4.186. Vero 4.200. Vero

4.187. Vero 4.201. Falso

4.188. Falso 4.202. Vero

4.189. Vero 4.203. Vero

4.190. Vero 4.204. Vero

4.191. Falso 4.205. Falso

4.192. Vero 4.206. Vero

4.193. Vero 4207 2%+ o(z?)
4.194. Vero 4208 =z + 322 + o(2?)
4.195. Falso 4209 22%+ o(x?)
4.196. Vero 4210 <z + 222 + o(2?)

4.197. Falso 4211 o(1)
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4212 143z + o(x)

4213 2% — 4x° + o(z®)

4214. € =14z + 12+ ga? + 52 + o(a?)
4.215. log(l+x) ==z — 3a° + Lo’ — Lz + o(a?)
4216. Shz =z + :z° + g5a° + o(z®)

4.217. cosz =1— 12? + Lot — L8 + o(2f)
4.218. cosz =1— 3z%+ ozt — 5-af + o(2")
4219. Y1+z=1+ iz — ta? + 2 2% + o(a?)
4220. (14+xz) ' '=1-a+a2—2°+2t - 25 + o(z)
4.221. tanz =z + 12° + o(z?)

4.222. arcsinz = z + gz° + o(z?)

4.223, sin(z?) = 2% — $2® + o(af)

4.224. log(l —z) = —z — 2% — 22% + o(2®)

4225, 5 =1-a2+a' -3+ o0(f)

4.226. ¥ =142z + 2z + $2° + o(a?)

4227. J1-z=1-1z— 12— La®+o(z?)
2z
4.228. "(2) = ——————s;
fz) (14 2?)?
(1422 —4a2(1+2%)| 2322 —1)
(1+a2)* (142"

f'(z) = 2
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) =5 £ Q)= =570 = 3.

f@) =5~ 3=+ 3o~ +o((~1%)
4.229. fz) = logs + %(w —2)— 2—35(3: - 2% 4 o((z — 2)*).
4.230. f(@)=e*+3e*(z—1) + %ez(m ~1)*+o((z - 1))
4231. f@)=F+@-1)- -;-(% 1)+ o((@ - 1)%)
4232.  f(z) = log(cosz), inz = I. Calcoliamo:
1(5) = -t
f(a) = —tana; £/ (£) = =V/3;

) =~ ot (5) =8

3 3 3

f(z) = ~log2 ~ /3(2— T) —2(z— §)2 +0<(‘” - z)2)

4.233. Scrivendo z” = €718 possiamo calcolare:

f'(z) = 2%(logz +1); f"(x) = 2| log’z + 2logz + 1 + Ly,
& xz

Quindi: f(é) = e~ /e, f’(%) =0; fﬂ(é) _ el—l/e’

_ 1)2 2
perciod 2% = e Ve 4 el_l/eﬁ% +o<(:c — 1) )
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4.234. f(z) = log(1 + 22%) + 4(cosz — 1).

a. flz) =22% - %(2:172)2 +o(z*) + 4(—1332 + =z + o(:c4)> =

= x4(—2 + é) + o(x4) = —E;v“ +0(x4).

6

. +f@-1 3-(-%9 1
. 4 zt 12
4235, Sia f(z) = Elm) _ L

a.

log(1 z — 3a* 4 35° + o(a® 1
o8( +m): 2 3% O(z)-—*l——x+1x2+0(ﬂc2)§
z T 2 3

1 2 _ 1 3 9 2.
/——1_‘_:1:—(1‘*'95) =1-Jz+ge + o(z?);

f(z) = (1 = %w—k %zz +o(:c2)) - (1 — %:H— ng + o(xz)) =

5 V@ Vsl 1
' z z /24 24/6
4.236.
2
a f() = (1+§x+§(§~1)% +0(x2))+
- (1 + % -6z + %(6.’[})2 + o(x2)> =

_ _2_% 2 2 _~§12 3
—( 9 24>w +o(x)— 18x +o(x).
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b. Per lo sviluppo precedente si ha, in particolare, che
flz) ~ —%xz per z — 0.

Percio = 0 & un punto di massimo relativo per f.

4.237.
t2
a. log(1+t) =t -5 + o(t?)
74
log(l - 502) = —z? — oY + o(w“)

cosr =1— lxg -+ fﬁ -+ o(x4)
2 4!

4

f(@) = —a* = 5 +o(a') —2[1— %:chr% +o(m4)} =

= -2+ (—l - —1—) +o(z?) =-2- %m“ + o(z?)

b. z = 0 punto di massimo relativo.

4.238.
a flz)=1-2Z4+Z 4o(c?)
b. 1l punto z = 0 & di massimo relativo.

4.239
2 3

a f(m)=(1+x+%+~é'+o(x3))+
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b. Per lo sviluppo precedente si ha, in particolare, che
3
flz) ~ 5:32 per z — 0.
Percid = 0 & un punto di minimo relativo per f.

4.240. Ad esempio, f(z) =1+ cosz + z*. Ha un punto di massimo relativo in
z = 0, e questo dipende solo dallo sviluppo.

4241, f(z) =z + % +o(z?).
4.242. f(z) = —z + 52° + o(z?).
4.243. f(z) =2~ Zz* + o(a?)
4.244. f(z) =32+ %x'l + o(z?).

4.245. f(z) = —2a2 4 32° — 42* + o(z?).

4.246. 2zsinz — Ch2z =
= 2:v(:c - %i + o(:c3)) -1+ %(2:1:)2 + %(23:)4 +o(z*)) =
2 z* 2 24 4 4 4
=2z ~§~—1—2x ~5# +o(z*) = -1 —-2z*+o(z*)

2 = 0 ¢ un punto stazionario, di massimo relativo.
4.247. sin2a = 2z — é(2w)3 +o(z?) =2z - §x3 +o(z*);
e =142+ o(x3);
2ze” = 2z + 22° + o(2%);
f(z) =23+ 25° + o(z*) — (2:5 - gaﬁ + 0(334)) =Dy o(z®)

z = 0 ¢ un punto stazionario, di flesso ascendente.

4.248. f(z) =2 — 2 +2* + o(x?).
2 = 0 € un punto stazionario, di flesso discendente
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4.249. Vita?=1+ %mz - %x‘* +o(a?)

1
2 =149+ %(21-)2 + %(2w)3 + o (22)" +0(aY)

flz)=1+ %:c2 = %w‘l +o(z*) +

2
— (1 + 2z + 222 + %ms + §x4 + o(:c4)> =

= -2z — ga:2 - %:c:"’ - gf‘ +0(w4)

z = 0 non ¢ un punto stazionario.

4.250. f(z) =2+ Sa* + o(z*). = 0 & un punto stazionario, di min. relativo

4.251.

e —20sz+1 e % —32cosz+ 1 . [0]
5l

z2log(1 + 322) 3t 0
Risolviamo il limite usando gli sviluppi di MacLaurin:
e —2cosz+1=1—2%+ %x4 + o(a:4) +

1, 14 4
—2(1——2—:0 +—4—!x +o(w)>+1=

5 4
percio | flz) ~ 132; = 35_6’

che il limite cercato.
A titolo di confronto, risolviamo lo stesso esercizio applicando De L'Hospital:

—2ze¢~% + 2sing B [O}

e 1223 ol

Applichiamo ancora De L'Hospital (dopo aver semplificato per 2):



382 Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile

. e (2z—1)+cosz [0
lim = |=1.
z—0 181’2 0

Applichiamo ancora De L'Hospital:

—z? T - W
lime (6z—4z”) sinz lim

-0 36x z—0 36 36 36’

l:e‘”z(f}—élwz) 1 } 5
che ¢ il limite cercato.
4.252. Forma di indeterminazione [3]. Riscriviamo

(l’ o 3)(5”'*"2) —9= e(w+2)log(z+3) _ 8210g3 —

— 2og3 [e(z+2)log(z+3)—21og3 _ 1]

~

~ e2°83[(z + 2)log(z + 3) — 2log3]

percio possiamo calcolare il limite usando solo i limiti notevoli:

(z+2)
lim (x+3)* — 9 _ limeZos3 zlog(z + 3) . 2log(z +3) — 2log3] _
z—0 4z z—0 4x 4x

4 2 4 6 4

log(l+ %
_ ng{log(x—%-?)) " og(1+ 3)] _ g(log?; 1) _ 6+910g3.
z—0
In questo caso come si vede non era mecessario applicare gli strumenti del calcolo
differenziale.
Si sarebbe potuto anche applicare De L'Hospital e calcolare:

s e(z+2)log(z+3) [log(x + 3) o %] _ g2log3 [10g3 + %] _

z—0 4 4

9 2]  6+9log3
—4{log3+3]— ) )

procedimento che avrebbe fornito il risultato cercato in modo pit semplice.

4.253.

14z —€* Wl—i—w—e’_ﬁ/l-{—x—e’”H[O]
z

W(e\%—l) T B, gl ol
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Ora possiamo calcolare questo limite utilizzando i limiti notevoli o gli sviluppi:

Yi+z—e* 1-+iz+o(@)—(1+z+o(x) —3z+o(x) . 2

z z z 3’

che ¢ il limite cercato.

. (e® —e)? 0
4.254. 1 =|=].
o178 + 322 —9z+5 |0
(e% — e)? e2(em 1 — 1) ez —1)°

P +322 -9z +5 2°+322—95+5  a°+322—9z+5
Calcoliamo il limite dell'ultimo quoziente scritto mediante il teorema di De L'Hospital:

2e?(z — 1) 0
Iim—m—m—— = | = ]|.
z—1 (3.’1?2 + 6x — 9) 0
Osserviamo che:

2e%(z — 1) 2e%(z — 1) 2¢? 2, 1,

(a2 +62-9) (z—-1)(Bz+9) 3z+9 12° 6

percio il limite cercato & Ze?.

4,255, li
ot (62 — m)sin(6z)

(2sinz + cos(6z))* _ [0
=15/
Applichiamo De L'Hospital:

im 2(2sinz + cos(6z))(2cosx — 6sinbz) [0
=~  6sin(6z) + 6(6z — m)cos(6z) 0]

Ancora con De L'Hospital:

1 (2cosz — 6sin6z)® + (2sinz + cos(6z))(—2sinz — 36cos(6z))

lim = - -
xl—r}% 3 12cos(6z) — 6(6x — 7)sin(6x)

~2..8 1

T3 120 12

che quindi ¢ il limite cercato.
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4.256. lim

—1*

<x+2 3

Conviene fare il cambio di variabile x = 1 + h e riscrivere

i34k 3 ) ~1im((3+h)1og(1 +h)—3h> _ [9}
h—0\ h log(1+h)) k-0 hlog(1 + h) ~ Lo

(3+ h)log(l +h)—3h  (3+ h)log(l +h)—3h

~

hlog(1l + h) h?

Sviluppiamo il numeratore:

h2
(84 h)log(1+ h) — 3h = (3+h)(h— 5 +o(h2)) ~3h =

= 3h 4 1 (1 - g) +o(h?) —3h = —2h? 4 o(h) ~ — 112

—1p2
Perciod f(h) ~ ;2 =—%,

¢ questo ¢& il limite cercato.

4.257. Forma di indeterminazione [3].

zcos2z —x +22°  wcos2z —z +22°  cos2z — 1 + 277
z2log(1 + 423) 45 B 474 ’

ora stimiamo il numeratore mediante gli sviluppi di MacLaurin:

cos2z — 1 + 2z = (1 - %(2;1:)2 + %(23:)4 +0(:E4)) —1+22% =

= —22% + §$4 + o(z?) + 22% = %x‘* +o(z*) ~ %x‘i

4

= —, e questo ¢ il limite cercato.

2
3 _ 1
4z¢ 6’

percid flz) ~
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4.258. Num. = 1 + z* + o(2?) — (1 - %:c2 + o(xQ)) =

_3 2 2y 3 o
—2w+o(x) 5T

b, = x(\s/—— (\3/5— %w+0(w)>> = %2 +o(a?) ~ %2;

f(z) ~ =9, e il limite cercato € 9.
6
— 3 _ 3
4.259. Tith z(m 2a§ctan(x ) — x(m — 2arctan(z°)) _
zotoo (%7 —1) oo 5/x?
_ 3
 lim (m — 2arctan(z®)) _ 0 .
=400 5/1’3 0

Calcoliamo il limite dell'ultimo quoziente scritto col Teorema di De L'Hospital:

T -32% . 62?eat 2

1 - - A —
srdoo —15/2% zibo 1525 5

Oppure si poteva usare l'identita:

1 T .
arctant + arctan—t- = 5 per t > 0, e scrivere;

7 — 2arctan(z®) = 7 — 2 [g - arctan(;%)] = 2arctan<%> ~ 3—?5

z(m — 2arctan(z®)) =z & 2

A questo punto, @7 =) ~ 5t =g-
t T
4.260. f(z) ~ a\r;anx -
tan(ﬂ:c)

Calcoliamo il limite dell'ultima funzione scritta mediante il teorema di De L'Hospital:
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1 1
lim I S
el Ag(l + tan?(mz))m l‘gﬂ' /2

Percio il limite cercato vale —=.
7r\/§

4.261. Applicando gli sviluppi di MacLaurin delle funzioni elementari:
2

log(l+z) 1/ 22 a° 3)_ oz 2.
: -x(x C T po(e)) =1- 24+ 2 o(a?)

_ z 1/7x\2 72
e z/2=1—§+§<§) + o(2%); Ch:c—1=7+o(:v2);

100= (1= 5 )= (=530 +o) -

G-g)e’ o) FZ2* 5

Percio il limite cercato vale .

4.262. 1im[(515‘3—e”2) : }
z—0 X xsSinx

Applicando gli sviluppi di MacLaurin delle funzioni elementari:

sinz 1 2 z? =
ER ;<w—-g+o(w‘°’)) =1-5+o(e®); ¢ =1+a"+o(s");

f(z) = [(1*%2—%0(932)—(1+x2+o(m2))> L ]:

zsinx

~Iz? +o(x?) -1z 7 e
= - ~ —%— = ——, che ¢ il limite cercato.
sinz z 6

4.263. Forma di indeterminazione [3]. Sviluppiamo numeratore e denominatore.

3
Num = (ac + % + o(:c3)> — x(l + —;—xz + o(:c2)) =

_afl_1 5y %
—x<6 2>+0(x) 3
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Den = (log(1 + 2z) — 2z)(log(1 + 2z) + 2z) =
= (23? — %(Zx)z +o(2?) — 2x> (2z + o(z) + 2z) =

= (—22% + o(2?)) (4 + o(z)) ~ —8z°,

3
—_z
7 1

—8x3 24

Percid fz) ~

4.264. Forma di indeterminazione [3]. Poiché l'argomento del logaritmo tende a 1,
possiamo stimare:

DmmuKﬁ—3¢&wﬁ)—@2:[ﬁ—sv@m+4?:
e VD e ~ (oA (D ~a(e- v

Quindi il limite di partenza & uguale a

e + (1 — z?) _ [8}

lim

3
Mﬂ2@—¢@
e lo calcoliamo con De L'Hospital,

lim

z-V/2 4(w — \/5) -

ma ora il limite si calcola elementarmente:

2re® — 2re? |0
0

2ze% — 2ze?  ze? (612_2 ~1)

4(:1:— \/5) B Z(m - \/5)
poiché (z? — 2) & infinitesimo per z — /2,
VEew =y #emv2) (e vY)
(-v3)  VAG-VD
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4.265. fj (/2 = Dtan(rz) _ H
z—1 eclog?z 0
e®log’z ~ ez — 1)

percio il limite di partenza € uguale a

- (y/z — 1)tan(nz)

=1 e(z—1)°

che calcoliamo col teorema di De L'Hospital:

-tan(nz) + (\/z — 1)(1 + tan*(mrz)) 0
2/ _|Y

Applichiamo ancora De L'Hospital:
— peEtanmz+ ﬁ (1+tan?rz)m + (y/z—1)2tanmz(1+tanrz)n?

lim
z—1 2e

che ¢ il limite di partenza.

2 1 3
4.266. lim 008, — 22) _ [0
z—>+o0 sin?(1/x) 0
ya? _ ot 3
[ COSx + 2m2

EYOTR TR S D AU AE BN SIS DT I
“\UTzteato\g)) " Uaetaato\zm)) — 52 =
_(l_1y1, (1) U
“\2 724 )2t TN g T gt

2 (e/* —cosl — &) 2L g

sin?(1/x) L
136 log(3£2) — sin2z N log(342) — sin2z _ o
o zsinz 2 0

1 1
= + 77— — 2c052
De L'Hospital: lir% Liz 1‘; N [g},
z— T
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1 1 s
—m + —(l_z)z -+ 4sin2x

2

ancora De L'Hospital: liII(l) =0
T—

11 limite di partenza ¢ zero.

. o2 . P
4268, 1+ xs'm:c e’ 1+ zsinz — e _
zsin(z3) at

4.269.

. < 2) 1
lim —_———— + =1 =1.
T—+00 ) /1_{_1__1_5 x 2

Il limite di partenza vale 1.

4.270. ;1;2 (eéli — ]og(e + 1)) =
x
ol omfoe )] ol 2)-
ex ex
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= 2 i+ 1 +0 _1_)__._1___;_____1_.___*_0<i) ~ .
U ez 2(ex)® " \#?) ez 2ex)®  \a2?

Percit il limite di partenza & .

4271. I

4272. -2
4273. -1
4274. -1

1 pera=1
4.275. 0 pera > 1
+o00 pera<li

4276, —2+47T

4277. —k

2m

4.278. Scriviamo

xZ
2
— e(xlogx z*log2) = eh(:c).

9=

Ora h(z) ~ — z’log2 — —oco, quindi e"* — 0,
e il limite cercato ¢ 0.

4.279. + ©

4.280. ;T—e

1
4281. L.
4.282. —(L1+1).
2 :z;4
4.283. e” =1+2%+ T ha o(z*)
$3

sing =z — r + o(ac3)
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x3 “ 1
sin’z = (:c - — 4+ 0(333)) = 2%~ §x4 + o(:v4)

e"‘2—1—sin2:c~1+:c2+£4—+0(:v4)—1— (x2—1x4+o(x4)) =
= z 2 =

= gw4 + o(:c“) ~ 2334.

log? (1 + 22%) ~ (2:32)2 = 4z*

. §5t B
Percid f(z) ~ b = o
2
4.284. fim 2B Z008(r2) _ [9]
a—1 sin(Z8) — 1 0

log?zcos(rz)  —(z — 1) [0}

sin(Z) -1 sin(Z)—1 0]
ApplichiamoDe L'Hospital;  lim 2 1 [9]
-1 cos (%)% 0
Applichiamo ancora De L'Hospital:
-2 8

lim—m— = —

~losin()(5) ™

4.285. lim 108z +e™) _ [0
z—0zlog(1l + 2z) 0

zlog(1 + 2z) ~ 2z*

log(z + ™) = log(x +1—-z+ %xQ + o(m2)) =
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1
= log(l + 2t + o(x2)> ~ 5:102
-
- 27”1
Qumd1 f(.’L’) ~ @ = Z
4286 . log<%2 +cosm) _T0
o =00 S22z - sin(z?) |0

sin?2z - sin(z?) ~ (2z)* - 2% = 4at,

1132 .’L'2 (Ez 3’)4 4
log(? +cosx) = log(—z— +1= ot +o(z )> =

’ z4 . 4
= og(l-i-ﬂ-—’ro(a: )) o)
x4
o 1 1
Perci¢ ~2 =T =
ereio F@) ~ 4af = 721~ 96
1
4.287. .
1
4.288. .
4.289. ! (cotg:c - 1) 1 (C_Os_w _ 1) _
z 2 z\sinz z
__ xcosr —sinz  xcosz — sinx . 0
 %sinx 3 0
Calcoliamo il limite dell'ultima espressione con De L'Hospital:
lim CosT — zsinx — cosx im — sinz )
70 32 T 2>0 3z 3

4.290. L.
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2 _ cosz  sinz — zcosz  sinz — zcosz [0]
- —

4.291. S IR omER ;
rsmx xesIx Z

Calcoliamo 1'ultimo limite col Teorema di De L'Hospital:

fipg SOS% — c0sT + zsing lim sing 1
z—0 32 T o-0 3z 3
1
4.292. .
4.293. (esinx _ 6x)wa = 7 (esin:z:—:z: - 1)330: ~ (esinz——:c _ l)xa e
0 sea > —3
: 3 1
~ (sinz — z)z% ~ -5 %= —5 sea=-3

—00 sea < —3.

4.294. Forma di indeterminazione [0/0]. Per determinare la parte principale del
numeratore, dobbiamo sviluppare Tht per ¢ — +o0. Scriviamo (dalla definizione di Tht):

Th=S 0 1 27
Tettet T T etget

. . 26_t —2t
Quindi, per t — +o0, (1 —Tht) = et fet 2

Abbiamo percio determinato il seguente sviluppo:
Tht = 1 — 2e™% + o(e™), per t — +oo. *)

Percio, per z — 07:

Chz — Th(l/x) =1+ %aﬁ +o(z?) — (1 - 2¢7% 4+ o(e™¥%)) =

= 222+ o(a?) ~ 57

(perché 2¢%/* = o(z?), per z — 0*). In definitiva,

Chz — Th(1/z) 1:21/2
2

512 — 0,

che ¢ il limite cercato.

Osserviamo che per risolvere questo esercizio abbiamo dovuto determinare lo sviluppo
(*), in base a considerazioni elementari. Si noti che lo sviluppo di MacLaurin della funzione
Thz non era di alcuna utilita, trattandosi di studiare la funzione all'infinito. Cosi pure,
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un'applicazione diretta del Teorema di De 1'Hospital non sarebbe stata utile:

(Chz — Th(1/z))’ _ Shz+ % (1 — Th*(1/x))
(m3/2)' o %wl/z :

espressione piti complicata di quella di partenza.

4.295. Forma di indeterminazione [oco - 0], dove la quantita tra parentesi ¢ differenza di
due funzioni che tendono a 7/2. Possiamo sviluppare e'/* per x — +oo sfruttando lo
sviluppo di MacLaurin di e’; il problema & come sviluppare arctanz per  — ~+o00; viene in
aiuto la seguente identita trigonometrica, che abbiamo gia usato altre volte:

{ﬂ/2 sez >0

1
I -_——
arctanz + arctanx =1-7/2 sex<0.
Di conseguenza, per z — 400,

i 1 7 1 1
arctanz = — —arctan— = — — — 4o — . (%)
2 z 2 =z x

In base alla (%) possiamo quindi scrivere:

x(arctan:c— gel/’”) = x(g - i +0(%) - g<1 4 i +o(%)>> =
o (3(1-5) +o(3)) = - (1+3) o~ ~(1+F).

Questo esercizio si poteva anche risolvere col teorema di De I'Hospital:

arctanz — Zel/?) _ [0}

l i
z

x(arctanm - 721@1/96) — ( :

_ n,1/z) 1 T 1)z 1
(arctanz — Te'/*)’ iy + et/

0 =

4.296. flz)—2+zsins
334

2 — 2% + 32 + o(z*) ~2+w(az— z +o(a:3)> #B-1 4oz 17
= LS

4 zt 6’
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4.297. —%
4.298
3 5
_sinx_w—%—l-—zs-!-}—o(xs) 22zt 7
a flz) = —= . =1 6+5’+0( )
b Flo) = zcosx — sinz

-
¢. Dobbiamo verificare se lir% f(z) = f(0). Cominciamo a calcolare:
T
. 7 T
&) = iy o)

zcosz —sinz |0
e

Applichiamo De L'Hospital:

COST — xSinx — cosz . —sinz

ili% 2z - il_r% 5 0
percid lln(l) fl(z) =
D'altro canto, f(0) = lirr(l) flzg) -1 _
z— T
—Z +o(2?)
(dallo sviluppo di f) 1h%_i__ —0,
z— T

quindi f’ & continua nell'origine.
4.299.
a f(@)=1+iz+ iz’ + L2° +o(2?)

b. f/(ZE) — e*z—(e*—1)

x2

¢ lim f’( ) =3 (calcolando il limite dell'espressione calcolata in b, con De
l

'Hospltal) f'(0) = 5 (calcolando il limite del rapporto incrementale in base allo sviluppo
determinato al punto a) Percid f’ ¢ continua in 0.

4.300.
a  f(z) =1+ 2% + Fzt + o(z?).

b. f/ ( T ) a:Chx-—Sh’v
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e lin(x} f'(z) = 0 (calcolando il limite dell'espressione calcolata in b, ad esempio con

gli sviluppi di MacLaurin di Sh e Ch); f(0) =0 (calcolando il limite del rapporto
incrementale in base allo sviluppo determinato al punto ). Percid f’ & continua in 0.

4.301.
2
a fl@)=1-24+2 -2 4 o(z3).

=1 T o
b. f’(.’E) _ D=z i§(1+ ) _z (1ai)i<;§(21+x)‘

c. liné fl(z) = —% (calcolando il limite dell'espressione calcolata in b, ad esempio

con lo sviluppo di MacLaurin di log); f'(0) = —3 (calcolando il limite del rapporto
incrementale in base allo sviluppo determinato al punto a). Percio f’ & continua in 0.

4.302. Per determinare la parte principale del numeratore (che ¢ infinitesimo), occorre
sviluppare le due funzioni composte cos(Shz) e Ch(sinz). Poiché
cos(Shz) — 1 ~ _Lopzg o L Ch(sinz) — 1 ~ lsinzzc s
2 - ! 2 g !
si capisce subito che lo sviluppo al second'ordine del numeratore non consente di
determinarne la parte principale. Per trovare il primo termine significativo nello sviluppo
del numeratore dobbiamo sviluppare allora almeno al quarto ordine (poiché il numeratore &
pari, lo sviluppo contiene solo potenze pari). Quindi scriviamo:

3
cos(Shz) = cos (:c + %— + o(:v‘*)) =

=1- l<$+%i+o(x4)>2+l(w+£+o(a}4)>4+o(x4):

2 4! 6
1 zt zt & gt
=1== 2 e 4 il 4 1 4 )
2< +3+0(x))+4!+0(m) 1 5 8+0(a:)
2
Analogamente: Ch(sinz) = Ch (x -5 = o(a:“)) =

=1+§<x—€+o($ )) +Z!($—E+0($ )) +o(z%) =
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Quindi cos(Shz) + Ch(sinz) —
2 gt i gt gt g 2 4
—1—-——2—-~8*+o(:c )+1+E——8-+0(:c )-2——-Z+o(az ).
Lo 0 sea < 4
Percio flz) ~— R —-1/4 sea=4
-0  seoa > 4.

4.303. Sfruttando lo sviluppo
1—1_—t =14+t+t2+1>40(t), pert =0
si ha (ponendo t = z — z?):

1

T =1t e-) (- + (-0 +o(a) =

=l+z—z?+22 -2+ o(a®) + 22 + 0(2®) = 1 + z — 2% + o(2?).

4.304. cosx—l——i-:z: —I—im + o(z*)

log(l +1t)=t— %ﬁ + o(t?)

Applicando lo sviluppo di log(1 +¢) cont = —1a% + La* + o(z*) si ha:

log(cosz) = (—%w +ix +o(z )) —%<~—1x2+2—14x +o(z ))2+o(:c4):

4.305. Sh(sinx)—zc=Sh( -—l—st; —}—51:1: +0( )) — =

1 1 1 1 :
= (w—é-x +§x +o( 5))-}-6(1:—6353—!—0(3:3)) -+

1
+ =

i (x+ 0(9:)) (:cs) -z =
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Poiché z¥sinz ~ z°,

Sh(sinz) —z - —5@®+o(=®) 1
a0 zxisint =0 Z5 15
z Lo, 15 3
4.306. cos(e® — 1) = cos| = + 3T Tt olz’} | =

1 1 1 S 1 1 t
=1- 5 (:L‘ + §x2 + 6333 + o(x3)> + 4 (;v + §x2 + 6333 + o(w3)) +o(z*) =

i Y o s, 4f1 1 4 14 4y _
=1 2(9: +z +m(4+3)+0(w))+4!w+o(x)—

1 1 1
=1- 51‘2 —_ 53173 - Zx“ +0($4).

2cos(e” — 1) +sin(z® + 2%) — 2 =

=242 = Lo o(e) 24 (a7 +2%) H 0fe¥) = ~ 2ot +o(at).
Quindi
. 2cos(e? — 1) +sin(z® + %) —2 —%x“ 0 1 pera < 4
IL%L s = 111{)1+ pe =< -1 pera= 4
’ - —o0 pera >4
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4.5. Applicazioni al calcolo numerico approssimato:
metodo di Newton e formula di Taylor
con resto secondo Lagrange

4.5.A. Richiami sul metodo di Newton

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, § 7.5.
Richiamiamo I'enunciato del teorema relativo al metodo di Newton, di cui
negli esercizi successivi dovremo verificare le ipotesi:

Teorema 4.3. Sia f : [a,b] — R due volte derivabile in [a, b], e supponiamo che:

1. f(a)- f(b) <0
2. f'(z), f"(x) hanno segno costante in [a, b];

3. f(a)- f"(a) > 0.

Definiamo per ricorrenza la successione

Top=0a
Tt = 0 = 7

Allora esiste uno e un sol punto c € (a,b) tale che f(c) = 0 e la successione
x, tende a c per difetto. Se invece di valere la 3 vale la
3" f(b) - f"(b) > 0, allora la successione

g — b
_ £ (@)
Tntl = Tn = Fla,)
converge a C per eccesso.

Esempio 4.30. Si vuole trovare una soluzione approssimata dell'equazione
z + logz = 0.

A tale scopo:

a. Si verifichi che le ipotesi del metodo di Newton sono verificate
sull'intervallo [%, 1];

b. si scriva esplicitamente la formula di ricorrenza che assegna una
successione convergente alla soluzione dell'equazione, precisando se tale
convergenza sara per difetto o per eccesso;

c. si calcolino le prime iterazioni del metodo, finché il risultato si stabilizza
nelle prime 4 cifre decimali.
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a. Sia f(z) = z + logz.

f(1)=—i-—1<0;f(1)=1>0;

€

f(z) = 1+é > 0in [21}

() = —$—12 <0in [21}

1 1
b. f<~) f”(l) > 0, percid poniamo ay = —.
e e e
Calcoliamo
() t+logt t(1— logt)
D=t=23L g -
90 == 7 1+1 P+ 1

percid poniamo

_ an(1-logar)
Ans1 = = ap+1

1

e

ag =

La successione a,, convergera alla soluzione per difetto. Calcoliamo:

z 2
- e ~ 0.53788.
“ 1+ % l+e
0.53788(1 — log0.53788)
= (0.53788) = = 0.56666.
g = g\0.0876E) 0.53788 + 1 0.56666
0.56666(1 — 1og0.56666)
= ¢(0.56666) = = 0.56714.
as = g( ) 0.56666 + 1 096714
0.56714(1 — log0.567
as = g(0.56714) = (1= 10g0.56714) _  cor1y _ .

0.56714 4+ 1
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Il risultato ¢ stabilizzato nelle prime 5 cifre (ne erano richieste 4). Possiamo
fermarci qui e considerare ¢ = 0.5671 il punto richiesto.

A titolo di verifica, f(0.5671) = —0.000112,

by

quindi la funzione effettivamente & "quasi nulla" nel punto c. 3

Esercizi
4.307.% Si vuole trovare una soluzione approssimata dell'equazione
el/? —z =0.

A tale scopo:

a. St verifichi che le ipotesi del metodo di Newton sono verificate
sull'intervallo [1, e];

b. si scriva esplicitamente la formula di ricorrenza che assegna una
successione convergente alla soluzione dell'equazione, precisando se tale
convergenza sara per difetto o per eccesso;

c¢. si calcolino le prime iterazioni del metodo, finché il risultato si stabilizza
nelle prime 2 cifre dopo la virgola.

4.308.%  Si consideri I'equazione:

e® =2z
a. Mediante un confronto grafico determinare quante soluzioni ha e darne
una prima localizzazione.
b. Utilizzando il metodo di Newton, scrivere esplicitamente una successione
definita per ricorrenza, che converga alla massima soluzione.
c. Mediante l'algoritmo precedente, calcolare il valore numerico
approssimato al secondo decimale di una delle soluzioni.

4.309.%  Calcolare con approssimazione I'unica soluzione reale
dell'equazione 3 + x + 1 = 0. A tal fine:

a. Mostrare che il metodo di Newton ¢ applicabile sull'intervallo [—1, 0];

b. scrivere esplicitamente 1'algoritmo iterativo;

c. calcolare esplicitamente le prime iterazioni, finché le prime due cifre
decimali si stabilizzano.

3 Si noti comunque che non ¢'¢ un relazione banale tra questo numero (—0.000112) e lo
scarto tra c e il punto in cui la funzione si annulla realmente.
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4.310.%  Calcolare con approssimazione l'unica soluzione reale
dell'equazione logxr = % A tal fine:

a. Mostrare che il metodo di Newton & applicabile sull'intervallo {1, 2];

b. scrivere esplicitamente l'algoritmo iterativo;

c. calcolare esplicitamente le prime iterazioni, finché le prime due cifre
decimali si stabilizzano.

4.311.% Si vuole calcolare l'unica soluzione dell'equazione

.z
sinz = 2
che cade nell'intervallo {227-, w].
a. Mostrare che le ipotesi del metodo di Newton sono soddisfatte in questo
intervallo.
b. Definire per ricorrenza una successione che converge alla soluzione
cercata.
c. calcolare esplicitamente le prime iterazioni, finché le prime due cifre
decimali si stabilizzano.

4.312.% Si vuole calcolare I'unica soluzione dell'equazione

COSx =

che cade nell'intervallo [O, g] :

a. Mostrare che le ipotesi del metodo di Newton sono soddisfatte in questo
intervallo.

b. Definire per ricorrenza una successione che converge alla soluzione
cercata.

¢. Calcolare le prime tre iterazioni dell'algoritmo.
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4.5.B. Calcoli numerici approssimati
mediante la formula di Taylor

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, §7.4.

La formula di Taylor con resto secondo Lagrange puod essere utilizzata per
calcolare numericamente una funzione, in un punto o in un intervallo, con un
controllo dell'errore commesso.

Esempio 4.31. Calcolare un valore approssimato di \/E, con un errore inferiore a

1/1000, usando la formula di Taylor con resto secondo Lagrange.
La formula di Taylor con resto secondo Lagrange per la funzione f(z) = e” &:

z _ 2 x_k+m n+1
el (n+1)!

per un certo ¢ € (0, z). Poiché per ogni n si ha f("*)(t) = ', per 2 = 1 si ha:

g 1 t 1
\/Esz:;ka + 2n+1(n+1)!e’ cont € (O, 5)

Percio 'errore di approssimazione €

1 : el/2

B, = .
" e DI° S 2 (n 4 1)

Anche se non conosciamo ancora il valore di e/2 (& proprio quello che stiamo
calcolando!) possiamo dire che e!/? < 2, perché e < 4. Percid

1

0< By < —— .
S B S )]

Si tratta ora di scegliere l'intero n in modo che risulti E, < 5. Tabulando i

. . . . 1 » 5
primi valori di 57—~ (wpT)! troviamo:
n 112 |3 |4 5
1 | Ip i 1 _1
)] | 4 | 24 | 192 | 1920

Possiamo scegliere quindi n = 4. Questo significa che

4
1
Vo= qm t B
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con0 < By < ﬁ. Il valore numerico approssimato che cerchiamo ¢ quindi:

4
1 1 1 1 211

— =1 = = 1.648...
Zk!Q’“ * 2-4 * 3128 * 4124 128

Esercizi

4.313.% Calcolare un valore approssimato di 2, con errore inferiore a 1/100.
A tal fine: utilizzare la formula di Taylor con resto secondo Lagrange; scrivere
esplicitamente 1 passaggi di maggiorazione dell'errore (usare la disuguaglianza
e < 3); scrivere esplicitamente una sommatoria che assegna il valore cercato (non
¢ richiesto il calcolo di tale somma).

4.314.% Calcolare un valore approssimato di sin, con errore inferiore a 1/10

000. A tal fine: utilizzare la formula di Taylor con resto secondo Lagrange;
scrivere esplicitamente 1 passaggi di maggiorazione dell'errore; scrivere
esplicitamente una sommatoria che assegna il valore cercato, e calcolarne il valore
numerico.

4.315.% Calcolare un valore approssimato di ﬁ, con un errore inferiore a

1/1000, usando la formula di Taylor con resto secondo Lagrange.

4.316.% Calcolare un valore approssimato di \/g , con un errore inferiore a
1/1000, usando la formula di Taylor con resto secondo Lagrange.
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Soluzioni § 4.5.

4.307.
a Sia f(z) = el/* — .

f)=e—1>0;f(e) =€ —e <0

1 el/x . 1" 1/z 1 2 %

b. F() (1) > 0, percid poniamo ag = 1.
. f(t) e/t — ¢
Calcoliamo t)y=t— 5= x
=15 T
. . Gntl = Ap + e:1//‘1:,;—(1"
percid poniamo Tk
g = 1

La successione a, convergera alla soluzione per difetto. Calcoliamo:
e—1 2e

= ~ 1.462.
e+1 e+1

a1=1+

(Lavoriamo con una cifra in piu di quelle che vogliamo vedere stabilizzate).

el/1462 — 1,462
ay = g(1.462) = 1.462 + ——prg—— = 1.732,

1.4622

/1732 _ 17
as = g(1.732) = 1.732 + ewl—ﬁ = 1.763.

1.732%

1/1.763 __ 1 76
a4 = g(1.763) = 1.763 + E—Tm—i _ 1.763.

1.7632

A questo punto il risultato & stabilizzato. Il punto richiesto ¢ ¢ = 1.76.

4.308.

a.  Tracciamo su un grafico le funzioni e?, 2 — z%. Si vede subito che questi grafici
hanno esattamente due intersezioni.

(Dimostrazione rigorosa: poiché sono continue, per il teorema degli zeri hanno
almeno un'intersezione sull'intervallo [ —2,0] e almeno un'intersezione sull'intervallo
[0,2], quindi in tutto almeno 2 intersezioni; poiché una funzione é streftamente convessa e
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l'altra strettamente concava, non possono avere piu di 2 intersezioni; percio ne hanno
esattamente 2).

Ci & chiesto di determinare la soluzione massima, quindi in questo caso quella positiva,
che dal grafico cadra esempio nell'intervallo [0, 1].

:

ar
b

-1

b. Riscriviamo 'equazione nella forma
flz)=e"+22~-2=0

¢ mostriamo che il metodo di Newton ¢ applicabile in [0, 1].
f(0)=-1<0;f(1)=e—1>0.
f(z) =e*+2z>0in[0,1];
f'(z) =€e*+2>0in|0,1].
F(0)f"(0) < 0, percid definiamo la successione:

ans1 = an = £
ag = 1.

Calcoliamo la funzione

(@) =z — f(=) e e“+at -2 e(x—1)+z*+2
& f'(z) e® + 2z e* + 2z '
- ant1 = g(an) e (z—1)+z2+2
uindi: = :
Quindi {a(): 1 con g(z) - 9

¢. Possiamo calcolare ora le prime iterazioni:

a; = g(1) = 0.636;

e%6%(0.636 — 1) + 0.6362 + 2

ay = g(0.636) = €9-636  9.0.636

= 0.543;
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€%543(0.543 — 1) + 0.543? + 2

az = g(0.543) = €9543 1 9.0.543

= 0.537;

e%%37(0.537 — 1) + 0.537% + 2
0537 + 2. 0.537

ag = g(0.537) = = 0.537;
Possiamo fermarci qui; il valore di ¢ stabilizzato al secondo decimale & 0.53.

Naturalmente, una scelta diversa del punto iniziale porta a risultati intermedi diversi, ed
eventualmente a un diverso numero di iterazioni; il risultato numerico finale pero ¢ questo.

4.309.

a Siaf(z)=z*+z+1.f(-1)=-1<0; f0)=1>0;
() =322 +1>0Vz; f'(z) = 6z < 0Vz € [-1,0].

Percid il metodo di Newton ¢ applicabile sull'intervallo considerato.
b. Poiché f(—1)f"(—1) > 0, definiamo:

{ nt1 = g(an)

ag = -1
[ B+t+1 281
con t)=t— L =¢— = .
9(t) 7 () 32+1  32+1
c. ap=-1; a; = g(1) = —0.75;

az = g(—0.75) = —0.686; a3 = g(—0.686) = —0.682.
A questo punto le prime due cifre decimali sono stabilizzate: ¢ ~ —0.68.

4.310.
a. Siaf(z)=logz — 1. f(1) = -1 < 0; f(2) = log2 — 1 =0.193 > 0.

fl@)=1+%>0in[1,2); f"(z) =-% - % <0in[1,2].
Percio il metodo di Newton & applicabile in [1, 2].

logt — % 2 42
b. Sia oty =t— 1B _y_ ogt=§ _ #1+2%— tllogt
f'() 1+ 4 1+t
poiché £(1)f”(1) > 0, poniamo { Z”“Li ? g(an)
o = 1.
c. a;=g(1)=1.5; ay = ¢(1.5) = 1.735;
az = g(1.735) = 1.763; as = g(1.763) = 1.763.

Percid la soluzione cercata &, stabilizzata al secondo decimale, 1.76.

4.311.
a. Sia f(z) = sinz — %; allora: () =1— 120 fm)=-F <0
i

f/(z) =cosz— 3 <0in [g,w];f”( ) = —sinz < 0 in [zzz,ﬂ]_
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Le ipotesi sono soddisfatte.

fa) sinz — £ _ xcosz — sinz

b.Sia o 1\B _, _ ,
9(z) == f(z) cosz — & cosT — 3

poiché f(n)f"(w) > 0, poniamo

any1 = g(an) = ———ﬂ“"ﬁiztfg““
ag = 7.
¢. Calcoliamo:
a; = g(m) = 2.094; ay = g(2.094) = 1.913
= ¢(1.913) = 1.895; as = g(1.895) = 1.895

Il valore di ¢ stabilizzato al secondo decimale € 1.89.

4.312.

a. Sia f(z) = cosz — z; allora: f(0)=1>0; f(%) =—-% <0;
fl(z)=—sinz—1<0in [0,%]; f'(z) = —cosz < 0in [0, I].
Le ipotesi sono soddisfatte.

flz) oo SosT—g xsinz + cosz
- = ;

b. Sia g(z) =z - (@) —sint —1  sinz+1

poiché f (%) f”(%) > 0, poniamo

sina,-+1

.
ao—g.

{ Gntl = g( an) — ansir_xag—%-cosaﬁ
¢. Calcoliamo:
a1 = g(%) =0.7853
ay = g(0.7853) = 0.7395
asz = g(0.7395) = 0.7390.
Il valore di ¢ stabilizzato al terzo decimale & 1.739.

4.313. Zk, n+1)' t € (0,z);

n Qk 2n+1

2
== —+—-—-—————
c= Kkl (n+1)

e ', t€(0,2);

2n+1 2n+1 2n+1

i(n+1)!e ' < (n+1)362<9'm = Bn.

|Errore| =

(Anche se non conosciamo il valore di e?, sappiamo che e? < 9 perché e < 3). Calcoliamo:
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n |2 |6 8 9
R, | 12 | 0.228 | 0.0127 | 0.00254

n = 9 & il minimo intero che va bene. Per n = 9 si ha:

9 ok
o = Z% +E="738)+FE, con0 < E <0.01.
k=0 """
4.314.
n p2k+1 222 2n2
sinz = —1)F + sinz)),_,, t € (0,
’ ;( ) 2k+1)!  (@n+2)! dx2“+2( o=t (0,2)

(%)2n+2 d2n+2 . 1
o £ 2)] dgzs? () ja=t |2 1 € (0’ 5)

i n " 1 2k+1 1
sing = > _(-1) (’2’) @i T

con Errore = [...].

(sinz)| < 1 per ogni z, n,

d2n+2
Poiché I

d p2nt2

(perché la derivata di qualsiasi ordine della funzione sinz & =sinz opppure £cosz),

1 1
10000 P 22%2 (27, 1+ 2)1 = 10000

|Errore| <

_ 1 1
Ora 1 "=l wn T
22"+2(2n + 2)’ n=2 %61 = 16080
quindi n = 2 va bene. Si ha allora:
.11 1 1
Sln§ o 5 - ﬂ + ﬂ = 0.4794.

4.315.

1 p - (EDF 1 ¢ 1
———=c —; A +(_2n+1)(n+1)!e, cont e —5,0 ;

®

1 . 1 1
= im0 S 2 (nt 1) 1000

Percid | En|

per n > 4, infatti:
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410
___r I B
2 (n+ 1) f 1,54 8 48738473840

Dunque il valore approssimato che si cerca ¢
1 2. {=1) 1.1 1 1 233

—_— — e T e e _ 0
Z K12k 1 2 + 8 48 ' 384 384 = 0.607.

% usando la formula di Taylor con resto

4.316. Calcolare un valore approssimato di
secondo Lagrange con n = 3, e dare una maggiorazione dell'errore commesso. Scriviamo

Loy 1 )+iﬁigﬁ:;xﬁﬁ4

1
\/1+x—(1+2x—§$ +16 A dat
I 3_ (1ol 1 1/ L1V .
pera=y5: 2~ 227 8\2 16 \ 2 .
1 1 1/1\% 1 /1\* 157
142.2—2 d — (=) =225 ~1.92966
eon t3% 8(2) +16(2) 128
1 d
— 1 —
i 4'~24dx4<V +m>/m=t
1 [ 1/ 3 g) 1 Rt 1
B A 2) (1 +0)?| T 6144 (14 )?
cont € (0,1), quindi W <l,e
15
|By] < g7 = 0.0024.

Quindi: \/g ~ 1.2266+0.0024.
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5.1. Serie numeriche

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 5, §1.

Per maggiore gradualita, gli esercizi sono qui raggruppati in 4 sezioni: le prime
due riguardano, rispettivamente, serie a termini positivi e serie a termini di segno
variabili; nella terza si presentano esercizi assortiti di entrambi i tipi. In tutte e 3
queste prime sezioni gli esercizi possono essere svolti senza gli strumenti del
calcolo differenziale. La quarta sezione invece contiene esercizi che richiedono
anche gli sviluppi di MacLaurin per determinare la parte principale di certi
infinitesimi, oppure l'uso della derivata per studiare la monotonia di una
successione, quando questo ¢ utile per poter applicare il criterio di Leibniz.

5.1.A. Serie a termini positivi

Si presentano qui esempi di serie che possono essere studiati usando i criteri validi
per le serie a termini positivi, applicando le stime asintotiche che discendono dai
limiti notevoli (ma senza far uso di sviluppi di MacLaurin).

Esempi svolti

Stabilire il carattere delle seguenti serie (= dire se la serie converge, diverge o
oscilla), giustificando le proprie conclusioni.

Nota bene: in realtd sappiamo che una serie a termini positivi converge o
diverge, quindi una volta constatato che effettivamente la serie da studiare ha i
termini positivi (o definitivamente positivi, o definitivamente negativi) il terzo
caso si puo escludere.

Esempio 5.1.
Jvn+1 \/—— 3 + sinn
@) ;( nlogn > Z n? +2y/n + sin(1/n)

(a) Serie a termini positivi,

Vo= ya(yfiaton) -
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1 < 1
2n3/2logn ~ 2n%/2°

Quindi Qn
Ora: la serie armonica generalizzata Z;}; con a=3/2>1 converge; per il

criterio del confronto anche la serie Zm converge; per il criterio del

confronto asintotico, anche la serie di partenza converge.

(b) La serie ¢ a termini positivi. Per il denominatore vale la stima asintotica:

1
n’ +2\/ﬁ+sin<;l—> ~ n?

.\ 1 n 1
ercio TP e,
¥ (n2+2\/ﬁ+sin(1/n)) n? n
Poiché la serie armonica )1 diverge, l'idea ¢ che anche la nostra serie diverga. Il

termine (3 + sinn) ¢ oscillante, ma essendo —1 < sinn < 1, risulta
2 < (3+sinn) <4,

percio possiamo minorare:

o > 2 2n 2
nnr~ — — —
" =\ n? +2¢/n +sin(1/n) n? n
e poiché Z% diverge, per il criterio del confronto asintotico anche

Z( m—ﬁ;—m(l—/n))n diverge, e per il criterio del confronto la serie di partenza

diverge.

Esempio 5.2.

o0 ’ 3 oo n
(a) ;“nfj; (b) ;n—@—

(a) Serie a termini positivi; la presenza del fattoriale e della potenza n®
suggeriscono di applicare il criterio del rapporto:
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ny1 _ (n+Din+1)° nn

an (n+1)"* alnd
(o4 1" n+1)° ( n )n_
T (n+1D"(m+1) n n+1)
1 1

percid la serie converge.

Si presti attenzione a questo diverso comportamento:

(n+1)3 (n—{—l)"
— 1, ma: — e.
n n

In entrambi i casi, la base ("T“) tende a 1; nel primo caso perd l'esponente ¢
costante, quindi anche la potenza tende a 1, mentre nel secondo caso I'esponente &
variabile, la potenza da una forma di indeterminazione [1°°], che anzi si riconosce
dare il limite notevole e.

(b) Serie a termini positivi. La presenza dei due termini di esponente n
suggerisce di applicare il criterio della radice:

Jam=pl > L 5 5,
"V nbo2m T 4 ’

(v

percio la serie diverge.
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Esercizi

Stabilire se le seguenti serie a termini positivi convergono o divergono,
precisando il criterio utilizzato.

S51.%

5.2.%

5.5

5.6.%

57.%

5.8.%

S.9.%

f: n-+3
M3 +2n+2

n=]

&
movni+n+1

Z 10537?;

2 2
© 3%
22271,

n=0

i log?n + 1
nlog?n + nflogn

n=2

0 \/ﬁ3n+1
n!

n=0

5.10.%

S5.11.5%

5.12.%

5.13.5%

S.14.%

5.15.%

5.16.%

5.17.%

5.18.%

e n2+3\/ﬁ
;log< n?+4 )

2 43"
c~ nl!
f: logn
—H\n+3y/n+5)
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5.19.% Utilizzando la serie geometrica (e non applicando le formule studiate
a scuola) scrivere sotto forma di frazione i seguenti numeri decimali periodici:

(@) 0.4; (b) 0.35; (c) 0.9; (d) 0.235.

5.1.B. Serie a termini di segno variabile

Si presentano qui esempi di serie che possono essere studiati usando i criteri validi
per le serie a termini di segno variabile, applicando le stime asintotiche che
discendono dai limiti notevoli (ma senza far uso di strumenti di calcolo
differenziale).

Esempi svolti

Esempio 5.3. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie,
giustificando le proprie conclusioni.

i [sin% - cos(mr)] .

n=1

| sins +cos(n7r) >, | sint
S

n=1

n f’: [cos(mr)}

n=1

La prima serie & a termini positivi,

2
smn 1

n n?’

percio la prima serie converge per il criterio del confronto asintotico ¢ il confronto
con la serie armonica generalizzata di esponente o > 1.

La seconda serie ¢ a segni alterni e per il criterio di Leibniz converge, perché
1/n | 0. (Ricordiamo che col simbolo a,, | O si intende che a,, converge a zero ed
¢ monotona decrescente).

Quindi la serie di partenza converge semplicemente, perché somma di due
serie convergenti. Quanto alla convergenza assoluta,

sinl + cos(n) o1+ (—1)"sini _ 14 (=1)"sin+ 1

n n n

n

o
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e per confronto asintotico con la serie armonica, la serie dei valori assoluti diverge.
Quindi la serie non converge assolutamente.

Esempio 5.4. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie,
giustificando le proprie conclusioni.

Zsm )cos(n)sin — |cos
n n

Convergenza assoluta:
1 1 1 1
. 2 .
sin(n?)cos(nm)sin (ﬁ) cos (—TZ) < sin ( nz) g

e per il criterio del confronto e del confronto asintotico, la serie di partenza
converge assolutamente. Quindi converge anche semplicemente.

Esercizi

Stabilire se le seguenti serie a termini di segno variabile convergono
assolutamente e/o semplicemente, giustificando le proprie conclusioni in base ai
criteri studiati.

520.% Zsmn 5.23.% Zﬁ+(—1) n

n=0 n=]

521.% Zl+n+\/_ 5244 ZSI\n/nﬁ

n=0 nzln
oo}

5229 > (—1)"er 5.25.% Z( )"
n=1 n=2

5.26.% iesm" (sm%) (671; - 1) COoST.

s 1
5.27.% sinn - sin— <cos———- — 1) .
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528.% Z5n+ — ) 2 + log'n

n=1

5.1.C. Esercizi sulle serie a termini positivi o di segno variabile

Si presentano ora esercizi assortiti (serie a termini positivi o di segno variabile),
che non fanno uso di strumenti di calcolo differenziale.

Di ciascuna delle seguenti serie, dire se converge, diverge o oscilla,
motivando il perché. (Se la serie e a termini a segno variabile, non é richiesto lo
studio della convergenza assoluta).

2. 14+ 2n X n2on
5.29.% Zlm 5.36.% Z
n=
s n
5.30. 5.37. _
* Z‘/n_*_ * ;n3logn+3

5.31.% f:——l— 5.38.% i(—l)"\/ﬁ

“~n(logn)" e
> n 2. logn
5.32. 5.39.
* 2 * 2
(=1)"2" i 1+ 2n?
5.33. 5.40. e
o Ze nl % ;n3+3n2+1
> n (27 + Iog n)
5.34. 41,
* ;n3 — 5.41.% ; _
>~ cos(n) 2 n? + log’n + /n
5.35. % 5.42.%
;n+\/ﬁ ;1%-713\/722-1-1



418 Cap. 5. Serie

i 2/n? + 37/

5.43.%

=1 \/n3 +3y1+nd
5.44.% nz_; o n,
5.45.% ; (@)

5.46.% i[ 1) } (”if)

n=1

L[ (—1)"n + sinn
5.47.% 2;2( logn
(&)
5.48.% Z(sin(cosn))"
n=0
>, cos(sinn)
49, ——L
5.49.% nZ:: -

Calcolare esplicitamente la somma delle seguenti serie:

oo n o0 n+1
5.50. 205—2; 5.51. Z::(—l)" E o

Stabilire se le seguenti serie convergono semplicemente, e se convergono
assolutamente.

o0 2 0
5.52.% ;ﬁ (sinn) (sin%) 5.54.% nZZI(—l)n <tan%>

5.53.% i(efﬁf—l)\/ﬁ 5.55.% Zlog( 3?:-3271)
n=0
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> . (1
5.56.% anl(ﬁ)

n=1

2y 1 > n? +n
S4S: - 5.64. I
* ;(smn) (51nn2> * ; 08<n2 n 2>
o0 1o s 0 1
5.58. % Z [log(n + 2” ey 5.65.% Zarctarm tan
n=1 n+1 o
x (et/m —1) 5.66.% Zsinn .sin— - tan—
5.59.% Z____ - ™
n=1
©_ - sin? (L
x_el/n 5.67.% Z_ini
=60:% Z n=1 sin® (L>
n=1 \/ﬁ ny/n
= . /nsin:
in-L 5684 S VM
5.61.% z:lnsmgg ;\/ﬁ-l- 2=
n=
= > 2420 —2
1+n 5.69. % o (n + )
5.62. .69. g BE 2
* ;log(n+2) ; =1
n*cos(n)
5.70.
o 3n2 — 5n3
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5.1.D. Esercizi sulle serie che utilizzano
anche il calcolo differenziale

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 5, §1, cap.4, §7.3, §4.2.

I prossimi esercizi utilizzano anche strumenti di calcolo differenziale: sviluppi
di MacLaurin per dare una stima asintotica del termine generale della serie, oppure
I'uso della derivata per per verificare la monotonia di una successione.

Esempi svolti

Esempio 5.5. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie:

Z(—l)" (e% — e%).

1
:e%<e%~—l> B —,
n

Si ha: l(—l)”(e% -e%)

percid la serie diverge assolutamente (criterio del confronto asintotico, confronto
con serie armonica, divergente).

La serie di partenza ¢ a segni alterni, con termine generale tendente a zero.

Per applicare il criterio di Leibniz verifichiamo la monotonia di b, = er —en
calcolando

fla) = eF —e;

! A - = 1/ -1 _eil 21 ei'
fa)=e( ) - () =zh-2]~ -5

per x — +oo. Quindi f' & definitivamente negativa, f & definitivamente
decrescente, e b, ¢ definitivamente decrescente. Per il criterio di Leibniz, la serie
di partenza converge semplicemente.

Osservazione 5.1. Perché usare la derivata per studiare la monotonia di una
successione. Il criterio di Leibniz richiede la verifica della monotonia di una certa
successione, ossia il fatto che an; < a_ per ogni n. In casi molto semplici, la
monotonia ¢ evidente dalla forma analitica di a,, ad esempio

1 1 1

n’n?+ 1" logn
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evidentemente decrescono all'aumentare di n. Ma non appena si passa a
successioni meno elementari, la cosa diventa meno ovvia. Ad esempio:

_logn
T on

Qn

certamente tende a zero per confronto di infiniti, ma non € ovvio che sia monotona
decrescente: al crescere di n, infatti, crescono sia il numeratore che il
denominatore. Ci basterebbe sapere che per m maggiore di un certo ng la
successione sia decrescente, ma anche questo non ¢ banale da stabilire per via
puramente algebrica. Se pero esiste una funzione f(x) di variabile reale, definita
almeno per z > 0 o per z abbastanza grande, tale che a,, = f(n) (in questo caso ¢
f(z) = logz/x), allora lo studio del decrescere di a, pud essere ricondotto allo
studio del decrescere di f(z). Se f é decrescente almeno per x abbastanza
grande, allora a,, sara decrescente almeno per n abbastanza grande. A sua volta,
per stabilire questo & sufficiente provare che f’(z) & negativa per = abbastanza
grande, il che si puo dedurre risolvendo la disequazione f'(z) < 0 oppure con una
stima asintotica di f' per x — +oo, come si ¢ fatto nell'esempio precedente. Si
noti che, al contrario, una stima asintotica su a, non consente di dedurre la
monotonia di a,. Ad esempio, se a, N% questo non implica che a, sia una
successione definitivamente decrescente. Il calcolo differenziale quindi in certi
casi rende meccanica una verifica che per via algebrica potrebbe essere laboriosa.

Esempio 5.6. Stabilire il carattere della seguente serie:
o
Zn (sin—l- - Sh—1->.
=i n n

Per stimare il termine generale, usiamo gli sviluppi di MacLaurin delle
funzioni sinz, Shz:

sinl—lwi-i—o—l—' Shl—l—&-l-f- L),
n n 6nd nd )’ n n 6nd © nd )’

ool L (1Y (11 (VY
o n  6nd n3 n  6n3 © n3 o
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La stima ci dice che si tratta di una serie a termini (definitivamente) negativi;
per il criterio del confronto asintotico, la serie converge, per confronto con la serie
armonica generalizzata ¥1/n® con o > 1.

Esercizi

Stabilire il carattere delle seguenti serie:

1
5.71.% Z Iogn 5.74. % Z( — cos—) logn.

5.72.% Z log"

> 1 1
5.75.* nil \/ﬁ(COS; = Ch;)
1
5.73. )" —
* E (— n smn

Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie, giustificando le
proprie conclusioni citando i criteri utilizzati.

5.76.% Z( " (—\/—_— —sm%)

577 4 Z( )" log(logn)

n=2

- 1
5.78.% E [( —1)"arctann - arctang} .
n=1

5.79.% > (1) log( j)

n=4

N "n + sinn
5.80.% Z nZ —
n=0
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Soluzioni § 5.1.

5.1. An ~ 505 = 2—1n—2, percid la serie converge, per il criterio del confronto

asintotico, ed il confronto con la serie armonica generalizzata ) —; conor =2 > 1.
nl/3

5.2. ap ~ B = ;;2175, percid la serie diverge, per il criterio del confronto

asintotico, ed il confronto con la serie armonica generalizzata ), = con o = 2 < 1.
5.3. Converge per il criterio del confronto:

logn logn 1 1
g3 — o8 ja < —, convergente.
n n n 7

5.4. Per la gerarchia degli infiniti,

n 1

a”Nﬁ—!:(n—l)!

dunque la serie converge, per confronto asintotico con quella di (n—_ll)—, (che a sua volta

converge, ad esempio per il criterio del rapporto).

3n~lhan 3\" .3 1 [(3\"
5-5. a’ﬂ- = —_—4—71,— oo (Z) 3 3 1+n<31-1 ~ -3- A (Z)

dunque la serie converge, per confronto asintotico con la serie geometrica di ragione 3/4.

5.6. Per la gerarchia degli infiniti,

2
log’n  logn & 1

~ = definitivamente
" n2logn  n? n3/2( )

(perché logn < \/ﬁ definitivamente). Dunque per il criterio del confronto asintotico, e per
confronto con la serie 35 (3/2 > 1) la serie converge.

5.7. Applichiamo il criterio del rapporto:

any1 V/n+137F2 n! n+1 3 3 0
= . = _ ~— —s
ap (n+1)! \/n 3l n n+l n

percid per il criterio del rapporto, la serie converge.

5.8. Applichiamo il criterio della radice:

S22

= — ()

T

percio per il criterio della radice, la serie converge.

(N1

n
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v i e
5.9. Poiché % -1,

n2+2n n2+2n_1 'sz + 2n _ 2” - l 28
T‘"=( —1) Ne<m—1> —8<n2+1 Y

Serie a termini (definitivamente) positivi; per il criterio del confronto asintotico, la serie
diverge, per confronto con la serie armonica.

5.10. Poiché

(£528) - w5520 - (25

n? 44 n?+4+4 n?+4

_3yn—-4 3

ne +4 ~ R

Serie a termini (definitivamente) positivi; per il criterio del confronto asintotico, la serie
converge, per confronto con la serie armonica generalizzata ¥.1/n® con o > 1.

5.11.  Serie a termini positivi; applico il criterio del rapporto:

2an+1 i 2
an+1:(n+1)3 oot 3 (n+1 ~§-—>O<l,
an (n+1)! n?3»  (n+1) n n

percio la serie converge.

n+3\/ﬁ+5 n n

per il criterio del confronto asintotico, il criterio del confronto, e il confronto con la serie

armonica divergente, la serie diverge.

5.13. ef%—ei:e% e(ﬁ_’%)—-l ~ n+l _l —
3—n?2 n
_ n?+n—3+n? 1
 n(3-n?) n

Si noti che la prima stima asintotica ¢ giustificata dal fatto che (£ — 1) — 0, il che, se

non si fosse verificato a priori, segue dalla seconda stima asintotica.
Conclusione: la serie ¢ a termini (definitivamente) negativi; per il criterio del confronto

asintotico, la serie diverge, per confronto con la serie armonica.
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5.14.  Serie a termini positivi, applico il criterio del rapporto.

Anil (Tl + 1)! n% . VvVn +1

o )T VAl Db (s2)7

N

1

1
B (1+l)"/2 Hﬁ

< 1, percio la serie converge.

n3+1

5.15.  Serie a termini positivi. Poiché = I,
o n®+1 I nd+1 Do 1+43n loan 3logn
~ —_— n = ~ .
& nd —3n o8 n3 —3n & nd —3n & n?
1 .
Ora: g o§n < %75 definitivamente,
n n

(perché 3logn < \/ﬁ definitivamente) percio per il criterio del confronto asintotico, il
criterio del confronto, ed il confronto con la la serie armonica generalizzata di esponente
3/2 (convergente), la serie converge.

5.16.  Serie a termini positivi. Applico il criterio del rapporto:

Gni1 33(n+1) | ('n, + 1)' ] (2n + 1)! _ 33(n+ ].) 27n _ 2_7 -0
 4n ’

an (2n + 3)! Prnl  (2n+3)(2n+2)  4n?

percio per il criterio del rapporto la serie converge.

5.17.  Serie a termini positivi. Il fattore eS™ non ammette limite, ma soddisfa le
disuguaglianze

6_1 S esmn S e.

. o I
Cominciamo a studiare il fattore sin— + sin(e™) ~ —
n n

perché sin ~ Lesin(e™") ~ e™™ < L. Poiché la serie armonica YL, minoriamo:

; 1
e (sin— + sin(e‘”)) >e! (sin1 + sin(e””)) ~el. 1
n n n

e concludiamo che, per il criterio del confronto e del confronto asintotico, e il confronto con
la serie armonica (divergente), la serie diverge.
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5.18.  Serie a termini positivi, applichiamo il criterio del rapporto.

n+l ! n v n 2 2
nyy _ 2" (4 D! w2+ D" ( n ) _ Y
n+1 (1+5)" e

an, (n+ 1)n+1 Impl - (n+1)n+1

Quindi, per il criterio del rapporto, la serie converge.

5.19.
_ 4 4 4 1
A=04444. = = — 4 — +.. =4Y =

(@) 04=0444d.. = o+ 75 + 75 + ;mn

= 1

— 35 35 35
b 35 =0. B e =
() 0.35=0.353535... = - + T + 7o + 35;100n

35
=35< L —1):—.
1- & 99

©) 0.9 = 0.9999 —3+i+—+ —9§:i—
T T 10 7 102 108 T T&10m
=9( 11 —1):1.
-1
(d) 0.235 = 0.2353535 —3+i 0.353535... =
235 =0. ar =i 3l e =

(usando il procedimento del punto b)
_2 1 35 23
© 10 10 99 990

5.20.  Converge assolutamente perché:

sinn

1
<
n2

S oo convergente.

Quindi converge anche semplicemente.



Par. 5.1. Serie numeriche 427

5.21.  Converge semplicemente per il criterio di Leibniz. Infatti ¢ una serie a segni
alterni e

N S
1+n++/n

Non converge assolutamente perché

1 .
lan| ~ ~, serie divergente.

§.22. e» — 1 percid la serie non converge semplicemente (perché il termine
generale non tende a zero), e quindi neanche assolutamente. Si pu6 dire che: la serie di
partenza oscilla; la serie dei moduli diverge.

I Y e

oo
La serie 3 -1, a termini positivi, converge;
n=1

o0
la serie )~ (—1)" 1, a segni alterni, converge per il criterio di Leibniz.
=1

Quindi la serie converge semplicemente.

| a4 (1| &) A &1 &
Z[L;z—nZZ nzn n=Z<—1);§ﬁ+Zg
n=1 n=1 n=1 n=1

La prima serie converge (assolutamente), la seconda diverge (serie armonica), percid la
serie diverge, ossia: la serie di partenza diverge assolutamente.
Si noti il passaggio fatto per studiare il modulo:

[V + (=1)"n| = |(-1)"((-1)"V/n+n)| = (<1)"\/n+n
perché n > &, /n.

1
< 7

sinn
n/m

che converge (3/2 > 1, serie armonica generalizzata), quindi per il criterio del confronto la
serie di partenza converge assolutamente. Pertanto converge anche semplicemente.

5.24.

5.25. La serie & a segni alterni
converge semplicemente. Invece

>

n=2

! logn } 0, quindi per il criterio di Leibniz la serie

I = 1
Y] =
( )logn ;Iogn
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1 1
di hé —
iverge perché fogn © m

(serie armonica divergente) dunque per il criterio del confronto la serie diverge

assolutamente.
) 1
S (sm—) (eﬁ == 1)cosn
n
e

1\ / 2 1 1 e
Se(s‘“‘ﬁ)(eT‘l)”@';'jg—ns/g

Per il criterio del confronto e del confronto asintotico, e il confronto con la serie
armonica generalizzata di esponente 3/2 > 1, la serie di partenza converge assolutamente
e quindi converge semplicemente.

5.26. &

5.27.  Serie a termini di segno variabile;

1

~ —

n

1
2n

1
2n2’

1 1
an| < sin—|cos—= —1
1 n| - n \/ﬁ
Per il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico, per confronto con la serie

armonica generalizzata ¥1/n?, la serie dei valori assoluti converge.
Quindi la serie di partenza converge assolutamente, e percid converge semplicemente.

5.28.  Convergenza assoluta:

Sn+(—1)"n" +log*n| n® 1

2n3 md  2n’

percid per confronto asintotico con la serie armonica divergente, la serie di partenza diverge
assolutamente.
Convergenza semplice:

5n+ (—1)"n? +log'n _ 5n + log'n N (-1)"

= iy + big.
2 2n? 2n e
5 5 -
an > 0, ay ~ 3% = 55, percio ) a, converge;
n=1
o0
> b, & una serie a segni alterni, convergente per il criterio di Leibniz.
n=1

Di conseguenza la serie di partenza converge semplicemente.
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5.29.  Serie a termini positivi.

per il criterio del confronto asintotico ed il confronto con la serie armonica generalizzata
con o = 2 > 1, la serie converge.

5.30.  Serie a segni alterni, e poiché
1

—**,——n+210,

per il criterio di Leibniz la serie converge.

5.31.  Serie a termini positivi, applichiamo il criterio della radice:

N 1 1 1 So0<1,

n(log n)" (/ﬁlogn logn

percid la serie converge.

5.32.  Serie a termini positivi.

n 1
Up ~ —5 = —,
n n

per il criterio del confronto asintotico ed il confronto con la serie armonica, la serie diverge.

5.33.  Converge perché converge assolutamente. La serie dei valori assoluti, a sua
. . . . 271 .
volta, converge per il criterio del rapporto. Infatti, se b, = %3, siha
bn+1 _ 2n+1 n! 2

bn “(n+1)!'"z?:n+1_)0<1‘

5.34.  Converge perché ¢ una serie a termini positivi, e per il criterio del confronto
asintotico:

1
a, ~ —, serie convergente.
5.35.  Converge perché ¢ una serie a segni alterni (cos(nm) = (—1)"),

1
TR0

percio per il criterio di Leibniz converge.
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5.36.  Converge per il criterio del rapporto (serie a termini positivi):

an+1:(n+1)2.2n+1' n! :2(n+1)~g—>0<1,
Ty, n? 2n (n+1)! n? n

5.37.  Serie a termini positivi; per il criterio del confronto asintotico e del confronto:

1 . :
< 5 percio la serie converge.

Qa. ~
" n2logn ~

5.38.  Non converge perché il termine generale non tende a zero. Inoltre, studiando
la successione s, delle somme parziali, si vede che s, non tende né a +oco né a —oo;

pertanto la serie oscilla.

5.39.  Diverge perché ¢ una serie a termini positivi, e per il criterio del confronto:

1
(\)ﬁ_n \/_ divergente.
5.40.  Serie a termini positivi.
2n? 2
an ~ ——3 = —
n n

percio la serie diverge, per il criterio del confronto asintotico ed il confronto con la serie
armonica.

5.41.  Serie a termini positivi. Applico il criterio del confronto asintotico:

27’7,
QAp ~ TS = by,
n!
che ¢ una serie convergente, come si vede dal criterio del rapporto: b'l%‘ = ? —-0<1.

Percio la serie converge.

5.42.  Serie a termini positivi. Applico il criterio del confronto asintotico:

2
Qp ~ il percio la serie converge.

5.43.  Serie a termini positivi, criterio del confronto asintotico:

3n7/4 3 \/g
n v/ 3nt T nl/

diverge perché 1/4 < 1 (serie armonica generalizzata).




Par. 5.1. Serie numeriche 431

5.44,  Serie a termini positivi.
3=

anN—'—bn
n.

(per la gerarchia degli infiniti). Per il criterio del confronto asintotico la serie di a, ha lo
stesso carattere della serie di b,,. Studiamo quest'ultima serie col criterio del rapporto:
bn+1 - 3

—-0<1,

percid la serie converge (e anche la serie di partenza quindi converge).

5.45.  Serie a termini positivi. Criterio del rapporto:

Gop1 _ [(n+DP @n)  (n41) n?

g N —

1
an  (Cn+2)! (@)’ @n+2)2n+1)  4n2 4

<1

quindi la serie converge.

S evee(i) -

1/n+2 1 1 1
a,nN— —1 = — N
n\n-+1 n\n+1 n?

00
Percid ) a, & una serie a termini positivi convergente (per confronto asintotico con la serie
n=1
o0

armonica generalizzata ) ).
n=1

00
> (—1)"b, & una serie a segni alterni. Poiché

n=1

lo n_+2 =log{ 1+ ———1——— ¢ monotona decrescente e infinitesim
g n+1) & n+1 S

o0
per il criterio di Leibniz ) (—1)"b,, converge. Quindi la serie di partenza converge.
n=1
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S(=1)"n+sinn) & s 1 =\ sinn
>47. Z( n2logn =D (-1) nlogn+zn2logn'

n=2 n=2 n=2

% ¥ » % ] ¥ . § & @ . il .
La prima serie & a segni alterni e converge per il criterio di Leibniz perché o 10;1a

seconda serie converge perché converge assolutamente, in quanto:

P
=~ n2logn — n?’

sinn

n?logn

convergente per il criterio del confronto, e il confronto con la serie armonica generalizzata
¥1/n® con a > 1. Essendo somma di due serie convergenti, la serie di partenza converge.

5.48. Poiché
|cosn| < 1, si ha anche |sin(cosn)| < sinl

(L'angolo 1 radiante & nel primo quadrante, percio per |z| < 1 la funzione sinz ¢ monotona
crescente). Quindi

|(sin(cosn))"| < (sinl)"

¢ poiché 0 < sinl < 1, per confronto con la serie geometrica di ragione sinl la serie di
partenza converge assolutamente, e quindi semplicemente.

5.49. Poiché

|sinn| < 1, si ha anche cos(sinn) > cosl

(L'angolo 1 radiante ¢ nel primo quadrante, percid per 0 < z <1 la funzione cosz ¢
monotona decrescente, quindi cosx > cosl; poiché cosz & pari questo vale anche per
lz| < 1). Allora

cos(sinn) < cosl

n - n

e per confronto con la serie armonica, divergente, la serie di partenza diverge.

=\ 2" 9
5.50. E* 30 = 7
n=0
o) 3n+1 12
5.51. -1)" = =

n=0
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C1)? 1 1
552, Janigx/ﬁ<smg> SV I -

percid per il criterio del confronto e del confronto asintotico, la serie converge
assolutamente. Pertanto, converge anche semplicemente.

5.53.  Serie atermini positivi.
n 1
ap ~ ———— o~ ——
" 14n? vn Vv
percio la serie diverge, per confronto asintotico con —; (1/2 < 1)

5.54.  Serie a segni alterni. tan% — 0 ed ¢ monotona decrescente (% decresce, € per
z € (0,1) tanz cresce). Per il criterio di Leibniz, la serie converge semplicemente.

1 1
|a,| = tan— ~ =
n n
¢ per confronto asintotico con la serie armonica, la serie diverge assolutamente.
n? —2n 2

5.55. O N P SIS
. nd + 2n nd + 2n n2

perciod € una serie a termini negativi, e per confronto asintotico con la serie di # la serie
converge (semplicemente e assolutamente).

5.56.  Serie a termini positivi.

. (1) 1
nsin{ = | ~ =,
n? n

percio la serie diverge per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie
armonica divergente.

5.57.

(sinn) (sin%)’ < sini ~ 2

n2 n2

Percid per il criterio del confronto e del confronto asintotico, e il confronto con la serie
armonica generalizzata di 1/n? la serie converge assolutamente, e quindi anche
semplicemente.

5.58.  Serie a termini positivi.

n+2\1¢ 1 g1
1 = |log( 1+ — Aok —
s3] = e i)~ e
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percid per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica
generalizzata, la serie converge per a > 1, altrimenti diverge.

5.59.  Serie a termini positivi.
(ef/r—1) 1

~

\/ﬁ nd/2’

percio per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica
generalizzata con o = 3/2, la serie converge.

5.60.  Serie a termini positivi.

el/n 1

MNP Py
\/ﬁ n

percid per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica, la serie

diverge.

5.61.  Serie a termini positivi.

. 1
nsin— ~ —
nd  n?’
percid per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica
generalizzata con a = 2, la serie converge.

5.62.  Poiché 12 — 1,

o 1+n l+n_1_ —1 _~1_
& n+2 n+2 T n+42 n’

percio la serie & a termini negativi e per confronto asintotico con la serie armonica, diverge.

5.63.  Serie a termini positivi.

1 1

elln 1
n+1 ‘n+l1" m2

n+1

1
~ —
)

n

percio la serie converge per il criterio del confronto asintotico.

5.64.  Serie a termini positivi. Poiché <%§—'§%‘) — 1,

o n®+4+n N n’+n _1:n~2N1
& n2+ 2 n2 + 2 n?+2 n’

percio la serie diverge, per confornto asintotico con la serie armonica.
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5.65.  Serie a termini positivi.
m 1
Y e

percid per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica

generalizzata con « = 3/2, la serie converge

. .1 1 .1

5.66. sinn - sin— - tan—| < sin— - tan— ~ —
n n n n n

Per il criterio del confronto e del confronto asintotico, la serie di partenza converge

assolutamente, e quindi anche semplicemente.

Serie a termini positivi, criterio del confronto asintotico

5.67. i
sin(35) @ _ 1
N~ T a2

sin3 (nl—\/—;) -7

serie armonica generalizzata convergente perché % > 1. Per confronto asintotico, la serie di

partenza converge.

5.68.  Serie a termini positivi.
i1 1
/nsinl w5 _ L
nl/2 i

vty

Poiché £ > 1, la serie converge per il criterio del confronto asintotico, per confronto con la

sCrie armonica g cn Erallzzata‘

Serie a termini positivi. Poiché
2

5.69.
i <n2+2n~2> n2+2n—2_1__

n?+1 n?+1 n
Per confronto asintotico con la serie armonica, la serie di partenza diverge
Convergenza assoluta:
2 1

n?cos(nm)
3n2 — 5n?

5.70.

divergente, percio la serie diverge assolutamente
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Convergenza semplice:

n?cos(nm) (—1)"+ 1
3n2 —5nd 5n — 3’
si tratta quindi di una serie a segni alterni. —— | 0, percio per il criterio di Leibniz, la serie

converge semplicemente.

5.71.  Serie a segni alterni, converge per il criterio di Leibniz. Per poterlo applicare,

occorre provare che k’% & decrescente, (e non solo che tende a zero, il che ¢ vero per la

"gerarchia degli infiniti"). Questo si pud fare calcolando la derivata prima della funzione

_ logz Fla) = 2 — logzx
( ) \/“ (l’) - .’I)3/2 >

e verificando che per :v abbastanza grande questa & negativa. Infatti, f'(z) <O per
logz > 2,z > €2 qulndl 7 ¢ decrescente per n > 8.

5.72.  Serie a segni alterni, converge per il criterio di Leibniz. Per poterlo applicare,

log n

occorre provare che ¢ decrescente. Calcoliamo percio la derivata prima della funzione

_ 3log’z — log’z
z N z? '

f'(z) < O perlogz > 3,z > e* = 20.08...; quindi 1°g “ & decrescente per n > 21.

5.73.  Serie a segni alterni. La stima asintotica
1 1

ap = \/;Sin— ~ —ﬁ

n

implica che il termine generale tende a zero, ma non implica la monotonia di a,.
(Attenzione: se a,, ~ b, € b, & decrescente, questo non implica che a,, sia decrescentel).
Posto f(z) = \/ sini, calcoliamo:

1 1 Vz 1 1 /1.1 1 1
/ R R WL . s o, = B ™ il
f'(z) 2\/Esmx 57 08 " (2sm$ xcosx>
Lo studio del segno di f’(z) non ¢ elementare. Ci basta pero affermare che per z — +oo0 ¢
f/(x) definitivamente negativa; a tal fine usiamo gli sviluppi di MacLauirn di sin e cos:

1.1 1 1 1/1 1 1 1 1
(‘2“5111; = ;COS;) = 5(5 +0(5)> = 5(1 +0(1)) = —ZL: +O<-a;> <0

definitivamente. Percid /nsinl & definitivamente decrescente, e per il criterio di Leibniz
la serie converge.
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1 1 1 1Y e —
5.74. ap = 1+ﬁ+0 E — 1"“2";L"Z'+0 E ogn =

= i—F 1 logn ____310gn<______3
“\anz T\ 2 g 2n?2 2n3/2’

dove l'ultima disuguaglianza vale almeno definitivamente, perché bﬁ — 0.

Quindi la serie ¢ a termini (definitivamente) positivi; per il criterio del confronto
asintotico, il criterio del confronto, e il confronto con la serie armonica generalizzata
¥1/n?, la serie converge.

1 1
1. — —Ch=- ) =
815 \/ﬁ(cosn C n)

B 1 1 1

Serie a termini negativi; per il criterio del confronto asintotico, ed il confronto con la
serie armonica generalizzata di esponente 3/2 (convergente), la serie converge.

5.76.  Serie a termini di segno variabile,

1 1
—1)"| —= —sin—
(-1) ( NG n)
percid, per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica
generalizzata ¥1/n® con a < 1, la serie dei valori assoluti diverge, e la serie di partenza

diverge assolutamente.
Per studiare la convergenza semplice scriviamo

n=1

E' una serie a segni (definitivamente) alterni, con

1 !
an:%’—Sln;ZO;an-‘?O.

Verifichiamo la monotonia di a,.
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flz) = wa —sin>;

x

1 1 1 1
/ e el A R
(@)= 532 T ;2008 g3 < O

percid f'(z) ¢ definitivamente negativa per z — +oo, f(z) & definitivamente decrescente
per £ — +oo, {a,} ¢ definitivamente decrescente, e per il criterio di Leibniz la serie
converge semplicemente.

5.77.  La serie ¢ (definitivamente) a segni alterni, e bg(%) — 0 per la gerarchia
degli infiniti. Verifichiamo la monotonia. Posto

f(z) = log(i:gw),

. aogz — 10g(logz) 1 — logz - log(logz
si ha: Fla) = Hogz p = izlog:c( )SO

per logz - log(logz) > 1,
il che ¢ vero definitivamente per z — +oco. Quindi la successione I—"&%"—gﬁl e

(definitivamente) monotona, e per il criterio di Leibniz la serie converge semplicemente.
Invece, diverge assolutamente perché

log (logn)
n

_ log(logn)
o n

> L
n

¢ per confronto con la serie armonica (divergente) si conclude quanto affermato.

5.78. Si ha:

1
= arctann - arctan—
n

’

Nlﬁ
S|

1
(—1)"arctann - arctan—
n

percio la serie diverge assolutamente (criterio del confronto asintotico, confronto con serie
armonica, divergente).

La serie di partenza ¢ a segni alterni, con termine generale tendente a zero.

Per applicare il criterio di Leibniz verifichiamo la monotonia di b, = arctann - arctan%
calcolando

1
f(z) = arctanz - arctan—;
&
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1 1 1
f'(z) 1—:3:2 arctan_ + arctanz——y (~;> -

22

1 1 T
= arctan— — arctanz | ~ ——
14 22 b 22

per z — 4-o00. Quindi f’ & definitivamente negativa, f ¢ definitivamente decrescente, € b, ¢
definitivamente decrescente. Per il criterio di Leibniz, la serie di partenza converge
semplicemente.

5.79.  Serie a termini di segno variabile.

lo -4 n—2_1_ =3 —§<O
B\ nr1 n+1 T n+1 n

sG5|~

percid, per il criterio del confronto asintotico e il confronto con la serie armonica, la serie
dei valori assoluti diverge, e la serie di partenza diverge assolutamente.
Per studiare la convergenza semplice scriviamo

g(‘”nl"g( ) - S

n=4

con n = —lo —2 =1lo ntl >0
-8 +1 \n=2)”"

E' una serie a segni (definitivamente) alterni, con a,, — 0.
Verifichiamo la monotonia di a,,.

fa) =rog (11,

1 1 -3

o a _ o2
f(x)_:c—l-l z—2 (z+1(z—2) x2<0

percio f'(z) & definitivamente negativa per z — +oo, f(z) & definitivamente decrescente
per z — 400, {a,} ¢ definitivamente decrescente, e per il criterio di Leibniz la serie
converge semplicemente.
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5.80. Convergenza assoluta:

"1
n2+1 n’

(= 1)"n -+ sinn
n?+1

pertanto per confronto asintotico con la serie armonica divergente, la serie di partenza
diverge assolutamente. Convergenza semplice:

(—1)"n + sinn x B sinn
= (-1 = B
n?+1 S g R e L
Ora:
o0
Zlan converge per il criterio di Leibniz, perché —= | 0
n=
(verifica:  f(z) = 2; f/(x) = (;2;’512)2 ~(perz — —o0) —% <0, dunque Ia
funzione ¢ definitivamente decrescente);
o0
> a, converge per il criterio della convergenza assoluta, perché
n=1
sinn 1
n?+1| =~ n2+1°

Pertanto la serie di partenza converge semplicemente.
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5.2. Serie di Taylor ed esponenziale complesso

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 5, §2.

Coerentemente all'impostazione del libro di testo, in questo paragrafo ci
occuperemo solo delle serie di Taylor delle funzioni elementari e delle immediate
estensioni di queste formule al campo complesso (esponenziale complesso, serie
geometrica nel campo complesso). Una discussione pit ampia delle proprieta delle
serie di potenze & svolta nel vol. 2 del libro di testo, quindi non rientra in questo
volume.

Esempi svolti

Esempio 5.7. Calcolare la somma della seguente serie, riconoscendola come serie
di potenze notevole, calcolata in un punto particolare.

= 1
Zn2n'

n=1

Utilizziamo la serie di Taylor della funzione

log(1 + ) Z( l)n+l vahda per |z| < 1, applicandola a z = —%:

1 o ¢]
log(l——i) :Z( 1)n+1 n2" B _ZnZn’

n=1

da cui si ricava

- 1
Z - log<§> = log2.

=1

Esempio 5.8. Calcolare la somma s della seguente serie nel campo complesso;
quindi calcolare la parte reale di s.

(o] ez‘n
n=0 2" .
iei 2 _ 2(2—cosl + zsml)
Lo om - 22. T 2= (cosl +dsinl) (2 — cos1)? +sin?1
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_ 2(2—cosl)+142sinl _ 2(2 —cosl) ; 2sinl
N 5 — 4cosl "~ 5 —4cosl 5 —4cosl’
La parte reale della somma ¢
2(2 — cosl)
5 —4cosl

Esercizi

Calcolare la somma della seguente serie nel campo complesso (riconoscendola
come serie di potenze notevole, calcolata in un punto particolare), e riscrivere la
somma della serie in forma algebrica.

(-
5.81.% ; (L )" 5.84.% Z(2n+1
5.82.% n; - 5.85.% §: —ije 2n(2n),

583k > (—1)"2re .
n=1

5.86.% Sia z = z + iy con z,y € R. Calcolare la parte reale del numero
complesso:

—ei?

e
5.87.% Calcolare la somma s della seguente serie nel campo complesso;
quindi scrivere s in forma algebrica.
>N, (1+20)"
Zz 32n *
n=0

Scrivere in forma algebrica il seguente numero complesso, dove z = x + 1y,
z,y € R.
5.88. & 5.90. 7t

5.89. % 501, e#-2
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Soluzioni § 5.2.

5.81. i(;})n(lﬂ‘)": [i(_1;z>"] s e

C=1—i  (-1-9)(B—d) —4-2 2 1
T 3+1 (B34+49@B-49) 10 5 5

Abbiamo utilizzato la serie geometrica

L4
E 7" = ! valida per |z| < 1, applicandolaa z = — I 3
= l—=2 2

5.82.  Utilizziamo la serie di Taylor della funzione

o0 n . 1
e* = z?n—' valida per ogni « € R, applicandolaa z = ~§:

n=0"""

Q2 |t

i(;é): _ [i (—n!) } 1= A_1

n=1 n=0

5.83.

_lnn—3n: _ = — 1 = _ I .
> (=12 Z( es) 1 1t 2 1 2+ &3

n=1 n=0

Abbiamo utilizzato la serie geometrica

;xn = i . valida per |z| < 1, applicandola a x = _62_3.

5.84.  Utilizziamo la serie di Taylor della funzione

o x2n+1 . . .
Shx = Zm valida per ogni z € R, applicandola a z = 2:

n=0
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| Sh2_2z(2 +1)'

>4 sh
indi == 1081
Quindi ; G g~ Ll

5.85.  Utilizziamo la serie di Taylor della funzione

= i : 1
cosz = Z(—l)" (:ch)! valida per ogni z € R, applicandola a z = 5

i &
%5 = nz::(—l) 9n(2n)!"

- 4™ Sh2
uindi = 2% 1 ~0.81343,
Q ; 2n +1)! 2
5.86. e—ei’ — e—ei"y — o€ Y(coszising) _ ,—e Vcosz ,—ie Usinz _

= €™ "% (cos(e Vsinz) — isin(e sin)).

Quindi Re (e"eiz) = 7% "**Tgos(eVsinz).
N (420" X1+ 20)\" N i-2)\"
5.87. ;Z “—3—2;’——" = HZ:O -——5———— = ; 9 =
1 9 9(11+4) 99 9
— D = = = — —_1.
1- (%) 11— 122 122 122
5.88. e = e 2Wcos (m2 - yz) + ie"z’”ysin(x2 - y2).
5.89. e” = e Ycosz + ie Vsinz.
5.90. e” = e”cos(1 — y) + ie®sin(1 — y).

5.91. e” % = ¥V cos(2my — 2) + ie” "V sin(2zy — 2)



Cap. 6. Calcolo integrale
- per funzioni di una variabile

6.1. Calcolo di integrali definiti e indefiniti

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, §5.

Una premessa importante. 1l calcolo degli integrali indefiniti e definiti
(mediante la ricerca di una primitiva e l'applicazione del teorema fondamentale del
calcolo integrale), al livello medio richiesto in un corso di base, ¢ un insieme di
procedure standard che occorre studiare e applicare. Pit precisamente, come
descritto in modo abbastanza analitico nel libro di testo, per un certo numero di
ben precise classi di funzioni, si studia qual ¢ la procedura per determinarne la
primitiva. Questo significa che lo studente, posto di fronte a una funzione di uno di
questi tipi, dev'essere in grado di delineare a priori i passi del procedimento con
cui ne calcolera la primitiva, semplicemente osservando attentamente l'aspetto
della funzione integranda, e non invece eseguendo "tentativi” sulla base di un
insieme di metodi studiati in astratto.

Nel libro di testo, la cui scansione seguiremo anche qui, si presentano
dettagliatamente (e si illustrano con esempi svolti) le procedure per calcolare la
primitiva di certe classi di funzioni razionali, irrazionali, trigonometriche, e alcune
altre classi di funzioni per le quali & adatta l'integrazione per parti o certe
sostituzioni standard; a questi argomenti, che hanno a che fare col calcolo delle
primitive, si aggiungono poche osservazioni specificamente rivolte al calcolo degli
integrali definiti, riguardanti il ruolo di simmetrie e valori assoluti negli integrali
definiti.

Qui presenteremo prima alcuni esempi svolti ed esercizi assegnati, suddivisi
per argomento, e successivamente un buon numero di esercizi assortiti, in cui il
lavoro dello studente consiste proprio nell'orientarsi a riconoscere il tipo di
integrale e quindi di procedura da utilizzare. Sottolineiamo ancora che la lettura
degli esempi svolti in questo eserciziario non sostituisce il preliminare studio
attento e puntuale del libro di testo.
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6.1.A. Integrali immediati

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 4, par. 5.1.

Questi primi esempi richiedono solo lo studio della tabella degli integrali
immediati e delle regole elementari di integrazione, quindi non si presentano
esempi svolti.

Esercizi

6.1. / (5:1:2 - \;5 )da:

6.2. | / («? - 1)%dz

2

6.3 / ! -+ 2 d
o 142 1422 /1-—32 v

6.4. / (2z 4+ 1)°dx

6.5. /(——~ +2m)dx

6.6. / (37 = 2%*! + 5e7 ™) dx
6.7. /(25in3:v + 5cos2z)dz
6.8. / (tanz + 3cotz)dz

6.9. / (2Thz — 5Cothz)dz
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6.10. /(Sh2x — 4Ch3z)dz

Calcolo degli integrali definiti o indefiniti: precauzioni per I'uso

Si elencano qui alcune elementari (ma fondamentali) attenzioni da avere e alcuni
errori grossolani (ma frequenti). L'elenco non ¢ certamente esaustivo, ma vuole
essere di stimolo ad affrontare I'argomento con spirito critico.

1. 1l risultato ¢ un numero o una classe di funzioni? Di fronte a un simbolo
di integrale, per prima cosa chiediamoci: devo calcolare un integrale definito o
indefinito?

a. Se & un integrale indefinito, il risultato ¢ una famiglia di funzioni, ad

esempio
3
9 z
dz = — +
/ 2 dx T Te

(dove c indica una costante arbitraria).

Errore tipico: dimenticarsi la costante c (significa affermare che la funzione
integranda ha una sola primitiva, mentre ne ha infinite!)

b. Se invece ¢ un integrale definito, il risultato & un numero, ad esempio:

2
7
2 _—
/1asdsc—3.

Errore tipico: aggiungere un "+ c" nel risultato dell'integrale definito (&
come affermare: questo integrale vale un numero qualsiasi! Dunque tutti i calcoli
fatti sono stati inutili!)

2. Calcolo di integrali definiti mediante sostituzione. Per calcolare un
integrale definito, si applica il teorema fondamentale del calcolo integrale, quindi
occorre trovare unma primitiva dell'integranda, preliminarmente. Per far questo,
talvolta si applica il metodo di sostituzione. A questo riguardo, tener presente che
ci sono due diversi modi corretti di procedere:

a. Mediante opportuna sostituzione, traformare l'integrale definito in un
altro integrale definito: in questo caso cambia l'integranda e cambiano anche gli
estremi di integrazione, ad esempio:
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21402
/ log Tdx = [logw = §; lcl:z: = dt;t € [0, log2]
1 T Zz

log2 ) 3 log2 1.
| a5, = 5o

Errore tipico: eseguire la sostituzione nell'integranda ma lasciare inalterati
gli estremi di integrazione.

b. Oppure, si puo lasciare da parte momentaneamente l'integrale definito che
si deve calcolare, e si comincia a cercare una primitiva dell'integranda.
Nell'esempio precedente, si comincia a calcolare

“ £ 1
/log iy = {logw = g édw = dt} = /t2dt =3 +c¢ = -log’z +c.
x

3

La cosa importante da osservare & che, in questo caso, una volta trovata la
primitiva rispetto alla nuova variabile ¢ (in questo caso, /3 + ¢), occorre
ritornare alla variabile originaria x (in questo caso, ricordando che ¢ = logz). A
questo punto si calcola l'integrale definito sostituendo gli estremi di partenza nella
primitiva trovata:

21 2 2 1
/ O L e = [llog?’:v] = ~log®2.
1 x 3 1 3

Errore tipico: calcolare la primitiva rispetto a t e dimenticasi di tornare alla
x, sostituendo gli estremi 1,2 (nell'esempio) in t3 /3 anziché in (logz)/3.

3. Non dimenticare le regole di derivazione. Dovendo calcolare una
primitiva, ricordarsi che si sta effettuando l'operazione inversa della derivata.
Occorre quindi tener sempre presenti le regole di derivazione, e non inventarne di
inesistenti. Ad esempio:

a. La regola di integrazione per sostituzione ¢ una rilettura della regola di
derivazione delle funzioni composte. Un errore grossolano e frequente &
dimenticarsi di questa regola, e scrivere ad esempio:

/ log’zdz = %mg?’:c +c¢ FALSO!!

(come se la derivata di %logf”:c fosse semplicemente log?z; cosa dice invece la
regola di derivazione della funzione composta?)
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b. Per integrare il prodotto di due funzioni, & utile talvolta la formula di
integrazione per parti, che € una rilettura della formula di derivazione del
prodotto. Un errore grossolano € scrivere ad esempio

2
/ zsinzdxr = ~%—cosx + ¢ FALSO!!

(come se la derivata del prodotto —@gcosx fosse il prodotto delle derivate dei due

fattori: cosa dice invece la formula di derivazione del prodotto?)

4. Riflettere sul segno di un integrale definito. Dovendo calcolare un
integrale definito, ¢ bene chiedersi se il risultato numerico trovato € ragionevole,
almeno dal punto di vista del segno. Ad esempio:

a. Se la funzione integranda ¢ sempre positiva (negativa) sull'intervallo di
integrazione, anche l'integrale definito sara positivo (negativo): un risultato diverso
indica che si € commesso un errore.

b. Se l'integrale risulta valere 0, ¢ bene rifletterci sopra (difficilmente questo
avviene per caso): la funzione presenta, nell'intervallo di integrazione, qualche
simmetria tale da giustificare l'annullamento dell'integrale? (Se ¢ cosi era meglio
osservarlo da subito e non fare calcoli inutili). O si & commesso qualche errore?
(Spesso, un errore di segno che porta a cancellare termini che invece si sommano).

c. Se l'integrale ha un significato fisico o geometrico, solitamente il suo
segno si pud prevedere prima del calcolo. (Ad esempio, una massa si pud calcolare
come integrale della densita; un risultato negativo & certamente sbagliato).

6.1.B. Integrazione di funzioni razionali
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 5.2.

1l paragrafo citato illustra dettagliatamente la procedura da seguire nei casi
di cui ci occuperemo, e si invita a studiarlo con attenzione prima di affrontare i
prossimi esempi ed esercizi.

Esempi svolti

Esempio 6.1. Calcolare l'integrale definito:

3 53
s iy,
2 I + T — 2
Lavoriamo prima sull'integrale indefinito. Poiché ¢ una funzione razionale con
il numeratore di grado > del grado del denominatore, per prima cosa bisogna
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eseguire la divisione di polinomi:
z° : (2* +z — 2) da quoziente (z — 1) e resto (3z — 2),
x3 3z — 2

i —— e g
ossia 24+ —2 v +:z:2+91:—2

Il polinomio (x — 1) si integrera elementarmente; la funzione razionale zf’f_ﬁz ha
denominatore di 2° grado. Osserviamo che il denominatore ha due radici distinte,

ossia si fattorizza come
Ptzr—-2=(z~1)(z+2),
quindi occorre applicare il metodo dei fratti semplici per riscrivere

3z —2 a b

a:2+:z:——2_a:—1+w+2'

I coefficienti a, b si determinano ora con i passaggi:

3x—2  a(z+2)+b(xr—1)
2+z-2  (z—-1)(z+2)

3z —2==z(a+b)+ (2a —b)

a+b=
2a — b= -2
1
azg, b = -, quindi
z° o142 1/t 8
2+x—-2 m2+x—2—w 3\z—-1 z+2

z3 1 1 8
——dz = - = =
/wz—f-:c—Zx /[x 1+3(x—1+x+2)]dx

1, 1 8
=52 —at gloglx -1+ glog]x-% 2| +e¢,

che ¢ l'integrale indefinito. Calcoliamo ora l'integrale definito:
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3

B 1 m boptr—1) o+ Senln 9] =
g 2+ -2 TE ¥ TFT R 3% -

3 1 8 8 3 8
=2 + E’;Ing + 510g5 — glogél = 5log2 + §10g5.

Esempio 6.2. Calcolare 'integrale indefinito:

/___xj‘_S__dx
224+3zx4+4

Funzione razionale; il numeratore ha grado < del grado del denominatore
(non si esegue la divisione); il denominatore ha grado 2 ed ¢ irriducibile. La
funzione si integra percio mediante funzioni logaritmo e arcotangente, con la
procedura standard:

a) prima si utilizza la parte in x a numeratore per far comparire la derivata del
denominatore:

z+5 1 22+3 7 1
224+3x+4 2 224+3z4+4 2 224+3z4+4°

Cosi la prima frazione si potra integrare mediante il logaritmo del denominatore.
b) Sulla seconda frazione, che ha numeratore costante e denominatore
irriducibile, si riscrive il denominatore come somma di quadrati,

3 7
2
4 = Py -t

¢ ci si riconduce alla derivata di una funzione arcotangente tenendo presente che

/ L dx = arctanz + c:
1+22 <

a? + x?

i
/—————gdw = larctan<x+ b) +ec.
a’?+ (z +b) a a

/ 1 1 z
~—————dx = —arctan— + c;
a a
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Quindi:
z+5 1 2x + 3 7/ |
/x2—|—3:c+4dx 2/xz+3z+4 T (@43 41
-110 ( 2+3x+4) ——=arctan 2 (x+3> +c=
B R 2 \/' 7 9

= %log(xz +3z+4) + \/?arctan(3 * 2$> +ec.

V7

Esempio 6.3. Calcolare 'integrale indefinito:

/ 2z +1 dz
24+ 6x4+9

Funzione razionale; il numeratore ha grado < del grado del denominatore
(non si esegue la divisione); il denominatore ha grado 2 ed & un quadrato perfetto:

2?4+ 62+ 9= (z+3)°

L'integrale si calcola allora per sostituzione ponendo t = z + 3:
2 1 2
/ x -+ dz / 1 die
2 +6x+9 (z + 3)
[z + 3 =t;dz = dt]

:/Mdtz 2t — /g_i At =
Z z t P

)
= 2log|t| + T te=

5
=2loglz + 3|+ —— +¢
gl | z+3
che ¢ la primitiva cercata.
Si osservi che l'utilita della sostituzione & permettere, successivamente, di
spezzare la frazione in somma di potenze (negative) di ¢, che si integrano una per
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una. Tenendo conto di questo, con un po' di osservazione si pud raggiungere
direttamente l'obiettivo senza nessuna sostituzione, cosi:

[l [Hertos,
2+ 6z +9 (x4 3)

2 5 5
= — dz =21 3+ — .
/<$+3 (:c+3)2> T oglz + [+x+3+c

Esempio 6.4. Calcolare l'integrale indefinito:

14 222
/ R dwz.
Funzione razionale; il numeratore ha grado < del grado del denominatore

(non si esegue la divisione); il denominatore ha grado > 2, quindi va per prima
cosa decomposto in polinomi irriducibili:

gt —1=(22-1)(2* +1) = (z - 1)(z + 1)(z* + 1).

Ora col metodo dei fratti semplici bisogna riscrivere la frazione come somma:

1+ 222 a b cx +d

-1 -l @D @11

Si osservi la forma della scomposizione: i denominatori sono i fattori irriducibili
del denominatore di partenza; nelle frazioni a secondo membro, il numeratore
incognito € sempre di un grado inferiore al denominatore corrispondente. Occorre
ora fare denominatore comune a 2° membro e risolvere il sistema di 4 equazioni in
4 incognite, per trovare a, b, c, d.

Un po' di osservazione algebrica pud risparmiare fatica: se poniamo b = —a e
¢ = 0, otteniamo
1+ 2z° a a d 2a d

-1 -0 @+ D) @+ @-0  @+D

_ 2*(2a+d)+ (20— d)
- zt—1

che porta al sistema (risolubile) di due equazioni in due incognite
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2a+d =2
2a —d =
3 1
10¢ :—d:—
Cl10¢ a 47 29
1+222 3] 1 11,11
zt—1 4{(z-1) (z+1) 2 (z2+1)
1+ 2z2 3 1 1 1 dz
— — _ d — =
/x‘*—ld’” 4/[@—1) <x+1>} “2/(w2+1)
—§lo z—1 +larctan +ec
T 48| T e

Esercizi sull'integrazione di funzioni razionali

Si vedano anche gli Esercizi di riepilogo nel § 6.1.G.

1+z /2 .3
6.11.% / 5de 6.16.% / S da
A=

3x

1
6.12. —_—
% _/_1 22 +2z+5 dz

6.13 T,
ol /x2+3m+2 v

¢ — 3
6.14.
x /x2+3x+3

2
6.15.*/ e S
22 + 22z + 2

z+3
6.17. ;
* /x2m+l) ‘

1 z+1
6.18. —_—_—
x /_2<x2+4w+7> “

z+2
6.19. —_—d
/x2+3x+3 o

2 23
6.20. —_—d
/0 2+ dz+3°°
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6.1.C. Integrazione per parti

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 5.3.

1l paragrafo citato illustra dettagliatamente la procedura da seguire nei casi
di cui ci occuperemo, e si invita a studiarlo con attenzione prima di affrontare i
prossimi esempi ed esercizi.

Esempi svolti

Esempio 6.5. Calcolare I'integrale definito:

3 5 s
x°sinz dzx.
0

Integriamo per parti, derivando la potenza di z e integrando la funzione
trigonometrica:

/ x’sinz dz = —z’cosz + / 2zcosz dz =

integriamo di nuovo per parti, derivando ancora la potenza di x e integrando la
funzione trigonometrica:

= —z’cosz + 2{xsinm — /sim; dw} =

= —z%cosz + 2zsinz + 2cosz + ¢ = (2 — a:z)cosx + 2zsinz + c.

Dalla primitiva calcoliamo ora l'integrale definito:

| /Exzsinx dz = [(2 — 2*)cosz + 2xsinx]§ =
0
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L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
/ 2" f(z)dz

(con n intero positivo) dove f(z) ¢ una delle seguenti:
sin(az); cos(ax); a®; Sh(az); Ch(az).

In tutti questi casi, si integra per parti n volte, sempre derivando la potenza di z.

Esempio 6.6. Calcolare l'integrale indefinito:

/ e “sinzcosz dz.

Conviene anzitutto riscrivere
. 1.
SINZCOST = 551n2:c,
in modo che l'integranda risulti il prodotto di due, e non di tre funzioni. Quindi si
integra per parti. La scelta di f' e g in questo primo passaggio non ¢ importante;

facciamo cosi:

I= /e‘xsinxcosx dz = 1/e"csin(2:c) dz =
2) 9

- %{ —eTsin(2z) + 2 / e~%cos(21) dx} -

ora integriamo nuovamente per parti; l'importante & scegliere f’ € g coerentemente
alla scelta fatta al primo passaggio (per noi, f’ & l'esponenziale e g la funzione
trigonometrica)

- —%e"xsin(Qx) + {—e"”cos(2x) - 2/e“msin(2w) da:} =

1 :
= —56_“sm(2x)—e“zcos(2a:) —41.

Abbiamo quindi stabilito che:
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I = —%e‘”sin(Qz)»—e“zcos(Qa:) — 47

da cui, risolvendo I'equazione in 7,

I'= %{—%e“”sin(Qx)—e‘zcos(Zx)} +c=

i

~e~1_0—(sin(2:c) + 2cos(2z)) + c.

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
I- [ f@)g(a)ds
dove f(z) e g(x) sono due funzioni tra le seguenti:
sin(az); cos(ax); a®; Sh(az); Ch(az).

In tutti questi casi, si integra per parti 2 volte (scegliendo coerentemente [’ e g
nei due passaggi), e cosi facendo si trova un'equazione in I, che risolta da la
primitiva cercata.

Se sia f che g sono sin{az) o cos(az) ¢'¢ un modo pit semplice per trovare la
primitiva, mediante le formule di duplicazione o di prostaferesi (si veda il § 6.1.D
sull'integrazione di funzioni trigonometriche).

Esempio 6.7. Calcolare 'integrale indefinito:

/ zlog’z dx.

Integriamo per parti derivando la funzione logaritmica:

2 2 1
/xlogzx dr = x—logzx — —:-8—20;& 0 ==
fg 2 2 =z

1
= §m2log2x - /}c,lzgmdac =

integriamo di nuovo per parti, derivando ancora la funzione logaritmica:
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1 1 1 1
= §:c2log2:c - (—ileog:c — /5:1:2 : ;d:c) ==

1
= %m2log2x - %gﬂlogx + :lxz +ec.

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
/xa(logaw)"dax
(con n intero positivo,a € R).In tutti questi casi, si integra per parti n volte,

sempre derivando la potenza di log,z.
Come caso particolare, naturalmente, ci sono gli integrali

/(logax)ndx

in cui si deriva (log,z)" e si integra 1.

Esempio 6.8. Calcolare l'integrale definito:
1
/ rlarctanz da.
0
Integriamo per parti, derivando arctanz e integrando la potenza di z:

1 23 1 1 23
/ zlarctanz dz = [—~arctam:] - / ——dz =
0 3 o Jo 3(1+a?)

come si vede, ci si ¢ ricondotti all'integrale di una funzione razionale, che ora si
calcola con i metodi standard:
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L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:

/ zFarctanzdz

(con k intero relativo). In tutti questi casi, si integra per parti una volta derivando
arctanz, e questo riconduce all'integrazione di una funzione razionale.
Come caso particolare, naturalmente, c'¢ I'integrale

/ arctanzdz

in cui si deriva arctan e si integra 1.

Esercizi sull'integrazione per parti

Si vedano anche gli Esercizi di riepilogo nel § 6.1.G.

1 T
6.21.% / e T dx 6.26. / zsinx dx
0 0
1
6.22.% / z*Shz dzx 6.27. / e **sin3z d
0
arctanz
6.23.% / zlog,x dx 6.28.% / e dz
log( 3
6.24.% / x’sinzcoszdz 6.29.% / g ot
(z + 2

w
6.25.% / 2%sin(3z) dz 6.30. / sinzChzdz
0
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6.1.D. Integrazione di funzioni trigonometriche
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 5.4.

1l paragrafo citato illustra dettagliatamente la procedura da seguire nei casi
di cui ci occuperemo, e si invita a studiarlo con attenzione prima di affrontare i
prossimi esempi ed esercizi.

Esempi svolti

Esempio 6.9. Calcolare l'integrale definito:
5 eosd
/ cos'x .
o 1+ sin’z

Osserviamo che se l'integranda si riscrive nella forma:

cos’z cosz - cos’z  cosz - (1 — sin’z)
1+ sin’z 1 + sin’z 1 + sin?z
assume l'aspetto f(sinz) - cosz,

il che suggerisce di eseguire la sostituzione:

/72'r cos’z
e g
o 1+ sin?z
sinz = t; coszdxr = dt;t € [0, 1]
1 2
1—t
- /0 1+ 2 =

ci siamo ricondotti all'integrazione di una funzione razionale, che si effettua con i
metodi standard:

1
2 -
_./o <1+t2 N 1) dz = [2arctant — t], = o ~ 1.
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L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
/ f(sinz)coszdz; / f(cosz)sinzdz *)

che si affrontano eseguendo la sostituzione sinz = t (nel secondo caso, cosz = ?).
Questo & solo un primo passo che semplifica la forma dell'integrale!.

Tra i casi particolari interessanti che rientrano in questa classe, ricordiamo gli
integrali

/(sinx)n(cosx)mdx (*%)

con n,m interi >0, e almeno uno tra m,m dispari. Usando, se necessario,
l'identita sin’z + cos?z = 1, si riconducono a una forma (x).

Esempio 6.10. Calcolare I'integrale definito:

/ sintz dz.
0

Si tratta di un integrale di forma (**) ma con n, m entrambi pari, che quindi
non rientra nella casistica dell'ultimo box. Occorre invece usare le formule di
duplicazione per abbassare il grado del polinomio trigonometrico. Poiché

ol

. 9 1 —cos2z
Smr = '——2-—",
2
. . . 1—cos2 .
si ha: sin*z = (sm?'av)2 e (__c;_cls_m_> , quindi:

A 1 /3%
/ sinfzdz = Z/ (1 - 2cos2z + 005223:) dz.
0 0

ora non conviene calcolare la primitive dell'integranda, ma invece osservare gli
estremi di integrazione per dedurre che I'integrale

1T passi successivi dipendono dalla forma di f, e possono rientrare in una qualunque
delle situazioni studiate. Se f & una funzione razionale, ci si riconduce all'integrale di una
funzione razionale, ma possono capitare anche altre situazioni (ad es., ridursi ad una
integrazione per parti).




462 Cap. 6. Calcolo integrale per funzioni di una variabile

i

/ ’ 2cos2zdzx
0

¢ nullo per simmetria (ponendo 2z =t si vede che ¢ multiplo dell'integrale

J, coszdz = 0), mentre

yis

/zcos22xdx =2
o 4

(integrale definito notevole?, che useremo spesso). Quindi:

1 /% 9 1 (77 7r) 3
= = = —{ — 0 — | = ——
4‘/0 (1 2c0s2x 4+ cos Q:B)dx 7\3 +0+ 7 1671-

e questo ¢ l'integrale cercato.

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
/(sinx)"(cosx)mdx (*)

con n,m interi non negativi, entrambi pari. Si risolvono per successivi
abbassamenti di grado, utilizzando le identita trigonometriche
2 1 —cos2z 9 1+ cos2x

Sin“z = —————; cos“z = 5

. 1.
; coszsine = —sin2z.
2 2

Se si sta calcolando un integrale definito, & utile tener presenti anche le
identita:

™

/ cos?(kz)dz = / sin?(kz)dz = n—
0 0 4

per ogni n, k interi positivi.

Esempio 6.11. Calcolare l'integrale definito:

n

/5 dx
o 2+ cosz’

2 v. libro di testo [BPS1], cap.6, §5.4, esempio 5.24.
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Si tratta di una funzione razionale di cosz, sinz, che non rientra in situazioni
pitt semplici gia viste. Per queste si pud usare la sostituzione notevole:

/ dr.
o 2-+cosz

z 1w g2 2dt
[t = tani;cosx = m,dax = r}-—t—é,t e [0, 1]

©R

B /1 2dt _
o (1+2)(2+ %)
ora l'integrale & ricondotto a quello di una funzione razionale, che si risolve con le
tecniche standard

—‘/1 — = zarCtan -—t—— lzl-i——ﬂ-—
“hEra | \VE)), T Ve e T aE

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:

/R(sinx, cosz)dz (*)
con R funzione razionale di due variabili. Mediante la sostituzione standard:
t ’tanaj cos ————-1 . sin —-—Zt d 2dt
— = €T = } = . Syt
2 1+1¢2 14 #27 1+

si riconducono all'integrale di una funzione razionale di ¢.

Per la verita, il metodo precedente porta facilmente a funzioni razionali con
polinomi di grado alto, e quindi in pratica difficilmente trattabili; va usato percio
quando non si vedono strade pitt semplici, e dopo aver semplificato al massimo la
funzione.
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Esercizi sull'integrazione di funzioni trigonometriche

Si vedano anche gli Esercizi di riepilogo nel § 6.1.G.

z

6.31.% / SRR 6.35. / "sin®(2z) dz
1+ cos’z 0
S cosz
L9 2
6.32. 5% /o sin“zcos’z dx 6.36.% / S ot
6.33.% / —sinz 637k | sin(2s) d
2+cos:z: 3% /0 e™""sin(2z) dx
6.34.% / M 6.38.% / sin(3z)cos(4z)dz
(3 + cosz)?

6.39. Dovendo calcolare

sinx
2 + sin“x
quale delle seguenti operazioni & piit conveniente?
la sostituzione sinz = ¢

la sostituzione cosz = ¢

I'uso delle formule parametriche cosz = 1= 2y

i Jrltz,,smac = 195 ecc.

6.40. Dovendo calcolare

cosz
2+ sin“z
quale delle seguenti operazioni & piti conveniente?

la sostituzione sinz = ¢
la sostituzione cosz = ¢

I'uso delle formule parametriche cosz = ; sinx = =5 ecc.

1+t2 2 1+t
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6.1.E. Integrazione di funzioni irrazionali

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 5.5.

1l paragrafo citato illustra dettagliatamente la procedura da seguire nei casi
di cui ci occuperemo, e si invita a studiarlo con attenzione prima di affrontare i
prossimi esempi ed esercizi.

Esempi svolti

Esempio 6.12. Calcolare I'integrale definito:
/ 24 — z2
1

Integrale di una funzione irrazionale che coinvolge un'espressione del tipo
v a? — x2; si affronta con la sostituzione z = asint. Nel nostro caso:
2\/4 — 22 T T
———dz = |x = 2sint; dx = 2costdt;t € | —, —
1 $2 ’ 6 ’ 2

iy

7 v/4cos?t 7 cos?t 3
- / V205 o cost dt = / COS T i = / cot?t dt =
: :

4sin?t « sin?t z

(ricordando che (cott)’ = —1 — cot®t)

= —[t + cott]

i

IERSIEY

-<[(+9) - (8] =~ (G-v8) =i

3

Si noti che nel passaggio 1/ 4cos?t = 2cost abbiamo sfruttato il fatto che
nell'intervallo di integrazione [%, g] e cost > 0.
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L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:

/R £, — x2)dm (%)

con R funzione razionale di due variabili. Mediante la sostituzione standard:
z = asint

st riconducono all'integrale di una funzione razionale di cost, sint che, a sua volta,
si tratta coi metodi studiati nel § 6.1.D.

Esempio 6.13. Calcolare I'integrale definito:
1
Vdz? - 1ldzx.
/2

Integrale di una funzione irrazionale che coinvolge un'espressione del tipo
x? — a?; si affronta con la sostituzione = aCht. Nel nostro caso:

! h
Vidz? —1ldz = [23: = Cht;dr = §—édt]
/2
SettCh2 1
= / §Sh2tdt = [ShtCht 52 =
0

= i—<2\/§—8ettCh2) = ‘/7?—’ - iSettChZ _V3_ —1 g(2+V3).

2

Qualche dettaglio relativo al calcolo appena fatto con le funzioni iperboliche
inverse sara dato nell'Osservazione poco sotto.

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:

/R Va? — a?)de

con R funzione razionale di due variabili. Mediante la sostituzione standard:

x = aCht

si riconducono all'integrale di una funzione razionale di Cht, Shi, quindi a una
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funzione razionale di e’ che, a sua volta, mediante la sostituzione e’ = u si pud
sempre ricondurre all'integrale di una funzione razionale di u.
Analogamente, la classe di funzioni

/R (:c, \/m>dx

con R funzione razionale di due variabili, si tratta mediante la sostituzione
standard:

z = aSht

Osservazione 6.1. Funzioni iperboliche inverse. Quando si calcola l'integrale
definito di una funzione irrazionale mediante le sostituzioni x = aCht, z = aSht,
entrano in gioco anche le funzioni iperboliche inverse. Ricordiamo che:

a?

2
x=a&w¢¢=swﬂ{§)=kg(f+\ﬁ%+1>
a a

Capita spesso in queste circostanze di dover calcolare espressioni del tipo

Ch(SettSha) o Sh(SettCha).

2
z = aCht (pert > 0) =t = SettCh(—:E) = log(g 3 gf e — 1)
a

Ricordando la relazione Ch’z = 1 + Sh2z, si vede subito che

Ch(SettSha) = v/ a? + 1;

Sh(SettCha) = Va2 — 1,

il che aiuta a semplificare queste espressioni.

Esempio 6.14. Calcolare l'integrale indefinito:

/:Jc3\/ 2x2 + 1dz.
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L'integranda ¢ una funzione irrazionale del tipo R (a:, v 2x? + 1), che in base

a quanto visto andrebbe trattato con la sostituzione \/51; = Sht. Si puo fare cosi,
ma in questo caso c'¢ una strada molto piu semplice, segnalata dalla presenza di
una potenza dispari di z che moltiplica la radice quadrata. Eseguiamo la
sostituzione:

V2zi+1=t,

1
che porta a 222 + 1 = t; dadz = 2tdt; xdx = 5taht;
o 3 9 1,, 1
e quindi grdo=g° - pde= §(t — 1)§tdt.

Cosi si ha: /:133\/ 222 + 1dx =

[t kg =L [t - 2y =
—/t 2(t 1)2tdt_4/(t t*)dt =

come si vede l'integrale & stato ridotto a quello di una funzione razionale, senza
passare dall'utilizzo di funzioni iperboliche

Y 11, 52 1, 3/2

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
/x2”+lR (\/ :c2:f:a2> dx

con n intero relativo e R funzione razionale. In questo caso si pone

VvV x2%a? = t,

che porta a
zdz = tdt; ™ dz = (t*Fa®)"tdt

e quindi trasforma l'integrale in quello di una funzione razionale di ¢.
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Occorre rendersi conto che se si cerca di applicare questa sostituzione in un
caso in cui non € presente una potenza dispari di z fuori dalla radice, ci si trova in
un vicolo cieco: provare, nellEsempio 6.12, a eseguire la sostituzione

t = V4 — 72, e nellEsempio 6.13 a eseguire la sostituzione ¢t = \/4z? — 1. Cosa
c'¢ che non funziona?

Esempio 6.15. Calcolare 'integrale indefinito:

8 dx
| zl/3 4 g2/3°

Si tratta di una funzione razionale delle potenze a esponente frazionario
, z2/3, Eseguendo la sostituzione:

.’L'l/3 =t

£1/3

si riduce I'integrale a quello di una funzione razionale:

8 dz _
. /3 4 22/3

VP =tz =13,2%% = ¢% dz = 3t3dt; t € [1,2]

2 2 2 2
3¢ 3t 1
/1t+t2 /1 1+¢ /1 (1 1+t)dt

3
= 3t — log[1+ |3 = 3 — 3log:.

L'esempio precedente rientra nel seguente insieme di funzioni:
ny/m Ny /M
/R(:L‘,:c 1/ Lo 2/ 2,...)dx

con n;, m; interi relativi e K funzione razionale. In questo caso si pone
p=4"

con n = minimo comune multiplo dei denominatori mi,ma,..., che trasforma
I'integrale in quello di una funzione razionale di ¢.
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Esercizi sull'integrazione di funzioni irrazionali

Si vedano anche gli Esercizi di riepilogo nel § 6.1.G.

.
6.41.% / va— ..
X
2
6azk [ i
X
1
6.43.% / 22V 4 — 22 dx
0
/ 2z -1
T
i}

6.49. Dovendo calcolare

1 2
6.45.% / S
0 V4 -—z? i
/2 dzx
1 Vzi~1
1 3/2
6.47. / (1-—332) dx
0

6.48.% / L

:c+\/_

/xgvl+x2dx

quale delle seguenti sostituzioni € piu conveniente?

Vi+a2=t

x = sint
% == Gost
D] = = Sht
xz = Cht

6.50. Dovendo calcolare

/x\/:ﬁ—ldm

quale delle seguenti sostituzioni ¢ pit1 conveniente?

Vzi-1=t

x = sint
x = cost
D] = = Sht

a4t == Cht
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6.1.F. Simmetrie e valori assoluti nel calcolo di integrali definiti

Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 5.1.

Diversamente dalle altre sezioni, qui non ci occupiamo della ricerca delle
primitive di una specifica classe di funzioni, ma di alcune osservazioni che
riguardano il calcolo di integrali definiti, e presentiamo attraverso esempi.

Esempi svolti

Esempio 6.16. Calcolare l'integrale definito:
1
/ e 1l (932 + 2z)dz.
=4
Anzitutto, per linearita,
1 1 1
/ e 12l (x2 + Qx)da: = / e lz?de + / e "ozdz.
1 -1 ~1

Ora osserviamo che nel primo integrale la funzione integranda ¢ pari, nel secondo
¢ dispari; l'intervallo di integrazione & simmetrico, percio:

1
/ e ?l2zdy = 0, mentre
-1

1 1
/ e lolgldy = 2/ e ¥l z?dz,
-1 0

Osserviamo ora che nell'ultimo integrale il valore assoluto si pud togliere, perché
l'intervallo di integrazione & ora [0,1], e per z € [0,1] si ha e ?lz? = e 722
Quindi l'integrale di partenza ¢ uguale a:

1
2 / e 2tz
0

che si risolve con due successive integrazioni per parti:

1-—@2 -z 2y11 10
2| e *zPdx = [2e (~2—2x—x)}024—:.
0
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Nell'esempio precedente si € usato un fatto generale:

se f & una funzione dispari in [—a, a], allora/ Flx)dz =0;

se f ¢ una funzione pari in [—a, al, allora/ f(z)dz = 2/ f(z)dz.
—a 0

(Naturalmente, sempre nell'ipotesi che f sia una funzione integrabile).

Esempio 6.17. Calcolare 'integrale definito:

/ z|cosz|dz.
0

L'integranda contiene la funzione [cosz|; il valore assoluto rende scomoda
l'applicazione della tecnica standard per trattare una funzione come zcosz. Per
togliere il valore assoluto, osserviamo che nell'intervallo di integrazione [0, 7]
risulta:

s = {cosx perx € [(Br, 5] )
—COST perx € [5,7T].

Quindi, per l'additivita dell'integrale, si pud anzitutto riscriverlo come

/x[cosmld:vz/zaz[cosxldx—F/ z|cosz|dx
0 0 z

2

¢ ora in ciascuno dei due integrali si possono usare le (%) per togliere il modulo
(mettendo il segno opportuno all'integranda):

z

) T
= / zcoszdzx — / rcosrdxr =
Q s

2
con delle consuete integrazioni per parti

= [zsinz + cos:v]g/ ? — [wsinz + cosz]” =

-(G-1)-(1-5) =
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Esercizi su simmetrie e valori assoluti negli integrali definiti

Si vedano anche gli Esercizi di riepilogo nel § 6.1.G.

2 T
6.51.% / e |z — 1|dz 6.54.% / e leosz dx
0 -7
|z| + sinz smx /2 _|cosz|
6.52. 6.55. d
* -/ 14a? o 3—costz

n
6.53.% / e ¥ |sinz| dx
0

6.1.G. Esercizi di riepilogo

Calcolare i seguenti integrali, indefiniti o definiti.

3z e+ 1
6.56. —_—
* /x2+2z—3dx 6.62.% /:vz z—2
1 2
6.57.% / Vdz? + 1dzx 6.63.% / z3logz dz
0 1

T
6.58. —_—
* / 7?4 22 + de

1 et

6.59.% dz V2
0o € +3 6.65. / B2
0

222 + 1%
2
6.60.% / V4 22 dy
1

6.64.% /ﬂ T 4
. % —_—_— Az
1 V2+z2

3
6.66. —_—d
/:c2 +2z +4 9:

*log(logz)
6.61.% / O8VO8T) i1 7 / 2
e * T 24+ 42+ 3
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6.68.

6.69.

6.70.

6.71.

6.72.

6.73.

6.74.

6.75.

6.76.

6.77.

6.78.

/ 3z +1 di
22+ 4z +4

V2
/ zV1+z2dx
0

_72£
/ v/ 1+ sin?z cosz dz
0

/\/1+:c2
de

sinz
/ cos?zy — 4d$
2
/ 3z*logy/x dx
1

1+m

\/1——932
/7
2

/ zsin® (z?)dz
0

2sin?z + 1

/ 22+ 3z +7
2+ 22 +4x+4
f cos?z

1/2
—
/0 2x2—x—1 o

z

6.79.

6.80.

6.81.

6.82.

6.83.

6.84.

6.85.

6.86.

6.87.

6.88.

6.89.

222 —x —4
——d
/2m2~x~—1 *
2
/\/49:2—4d:c
1

z2—3

/z2+6w+9dx
_71=

2
/ zV2—2z2%2dx
0

dx

/2x3+x2+2x—1
x4 —1

3

/\/;\/21)2“}-3 dz
0

/<w¢—;5ixsd‘”

/ (ac + :ctanzzv) dx
/‘/i V2zx2 -2 dx
z

1

dz.

/:c3+4:v2+9m+7
22 +3z+5

V3. /3 12
,

2
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6.90. /2 sin2z sin® x
o 2+ cos?z

° z4+2
1$2+2§E+3

1
6.91. / z?log?2z dx.

6.92.
+00

6.93. / (z° + 3z) dz.
0

3
6.94. /\/_ V322 — 9dzx.
3

6.95 e
M /x2+2a:+2dx

2
6.96.% / e~
0

sinx
6.97.% / 3 + sinz

6.98. / zlarctanz dx
%
6.99.% / V1 — 422 dx
0

6.100.9% /Scos4w dzx
0

T+ 2
6.101. ks s B
/x2+3:1:-—4 v

4 2
6.102.% / Y e
2

6.103.4 / 2cos3z

2 — cos?z

8

6.104. / " alsinmde
0

: dr
6.105.
% /0 2 + sinz

1
6.106. /zxz V1 — dz%dz
0

1
6.107. / log(2z + 1) dz
0

1.3
6.108. / itk
0 T°+ 1

6.109. / el
o 1+sin?z

2
6.110.% / |2® + 22 — 3|d=
0

2 2
6.111. /lngdx
1 Z
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log2
6.112. s
* / 14 2Chx

1
6.113.5% / 221+ z2dzx
0

2

2
6.116.% / lz|le ™ dx
—

6.117. % /
6.118.5% /

6.119. / :
) 2

2
6.120. /
1

2
6.121.% / rie ol dy
~2

T
6.122, /

s

x? +2:c
1+[wl

:v—}—l

vVe+3+2 4

sin2zx

+ sinx

el/a:

dx
P

z%|sinz|dx

m
6.123.% / (sin2:c) (3+cos2a:)d:c
0

/6 :
6.124. / S )
0 cos2z+3sin’z

6
4z
6.125. ——d
/2 2 +22 -3 v

z? 4+ 3z
¢+ 2z +1
6.127. d
o /($2+4x— ) *

6.128.% / (z* + 3z)sinzdz

2
6.126. /x +2

6.129. /e_3xsin(2x) dz

1+z
6.130. [——" 4
/z2+4x+6 ’

z?2 41
6.131. _r e
/(x2+2x+4> dz

. 2
6.132. % / ————-~V1$3$dx

6.133.% /a:\/ 2z +3 dz
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/2 2241
6.134.% / V/ 1+sin2zsin(2z)dz 6.141. / <——2 ) dz
; 4+ 2x — 3

142z
6.142. ]
M2 /a:2+4:c+6 *

z+2
6.143. /m X

tanz
6135 / 1+ log(cosx)

6.136. / x(exz + 2e—3z)dx

sm(2:c)s1nx
6.137.
137-% / 2 + sinx

e

6.144, / e>sinzcosz dz
0

2
6.145.% / ————“3::” dz

€
6.138.% / z?logz dz
1

6.146.% / _zfi_ da
6.139. / zarctanz dz ¢ +zx+2

6.147.% / ( |sm:cl2 ) dz
6.140. / zcoslzdz — cos

2
6.148. 5% / z\/|3 — 22| dz
0
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Soluzioni § 6.1.

6.1. gxs - gxs/z + log|z| — 32%° + 4z + ¢
2
6.2. /(:c2—1)2dm:/(x4—23:2+1)dx= %xs— §x3+x+c
6.3. log|z + 1| + 2arctanz — 2arcsinz + ¢
1 4
6.4. ‘g(zl' +- 1) -+
6.5. —ig’-log}l — bz| + §(3x+1)3/2+c

3% 231-{-1 5

6.6. e T ol
log3  3log2 7° e
6.7. —~2—cos3:n + §sin2:c +c
3 2
6.8. —log|cosz| + 3log|sinz| + ¢
6.9. 2log(Chz) — 5log|Shz| + ¢
1 4
6.10. §Ch(2:1:) - gSh(3$) +c
l+z 1 2z 1
6.11. dpm s | 2 S
/x2+3 m 2/x2+3dx+/m2+3dx
1 1 x
= ~log(z? + 3) + —=arctan—= + c.
5 g( ) /3 /3
1
3z
6.12. e (g =
/_1 2?2 +2x+5 =

3 2x+2 1 1
== =——= _dz-3] ———dx=
2/_1x2+2x+5 v /_1(x+1)2+4 v
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I8, ;3 3 z+ 1\ _
= [QIOg(:x + 2z +5) — 2arc:tam( 5 )]_1 =

= (glogS - garctam) - (glogél — garctan0> = glog2 + 3%
2
6.13. L. A __358_4'2__;
22+ 3z +2 22 4 3z + 2
3z+2 a n b
22+3z+2 (z+2) (z+1)
a+b=3 b=-1
a+2b=2 a = 4.
z2 4 1
————dz = - =
/x2+3:z:+2 o /(1 x+2+x+1)dx
=z — 4log|z -+ 2| + log|z + 1| + c.
6.14 . NP (R B O
o 2+3x+3 2+3z+3/
_1_§ 2z 43 1
2

/ 22 -3 d
L e SR .
2 +3x+3

=z-— —;’—Iog(ac2 +3z+3) — g : %arctan[% (w + -g—)

te=

V3

=z glog(:cz + 3z + 3) — v/3arctan 2o+ 3) +ec.
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2
6.15. / 1 Y
22 + 24/2z + 2

:/ 1_}_1_—2_\/_?2_ d:l?::l,'—}—/“l—-_—z——\/g:idx

(z+v2)’ (= +v2)
/ﬁ%dzz[mu 2=t]
/_.%[_d/(éﬁ)d

5

= —%—Zﬁlognlﬁ-c: —w+\/§——2\/§loglx+\/§l+c.

Percid l'integrale cercato ¢é:

I=x-— > ~2\/§Ioglx+\/§|+c.

a:-{-\/i

6.16. A

z _1 1 + 1 )
22—-1 2\z-1 z+1)’

/1/2 Lol dac—/l/2 :z:—{—1 A + . dr =
, B-177 J, oN\z—1"z+1))%~

1/2

1 1, 3 1 V3

21l =Z4zlogs == s,
l 8+20g4 8+Iog2
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z+3 __ax—i—b c

6.17. = ,
22z +1) z? z+1
c+a=0 b=3
che da il sistema: a+b=1 a=-—2
b= c=2
. g z+3 —2x+ 3 2
LS dr =
quindi /xQ(:c+1)dx /( o +x+1) T

2 3 2

3
=/<__; e = + m)dm = —2log|z| — - + 2loglz + 1| +c.

1
z+1
6.18. =" Vdz=
_/_2<x2+4x+7) v
(e [
2) o\ 22 +4z+7 2 (z+2)°+3

[log(a? + 4z +7)]", - {71§-arctan (x_\%%ﬂ 1—2 -

= %(logIZ — log3) — % (arctan\/§> = log2 — ?,WW

D] =

z+2
6.19. _x+2
/x2+39:+3dx

1

1 3+ 2z
= —log(z® + 3z + 3) + —=arctan| —~— | 4+ ¢
318 )+ 75 V3
6.20.  Integrale indefinito:

2° 1, 1 27
T dr=- 1
/ 7 3d:1: 5% 4z 5 ogle + 1|+ 2 loglz + 3|+ ¢

Integrale definito:

2 3
& 27
_/o m dz = —6 — 14log3 + ?10g5,
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1 1
6.21. / e % dr = [*1‘36—1‘]3 +/ 3z%e %dr =
0 0

1 1 : 1 3 :
=—=+3 [—-:cze_z]o +/ e dx y = —— — — + 6/ ze ¥dx =
e o e € 0

4 il ¥ 10 ] 16
—_— e - x @ ki 6_ T _,,6_____.
= 6+6{[ ze ]0+/O e dm}-— S+ [—e™)y = S

0.22. / 2?Shz dz = 2z°Chz — / 2xzChzr dx =

= z2Chz — 2{xth — /th dw} =
= 2°Chz — 22Shz + 2Chz + ¢ = (x2 + 2)Chx — 2xShz + ¢;

1
/ &*Shz do = [(2* + 2)Chz — 2zSh], = 3Ch1 — 2Sh1 — 2.
0

1 1 1
6.23- 1 S 2 e Z 2. d =
/a: og,zdx 5% log,z /2:1: ) z
_1, L
=57 log,z 410g2x +c
6.24. / x?sinzcosrdr = % / z’sin(2z)dz =

= 1(—%aﬂcos(%) + /:ccos(Zx)da:) =

er parti
per parti 5

__ 1 LY LSOy (v -
=7 cos(2w)+2<2:psm(2m) 5 sm(2sc)dzc> =

= —lx2cos(2m) -+ %msin(%s) + —écos(Zx) +c.
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6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

= / 2esin(se) do = —27 20 4 [-00500) g5 4
g

_ _236005;3;3) 4 10;;2 {23; sm;?)as) _ /2:5 (300)1 0g2 de —

log22

= 2% (——zl,;cos(?)x) + —sin(3z ))

_ 9 < 1 log2 . _
= 9 log22 2 ( 3cos(3x)+ s sm(3:c)> =

213
9+Io 292

¥is
/ zsinz dz = 7.
0

/ e Zsin3zdy = —e%° (%005317 + %sm&x) c.

(—3cos(3z) + (log2)sin(3z)).

/ arctanz d 1arctan " / dz
r=—— z _ =
z? z z(1 + %)

1arctan +/ . z d
= ——— T _—— _
z z 1422 93

1 1
= —_arctanz + log|z| — §log(l +z%) +c

/llog(x+3)
o (z+2)°

= [ [ g e
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log(z +3)7" /1 1 1
= | —-—— —_ d —
[ z+2 L+ o \z+2 z13)%

_ [ log(z +3) o x+2r_
B T+ 2 z+3[l,
log4 3 log3 2 5 11
=08 ° 428 10gZ = 2103 — “2log2.
3 + log4 + 5 Iog3 2log3 3 log
" 1
6.30. / sinzChzdz = -2—(Ch7'r +1).
0
. . 2
6.31. /M de = /w dz = [t = cosz]
1+ cos?z 1+ cos?z

-—/ 217 dt——/ 2 > dt = — 2t + 2arctant + ¢ =
- 1+ 14¢2) -

= — 2cosz + 2arctan(cosz) + c.

/2 sin2zcosz o
SRS e =T — /2 —9_I
/(; T costs 0% [ — 2cosz -+ 2arctan(cosz)]q 2 5
1r/8 1
6.32. / sin®zcos’z dz = {sinzcosw = Esian] =
0
/8 | ' dt Ty dt
/0 Z(sin2a:)2da: = [21’ =1 dz = -2"] = A ZSi.Ilzt —2— =
_ 1[t— sintcost ”/4_u1 P-3| m—2
-8 2 o 8| 2 | 64 °
6.33. / 1S
2+ cosz

1 —sinz
/2+cosx z+_/2+cosxdx A+B
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= log|2 + cosz| + c.

— 2 2dt 2dt
A:[tztanf'cosle——i—'d:cz J:/2+1 =

3 27 2 1-¢2 12
2 1+1¢ 1+t L2 1+t

= / ~—2—2dt o —=arctan| —= 2 arctan % +c
2 +3 \/— \/_ \/_ \/g ’
e l'integrale di partenza vale:

T al .
+ + f rctat \/_ + C

6.34. / . N
o (34 cosz)

cosz = t; —sinzdz = dt; t € [1,0]

__/0 dt _/1 dt _[_ 1 Jl_ 1,11
LB+t S 3+p? L 3+t 47312
t 4
6.35. in®(2 =—
/Osm(x)dx =

6.36.  L'integrale indefinito é&:

/_.ﬂ_ i = —2—% (loglﬁ + sinxl — Ioglx/g = sinxl) +c

2 + cos?z

e il corrispondente integrale definito &:

/ 8 cosx do — log3

o 2+cos’z 2./3
/2 /2 ]

6.37. / e*%sin(27) do = / 2e* " sinzcosz dx =
0 0

[sinz = t; cosz dz = dt;t € (0,1)]



486 Cap. 6. Calcolo integrale per funzioni di una variabile

1 &3t 1 1 3t
:/ 2e3tt dt = [2—-t] —/ 2-—dt =
0 3 1o Jo 3

_23——( -1) = e +g

6.38.  Usando le formule di prostaferesi

sinacosfd = %{sin(a + B) + sin(a — 6)}

riscriviamo sin(3z)cos(4z) = %{sin’?:c — sinz}, da cui
/ sin(3z)cos(4z)dx / (sin7z — sinz)dz = ——112008756 + %cosx +c.
639. B
6.40. A
6.41. /i;izdcc — /-—%}w—zxdaz =

{\/3—:62zt;3—$2:tz;xdaz:—tdt;:ﬂ2:3—t2}

t £2 3
/3—t2 G /t2~3dt /( t2—3)dt

=t+—\/§10gt_\/§+ = 3—x2+——\/710 pE = \/—
2 Clt+/3 V-2 3|
6.42. /————Vljﬂdx:
Z

- [x = Sht; /1 + 22 = Cht; dz = Cht dt]
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Ch%t dt Cht dt ;
= St _-/Cht- Sl = (per parti)

— -Shidt =———+t+c

=~ M sm Sht

Sht

1
6.43. / V4 —z2dz = [\/4—3:2:15}
0

2
/ wa -———”:x + SettSh + c.

t5

. 4
= | (4-1))2d _—{tS ] _

-(3-8)- (- 3)- 12

6.44.

Q‘

= SettCh2 — % log(? + \/_) -

1 2
0 V4~ x?
§ 4sin’t - 2cost

= [ = 2sint; dz = 2costdt] =
V4 - 451r12
5 i §
:4/ Ginids :4[L_§LHE‘EfJ _T_V3
! i 5 %2

2

2 dx

1
2y 3
6.47. /0(1 2*) " de = o
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4
6.48. / Iyde o
1

a:+\/5

ﬁ:t;x———tz;dw:%dt; tell,2]

. 2 214 92¢2
2/1:_% 2tdt:2/l+ dt =
. 24t ; t+1

2 3
= ) 2t -2 4+ —— )dt =
/1( +t+1>

= 2[t* — 2¢ + 3log|t + 1}]? = 6log3 + 2 — 6log2.

649. D

6.50. A

2 1 2
6.51. / e e —1ldz = / e (1 - z)dz +/ e (z — 1)dz;
0 0 1
/e—”xda: =—e"(1+z)+¢

2
percio: / eflz—1llde=[—e"+e (1 +2)y + [-e (1 +z) + eqzﬁ =
0

= [e~%z]; + [—e "]} = 27! — 272,

!iz| + sinz Uzl U sinz
6.52. Zikaslll PN S . _
o 1+ a2 ie /_11+£L‘2dx+,/;11+$2dx

per simmetria: la prima integranda & pari, la seconda ¢ dispari, I'intervallo ¢ simmetrico

1
z
= 2/0 T a2 dz +0 = [log(1 —i—:cz)](l] = log2.
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27 T 2m
6.53. / e~ %% |sinz| dz = / e~ Psinz dx — / e **sinz dz =
0 0 T

i 2m

1 :
— {— ~e % (cosz + ZSmx)j‘ =
5 m

1
[——e‘z’”(cosx + 2sin:c)]
5 0

(1 = D™ 4 6_4”) ~ 0.2

/ e Fleosz dr =

™

O1|r-—~

6.54.

3
47 |cosz|
6.55. B i WD JPE
/0 3 — cos?z dz

x 3
2 COST 7 cosz
= 5 oo dz — e dz =
¢ 2+ sin?z x 2 + sin’z

m
= 2/ e “coszdx = [e7*(sinz — cosz)]g = e + 1.
0

= [ f] [ff}

1 1 1
= \/_ 2arctan—= arctan
V2 V2

6.56. 3= _
2+ 22 -3

b z(a+b)+(3a—1b)

3x a
(z—1)(z+3)

(x—1)(z+3) ::c—1+33+3 -

a+b=3 az%
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/___?Zx_._dw-/ §._1__+2 1 )dx__
242z -3 4 z—1 4 z+3 -
= Zloglw -1+ Zlog]x +3|+c.
1
6.57. /\/4x2+1dw:
0

9z = Sht; v/42? + 1 = Cht; 2dz = Cht dt; ¢ € [0, SettSh2]

SettSh2
= fo %Cthdt i[ChtSht I %(2\/_ +log(2+/5 ))

x 1 2z + 2 1
6.58. W A—— -
22 +2 2 DP+22+2 (2410241
/ z P 1/ 2% + 2 / 3
22 4+ 2z +2 2 a:2+2:13+2 (x+1 de =
1 2
= §Iog(x + 2z + 2) — arctan(z + 1) +c.
1 z
6.59. / © _dz=
0 e*+3

e* =t; e®dx = dt; t € [1, €]

1 _ e 3+e
—~/1t+3dt—[log[t+3ﬂ1—log( 1 )
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6.60.

6.61.

6.62.

X

/6

/2
/ 4c0s*t dt = 2[costsint + ¢]7 6 =
T

2
/\/4-—x2dx=
1
= 2sint; dx = 2cost dt; sint € l 11;te [—
= 3 - b 2) ) 6’2

ﬂ/2_2<2_ﬁ_ﬂ> _2 VB
3
T

2
€ 1
[ log(loga) , _

d
= logz = ¢ ?x =dt;t€[1,2)

2
= / logt dt = [tlogt — t]> = 2log2 — 1.
1

@+l . 3-z
24+z—-2 22 4+zx-2
83—z 3—z L b z(a+b)+(2a—b)
24+z2-2 (z-1)(z+2) z-1 z+2  (z—1)(z+2)

/

a+b=-1 a=2%

z2+1 2 1 5 1
2T ge= (142, _2. =
94% /( t3' 7 173 x+2>d$

itz -

2 5
=z+ glogfzv -1/ = glog]x +2] +e
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6.63. /2:33 logz dx = {m—‘ilogxr - 233_4 . 1d:lc =
1 f1 g 4 1 1 4 =
= 4log2 — % [%E = 4log2 — %(4 - —i—) = 4log2 — %
V2o
6.64. /1 m dz =
\/2—-1—.;2 =t;2+ 2% = t?; 2zdz = 2tdt;t € {\/é, 2]
2t
= \/gzdt =2—+/3.
6.65. ﬂarctarﬂ + l%fé
6.66. \/garctan(f%) +c
6.67. loglz+ 1| —loglz + 3| +¢
6.68. 3> 4 3log|2+ x| +c
6.69. /3-1
6.70. @ + 5SettShl = %(\/54— log(l + ﬁ))
6.71. ——@ -+ SettShx + ¢
6.72.  cosz + Slog|LE=2| 4 ¢
6.73.  4log2— 1
6.74. — m + arcsinz + ¢
675 —3+%&
6.76.  —Zarctan2 + log|l + x| + ¢
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6.77.

6.78.

6.79,

6.80.

6.81.

6.82.

6.83.

6.84.

6.85.

6.86.

6.87.

6.88.

6.89.

6.90.

6.91.

6.92.

6.93.

6.94.

6.95.

—2z 4 3tanz + ¢
2log2

z — log|lz — 1] + log|1 + 2z| + ¢

2v/3 - log(2+ /3)

z — 35 —6log|3 + z| +¢
2
SR

3

arctanz + log|z® — 1| + ¢
2432801 = § + §/21og(1+ V2)
323 + 6log|z/® — 1] + ¢

log|cosz| + ztanz -+ ¢

T+ iz + \/—arctan( ) + 3log(a? + 3z +5) + ¢

11

e

Sk

+3\/—log] ‘/_H]
o5 — 2log2 + llog?2
logd + \/iiarctanvlg
5

$v/2+324/310g3 - —g-\/glog(3+ \/6)

%2 — 2z + log(z? + 2z + 2) + 2arctan(z + 1) + ¢
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2

2 2 '
6.96. / e iy = / (—2we‘x2> (——E—>daz = per parti
0 0 2

f g
2 2 2
= {-—-—6_”2] +/ e T rdr =
o Jo
1 212 1 1 5
— .4 _ 2| _ g4 _ L4 _qy_2L_2 4
2e [e }0 2e 2(6 1) 5 26 .
¢ sinz I sing
6.97. — = —_ -
/0 3 + sin’z o /0 4 — cos’z de
[cosz = t; —sinz dz = dt; t € [1,0]]
/0 1 /l dt
] — dz’: —— e ——— T
44—t 0o 2—-t)(2+1)
“1/1 L~lrL dt—l[lo |2+t —1lo !Z—t]]l—
T4y 2=t "o M T gl & 0%

= %(log3 — log2 + log2) = king.

6.98.  Zarctanz — 2 4 Liog(1l +2%) +c.

1
6.99. /2x3 V1—-422dz =
0

2
\/1—4x2:t;1-—4x2:t2;x2:1 t ;

4

t
Yxdz = ~§dt; edz = —idt;t € [1,0]
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%{
6.100. / costzdx =
0
[ 5 COS2z + 1]
COS™x = 5

v/%(c032z+1)2d$ /%c0322x+2cos2x+1dx_
- b - > =
0 0

2
_/% cosdr+1 1 o 1\, [sinde  sindz 3 170
~Jo 8 2 4 32 4z 87|,
1.2 1.7 37
:O)ESID 7T+45m3 g 'é —“\/——‘{'—

6.101. Zloglz — 1] + Zloglz + 4| +c.

/4\/m2+4d$_
2 2

6.102.

z = 2Sht; /22 + 4 = y/4Ch?t = 2Cht;

dz = 2Cht dt;t € [SettShl, SettSh2]

SettSh2 SettSh2 9
ht
= / 2C0 o bt dt = / L
Settsh1 4Sh?t Setisht  Sh?t

SettSh2
= [t — gﬁ] = SettSh2 — SettShl — —\[—5— + \/— =
Shi | settsny 2

= 1og(2+ \/5) ~log(1 k) \/5) - —‘g—% +v2.
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us 3 z _ - 2
6.103. / P o8’ / 2 —sina) o dr =
o 2—cos?z o 1-+sin?z

sinz = t; coszdz = dt;t € [0, 1]

1 2 1
2(1 - 2) / 4
= ———tdt = S dt =
/0 e ¢ 0(1+t2 2)

= [4arctant — 2t]} = 7 — 2.

1
6.104. T -1

6.105. / “_dz
o 2+sinz

e tanf'sinx — ﬁ—x = 2arctant; dx = —%'t
Ty 142 T L 4

€ [0,1]

_/11 2dt_/1 dt _/1 dt
0 2+T% 1+ 0 24t+1 0 (t+%)2+§

ol ._2_arctan_.2_ <t -+ l) —
V3 V3l 2/,
_ 2 V3Y _ 2 (m_my _
=% <arctan\/§——arctan—§—> = \/5(3 - 6) =

6.106. <.
6.107. 2log3 — 1.
6.108. 1 — llog2+T.

6.109.

4



Par. 6.1 Calcolo di integrali definiti e indefiniti

497

2
6.110. / |2? + 2z — 3|dz
0

|22 + 20— 3| =|(z - 1)(z + 3)| =

22 +22-3 sex<-3,z2>1
Tl —2?2—-2zx+3 se—-3<z<1.

2 1 2
/)x2+2m——3]da¢=/ (—-x2—2ac+3)d:c+/ (z* + 22 - 3)dz =
0 0 1

z3 b8 3
z[—-*—m2+3z] +[~+m2~—3w] =
3 0 3 1

1 8 1
= —=—143+244—-6-{=-4+1-3) =4.
3 1+3+3+4-6 <3+1 )

6.111. g2

' log2 dz
6.112. P PR
/0 1+ 2Chz

2 2
1 dt 1
11+t+;t 1 4T+
2
= —1—~ —=arctan—= <t+1> ==
te+d) + [

= —= | arctan—= — arctan\/_ —~=arctan——=
3( \/5 ) V3 \f 3\/

1
6.113, / 221+ 22dx =
4}

z = Sht; dz = Cht dt; t € [0, SettSht]
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SettShl
= / Sh%¢ Ch?t dt.
0

Calcoliamo per parti la primitiva:

° hit
/Sht- (ShtCh%¢) dt = Sht 93— - /9— dt =

3
— Sht % - %(/Chztdt +/Sh2tCh2tdt> -

Ch’t 1 ShtCht+t 1 0y 2
=Sht —— -2 — ~§/ShtChtdt.
SettSh1 SettShi
Quindi: / Sht Ch?¢ dt = EShtChSt - w] _
0 0

:(T_—g——gsusm) 3\f——og(1+\f).

1
6.114. / e T dr =0
-1

perché integranda dispari su intervallo simmetrico.

3. /2 _
6.115. /—f———%dx.—_
2 X

Val -4 =tz =t? +4;xdx =tdi;

de zdzx tdt

PR Rl [0,\/5]

Il

[ —4- éarctan } \/— 2arctan—\/§

2
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2
6.116. / jzle ' dz =
~2
. . 4 2 2 2
per simmetria :2/ ze ™™ = [—e‘”}ozl—e_".
0
122 42
6.117. f dE =
i 1 -+ Il‘l

Lg2 1oog
= dz + ———dz = i i
/—11 2] T /_11 2] T = per simmetria

1 52 1 1
—_— :2 S— T ———— —_
2/01+xdw+0 /O<x 1+1+x>da:

5 1
=2[%—m+10g11+m]] :2(%~1+log2> = —1+ 2log2.
0

A z+1

e A=
24T+ 342 ¢

Ve+3=tiz =1 3;dx = 2dt;t € [1,2]

29t(t2 - 2) 2 4
=[] ——Zdt=2] [*- - Jdt =
255 /( 242 t+2)dt

P 2
= 2[3— — ¢ +2t—4log‘t+2lJ =
1

6.118.

3

8 1 8
=922 _4 — log4 — = - =2 2
(3 + 4 — logd 3 +1 2+4log3) 3 +810g4.

6.119. 2 — 4log?.
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6.120. Integrale indefinito:

2 ,1/z e
integrale definito: / ©  de= %
1

2
6.121. / rle ¥ldy =

6.122. / 7?|sinz|dz = 2(n* - 4)

-7

s
6.123. / (sin’z) (3 + cos’z)dz =
0
m m
= 3/ sin®z dz +/ sin’zcos’zdz = A+ B
0 0

3
A= §7r (integrale definito notevole);

At 2 1 /1~ cosdz T
B == =si d = - _ = —
/0 ( 2sm2az> T 1 /0 ( 5 )dm P

3 7 13
A‘I‘B—Eﬂ-{-g—gﬂ'.

18 sin2zx 6 5
6.124. S = 527 Tops.
/0 (cos2;c g 3sin2:c) dz [log(l + sin x)]o log4
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" 6.125. Integrale indefinito:

/——Ll—gi—3dx=3log[w+3{+log}cc—1|+c

2?4 2z —
Integrale definito: / 6—Li:c————cl:z:—ﬁlo 3 — 2logh
°8 o , 2+2x—-3 & L
z2 + 2 2 11
6.126. /x2+3x dx=a:+§log|:c]——3—log|x+3|+c
8 /.2
°+2x+1
6.127. —— ldz =
27 /2<x2+4$—5) ’

il

¢ 6 — 2z 8 2 1 8 1
= 4" Vdos= 1+2. — 2. d
/2( +m2+4x-5> ¥ /2( +3 z—1 3 ;c+5> “
8

8
= |z + 2log]yc -1} - =loglz + 5@ =
3 3 g

2 8 2 8 10 8
=6+ §10g7 - 510g13 — glogl - 510g7 =6+ —3—10g7 — glogl&

6.128. / (ac2 -+ 337) sinzdx =

=7

m g
= / z’sinzdz + 3 / zsinzdx =

=4t -7

(per le simmetrie)

T T
=0+ 6/ zsinzdx = 6{[~xcosx}g ¥ / cosxd:p} = 6m.
0 0
6.129. / e~ *sin(2z) dz =

2 3
i ‘3“} — — — — 1
=e ( 13cos(2:c) 1381!1(2:13)) +c.
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1+z
6.130. /mdm ==

= %Iog(xz +4z+6) — %arctan(zjg> +c

22+ 1
6.131. /(m) dl? =
e g et . | = log(4 + 2z +2%) +¢
V3 V3
122
6.132. /_1_3z_d$ -
xT

R 3(45F

t*dt 1 1/ 1 1
- [ = (e )a= (- ) Jee

=1+ %(mg(t— 1} —loglt+1)) +c=

td
{\/ 1~322=t;1—32% =%, —6xdx = 2tdt; L = i e 1_1;)}

=v1-—3z2+ %(k)g(l —Vi- 3x2) - log(l +v1i- 3902)) £

espressione che, usando le proprieta dei logaritmi e inglobando in c eventuali altre costanti,
si pud riscrivere in varie altre forme, ad esempio

V1= 322 + logz — log(\/l EYCE 1) fe

6.133. /:c\/ 2z43dz =

2

V2z+3=t2z+3=tdx=tdt;z =
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g ttdt=15-3 10 2

2 _ 5 3 5/2 3/2
/t 3 t §_+c:(2x+3) _(22+3) .

/2
6.134. / V' 1+ sin?zsin(2z) dz =
0

[sinz = ¢; cosz dz = dt; sin(2z) = 2sinzcosz;t € (0,1)]

1

:/{j@%dt: [%(1+t2)3/2} :%(2\/5—1).

0

/3
6.135. / w—wt—z—lni——-dx ==
o 1+ log(cosz)

/3 tanx nf3 sinx
w | g / do =
o 1+ log(cosz) o cosz(l+ log(cosz))

{cosz =t;—sinzdz = dt;t € (1, %)}

1
L dt _ . )
B /1 I 1 logt) — (o8(I +logt)] ), = —log(1 — log2).

6.136. /x(e””z + 26—3z)d:12 = le“DZ e G0 —gx — 2 +c
2 3 9
- sin(2z)sinz | / 2sin’zcosz |,
B 2 + sinz /) 2+sinz o

[sinz = t; cosz dz = dt]

2t2 8
/2+t /( 4+2+t>dt

=% — 4t + 8log|2 +t| + ¢ =

= sin’z ~ 4sinz + 8log(2 + sinz) + ¢
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6.138.  Per parti:

6.139.

6.140.

6.141.

6.142,

6.143.

/ zarctanz dz =

1 9 1 1
= —z‘arctanz + —arctanz — —x + ¢

2 2 2

x_z + 1a[:sin2:c + lcos2ac =+
4 4 8

5
z+ %log]x ~- 1] - -ilog[x—f— 3

/_w_i”_i,z.__dx_
2+ 2z+4

_ %log(xQ + 92z + 4) + \—}—garctan(

6.144. Integrale indefinito:

Integrale definito:

/ e>sinzcosz dz = €%* (— %005233 +

x

. 26

4 3
/ esinzcosr dr = —e¥/* 4 —,

C.

|+¢

3
55 sin2x

1
13

2
2

%log(:c2 +4z+6) — —%arctan( 7

)
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2
6.145. /V?’“’ d

x

:/ﬁti?,dt:/ 1+%—§(t—1\/§_t+1\/§)}dt:

V3, |t—+/3 \/“ 3422 —
+ 9 ogt+\/§ +c +z ,-_—3+ .
z—1

_1/ 22+1 §/ 1 e —

2) 24z +2 2 ($+%)2+g
1 3 2 1

= ~log(z? + = + 2) — —=arctan ———(:c+—> +e
5108 ) /7 NANEE

T( |sinz| / sinz
6.147. = =
./_ ] ( 1= cos’z =2 T cos’s dz = [cosz = t]

1
:2 = ] e o
14~—t2 4—t2dt /0<2 +2+t>dt
2+t
:l T —; o] o
[og2~tJO log3

2 V3 2
6.148. / zy/ |3 — z?|dz = / xV3—z?dz+ /\/_a:\/ z? —-3dz =
0 0 3

V3 2
I 2Nt 1, o a\3/2 _ daie 1
=[] e [ -] = jere = Vi
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6.2. Integrali generalizzati
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 8.

Esempi svolti

Esempio 6.18. Discutere, in base alla definizione di integrale generalizzato, la
convergenza o meno dei seguenti integrali:

: dg T dg i dz T dx
(@) o zlogz’ (b)/2 zlogz’ () /0 z?logz’ (d)/2 z?logz’

(a)-(b). Poiché

/d:lc = log|logz| +
rlogz EIOBEIT &

P od P od
& . .
= lim 2 = lim [log|logz|]}/? =
o zlogx e—0t), zlogr e—0t

= lirg1+[log(log2) — loglloge|] = —o0,

percio l'integrale (a) diverge. Analogamente

+00 d R
/ Z_ = lim / ldx = lim [log|logz|}} =
2 2

=i
zlogr R—+oofy zlogr e—0t

= lirg[log(logR) — log(log2)] = 400,

e anche (b) diverge.
(c)-(d).Poiché

/ dz _ 1 ny
zlog?z logz

} dg . ? dx . 1 1Y?
= lim = lim | ——— =
o zloglz e—0+), zlog?lzx e—0t| logz

g
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PN I S 0
Tl log2  loge| log2’

percio l'integrale (@) converge, e vale

B

/ dr. 1
o zlog?z  log2’

Analogamente
R

T dx ) R odzx , 1
= lim =lm|-——{ =
o zlogix R-+wo)y zloglz e—0t| logr ],

P S SR O B
T Do logR ' log2|  log2’

e anche (b) converge, al medesimo valore.

Esempio 6.19. Discutere, in base ai criteri di convergenza studiati, la convergenza
o meno dei seguenti integrali generalizzati:

(07

(a) /_llcot:cda:; (b) /_113—1\/%——@; () /1‘*0"_151:\/_:_7

() /0+ooe‘“”2da:; () /_ A /1 m(—-’"—gf——dx.

T+ et z—1)%?

dz (o € R)

(a) La funzione cotz ¢ continua in [—1, 1] tranne che in z = 0, nel cui intorno
¢ illimitata per x — 0.

Poiché per x — 0
1

1
cotr ~v — ~ —
sinx T

e % non ¢ integrabile in un intorno di 0, per il criterio del confronto asintotico

anche cotz non ¢ integrabile, e l'integrale ¢ divergente.

Osservazione 6.2. Integrale generalizzato di una funzione dispari su un
intervallo simmetrico. Nel paragrafo precedente abbiamo visto che l'integrale
definito di una funzione (integrabile) dispari su un intervallo simmetrico ¢ nullo,
per motivi di simmetria. La funzione dell'esempio (a) in effetti & dispari, e
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I'intervallo di integrazione ¢ simmetrico; l'applicazione dei criteri visti, pero, porta
a concludere che non ¢ integrabile quindi, in particolare, non é vero che il suo

integrale ¢ nullo. Attenzione a non applicare il criterio di simmetria appena
ricordato senza prima verificare 'esistenza dell'integrale.

(b) Nell'intervallo [—1, 1] l'integranda ¢ illimitata solo per z — 0, dove si ha:

1 1 Y2
/1 — cosz 3/%332 ¥

e poiché ;}75 ¢ integrabile in un intorno di 0, per il criterio del confronto asintotico

l'integrale ¢ convergente.
(¢) Perz — 400 ¢

@
L ~ xa—l

vV 1+ z? ’

che ¢ integrabile in un intorno di +oo se e solose o« — 1 < —1, cioe o < 0.
(d) La funzione e~ & continua in [0, +00). Poiché per z abbastanza grande &

2 1

—Z
S 5

e
per il criterio del confronto, e~*" & integrabile all'infinito.

Si osservi il tipo di argomento usato: il confronto con % serve solo a garantire
l'integrabilita all'infinito. La funzione 5}2— non ¢ integrabile in un intorno di 0, ma
questo non ha importanza perché in un intorno di O la funzione e ¢ integrabile
perché limitata, non perché minore di 1/z*.

(e) Il denominatore & una funzione continua, bisogna capire se si annulla
nell'intervallo di integrazione. Un semplice confronto grafico mostra che
l'equazione

e = —X

ha esattamente una soluzione nell'intervallo (—1,1). L'ordine con cui la funzione
si annulla ci dira I'ordine di infinito della funzione integranda, e quindi la sua
integrabilita o meno. Ma come possiamo stabilire I'ordine con cui si annulla
f(z) =z + €® se non conosciamo neppure in modo esatto il punto in cui si
annulla? La risposta porta ad un'osservazione generale:
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Osservazione 6.3. Ordine di annullamento di una funzione derivabile. Se f ¢
una funzione derivabile in un intervallo I, la formula di Taylor ci dice che se f si
annulla in un punto o € I, si annulla almeno del prim'ordine. Precisamente, poiché

f(z) = fla) = f(a)(z — @) + o(z — a),

se f'(a) # 0 allora f ha uno zero del primo ordine in a. Se f'(a) = 0 ma, ad
esempio, f(a) # 0, si pud concludere che f si annulla del 2° ordine, e cosi via.
In ogni caso, non pud annullarsi di un ordine minore di 1.

Tornando al nostro esempio, poiché
f(z)=14+¢e"#0 intuttoR,

f si annulla del 1° ordine in «, quindi la funzione ﬁ non ¢ integrabile in (—1,1).

. 1
(f) La funzione flz) = ﬁ%ﬁ

¢ continua in (1,400), ma va studiata all'infinito e in 1, dove il denominatore si
annulla. Per z — 1,
z— 1 1

f(z) ~ (@ —1)"? = (@ — 1)1

che ¢ integrabile; quindi per il criterio del cofronto asintotico, f ¢ integrabile in un
intorno di 1. Per x — 400,

logz
flz) ~ P

che ¢ integrabile all'infinito perché, ad esempio, risulta

logz 1
x3/? = /4

per x abbastanza grande. Quindi f ¢ integrabile anche in un intorno di co, pertanto
I'integrale converge.

Osservazione 6.4. Convergenza di un integrale e determinazione del suo
valore. Quando la convergenza dell'integrale generalizzato di una funzione f viene
stabilita mediante confronto con una funzione g integrabile, il valore numerico
dell'integrale di f non viene stabilito (in particolare: non ¢ necessariamente uguale
al valore dell'integrale di g). Si capisce bene questo fatto pensando che la stima
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asintotica "legge" solo il comportamento di una funzione nell'intorno di un punto,
mentre il valore numerico dell'integrale dipende dal comportamento della funzione

in tutto l'intervallo.

Esercizi

Stabilire la convergenza o meno dei seguenti integrali generalizzati, giustificando
le proprie conclusioni. Se l'integrale é convergente, calcolarne il valore quando

cio é possibile.

too g 1
6.149.% / = 6.153.% / isinG)d:c
o zllogr 0 VT %

6.150.% ‘_do '

150. , Sin(rz) 6.154.5% /0 logzdzx
6.151.% /l do 6.155 g5
T -1/ sinz A55.% /_1 /ot 1 2

oo 2y 0 siny/z
6.152.% [ +/z[log(1+2%)—2logz]dz  ¢156.% Ve
1 o z(l+2?)

6.158.% Stabilire per quali valori del parametro reale positivo « converge

I'integrale generalizzato
/ +o0 arctanz
dzx.
0

xa

6.159.% Stabilire per quali valori del parametro reale o converge l'integrale
generalizzato

+0o0 al
/ z%logx d.
0 1+ 56'2
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6.160.%  Stabilire per quali valori del parametro reale positivo « converge
I'integrale generalizzato

400 ewl/z
/ .
0 .Z'a(]. + 330‘)
l .
COS.’E sinx
6.161.5% / 6.165. ——dz
lg:c 15V 1~ 22
6.162.% /+oo_x+_e_$~ i 6 166 ' _cosw
T e 2420+ 22 R SO g *
sinz 00 i (.2
6.163.% / Y dz 6.167. _sin@) g,
321 22 (1 - z)'/? 0o zV1+2x2

+00
6.164.% / <21:;4>dx

6.169. Stabilire al variare del parametro reale «, se il seguente integrale
generalizzato converge oppure no.

/+oo dz
1 T*logox

6.170. Stabilire al variare del parametro reale «, se il seguente integrale
generalizzato converge oppure no.

/1 dx
o zo|logz|*

6.173. / /tanz dz
0

2n (& __ 2
6.168. / de
0

Cosx

+oo e’
6.171. / ——
o T EP

T q _1+sinz

v1-— cosx

6.172.
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Soluzioni § 6.2.

6.149. La funzione ¢ continua in [2, +-00); per z > 2 ¢ anche

1 1
z?logz ~ xz2log2’

e per confronto con la funzione 1/z2, integrabile all'infinito, I'integrale converge.

6.150. La funzione ¢ illimitata per z — 2,z — 3. Poiché sin(nz) si annulla almeno
del 1° ordine in 2 e 3 (perché ¢ una funzione derivabile, si veda I'Osservazione 6.3),
l'integranda ha un infinito almeno del 1° ordine in 2 e 3, percio l'integrale diverge.

6.151. In[—1,1] I'integranda & continua salvo in z = 0, in cui ¢ illimitata. Per z — 0,
1 i

sing /@
integrabile, percid l'integrale converge. Inoltre, osservando che l'integranda & dispari e
I'intervallo simmetrico, deduciamo che l'integrale & nullo.
Notiamo esplicitamente che non sarebbe stato corretto affermare I'annullarsi

dell'integrale per motivi di simmetria senza prima verificare la convergenza dell'integrale
stesso. (Si veda I'Osservazione 6.2).

6.152. La funzione integranda ¢ continua in [1, +c0), occorre solo studiare l'ordine di
annullamento all'infinito. Per x — o0,

\/;[log(l +2?) — 2logz] = ﬁlog(l +$2> = ﬁlog(l + :35) ~

72

Ve _

.
o2 = Jap percid I'integrale converge.

6.153. La funzione integranda ¢ continua in (0, 1], discontinua in 0, con infiniti cambi
di segno in ogni intorno di = = 0. Non possiamo quindi applicare i criteri di convergenza
validi per funzioni di segno costante. E' facile tuttavia garantire l'assoluta integrabilita:
1

i-sm(l> 1
@ = Ny
integrabile. Quindi per il criterio dell'assoluta integrabilita e il criterio del confronto
(applicato a | f(z)|, non a f(z)), l'integrale & convergente.

<

6.154. La funzione logz — —oo pit lentamente di qualsiasi potenza per z — 0%, ad
esempio possiamo scrivere
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llogz| < .y
Nz

in un intorno di 0. Pertanto l'integrale converge.
E' possibile calcolare il valore dell'integrale, ricordando che (integrazione per parti),

/log:cda: = z(logz — 1) +c.

1
Percid / logzdx = lirél [zlogz — x}i = lit(I)l (—1+e(loge — 1)) = -1
0 g0t e—0*

6.155. La funzione e® + x ¢ derivabile, si annulla in uno e un sol punto « € [—1,1]
(si veda I'Esempio 6.19 (e)); poiché f'(z) = e* +1 # 0 Vz, lo zero ¢ esattamente del 1°
ordine (v. Osservazione 6.3). Percid /e? +x si annulla di ordine 1/3, la funzione
integranda va all'infinito di ordine 1/3, ed ¢ pertanto integrabile.

6.156. La funzione ¢ continua in (0, -+ c0). Per z — 0%, &

Ve o1
Z) s S = —
f@)~ 3=
che ¢ illimitata ma integrabile; per il criterio del confronto asintotico, quindi, la funzione ¢
integrabile in un intorno di 0. Osserviamo che in un intorno di 0 la funzione ¢ positiva, €
quindi il criterio di puo applicare.
Per studiare il comportamento all'infinito, scriviamo:

siny/z

z(1 + z?)

1 1
£ ~ —
~z(l+2x2) 28

che ¢ integrabile all'infinito. Per il criterio del confronto e del confronto asintotico, segue
che |f(z)| & integrabile all'infinito; per il criterio dell'assoluta integrabilita, f ¢ integrabile.
Pertanto l'integrale converge.

6.157. La funzione ¢ continua in (0,1). Per z — 0*, &

5 1
f(x)Nggﬁ:ﬁ

che ¢ illimitata ma integrabile; per il criterio del confronto asintotico, quindi, la funzione ¢
integrabile in un intorno di 0.
Shl

Perz — 1, f(:l:) ~ m

che ¢ integrabile in 1.

Per il criterio del confronto asintotico, segue che f(z) & integrabile in (0, 1).
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6.158. La funzione f(z) = #9282 ¢ continua in (0, 0o) e positiva. Per z — 0,

T 1
f(il?) ~ EUE — go-1’

e l'integrale generalizzato, per il criterio del confronto asintotico, converge in un intorno di
Osea—1<1,ciot a < 2.

Per z — +00, f(z) ~ —,

e l'integrale generalizzato, per il criterio del confronto asintotico, converge in un intorno di
+00 se o > 1. In conclusione, l'integrale generalizzato converge se e solose 1 < o < 2.

6.159. Per z — 0%, f(z) ~ z%logz, e lintegrale generalizzato in un intorno di 0
converge se
a > —1,diverge se o < —1.
Infatti per a = —1,

ogz 11, b 1. 5
/0 ——;—da: = EE% [Elog w]e = lﬂ[milog e] = -0

mentre per oo > —1, scrivendo o = —1 + 26 abbiamo

. 1 1
I.’E Ioga:| = mlx‘sloga:] < ;.T_—‘g

che ha integrale convergente.
Per x — o0, f(z) ~ i%%%, ¢ l'integrale generalizzato in un intorno di 400 converge se
2—oa>1ciot a < 1,divergese oo > 1.
(argomento analogo). In conclusione, l'integrale in (0, +00) converge se:

o € (—1,1), diverge altrimenti.

—1/z
6.160. Perz — 07, f(z) ~ ema — 0 per ogni a > 0.
P 1
er x — +00, flz) ~ 5

integrabile per 2 > 1, cioé o > 1/2. L'integrale & convergente per questi valori.

6.161. f(z) = foge © continua in (0,1); per z — 0%, f(z) — 0O, percid prolungabile

con continuita, e quindi integrabile in [0, 1 — €.
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Per z — 17, f(z) — —o0; f(z) ~ (;"f}), non integrabile (infinito del primo ordine).

Percio l'integrale generalizzato diverge.
6.162. f(z) = 3% ¢ continua in [0, + 0o0), percid integrabile in [0, k] per ogni k.
Per z — +o00, flz)~ —i;, non integrabile (infinitesimo del primo ordine), percio
I'integrale generalizzato non converge.

6.163. Il denominatore si annulla per z =0,z =1. Per 1 = 0, f(z) ~ -5 = +5

percid f & integrabile in un intorno di O (infinito di ordine 1/2). Per z — 1, f(z) ~ (12; 755

integrabile perché infinito di ordine % Percid l'integrale converge.

6.164. f continua in (0, +-o00); per z — 0%, f(z) — 0, percid f ¢ integrabile su [0, a]
per ogni a.
Perz — + oo, f(z) ~ Z, integrabile all'infinito. Percid l'integrale converge.

6.165. In z = +1 infinito di ordine 1/3, integrabile; in z = 0 limitata. L'integrale
converge.

6.166. In z = O infinito di ordine 1, percio non integrabile. L'integrale diverge.

6.167. In = = O limitata; per z — +oo infinitesimo di ordine 3/2, integrabile. Percio
I'integrale converge.

6.168. In x = 7 la funzione ¢ limitata; in z = %w la funzione ¢ infinita di ordine 1,
percio non integrabile. L'integrale diverge.

6.169. In z = 1 infinito di ordine «, integrabile se a < 1; per x — oo la funzione ¢&
integrabile se 2o > 1, cioé a > %, non integrabile altrimenti. Pertanto l'integrale converge
sel<a<l

6.170. In un intorno di z = 0 la funzione & integrabile se o < 1; in z = 1 la funzione ¢&
infinita di ordine 2, integrabile se o < % Quindi l'integrale converge per a < %

6.171. 1l denominatore si annulla in un unico punto zo; poiché (z + €2*) = 1 4 2¢%
non si annulla mai, in particolare sara f'(xg) # 0; dunque in z; il denominatore si annulla
del prim'ordine; allora la funzione ¢ infinita del prim'ordine, e non & integrabile. L'integrale
diverge.

6.172. In z =0, x = 27 la funzione ha un infinito del 1° ordine, percid non &
integrabile. L'integrale diverge.

6.173. In z = 7 la funzione ha un infinito di ordine 1 perciod integrabile. L'integrale

3 b
converge.
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6.3. Funzioni integrali
Riferimento: libro di testo [BPS1], cap. 6, § 9.

6.3.A. Insieme di definizione di una funzione integrale

Ricordiamo anzitutto che I'insieme di definizione della funzione
Flig) = / Ft)dt
Zg

¢ il piu grande intervallo I contenente xq e tale che per ogni x € I la funzione
f(t) risulta integrabile (in senso proprio o generalizzato) sull'intervallo [zy,z).
Sottolineiamo, in particolare, il fatto che I'insieme di definizione di F' dev'essere
necessariamente un intervallo, non un insieme qualsiasi.

Esempi svolti

Determinare l'insieme di definizione delle seguenti funzioni intgrali.

Esempio 6.20.
F(z) = / eVidt,
1

La funzione integranda ¢ continua in R; quindi per ogni z € R & integrabile in

[1,z]; quindi F(x) & definita in tutto R. (Il fatto che lintegranda non sia

integrabile all'infinito non contraddice questo fatto, ma implica che lil}rl F(z) sia
T—100

infinito).

Esempio 6.21.

F(z) = ézarctan(%) dt.

L'integranda ¢ limitata in tutto R, continua tranne un punto di discontinuita a salto
in 0, quindi integrabile (in senso ordinario, non generalizzato) in ogni intervallo
[2, z]; quindi F'(z) & definita in tutto R.
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Esempio 6.22.

” dt
ey i)

La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = 0, in cui ¢ integrabile, e
nell'intorno di £ =1, in cui non ¢ integrabile. Affinché sia integrabile in tutto
lintervallo [—1,z], quindi, & necessario che sia z < 1. Percio l'insieme di
definizione di F' & (—o0, 1).

Esempio 6.23.
e dt

“1t-yt—1

N s

La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = 1, in cui & integrabile, e
nell'intorno di ¢ = 0, in cui non ¢ integrabile. Affinché sia integrabile in tutto
lintervallo [—1,z], quindi, ¢ necessario che sia z < 0. Percido l'insieme di
definizione di F' & (—00,0). Si noti che anche se nell'intorno di 1 la funzione &
integrabile, questo punto non puo essere raggiunto, perché non appena la variabile
x partendo da —1 arriva a O, l'integrale diverge, e non ha piu senso.

Esempio 6.24.
1

F(a:)z/1 ;n—(—f/——tf—ljdt.

La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = 1, in cui & integrabile. Percid
F ¢ definita in tutto R.

Esempio 6.25.

. 1
F(.Z‘)Z/l mdt

La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = 1, in cui & non ¢& integrabile.
Poiché g = 1, per qualsiasi z € R la funzione non risulta integrabile in [1, z],
percio I'insieme di definizione di F' & vuoto (oppure possiamo dire che ¢ ridotto al
~solo punto z = 1, in cui F vale 0).
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z
1
E i0 6.26. F(z) = dt.
sempio (z) /_oo D+ 8)
La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = 0, in cui ¢ non ¢ integrabile.
Notiamo che f ¢ integrabile a —oo (f(t) ~ —1/#%). Percid f risulta integrabile in
(—o0, z) purché sia z < 0, e l'insieme di definizione di F' & (—oo,0).

o1
Esempio 6.27. Flz) = —dlf.
P (%) [m 2+1)
La funzione integranda ¢ illimitata nell'intorno di ¢ = —2, in cui ¢ non ¢

integrabile. Notiamo che f non ¢ integrabile a —oo (f(t) ~ 1/t). Percido f non
risulta integrabile in (—oo, z) per nessun z, e l'insieme di definizione di F' & vuoto.

Esercizi

Determinare l'insieme di definizione delle seguenti funzioni integrali.

et T dt
6.174. < dt 6.180. /
/o (t2-1) ottt + 1

¢ sint
6.175. t
/_2 -1 6.181.

«uH

=

6.176 /x 9t €
o s B 6.182. / dt
AR 0 1Y/t 1

6.177. ——~dt sin(7rt)
o sint 6.183.5% / 1) (= dt
6.178. dt ‘ sint

=
/013/‘““,52_1 6.184.k [ e¥ mdt

T 4t
6.179. z t
/1 tt+1 6.185. / ©
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6.3.B. Regolarita di una funzione integrale

II grado di regolarita (continuita, derivabilitd, ecc.) di una funzione integrale
dipende dal grado di regolarita della funzione integranda, come stabilito dal
secondo teorema fondamentale del calcolo integrale3. Vediamo esempi ed esercizi
su questo aspetto.

Esempio 6.28. Sia

1 1
F(x) =/ arctan—dt.
1 Vt+1 t

Dopo aver determinato l'insieme di definizione di F', stabilire se F' € continua,
derivabile, determinando i punti di discontinuitda e di non derivabilita di F e
discutendone la natura.

La funzione integranda f(¢) ha un punto di discontinuita a salto in ¢t =0
(integrabile) e un asintoto verticale in ¢ = —1 (nel cui intorno ¢ integrabile).
Percio F' ¢ definita in tutto R.

La funzione F' ¢ continua in tutto R, ed € derivabile tranne che nei punti
x =0,z =—1. Poichéperx #0,—1¢

1
arctan—

Jzr+1 z

si vede che in =0 F’ ha una discontinuitd a salto, percid F ha un punto
angoloso; per z — —1%, F'(x) — Foo, quindi z = —1 & punto di cuspide rivolta
verso l'alto per F'.

Fl(z) =

Esercizi

Dopo aver determinato l'insieme di definizione di F, stabilire se F é continua,
derivabile, determinando i punti di discontinuita e di non derivabilitd di F e
discutendone la natura.

x et
6.186. F(w) :/O t—2/—3dt
Tt
6.187. Flz) = mcostdt
1

3 v. libro di testo [BPS1], cap. 6, § 9, Teorema 6.10.
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6.188.

6.189.

6.190.

6.191.%

6.192.5%

Flz) = /1 (”_1) oft]dt

t2

tsint
Itl ] — 1)

T tsint

o Vi1
Flz) = /O‘”arctan(l/t)dt

F(z) =

t+1

Flz) = /O “lte 4

t2—-1

6.3.C. Grafico della funzione integrale dedotto dal grafico
della funzione integranda

Esempio 6.29. Sia g(t) la funzione il cui grafico ¢ qui rappresentato:

2 L

Dedurre dal grafico di g(t) il grafico qualitativo della funzione integrale:

F(z) = / g(t) dt
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Grafico di F'(z):
1.5
1
A\
2 -1 1 2 3

-0.5

_1 L
<45

Criteri con cui si ¢ tracciato il grafico:

1. Poiché F(z) = [, g(t)dt, F(0) = 0.

2. Poiché F'(z) = g(z) (dove g ¢ continua), F' & crescente (decrescente)
sugli intervalli in cui g ¢ positiva (negativa). In particolare:

r ~ —1.4 punto di massimo relativo.

z = 1 punto angoloso: F/(17) = —1; F'(1*) = 1; quindi z = 1 & anche punto
di minimo relativo.

3. Poiché F"'(z) = ¢'(x), F & concava verso lalto (il basso) negli intervalli
in cui g ¢ crescente (decrescente). Percio si ha anche:

z = 0 punto di flesso a tangente obliqua;

x = 2 punto di flesso a tangente obliqua. (Il fatto che sia F'(2) = 0 non si pud
prevedere in base a un'analisi puramente qualitativa del grafico di f).
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Esercizi

Come nell'esempio precedente, tracciare il grafico di [[g(t)dt a partire dal
grafico di g.

6.193. Grafico di g(%):
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6.195. Grafico di g(t):
0.8
0.6
0.4

0.2

2 | 1 2 3 45

6.196.
a. Studiare sommariamente la funzione

flt)=vt—1é

e tracciarne il grafico.
b. Dedurre dal grafico precedente (ed eventualmente da ulteriori studi) il
grafico della funzione integrale:

F(z) = /O “Ft) d.

6.197.
a. Studiare la funzione

f(t) = (1—|t])e’

e tracciarne il grafico.
b. Dedurre dal grafico precedente (ed eventualmente da ulteriori studi) il
grafico della funzione integrale:

F(z) = /O ") dt.

6.198.
a. Studiare sommariamente la funzione
logt
t) =
f(#) 1+t2

e tracciarne il grafico.
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b. Dedurre dal grafico precedente (ed eventualmente da ulteriori studi) il
grafico della funzione integrale:

Z
F(z) = / f(t) dt.
0
Giustificare le proprie conclusioni.

6.3.D. Comportamento all'infinito di una funzione integrale.
Studio di funzione integrale

Per effettuare uno studio di funzione integrale, agli elementi che abbiamo gia
discusso manca ancora qualche osservazione su come si pud studiare il
comportamento di F'(z) all'infinito.

Osservazione 6.5. Limite all'infinito di una funzione integrale. Sia
T
Flz) = / F(t) dt
Zy

e supponiamo che f sia definita almeno in [z, +00). Allora il limite

lim F(z)

—+00

uguaglia, per definizione, I'integrale generalizzato

+00
Fb)dt.

&g

Se questo converge, esistera finito lim F(z), anche se in generale non si sapra
z—+00

determinare esattamente. Se l'integrale non converge, il limite sara infinito (caso
pill comune) o non esisterd. Un caso particolare ¢ quello in cui per ¢ — 400,
f(t) — m, costante non nulla. In questo caso (almeno se f ¢ continua per z
abbastanza grande) sard F'(x) — m, cioé F(z)~ mz, come si dimostra
calcolando

lim M

T—+00 Mo

col teorema di De L'Hospital. Quindi F'(z) tende a infinito con crescita lineare, e
potrebbe avere un asintoto obliquo. L'asintoto obliquo esistera se esiste finito

ligl [F(z) —mz] =
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= lim /m[f(t) — m]dt + may

SN
Z—+00 Zo

ossia: esiste asintoto obliquo y = mx + ¢ per F se l'integrale generalizzato

[0 — miae

0

converge. In tal caso, il numero ¢ generalmente non si sa calcolare in modo esatto.
Naturalmente discorsi analoghi si possono fare per z — —oo.

I prossimi esempi ed esercizi illustreranno le varie situazioni che si possono
presentare.

- Esempio 6.30. Studiare la seguente funzione e tracciarne il grafico:

o= [ [t
2 L3

La funzione F' ¢ definita in tutto R. f ¢ continua in R, quindi F' ¢ derivabile
con continuita in R.

Per & — oo, F'(x) = f(z) — 3, quindi F(z)~ 1z — foo con crescita
lineare. Per studiare se esiste asintoto obliquo, calcoliamo

lim [F(:c) - %x} — lim [ / [é _ e-(t-szﬁ ) % o2 % _
2

z—+o00 z—to0

l. " —(t—2)2 2 i —12 2
S |- etV F o [Tt =

(due diversi limiti finiti per x — +o00,q; < g3), perché lintegrale di et &
convergente?. Quindi esistono asintoti obliqui

1 1
Y= '3':E+QI7y: §$+¢Zz-

4 Abbiamo usato il cambio di variabile:

+0o 2 +o0o 5
/ g = / *dt
2 0
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Fllz)=1- e=@=2" > 0 per (z — 2)? > log3,

x> +/log3+2;z < —+/log3 + 2.

x = 4/log3 + 2 punto di min. relativo.
x = —4/log3 + 2 punto di max. relativo.

F'(z) =2(z — 2)e @2 > 0 perz > 2,

quindi = 2 punto di flesso a tangente obliqua.
Grafico:

Esercizi

Studiare le seguenti funzioni integrali e tracciarne il grafico.

et — 3t
6.199. Flz) = dt
o (=) /0 L+3
6.200.% F(z) = / e 'arctan(e')dt
0

6.201.% F(z) = / e (5 — 20%)dt
0
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6.202.5% F(z) = / e'le? — 4|dt
0

Completare lo studio delle funzioni integrali degli esercizi da 6.186, 6.188,
6.191 e tracciarne il grafico. Si riportano per comodita, qui di seguito, i testi:

xr Lt
6.203. (Es. 6.186) Flz) = / %%gdt
0

i 3
6.204. (Es. 6.188)  F(z) = / (§2+ li log|t|dt
1 —

®arctan(1/t)

dt
t+1

6.205. (Es. 6.191) F(z) = /
0
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Soluzioni § 6.3.

6174. z € (~1,1)

6.179. € (0,+00)
6.175. z € (—o0,1)

6.180. z € (—00,0)
6.176. z € (—o0,0)

6.181. =z € [0,+00)
6.177. z € (—m,m)

6.182. insieme vuoto

6.178. zcR
6.183. La funzione f ¢ continua per ¢ # +1, i\/i ed ¢ dispari.
Pert — 1,
sin(nt)
£ o s :
FO ~ =g o5
. /4
i [sin(7rt)] =i meos(mt) __T
=12t = 1)] t=1 2 2

Percid (De L'Hospital), f ¢ prolungabile con continuita in 1 (e per simmetria in —1).
Per{ — \/5 )

7 m&v@)q+w

T ava(t- 2

La funzione ha un infinito del prim'ordine, percio I'integrale generalizzato diverge in un
intorno di \/5 (e per simmetria, di —\/5). Ne segue che F' ¢ definita in

(-V3.v2).

6.184. f & definita per ¢ # 0,t # /2 + k.

Per t — 0% f(t) — O;per t — 0~ f(t) — +oo in modo esponenziale, percid non
integrabile.

Pert — /2 + km, cost si annulla del prim'ordine, v/ cost si annulla di ordine 1/3, f(¢)
ha un infinito di ordine 1/3, integrabile.

Conclusione:

F ¢ definita per x > 0.

Questo ¢ il pili grande intervallo contenente 7 e contenuto in [0, +0c0).

6.185, (—c0,3).
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6.186. F definita in R. F continua in R, derivabile tranne che in =z =0.
F'(z) — 400 per z — 0, z = 0 & punto di flesso a tangente verticale, ascendente, per F.

6.187. F definita in R. F' continua in R, derivabile tranne che in z = 0. F'(z) — %1
per z — 0, x = 0 & punto angoloso per F'.

6.188. [ definita in (—2,2). F' continua in (-2, 2), derivabile tranne che in z = 0.
F'(z) — +o0 per x — 0, z = 0 & punto di flesso a tangente verticale, ascendente, per F'.

6.189. F definita in (—1,1). F' continua in (—1, 1), certamente derivabile per = # 0.
F'(z) — 0 per z — 0, quindi F' & derivabile anche in z = 0.

6.190. F definita in R. F' continua in R, derivabile per z # 1. F'(z) — £oo per
z — 1%, quindi z = 1 & punto di cuspide rivolta verso il basso per F'.

6.191. La funzione f & continua tranne in t=0,t=—1. In t=0 ha una
discontinuitd a salto (quindi integrabile), mentre in ¢ = —1 va all'infinito in modo non
integrabile. Pertanto F ¢ definita in (—1, + 00).

La funzione integrale ¢ continua in tutto il suo insieme di definizione, cioé (—1, + co).
E' derivabile in (—1, +00) per z # 0. Per z — 0% & F'(z) — %7, quindi # = 0 & un punto
angoloso per F.

6.192. La funzione f ¢ continua tranne in ¢ = 1,¢ = —1. In ciascuno di questi punti
f va all'infinito in modo non integrabile. Pertanto F' ¢ definita in (—1,1).

La funzione integrale & continua in tutto il suo insieme di definizione, cio¢ (—1,1). E'
derivabile in tutto (—1,1). In z = 0, dove f, quindi F”, non & derivabile, F' non possiede
derivata seconda.

6.193.

0.25

z = 0 punto angoloso: F'(07) =0, F'(0") = 1;
z = 1 punto di massimo relativo.
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6.194.

15
12.5
10

7.5

x = —1 punto di minimo relativo;
z = 0 punto di flesso a tangente obliqua;
z = 2 punto di flesso a tangente orizzontale.

6.195.
1.2¢

0.8
0.6
0.4

0.2 ¢

-2 -1 1 2 3 4 5
z = 0 punto di minimo relativo;

z = 2 punto di flesso a tangente obliqua (in cui la derivata seconda ¢ discontinua);
z = 4 punto di massimo relativo.



Par. 6.3 Funzioni integrali 531

6.196. Grafico di f(t):

- 1, \J 2

t= % punto di minimo; ¢ = 1 punto di flesso a tangente verticale; a —oo la funzione ¢
integrabile.

z = 1 punto di minimo (in cui F' non ha derivata seconda); #'(0) = 0; F' ha un asintoto
orizzontale per x — —o0; x = % punto di flesso.

Grafico di F'(z):

2.5}

ot
1.5}

1t
0.5

-2 -1 1 2
-0.5

at
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6.197. Grafico di f(¢):

-4 =3T—=2 -1 2

t = 0 punto angoloso; f si annulla in £ = +1; ¢t = —2 punto di minimo; per ¢t — —oo
la funzione ¢ integrabile.
Grafico di F'(z):

0.5}

F(0) = 0; z = 1 punto di massimo; z = —1 punto di minimo; z = —2 punto di flesso;
z = 0 punto di flesso (in = O I ha retta tangente e cambia ¢ oncavita, percid ¢ un punto
di flesso; tuttavia F” non esiste in z = 0). Per x — —oo la funzione ha un asintoto
orizzontale (il fatto che tale retta sia proprio y = 0 non ¢ prevedibile senza calcolare
esplicitamente l'integrale generalizzato [ (1 + t)e’dd).
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6.198. Grafico di f(?):

0.25

Per ¢t — 0 asintoto verticale, ma la funzione ¢ integrabile; f(1) = 0; per t — 400
f(t) — O ed & integrabile; f(¢) ha un punto di massimo in ¢5 € (1,2).
Grafico di F'(z):

F(0) = 0; z = 0 punto a tangente verticale; x = 1 punto di minimo; z = ¢y punto di
flesso; per x — oo la funzione ha un asintoto orizzontale.

z ,—t
6.199. F(z) = / € =
o t+3
La funzione f(¢) ¢ illimitata per ¢t — —3 e non integrabile, quindi F' ¢ definita in
(-3, +00).
Poiché per t — —3% & f(t) ~ %J%—Q — 400, non integrabile, e l'integrale generalizzato
¢ esteso all'intervallo (0, —3) (da destra a sinistra),

zl}lgﬁF(z) = —00.

Per t — +oo, f(t) — —3, percido F(z) ~ —3z — —oo con crescita lineare, cerchiamo
se ¢'¢ asintoto obliquo.
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toofe—t — 3t tole=t 19
i — = = t
A, [Fe) = 3] fo [ t+3 +3]dt /0 [ i+8 ]d

et+9
t+3

e poiché

9 . .
~ non integrabile,

non esiste asintoto obliquo.

-

F'l)= ex—_;;’f > O pere™® > 3z,

disequazione che con un semplice confronto grafico
3 L

~__]

~1 -0.5 0.5 1

si vede essere soddisfatta per z < « € (0, 1). Quindi z = ¢ punto di max. rel.
Inoltre
—e % (z+3)—(e7*—3z) —eF(z+4)+3x pe

F(e) = (z+3)2 T (@+3)

per
3z
r+4

>e x> pe(a,+0).
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Quindi z = J punto di flesso a tangente obliqua. Grafico:

&

z
6.200. F(z) :/ e "arctan(e’)dt
0

f & continua in tutto R, F' ¢ definita in tutto R. Per ¢ — o0,

T, —

£() - { 5e”* — 0 integrabile
1

Quindi per z — +oc0 ¢ F(z) — ¢ (asintoto orizzontale), mentre per x — —oco &
F(z) ~ & — —oo con crescita lineare. Cerchiamo eventuale asintoto obliquo.

Z——=00

lim [F(z) —z] = / [e*arctan(e®) — 1]dt.
0
Ora, sfruttando lo sviluppo di MacLaurin di arctant = ¢ — 3¢* + o(¢%), si ha

1
lefarctan(e!) — 1] = e™* [et — 563t +o(e®)| —1=

—%ezt + o(e”) s [

in modo integrabile, per ¢ — —oo, quindi F" ha asintoto obliquo y = x + q.
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F'(z) = e”"arctan(e”) > 0 Vaz,

F sempre crescente. Grafico qualitativo:

6.201. Fla) = / =4 (5 — 2¢%)dt
0

f & definita e continua in R, F' ¢ definita in tutto R.
[ & pari, quindi f f(¢)dt ¢ dispari. Studiamola per z > 0.
Per t — +o00, f(t) — —o0, quindi F'(z) — —oo con crescita sopralineare.

5 5
F'(z) :ez2_4(5—2:c2) > Operz? < E,Ong \/;

(perz > 0).x = \/g punto di massimo relativo.

Simmetrizzando dispari abbiamo che z = —\/g ¢ punto di min. rel.

F'(z) = e 4 (22(5 — 227) — 42) = 2z¢” (3 — 24%) > 0

3
<4/ =.
‘”—\[2

Simmetrizzando: F concava verso lalto per =z < —\/g ,0<z < \/é

g=0,2= :i:\/g punti di flesso a tangente obliqua.

per
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Grafico:

6.202. Flz) = / e’le? — 4|dt
0

f continua in tutto R. F' definita in tutto R.

3t
e” — 400

Pert — + t) ~ ) .

er ¢ = 00, /(1) {4et — 0 integrabile.
Quindi per z — o0,
400 con crescita sopralineare
F(z) — . .
c asintoto orizzontale.

F'(z) = e®|e*® — 4] > 0Vz, e F'(z) = 0 per z = log2.
z = log2 punto di flesso a tangente orizzontale.

v« [ €"(3e¥ —4) perz > log2
Flz)= {e$(4 — 3e?®)  per z < log2

x = log2 punto di flesso a tangente orizzontale.
Inoltre, F"'(z) > 0 per x > log2 e per z < 1log?.
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z = $log# punto di flesso a tangente obliqua. Grafico:

h

Tz T
6.203. (Es. 6.186) F(z) = / t—s/—adt
0

Definita in R, sempre crescente, F'(0) =0,z =0 punto di flesso a tang. vert.,
f(z) — +oo con crescita sopralineare per z — +o00; f(z) — ¢ <0 per = — —oo.
Grafico:
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z 3
6.204. (Es. 6.188) F(z) = —(irf 1;

log|t|dt

Definita in (—2, 2); z = 0 punto di flesso a tang. vert. ascendente.

Perz — 27 ez — —2%, F(z) — —oo; z = £2 asintoti verticali.

F'(z) >0 per z € (—2,1). z =1 punto di massimo relativo (e assoluto), F'(1) = 0.
F'(—1) = 0; z = —1 punto di flesso a tang. orizz.

z = 0 punto di flesso a tangente verticale, ascendente. Grafico:

p
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Tarctan(1/t)

dt
b1

6.205. (Es. 6.191) F(z) = /
0

Definita in (—1, 4+00). Per x — —17F, F(z) — +o0, asintoto verticale. Per z — -+o0,
F(z) — ¢ > 0, asintoto orizzontale, perché f(t) ~  per t — +oco, integrabile. z =0
punto angoloso ¢ di minimo relativo, F(0%) = £Z. Grafico:

i
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